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GOMPOSITION MATHEMATIQUE POUR L'ADMISSION
A L’ECOLE CENTRALE EN 1885

(PREMIERE SESSION):

SOLUTION PAR M. E. BARISIEN.

On donne deux axes Qx, Oy, un point A sur Oux,
un point B sur Oy :

(') La foncuon w(x), ¢gale a zéro lorsque  admet des diviseurs
cartes, autres que Punité, est égale, dans les autres cas, a =1,
sunvant que le nombre des facteurs premiers de x est pair ou impair.
(Nowe Premier Wemoire d Arithmetique. )
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1w Former Uéquation générale des paraboles telles
que, pour chacune d’elles, Oy soit la corde de contact
des tangentes menées du point A, et Ox la corde de
contact des tangentes menées du point B.

2° Trouver le lieu des points de rencontre de cha-
cune des paraboles avec celui de ses diamétres qui passe
par un point H donné sur Oy.

On déterminera un nombre de conditions géome-
triques suffisant pour pouvoir tracer le lieu, et l'on
cherchera comment doit étre placé le point U, pour que
le lieu se réduise a des droites.

3° Déterminer le paramétre variable que renferme
l'équation générale du 1°, de facon qu'elle repré-
sente une parabole passant par un point donné P, et
chercher dans quelles régions du plan doit se trouver
le point P, pour que le probléme soit possible.

1.
Soient OA = «, OB = b, OH =1/.

L’équation générale d’une parabole est
(1) (\r+By)r2+a2Dar 2By +1=0.
La polaire d’un point (., ) ) a pour équation
(Ar+By)(AX+BY)+D(X 4+ .r)+ E(Y —3p)+=1=0:
I'équation de la polaire du point A est, par suite,

AatAX—=BY) - D(X—a)+EY +1=0
ou
X(A2a+ D)+ Y(ABa+E)+Da—+1=o.
Pour que cette droite se confonde avee Paxe des v, il

faut que U'on ait

() Da -1 =o.

(3 \Bae+E =0
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Pour que la polaire du point B soit 'axe des @, il faut
que 'on ait de méme
(4) Eb+1=0,
(5) ABb+D =o.

Il semblerait que les gquatre relations (2), (3), (4), (3)
vont donner les valeurs de A, B, D, E; mais, en Lenant
compte des équations (2) et (4), les équations (3) et
(3) rentrent 'une dans I'autre. Nous avons

D:——-—’ E:-——-, ABab:I.
L’équation générale des coniques satisfaisant aux condi-
tions de I'énoncé est donc

6 2 2% 2y
(6) (Ax + By) 2 5 T1=0:

A ct B étant liés par la relation

(7) ABab =1.

II.

(Aaxr + By)=o0 représentant la direction de I'axe
de la parabole, I'équation d’un diamétre passant par le
point H est

(8) Ar—+B(y—h)=o.

Pour avoir le lieu demandé, il suffit d’éliminer A et B

entre (6), (7) et (8). Or

A _B_Ax+By = JVAB I
h—y x hr Ve(h—v) Jabz(h—y)
Done
h2x
\ 2 "7
(Az+Byr= =7

En égalant cette valeur de (A xr + By )2 4 celle donnée
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par I'équation (6), il vient, pour I'équation du lieu,

_ ke (2x 2y
ab(h—y) \a b
ou, en ordonnant et réduisant,

(9) 2ayt+2bxy —hx(2b—h)—ay(b+2h)+ abh =o.

Ce lieu est donc une hyperbole passant par les trois

(1'— ab
Tab—n’

ly=o.

points
r = 0,
b
y=hi | r=73;

T o,

Les e’quations du centre sont

2by — h(2b—h) = o,
2bx + fay —a(b+2h)=o0.
On construira donc facilement le centre et, par suite,
les asymptotes dont les directions sont paralléles aux
droites représentées par l’équation
y(bz+ay)=o.

Calculons le discriminant A de la conique représentée
par équation (g).

On a

@ I2(2b— 1) _ ‘))bah(zb — It)(b “+2h)

A=2
4

+ ab’h
i

et, en réduisant,
ah?
A= - (b — h).

Il en résulte que ’hyperbole se réduira a deux droites :
1° Pour & = o, 'équation (y) devient
y(2bx+2ay —ab)=o.
2° Pour /i = b, 'équation (9) devient, dans ce cas,

(2y —b)(br+ ay —ab)=o.
Aun. de VMathémat., 3° série, t. IV. (Septembre 1885.) 28
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1.

Exprimons que la parabole passe par un point donné
P(a,3).Ona
20 29

gy 22 __ 27 = = L.
(t0) (Aa—+Bfy 2 5 T1=o0, avec AB_ab

Ne conservons que le paramétre variable A. L’équa-

tion (10) devient

B >2~21 iE_
(Au+A—ab = 1

ct, en réduisant ct ordonnant par rapport a A,
Atard2a2— A?ab(2ba+ 2af —ab —2a8) + 2= o.
Cette équation en A2 n’aura ses racines réelles que si

(2b2+2aB —ab—2a3)2—42282>0
ou
(128 —2ba—2af -+ ab)(2ba+2af —ab) <o
ou
(20— a)(2B8 —b)(2ba+2aB —ad)<o.

Si le point (a, 3) est sur une des trois droites

b
(1) T=oo Y=o 20r +2ay —ab =o,

a
il ne passe par ce point qu'une seule parabole satisfai-
sant a la question.

Soient A’ le milicu de OA, B’ le milieu de OB et C' le
milicu de AB. Les cotés du triangle A’B'C/, représentés
par les équations (1), partagent le plan en deux régions.
Si le point P est dans I'intérieur du triangle A’B'C/, ou
dans les angles opposés par le sommet aux angles inté-
rieurs du triangle, il n’y a pas de parabole réelle. Si le
point P est dans le reste du plan, il passe deux para-
boles réelles par ce point.

La mé¢me question a ¢été récolue par M. Moret-Blanc.



