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SOLUTIONS DE OIESTIO\S
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question !4ol
M>ir T sprie, t. I l , p W t ;

PAR M. FAUQUEMBERGUK,
Professeur au lycée de Nice.

Démontrer que si les deux racines de l équation

sont entières, léquation indéterminée

(A) .r' -uX- - r
2,

r/a/75 laquelle on a pris

/, - [ ( 3 - I P - ( O - i - 1 )2 | £ ,

admet toujours une solution entière. (RÉÀLIS.)

Posons
T 7. - - Z, Y -— O - Z.

a, ê, z désignant Trois entiers indéterminés.
L'équation (A) pourra se mettre sous la forme

s k =- z t — ï z z — ( a 3 - - ^ )

/ - ( ^ 2 - %iz--3«2 — 3 a — 2 6 ) 2 .

On voit qu'elle sera vériiiée, si l'on a, à Ja fois,

s * — 3 a - s - - ( a 3 - & ) - - o

e t
A- — (^; 2 — 3 a z ~ 3 a 2 - h 3 a — 2 6 ) * ;

ou, en tenant compte de la première de ces deux équa-
tions,

£ 6



( 38o )
ie qui revient à

A = | ( a - + - i / » — ( S - f - i ) S | s .

Le théorème énoncé est ainsi démontré.

Question 1504
{ voir T série, t. 111, p. \i\-) ;

Put M. N. GOFFART.

Le triangle ABC rectangle en A est inscrit dans
une I/j perbole équilatère, les tangentes à cette courbe
aux points B et C se coupent en T ; la normale au point B
coupe le côté AG au point B', la normale au point C
coupe le côté AB au point G'. Démontrer que Vangle
B'TC' est égal a langle des tangentes. (D'OCAGNE.)

Soient xy =• i l'équation de l'hyperbole, et (a, a '),
( i , A'), (c, c') les coordonnées des sommets A ,B ,C .
L'angle A sera droit si l'on a

(\) a~bc -t- i = o.

Les équations des tangentes BT e t C T sont respecti-
vement

Ces tangentes se coupent au point T, dont les coor-
données sont

Y __ Y
" ~b~=Tc ~

On a

Or l'équation de la normale en B est
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et celle du côté \C

l'équation d'une droite passant par leur point d'inter-

section est

) ( b' Y — b \ -r- b1 — b'1 ) -+- ac Y -4- \ — ( a — c ) — o.

Cette droite passera au point T si

b2( a - r )

' = ~bT=T •

Le coefficient d'inclinaison de B'T est donc
I>i(a b — ( ) — T

( ab — b c -r- a c ) -r- aö* c

et Pou a celui de C'T par symétrie

cUa — b — c) - i
(ab — bc -i- a c ) -t- abc'*y

d'où résulte

( />2 - c 2 ) ( « — /;){<7 ( )( b2-,- bc -* c^)
An* ~ (i~ - 62 c2 )(a — b ) (« -~cy^P^h~6c~^c2 )

=- 6 2 ~ f ' 2
 = tan-BTC.

i 4- / ;2e2

C. Q. F. D.

\<>ta — Ld incinc question d oie résolue pai M MoreL-Bldnc

Questiofi 1506
( v o i r 3* s é r i e , t I I I , p ^» )

P \ R M. JUHEL-RENOY.

Soient CA, CB deux demi-diamètres conjugués d'une

ellipse ; et P, Q deux points rfeCA, CB prolongés, ê/.v

<7we AP.BQ = 2CA.CB. Démontrer que BP e£ AQ .^

coupent sur l'ellipse. (GENLSE, M.-A. )

Prenons j>ovir a\es de coordonnées les deux droites



( 38* )

CA, CB} et soient

CA = «, C B - 6 , AP = /, Bq = l'.

L'équation de l'ellipse est

cC- y1 - 1>2J- — a2^2,

et les équations des droites BP, AQ sont

b r ' ( a -L- l ) v - b ( a - l )

( b l')j - aj - a( b - - / ' ) ;

d'où
b.r a y — nb .-. l ( b — y ) ,

b x — a y — ab = l' (CL — x ) ;

multiplions ces deux dernières équations, membre à
membre, et introduisons la condition / / ' = 2«J ;nous
aurons l'équation de l'ellipse donnée

La niôme (|iio>tion a été résolue par AT. l'abbé Brctaudcau, profes-
seur au collège de l>au|)réau (Maine-ot-Loirc) ; et par MAI. Lez;
Launo>, professeur au l\céc de I*uy: Gofîarl; Morct-Blanc ; Ernest
liarisien; Dupin, l)cée de Bar-le-l)uc ; Farisano (iiovanni, élève ingé-
nieur à I'l'ni\ersilé de Naple^; V. I>i^dui.

Question 1507
v o i r i* s e r i e , t . 111, p i , S j .

vu\ M. MOR^:T-BLA^<:.

PQ est un diamètre d'une hyperbole éqidlatere ; un
cercle décrit du point P comme centre avec PQ pour
ra*\ on rencontre l'hj perbole en trois autres points
L, M, JV : démontrer que le triangle LM.N est équila-
téral.
(Extrait du Tournai anglais The educational Times.)

Soient

il) ry - A -
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l'équation de l'hyperbole équilatère; x0, 70 les coor
données du point P, celles du point Q étant—.r0 , — -} 0

sera l'équation du cercle décrit du point P a\ee le
rayon PQ.

Eliminantj) entre cette équation et celle de l'hyper-
bole, on a, pour déterminer les abscisses des points
d'intersection des deux courbes, l'équation

y* — 2 / 0 ' r > — H'ro" "" . ro) u'i — ?.hly{)j' ~Î- À* = o.

Cette équation devant être vérifiée par l'abscisse— .rft

du |)oint (^, son pi'einier membre est divisible1 par
.X' -+- J'o '» effectuant la division, il vient

j " 3 — rJ .r0 x- — ') r()
2 .r -4-

é(juation qui donne les abscisses des points L,M,1N.
On aura l'équation qui donne leurs ordonnées en pei1-
mutant les J:* et les y, d'où

r - 3 J'o.r2 - 3^O
2 y -h .r0

2 y0 ~- o.

Ĵ a moyenne des abscisses, ou l'abscisse du centre de
gravité du triangle LMJN, est .r0, son ordonnée est j o'->
le point P est, à la fois, le centre de gravité du triangle
LMiN et le centre du cercle circonscrit au triangle; donc
les médianes se confondent avec les hauteurs, et le trian-
gle est équilatéral.

La même question y clv résolue par MM. Barisien : Goflart; Jiihcl
Hcnoy; Pisani : Launo>. professeur ,m lvcco <le Fuy : Urelaudeau :
Lez; Caronnel (TI i . ) . élève de Mc»lhéni,»tique> spéciale-, au rollège
Chapta l ; et par un \ n o n y n i c
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Question Iol2
( v o i r e > , e n e I I I I , p 4 ,i ) ,

Put M J. IIJCIUK1),

Lhxt a 1 K< oit NOIIM.IIO M i p u i e u u .

trouver Uenveloppe d'une parabole dont le foj er F
el un point, P, delà directrice sont jixes. (D'OCA^JNE.)

OH sail que Ja direc tiice est le lieu des symétriques du
loyer par 1 apport aux tangentes. Donc, si l'on joint le
point h\e P de la diieetriec au |o>ei, et si, au milieu de
ladioite PI', on élève une perpendiculaire, cette per-
pendiculaire sera constamment tangente à la parabole
variable; c'est donc l'enveloppe cherchée.

La (géométrie anal\ tique ( onduit au même résultat.
Prenons le point 1' pour origine, et FP pour a\e des JC.

Soit FP ^ a.
L'équation génétale des pai aboies, dont F est le

ib je rc tP un point de la directrice, peut s'écrire

(i) (J ^)(os'r y MIIO= "SJJ1—y1.

YA\ égalant les dérivées des deu\ membres, par rap-
poi t «i es, o n a

{i \ — { t <( I M I I o y ( o s o _ o .

Poui avoir l'équation de l'enveloppe, il faut élimi-
ner o entre les équations (i) et (2), ce qui se fait en les
élevant au carré et ajoutant; on obtient alors

( / — cM2 ^1 — r1 7 2 , d 'où / m - .

A oie - La intrnc question a cte u^oluc pai MM. doua i t Moict-
Hldnc, Lc7 ; Gcnciv-Mditin; Loin*» M.; Einesl Baribien ; Juhel Ke-
no) ; Bielaii(i(\Hi ; Dupin, U((C de I3ai-lc Duc , Mirrnan, tleve en
spocidle^, au lvtee Saint Loin*, \uçu««lo Dallol, Caionnet ( Th. ),
olcve < 11 Mathématique* *pcualc& au (o lkgc Lhaptal et pai un
\ n o n \ n u .
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Question Joli
( v o i r e s e r i e , t III, p 4<j<>),

PVR M. LEZ.

Par les sommets d'un triangle ABC, on mène aux
côtés opposés des droites AD, BE, CF te coupant en un
même point O} on a

\ 0 BO CO *
ÂD SE CF ~~ J'

De même, si, par les sommets d'un tétraèdre ABCD
on mène aux faces opposées des droites AE, BF, CG,
DH se coupant en un même point O, on a

\O BO GO DO
TL ÏÏF G G ~ DlJ *'

(GERT Y.)

Le triangle ABC se décompose en trois triangles ayant
un sommet commun au point O, el pour bases les cotés
du triangle.

Or les triangles ABC, BOC a\ant même base BC sont
entre eu\ comme leurs hauteurs, ou dans le même rap-
port que les segments AD, OD, c'est-à-dire que

\BC AD
Bl )T: ~ oT> '

On peut doue écrire

\BC BOG V D -
VBG AD

De même,

Additionnant,

* \BT
\ B i

VBG— U)C
VHG

ABC— VOB
ABC

on a

\BG \O
G ? VD

OD

BO
B E '

GO
CF

BO

BE

U)
VD

GO

"^ CF.
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Par analogie, le tetiaèdre ABCI) se décompose en

(juatie tétraèdres ayant pour sommet commun le

point O, et pour bases chacune de ses faces.

Or les tétraèdres ABCD, OBCDa^ant même base BCÏ)

sont entre eux comme leurs hauteurs, ou dans le même

rappoitque les segments AE, OE, c'est-à-dire que

Mi(.l) VK
'~7J) ~ O\V

( )n peut donc écrii e

VBCD — OHIII) \ l , - OK \O
VISU) ~~Ai:"~ V\V

I)<* n i e i i H *

\ B U > O \ ( D BO

VBU> Hl

\B<j) o V B D _ <:o
"\BT7D TT, '

\ \u)\) — ( ) \ BC DO

\ B ( , D \J\\'

Additmimant., on a

j \B<:i> — (OB(,D O \ ( J ) O\D1> O\BC!i^ ^ ^

\ O BO CO DO

\T: Hi> " C G ïïTï'
Aotr — L«i nu nio ( j iKst ion d tLe î c ^ o l u r pdi MM (noffa i t ,

M o r d Bl.iin , d e n r i x - M d i t in , M i r n i a n . l i i r h a i d P i ^ a n i , C o l h e i

• l< \ f < n s( < o n d e au P i v l d n u n n l i t d i r c el pai un \ n o n \ m e

\ < > l l - 1 1 , t \ \ p (

I'\« M. I n \ K l M L \

Si du point O on voit le coté BC du il iangle ABC
//s //// angle (*i*al à A dugnienté de ()o ', o// ^ ent/ e

s cote* rt, />, c du tnanglc et les distances y, 6, y du



point O auj sommets A, B, C lu / d a t i o n

a* a9 b % ( * ~> ( l )
{ D 'OC vriNE )

Les triangles \BC et OBC ( - ) donm ni lt s t g dites

\ i ) a b ( ib( ( o^ \.

(i) a2 ê 1% s in \

qui pti nie lient de det< i niincL c os A c t sm V i atiomu lle-
nient en fonction de a b, c et de 7,6 -

En désignant pu x l angle OBC, on pouna aussi de-
UimiiKi rationnel ItiîK ni s m r t t cosx . I n ((kl , on a

„ sm /
> <( O ( *» / L I —

donc

( t

Oi, daus k triangle AOB,

X O ( J O ( C O S ( I>

ou
a o < >o({( i s l k o s i i

Mais

' h

C i ; s b _
1 CU

( l

b sm V i>{ a o
)) Mlll)

n t e n a n t c o m p t e d e 1 é g a l i t é (i)

( ) Lu supposant toutefois que le poinl O et le sommet V soient
Mtues d un même c He de la droite BC sur le plan du tmngle f ai
autrement la proposition énoncée neseiait pa4- o\ ictc (Ci )

(2) Te lerleui t̂ pin de fane 1 » fiiune
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En remplaçant dans l 'expression de a-, s i nB ,eosB ,

s'inx, vos a' par les valeurs (3 ) , (4) et ( 5 ) , il vient

( „ , ( (a1 - c1 — b^^ia'1 — fc — - 2 )
2 2 2 »

'ia'1

,2 _ ,.2 _ 0 2 ) ( f l r

Cette expression développée et réduite devient

Remarque. — En éliminant A entre les équations ( i )

et ( K ), on a la relation

( g-2 4 - 7 2 . n2 )2 ( /y2 _+_ r 2 ^2 )2

On sait, en elïet, qu'il existe une relation entre les

distances mutuelles de quatre points O, A, B, C. Dans

le cas particulier qui nous occupe, cette relation se dé-

double en les deux égalités (6) et (•j).

La même question a été résolue par MM. C.otVart; Laisant; et
(laetaiio de Marco, élève de l'i ni>orsit(.; de Naple^.

Aote. — Sur le plan du triangle AlîC, le lieu géométrique d'un
point O, défini par la relation

a'a- 0"6- c'y-,

est une circonférence que l'équation

x- y-— ax <- d tang A.^ -~ o

représente, en prenant pour origine des coordonnées rectangulaires
le sommet B du triangle, et dirigeant l'axe des abscisses suivant la
droite IîC.

Les points B et C appartiennent évidemment à cette circonfé-
rence: le coté IÎC partage le cercle en deux segments : l'un d'eux
situé, par rapport à BC, du même côté que le sommet A, est capable
d'un angle de QO°-,- \ ; l'autre segment est capable d'un angle
de 90' — \ . (G.)



Question 1521
(voir 3" serie, t l \ , p < )

PVR M LEBOULLEUX,
Piofesseur de Mathématiques a Gent\e

Le point M étant pi is d'une manière quelconque sur
le côté BC du triangle ABC, on projette orthogona-
l entent en B', C ( fi g. i) les sommets B, C, ?w AiVI :
démontrer qu'on a la relation

I)C \M - MB. VC M G AB'

( o 'Oc 4GW1-. j

Je remarque d'abord que la similitude des triangles

l i f t i

B

rectangles BB 'M, C C ' M (fîg. i ) , donne

A1G MB =r- MB.MC'
on a d'ailleurs

BG. \M - ( M B -4- MC)( \ B — MB')
- MB(AB' — MB')--MC.AB ' - MG MB',

ou, parce que
MG.MB '.= MB.MC

on a
BG.AM = MB(AB'— MB'-r- MG'; H- MG. AB'

^MB.AC'—MG.AB',

ce qu'i l fallait démontrer ( ' ).

(*) En désignant par VBC, \BC', A.CB' les suifaces des triangles
ABC, ABC, ACB , l(£>ahtt piopo^ee BC \A1 = MB 4C'-^MC.AB'
revient a celle-ci \BC VBC -4- ACB, paire que les produits



\o/e. Lu im-ine question a été résolue par MM. Pisani : Ooffart;
Laisant ; (ieneiv.-Maitin ; Lez ; Moiet-Blanc; Barisien : Gaetano de
Man o, elcve de IL ni\ ei site de "Naple-»; Puech, ele\e en Mathéma-
( iques s|>('( ia les au l\<(e do Hennen

BC \M, MB.\C', MC. VB' sont proportionnels aux surfaces des trian-
gles ABC, \BC', ACB .

()i, on a évidemment

\BC \BC' t- ACB' 4 MCB' MBC',
maïs lJcgalit(%

MC MB' MB.MC'
donne «

MCB' M BC .
dom

\BC \BC' \ ^ B ,

i e qu il f.illaü déniontiei.
1*0111 i;oneialiter la foimulc piopo^ée

BC. \\\ MB. V(/-t MC \B ' .

il faut, romnii dans toutes lc> pioposihons de ce £cnie, avoir égard
aux signes (Je«; serment4» \B r , \ ( / , kur donner le même ^i^ne, ou
des signes diiïerents, suivant qn îK *.ont dinge^ dans le mrme sens,
ou en sens contiaire, a partîi du point V. sur la droite AM, indéfi-
niment prolongée.

Si l'on ronsidtio comme j>ositif-. le«; «ie^menls dirigée dans le sens

Fig. ->.

AM. il faudra piendre négativement un «egment dirige dans le
«en^ contraire.

Lorsque, par exemple, l'angle MAB est obtu« (fig 2) le segment
AB' est négatif, et, en valeurs absolues, on a

BC.\M = MB.\C -MC.AB'.

comme il eM facile de s'en d^^urer. (t*-)


