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S I R QUELQUES ÉQUATIOIVS INDÉTERMINÉES;

PAR M. WEILL.

I. Soit l'équation

dans laquelle a, h et p sont des entiers donnés quel-
conques. Posons

z = au?-\-bt~,

nous pourrons poser

x s/a -r- y i\/b = { u \Ja-f- ti

et prendre

ƒ = G'2p+1u*PaPt— C'iJJ+i U*P-* aP-1 b t* •+-

On a ainsi un système de solutions, avec deux entiers
arbitraires u et t, de l'équation proposée qui présente
une grande généralité.

JI. Soit l'équation

.r2 -\- bj2 = zm,

m étant un entier quelconque.
Posons

nous pourrons poser

x -hy i/b — (u -h ti\fb)>n



et prendre
x = M'« — C,2„ fo2 M»*-2 -»- . . . ,

et l'on a a/2 système de solutions, avec deux entiers arbi-
traires u et t, de F équation.

III. Soit l'équation

jr*-Ay* = V,

A et J\ étant deux entiers positifs donnés .
On a

Posons
x = ( wtVX -h t ) ( i«/A — 0-

d'où

j" = A w2 -1- /2, a? -+- J y / \ = ( t/ y/A -'- ^ ) 2 .

(Considérons

On voit que, si l'on connaît une solution entière u, t
de l'équation

/2— A«' = N,

on en déduira une solution entière x, y de l'équation

.r2— Ay*= N2.

puis une solution entière xt, jt de l'équation

puis une solution x2, j 2 de l'équation

et ainsi de suite.
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En particulier, nos formules donnent une suite de so-

lutions de l'équation

quand on connaît une première solution} soient x = a,
y = P cette solution 5 p étant un entier quelconque, les
\aleurs a^, {3̂ , données par l'égalité

formeront une solution; et les valeurs K^a^ et ^h^p

formeront une solution de l'équation

On connaît l'application des fractions continues à
l'équation

x* — A y2 = 1.

IV. Soient des quantités successives iz, iZ|,as, . . ,
liées par la relation récurrente

ak= ial__x — 1.
Posons

d'où

et

« , = A M2

«i -+-y\ v A

« 2 -H JK2 y A

a-2=z af-r-

-H«2= 2a2

= {ai+yl

kyî — ia\

— 1,

«K
/ A )

— 1

*=(a«— r)2-}-6a2(

En posant
IP — im, in = 2/7"1,

on aura
ap-\-yp / A = ( u \/A -h a )2/w,

a p = (Att>)«+ GlOTa2(AM»)"»-i -+.

a p = (a2 — 1 ) w -H Gf /n a* (a» — i)1»-1
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On peut rapprocher cette formule de celle qui donne

le développement de cosmcp en fonction de sincp et
eoscp, tiré de la formule de Mo ivre dans le cas particu-
lier où m est une puissance de 'i ; mais le procédé actuel
pour trouver la valeur de ap est affranchi de la considé-
ration des imaginaires. On trouve, en développant,

'i ni . 'j m ( 'i tn — '\ )
•jap=z(-2a)'2fn (2a)2'"-2-! (2a)2'»-4

2 m ( 2 //* — j ) ( 2 m

— (\ \ ( <> />> — - i

(2rt)2"

1 . 2 . 3

> ni{ •> ni — r))(f2m — (\)( 2 / / i — 7 )

V. En remplaçant, dans la loi de récurrence indi-
quée, ain ap_{J . . . par \ap-{- t3, \ap_K -h ^, on voit

<jue r('([iiatioii aux différences finies

peut s'intégrer au moyen du développement de cos///cp
en fonction de coscp, quand on a la relation

]}2__T3 — 2
À - 2~Â

(Considérons encore des quantités aK, a^ • • • 9 (ip^ liées
par la formule de récurrence

aP = 4 ap 1 — 3 ai>-\ -

Si ax est moindre que 1, on pourra poser

ct\ — coscp.

ai —~ co*»3 o.

donc, dans ce cas, ap s'obtiendra en fonction de as par
le développement connu de cos7/*<p$ le résultat trouvé
ainsi subsiste évidemment, même quand a{ est plus
grand que 1, c'est-à-dire quelconque.
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Kii posant

* (0

on voit que l'équation

o(n)=

} 3 2 _ 9 A B3— 36 AD
+ - 3 A — ? ( w - l ) + 27 A»

s'intègre au moyen du développement de cos mep en fonc-
tion de cos o.

On peut continuer l'application de ce procède. On
généralise les formules précédentes, en remplaçant
z[n) par une fonction rationnelle ou même irration-
nelle de 'i(/z), ^lii désignant par '^(n) une fonction nou-
velle, et Ton arrive ainsi à former des équations aux
différences finies que l'on intègre par le procédé in-
diqué, et dont l'intégration directe présente des diffi-
cultés.


