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FORMULES D'ALGÈBRE. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS
DU TROISIÈME ET DU QUATRIÈME DEGRÉ;

PAR M. G.-H. HALPHEN.

Dans ce petit Mémoire on trouvera démontrés, par
les moyens les plus élémentaires, des résultats impor-
tants que l'on considère d'habitude comme étant ré-
servés à la théorie des covariants. Sur quelques points
même ces résultats dépassent un peu ce qui se rencontre
dans les meilleurs Ouvrages, notamment la décomposi-
tion des polynômes du quatrième degré en facteurs
linéaires.

Une proposition très simple et, je crois, très curieuse
sert ici de fondement. Je vais l'établir d'abord.

PROPOSITION. — Soient f cl cp deux polynômes en-
fiers, d'un même degré n, par rapport à une va-
riable «r; la quantité ci-après, composée avec les déri-
vées de ces polynômes, est une constante

Si, en effet, Ton prend la dérivée de (/<?)•> en obser-
vant que J(n+^ et o^n+l} sont nulles, on voit tous les
termes s'entredétruire. La dérivée de (f'f) est donc
nulle, et (/'f ) est une constante.

Sur ce sujet, il convient de faire quelques observa-
tions. D'abord, si l'on veut exprimer la constante (/cp)
par Jes coefficients de ƒ et de <p, il suffira de supposer
.r = o. Soient donc

n ( n — i )
f = ao.r'l-h na{x

lt-1 -i • a2x
n-2•+-...-+- naH-x.r -h ani

1 7 . 1 1 ( 1 1 l ) , , _ .

b ' 1 f b /l~l e k b
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On trouve immédiatement

1 ' ( f'~>)~ (hi ^u — tUt,,
; i . i. î . . . n

II va de soi que l'on peut envisager la constante (ƒ<$)
pour deux polynômes de degrés différents; en ce cas, n
est le degré le plus élevé.

On peut encore prendre deux polynômes identiques
entre eux. Si le degré est impair, la constante {ff) se
réduit à zéro ; car les termes équidistants des extrêmes
se détruisent deux à deux. Mais, si le degré est pair,
( ff) n'est généralement pas nul.

Voici une des plus curieuses conséquences de notre
proposition. Elle n'a aucun lien avec ce qui va suivre;
c'est pourquoi je la joins aux préliminaires.

Soit supposé donné le polynôme ƒ, et considérons
comme inconnu le polynôme cp le plus général qui satis-
fasse à la relation (fo) = o. Il est manifeste qu'on peut
composer o au niojen de n polynômes particuliers cp,,
z>i% . . . , cpM dont chacun vérifie la relation (f'^k) — 05
on aura

les / désignant des constantes arbitraires. Soit a une
racine de / ; si l'on prend o = (x — «)w, l'expression (1)
de (fy) contient le facteur (x — a), donc (fv) est nulle
en ce cas. Désignant par a^ a2^ . . ., an les racines de f\
on aura donc, pour l'expression la plus générale de cp,

Mais la relation ( ƒ © ) = o est symétrique en ƒ et cp-
on a donc cette conséquence : Les lettres a, /, a dési-
gnant des constante v, wit

/ , ( r < 7 , V ? - / > ( r — a 2 ) n - h . . - - / „ ( r a „ \"

- {•* « 1 M > a , ^ . . ( 7 - a , , ) ,



il existe n constantes A donnant lieu à la relation sent -
b lab le

\i(or — a1)«-4-À2(.r — a 2 )n-h.. .-h ln(* — *„)*
— (x — «t ) {x — «2 ). . . (^ — «„).

Ce théorème curieux, dû à M. Rosanes, ne pouvait,
être omis ici. Je vais maintenant faire de Ja proposition
ci-dessus une série d'applications.

1. — RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION DU SFCONO DKGRÉ.

Soit ƒ un polynôme du second degré, on a

(//) = *//"-/'*>
vt par suite

Le polynôme j est ainsi décomposé en facteurs li-
néaires, et l'équation ƒ== o est résolue par la formule

If. — ELIMIWATIOIN ENTRE DEUX ÉQUATIONS

DU SECOND DEGRÉ.

Soient ƒ et <s du second degré', envisageons les trois
constantes

Dans la combinaison {f^)2 - - (^/)((pc?)? Ie terme
ff'2o2 disparaît; tous les termes qui subsistent contien-
nent soit / , soit o. S'il existe donc une valeur de x qui
rende nuls à la fois ces deux polynômes, la quantité en-
visagée sera nulle pour cette valeur de x ; étant con-
stante, elle sera toujours nulle. Donc



( 2 O )

est la condition pour que / == o et <p — o aient une ra-
cine commune, ou le résultat de l'élimination de x. En
exprimant les constantes par les coefficients suivant (2),
011 obtient

(aob.2 — oM{b{ -+- a2 b^ )~ = 4(^0^2— &\ )(b0b2— &? ).

111. CONDITION POUR Qu'uNR ÉQUATION DU TUOl-

SIÈME DEG1\É AIT U1NE RAClJNE DOUBLE.

Soit ƒ un polynôme du troisième degré

f — aojr'*-+- 3ai3?2-^- 3a2x -1- rt3.

Considérons, en premier lieu, la constante

M) \ =- (/'/')-= 2 ./7'" — /"s=a2.32(flr0«2--a? ).

Envisageons maintenant le polynôme cp ainsi défini,

11 est seulement du second degré, car sa dérivée
seconde est une constante

( '\ ) <?' = ƒ 7 — "U/"'' ?' -~ /"2 - a /7" '= - v ( l ) •

Introduisons maintenant la constante4 (ff/on)

) 9/2 3 3 ( r 2 a J — 3 « 2

Dans la combinaison B2 •+-A3 le terme/"6 disparaît

( ' ) ( M'nrraloniont, ƒ étant un polynômo du // imi- domv.

'ç - ( / , _ , ) / • ' = - „ƒ / • "

est seulement du degré (2 / i — 4 ) , comme on l 'établi t habi tuel le-
ment par le théorème des fonctions homogènes . On peut aussi le
prouver en cons idérant la dérivée d 'ordre (2/? — ̂ ), qui a pour ex-
pression

( H - 2 ) ! ( » - I ) : •' 7 '•



( •» )

et tous les termes qui subsistent contiennent l'un des
facteurs ƒ ou ƒ'. Suivant donc le même raisonnement
qu'au n° II, la constante B2H-A3 est nulle quand fel f
ont une racine commune. Donc la condition pour que
le polynôme f ait une racine double s'exprime par
l'égalité

Si ƒ contient le facteur (x — a)2, on voit, par l'ex-
pression de cp, que le polynôme cp contient ce même fac-
teur. Donc la même condition peut aussi s exprimer par
Végalité (cpcp) ~ o. Ceci conduit à la relation

qui peut aisément être vérifiée. Si l'on met, pour .r, la
racine de/77, (cpcp) se réduit à deux termes, B et A cha-
cun à un seul terme, et l'identité des deux membres est
alors manifeste. Elle a donc lieu constamment, puisque
ces deux membres sont constants.

Cette identité donne un calcul rapide pour la quan-
tité

= - ( ? ? ) = - 3 y ' y * + 8 / '3

L'expression de R permet aisément la distinction des
deux cas que peut offrir ƒ au point de vue de la réalité
des racines.

Supposons, pour fixer les idées, a0 positif, par suite
f" positif.

i° Soit R ̂ > o. Si Ton met, pour .r, une racine de / ,
R se réduit à — 3f-f"2+$J'*f". Puisque R et f"
sont positifs, nécessairement f' Test aussi. Donc/'ne



peut passer par zéro qu'en croissanl, donc ƒ n'a qu'une
racine réelle.

2° Soit R < o . Nécessairement A est négatif, et,
puisque A = (ff)-) on voit, par le n° I, que^7 a ses
racines réelles. Soient a, b les deux racines de ƒ ' ,
et a < b. Quand ƒ ' = o, R se réduit à 6ff'* -t- 9f2f"2-
Puisque R est négatif, ƒ a le signe opposé à celui de j l f .
Donc ƒ est positive pour x = a, négative pour x = b.
Donc/* a trois racines réelles. Donc f a deux racines
imaginaires, une racine double, ou trois racines réelles
suivant que R est positif, nul ou négatif.

Les expressions de A et B conduisent aussi à la consé-
quence

( 6 ) ƒ"3 -T- 3 A/" -i- 2 B = 6ƒm\f.

De là résultent la transformée privée du second terme

avec l'inconnue ƒ " = 6[a0x -\- «i), et le caractère de
réalité des racines rapporté au signe de la quantité
B2 4- A3, comme il est d'usage.

IV. — DÉCOMPOSITION D'UN POLYNÔME DU TROISIÈME

DEGllÉ EN LÀ DIFFÉRENCE DE DEUX CUBES. *

Les notations sont ici les mêmes qu'au n° III.
Considérons le polynôme i composé ainsi :

4, = a ƒ ? - 3 ? y = 4/3 - 9//' ƒ" -*• 9/V'-
II est seulement du troisième degré ; car f'o et y'J

sont tous deux du quatrième degré, mais le terme en xk

disparait dans la combinaison <L. Le polynôme (̂ 2— 2 cp3)
est donc du sixième degré : les deux termes f6 et
fj'hf disparaissant, ƒ* est en facteur. Donc ce poly-
nôme ne difïère de /*â que par un coefficient constant.



Supposant, pour x, une racine de ƒ', on voit -— *

se réduire à (Q/7V/)2-1-2.33/7^3 . C'est à quoi se réduit
aussi 9R. Ces deux quantités, étant constantes, sont
donc toujours égales. De là l'identité

Décomposons le polynôme du second degré cp en
facteurs linéaires (n° I), observons l'égalité (cpcp) = — R,
et nous aurons

Tenons compte de l'expression cp/7= — A pour en
déduire

Observons enfin que, en général, ƒ n'ayant aucune
racine commune avec ƒ*, les polynômes ƒ et cp, et par
suite ƒ et ^ sont premiers entre eux, pour conclure
de (7) les deux relations ci-apiès, où A est une con-
stante,

i 2(B-i-
(8 ) '

j a(B -

11 reste h déterminer \ et le signe devant y/R dans
les seconds membres. D'après la relation

en supposant x racine de cp, on aura R = cp'2. Prenons
\ /R= cp'. Comme on a alors ^ = — 3'f'^ on voit que
i -h 3/\/R s'évanouit. Le signe ± doit donc être rem-
placé par le signe —. Prenons maintenant la seconde
équation (8) iît observons que, en supposant toujours x



racine de cp, on a

<&'-+- y/ÏÏ = .2?', B =/y—ƒ'"'?"> B -*-ƒ" /S = / V ,

B - ƒ " y/H = - - ^ - y , * - 3/VK = - 6/o .

11 résulte de là l'expression suivante de la constante
en supposant toujours x racine de cp,

! _ 3 f2 f

(jui, d'après l'bypotlièse cp = o, se transforme en

D'ailleurs, on a identiquement

par conséquent, pour .T racine de cp, on a

Les deux identités (8) prennent donc définitivement
la forme

d'où l'on tire

12A3/R/= ( B _ / " V R ) ( ? '~ v/H)3- (B - r / £K? ' - rVR>

Ainsi est obtenue la décomposition de ƒ en la diffé-
rence des cubes de deux polynômes du premier degré
en x.



( 20 )

On remarquera, en passant, que ty est, à un facteur
constant près, la somme des deux mêmes cubes.

Y. — DÉCOMPOSITION D'UN POLYNÔME DU TROISIÈME

DEGUÉ EN FACTEURS LINÉAIRES.

Les notations étant les mômes qu'aux nos 111 et IV,
posons

(10) B 4-/"VS = a', B —/"VÏÏ= fi*.

11 en résulte
a*?«= B* — f'iR =— \K

La quantité a3 a trois racines cubiques a, a', a".
A chacune d'elles adjoignons, dans le même ordre, les
racines cubiques (3, (3', ̂  de [33, par les conditions

o$ = a'p'= a" ?" = — A.

Dénotant par II le symbole du produit de trois fac-
teurs analogues, obtenus en remplaçant a, [3 successive-
ment par oc', [3' et a", j3;/, écrivons la formule (9) ainsi :

Mettant en dehors (a— [3) dans chaque facteur, cl
observant Vjue le produit (a—[3) (a'— p)(a"—• {3") est
a3— (33, c'est-à-dire 2^ /y y/K, nous avons cette nouvelle
forme

D'après (10), (4), (3) et (5 )

•2 / / /



( )
Substituant cette expression dans le produit et met-

tant aussi — A au lieu de a(3, nous avons enfin

Telle est finalement la formule de décomposition du
polynôme ƒ en facteurs linéaires. Elle se résume ainsi :
Soit a une des racines cubiques de B -4- /^y/R, et soit [3
celle des racines cubiques de B—///7y/R, dont le pro-
duit par a donne —A*, soit co une racine cubique
imaginaire de l'unité, on a

(il) e>f"2f= (/"-{- a-+- P)(/"-^ wa-+-w2 3 >(ƒ"-+- üJ2a-+-co£).

En égalant à zéro chacun des trois facteurs successi-
vement, on a les trois racines de l'équation ƒ = o sous
la forme de Cardan.

La formule ( I I ) peut, a posteriori, être vérifiée ai-
sément. Son second membre est identiquement égal à

D'après les expressions de a, (3, ceci n'est autre que
/•"a-+-2 B-f-3 A ƒ ' ou 6f"2f9 comme on l'a trouvé
déjà (6).

M . — CONDITION POUR QU'UNE ÉQUATION DU QUA-

TRIÈME DEGRÉ AIT UNE RACINE DOUBLE.

Soit ƒ un polynôme du quatrième degré

ƒ = a0x'*-+- 4 «i#3 -r- 6a2#2-r- \azx -{- a*..

Formons d'abord la combinaison constante

puis le polynôme du quatrième degré



dont les dérivées sont

<p' = » / ƒ - 4//", <?"=»/•*- 2 / ' / " - 4//",
<p"' = a/"/"- 6/7", <?•< = a /»*_ 4 /V ' = - a( ƒ"ƒ").

Composons entin avec ƒ et <p la constante (»ƒ)

- 6 / ' / ' / ' " + 6/

Si l'on suppose, en même temps, nuls ƒ et ƒ', Ise ré-
duit à f"2, J à zff/* et J2— 4I3 a zéro. Donc, suivant un
raisonnement déjà employé, la condition pour l'exis-
tence d\ine racine double dans U équation f =L O est

J2— {13 = o.

MI. —CONDITIONS POUR QU'UN POLYNÔME DU QUA-

TRIÈME DEGRÉ SOIT UN CARRÉ.

Si ƒ contient un facteur linéaire au carré, ce facteur
appartient à f' et se trouve au carré dans cp (12). Si
donc ƒ est un carré, les deux polynômes cp et ƒ ne di liè-
rent que par un facteur constant. Réciproquement tout
facteur linéaire commun à ƒ et cp appartient kf' et entre,
par suite, dans ƒ avec l'exposant 2 au moins. Donc la
condition nécessaire et suffisante pour que ƒ soit un
carré consiste en ce que f et <p ne diffèrent que par un
facteur constant.

Désignant par g un polynôme du second degré, sup-
posons f= g2-, nous aurons

<?= \g2(g"L— '*gg")=— if(gg)-

En prenant les dérivées suivantes de ƒ, et formant

nous trou\ ons aussi



De là deux expressions de la constante (gg), dans la
premiere nous remplacerons le rapport constant des po-
lynômes <p, f par celui de leurs dérivées quatrièmes :

II faut observer que y/I est ici entièrement déter-
minée.

D'après les égalités

ou conclut

et /̂e là résulte cette expression de la racine carrée du
polynôme f supposé carré parfait :

Cette forme algébrique de \jf nous sera utile plus loin;
elle se vérifie bien aisément a posteriori si Ton rem-
place cpIV par son expression en fonction des coefficients
de ƒ'. On trouve aiusi

\J~f — -y-= ( <̂ o.r2 - i - ' i ^ i ' - r a ^ ) ) j

et le carré de ce polynôme a, pour ses trois premiers
termes, a0x

4 -+- 4 «i «̂ '3 -+- 6 «2 x
2 .

Mil. — DÉCOMPOSITION D'UN POLYNÔME

DU QUATRIÈME DEGRÉ EN LA DIFFÉRENCE DE DEUX CAllRÉS.

Conservant les mêmes notations qu'au n° VI, introdui-
rons encore le polynôme <]>, du sixième degré,



( 29 )

La combinaison 3' |2— s3 fournit un polynôme du dou
zième degré, qui contient le facteur f2. Faisant

on aura un nouveau polynôme ^ du quatrième degré

7 = 1 8 / v w " 9/\f " 2 - 36//7V'"+™/*r*

En y négligeant les termes contenant^ on voit de suite
que y -h 31cp contient le facteur f et ne diffère ainsi de
f que par un coefficient constant. Pour connaître ce
facteur, on peut donner à x une valeur particulière,
celle d'une racine de ff/, par exemple. Le facteur se
réduit ainsi à i8^2flv-+- iifful2\ c'est à quoi se réduit
l'expression (i3) de 2J pour ƒ " = o. Donc

/ « TI ç - = ? . ] ƒ

cl. en conséquence,

( 1 5 ) W = ç ' -— 1 ? ! ƒ 2 cp — 8 J ƒ«*.

Considérons le polynôme du troisième degré

F = 5* -_ I 9 IÊ- 8J,

obtenu en mettant £, au lieu de ~> dans le second mem-
bre de (i5), et décomposons-le en facteurs linéaires
d'après le résultat (̂  1) du n° V.

Si nous posons
J2 ^]3 D

et que nous choisissions la racine cubique de />3 par la
condition

(17 ) ah _- { I ,

la décomposition de F donne pour résultat



En conséquence, la formule (i5) donne celle-ci

' f X [ s -

Les polynômes /'et <p n'ayant aucun facteur commun en
général, c'est-à-dire si ƒ n'a pas de racine double, on voit
que chacun des trois polynômes du second membre de
(18) est un carré. Désignant par g, h deux polynômes
du second degré, on aura donc

G = cp -+- (ioa -+- w2Z>)/ = g*, H = cp -J- (w2a-t- iob)f ~ h*,

(19) (o —(üS)(a — ô ) / = ^ - A s .

Par cette dernière formule, ƒ est. réduit à la différence
de deux carrés. Ecrire explicitement les expressions de
g, h, c'est ce qu'il reste à faire, et c'est à quoi va servir
la formule (i4) obtenue au n° VII.

Pour appliquer cette formule, il nous faut calculer
deux constantes nouvelles (©"9") et (of/f"). Le calcul
s'abrège si l'on suppose ƒ " — o, ce qui est permis, et ce
que nous rappellerons en employant le signe ==, au lieu
du signe d'égalité,

~' \ ƒ 1V(9/'\fIV -1-

En général, si /?, </ sont deux polynômes du second
degré, et X, JJ. des constantes, on a

('xo) (lp -'T- \xq, \p -1- (xg) = ^*(pp) -»- 2tX[x(/?^ ) -+- \tf{qq).

Appliquons cette formule en supposant ^;= cp/7, q =j'f,
\= i* employons les expressions trouvées pour (y''©"),
( ?V")> e t a u s s î ?IV = — 2(ƒ"ƒ')? e t n o u s obtiendrons



la constante »JL devant tHre remplacée par

JJL — 10 ft —- (O2 f).

On a, d'après ( i6) et (17),

\ I — jx2 = — ( to2 a 2 - r a 6 4- 10 62 ),

8 ( J -h jJL I ) — a 3 -f- 63 -f- 'i. ab ( o> a ~\- w2 6 )
= ( o»2 a2 -+- ab -+- to 62 ) ( a) a 4- tu2 6 ),

(G"G' ;)=— 2(w2a2H-a^

( 21 ) p IV - =

En échangeant w et to2, on a la formule analogue pour
H, et finalement, d'après (14)-»

\ v/6[ôIVi-(to2a-i-to6)7IV]

Ainsi sont exprimés explicitement les deux polynômes
du second degré, dont la différence des carrés reproduit

! ufacteur constant près, suivant la formule (19).

1 \ . DECOMPOSITION D*IJN POLY3NÔME DU QUATRIEME DEGRÉ

EN FACTEURS LINÉAIRES.

Pour décomposer ƒ en facteurs linéaires, il n'y a qu'à
décomposer maintenant les polynômes du second degré
( S - / * ) et (£+ / , ) •

En vue de ce calcul, cherchons l'expression de la con-
stante (cpcp). Supposant, comme précédemment, f " = o,
nous avons

12 = i/'2/"2— 8//'/V IV-u 4/*/1**'



Écrivant, pour abréger,

(; = Ü -4- JJL/", H =r rp _|_ JJ.'/,

nous concluons

( GH ) = ( oo) -H ( ;x -+- jx' )(<?ƒ) •+- «x'x'C ƒ / )

Remplaçant encore les diverses quantités par leurs
expressions en a* b, savoir :

{1 = ab, 8J = a3-h b\

|JL = tu a -i- to2 6, (J.' = a>2 a -t- w ̂ ,

nous obtenons

(Gin = — J((o2a2-+-rt6-H w62)(wa2-+-a6-f-toVP).

D'après le n° VII et la formule (21), on a

[ ( G " G " ) 1 . 9 ,
( ^ ' ^ ) = * ———— .= — - ((o2 a- -1- « 6 — (1) />2 ».

'). ( 1 4

De même

On peut donc écrire

(GH) =-'2(g

En général, pour deux polynômes quelconques du se-
cond degré £r, A, on a identiquement, comme on le re-
connaît par un calcul direct,

Comparée à la dernière égalité, celle-ci montre que,
pour les polynômes particuliers envisagés ici, on a

(gh) = o.

Par conséquent, la relation (20) donne simplement



( 33 )
et, d'après le n° I, en supposant s =zfc i ,

l- (a _

Ainsi les quatre facteurs linéaires, dont le produit fait/,
à une constante près, sont contenus dans la forme

—h1—. l-(a~b),

où les deux signes ambigus doivent être choisis d'une
manière indépendante. Il suffit d'envisager le coefficient
de xk dans le produit pour déterminer la constante, et
Ton a cette formule finale

( d) a -f- tü2 b ) / ' "

— w*6)/ l v]

± ^J^^^ÈML^ riz Ua - 6)1
y/()[cpiv^-((o2«7 + i»b)J'* | 2 J

X. — DISCUSSION DE L'ÉQUATION nu QUATRIÈME DEGRÉ

A COEFFICIENTS RÉELS.

Supposons réels les coefficients <!(*ƒ, et examinons les
facteurs linéaires de ce polynôme pour reconnaître la
nature réelle ou imaginaire des racines.

Soient
f' -i- ( (o a H- tu* 6 )ƒ'" _

Supposons d'abord a et b des quantités réelles. Alors u
est imaginaire pour .r réel, et l'une des déterminations de
v est conjuguée de u. Soit v cette détermination. Alors

Ann. de Mathém., 3e série, t. IV. (Janvier i885.) 3



( H )
u — v ± - (a — b) est le produit de i par une quantité

réelle, et deux facteurs donnent des racines réelles, tandis

que les deux facteurs u -h v ± - (a — b) donnent des ra-

cines imaginaires. D'après (16), on a cette conclusion :

Si D = J2 — 4I3 est positif y Véquation ƒ = o a deux
racines réelles et deux imaginaires.

Dans le cas opposé, celui où D est négatif, a et &, toa
et tû2b, to2a et tùb sont trois couples d'imaginaires con-
juguées, en sorte que a -h b, toa -h to2 &, co2a H- tob sont
des quantités réelles, ainsi que i[a—b) et les trois
constantes

=z cp I V - i - ( o m H - ( o 2 b ) f I V ,

D'après (18), le produit de ces trois constantes est po-
sitif; c'est, à un facteur numérique près, le carré du
coefficient de x 6 dans A. Ces constantes sont donc toutes
troispositives,oubiendeuxnégativesetune positive. Dans
le premier cas, chaque facteur linéaire de (a3) donne une
racine réelle*, dans le second, une racine imaginaire. La
distinction des deux cas se fait par le moyen des deux
fonctions symétriques

Co-i- Ci-H- c 2 — 3cpIV,

el l'on a cette conclusion :

Ŷ D = J2 — 413 e*£ négatif j les quatre racines de J
sont réelles quand 1er, deux quantités

positives ; les quatre racines sont imaginaires dans
les autres cas.



( 35 )
Ce dernier criterium peut être présenté sous une

forme différente, qui résulte des deux égalités

La première, conséquence de (i5), montre que
(cplv)2— 4I ( / I V ) 2 est positif si cpIV et ] ©" — ifIV sont po-
sitifs. La seconde, à cause delà supposition J2— 4I3<C °i
montre que, si (<pIV)2—4T(/IV)2 est positif, Jcplv — J/1V

et IcplV+ Sflv ont un même signe. Ce signe est -h si cpIV

et I sont positifs. Donc les deux inégalités

(?4) 'fIV>o, IcpIV— J / I V > o

sont entièrement équivalentes à

cpIV>O, (cp T V )2_4J i /^ )2 > o

dans le cas supposé J- — 4 '3 <C ° •
C'est aux inégalités (24) que conduirait l'application

directe du théorème de Sturm.
Rappelons, avec les expressions de J, J (n° VI), celle

de <piv, savoir
oIV --- iW(a\ — aoa2),

d'après laquelle on a

tSi' D =z J 2—41 3 e.çA /ÏU/ ; ƒ a une racine double, comme
on l'a déjà vu (n° VI). Prenant a = b = v 4 J = ± 2y/ï,
on a, par la formule ( ̂ 3 ), le facteur double sous la forme
d"—cif"r. Ce facteur peut être triple. Il devient illu-
soire quand z> e t / sont proportionnels : ce cas, où ƒ est
un carré, a été examiné au n° VII.


