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OliELQLES FORMILES GÉNÉRALES RELATIVES AIX INTÉGRALES
DÉFINIES ET INDÉFINIES;

F \ R M. L.-A. MONY.

J. Considérons une fonction f(u, v, tv, . . .) de /z
//. \\ w\ . . . qui varient simultanément en



( '77
sa t i s fa isant a u x r e l a t i o n s ( i )

où z est une variaLle indépendante. Si l'on donne à z un
accroissement dz, u, v, w, . . . ont pour différentielles
dits dvj ctw, . . . , et l'on a

,-- . df j df j df
df( u. e, «\ . . .) = -y- du -+- -;- dv -H -~- dw -+-
*7 ; du dv dw

Si l 'on intègre entre les limites zK et z2 et si l'on

nomme u{. Vi,wh, . . . , et z*2, ^2? ^2^ • • - , les valeurs

correspondantes de M, y, tv, . . . , on a

. rdf , / rf/
du— I -f dv -- ƒ —-C

= /

en supposant (jue dans la fonction -y- on a remplacé r,

vv, . . . par leurs valeurs en fonction de u tirées des

équations (1), que dans la fonction -~ on a remplacé /*,

tv, . . . par leurs valeurs en fonction de v tirées des
équations (1), . . . . Mais la valeur d'une intégrale dé-
iinie étant indépendante du nom donné à la variable qui

se trouve sous le signe / , 011 peut remplacer, dans cha-

cune des fonctions -;-> ; 5 ~- ? •••? les variables a. v<
dit dv <nv '

w, . . . 7 qui entrent alors isolément dans chacune d'elles,
par une même variable jr. On a ainsi une relation
entre n intégrales définies^ (|ui permet d'obtenir l'une
d'elles, lorsque l'on connaît les n — 1 autres. Les li-
mites uiy u2 de l'une des intégrales sont arbitraires,
mais leur choix détermine celles des autres intégrales.
La connaissance de n — i de ces intégrales sous forint* •
indéiinie permet d'oblenir la //"I)IP sous la même forme;
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on n'aura en eifel qu'à remplacer u^ par x dans la for
mule (2), eteette formule donnera

I
rd£

du

à l'aide des autres intégrales.
Si les relations ( 1 ) sont

ou simplement

ce qui revient à prendre u comme variable indépen-
dante, la relation (2) devient (4), en désignant par $ la
fonction inverse de o, W la fonction inverse de A, . . . :

' 1

Cette formule (4) est notre formule fondamentale;
en choisissant convenablement les fonctions ƒ, cp, ó, . . . ,
elle donne des théorèmes intéressants qui font l'objet de
ce travail.

II. Considérons en particulier le cas où il n'entre
que deux quantités u et v dans la fonction ƒ'.

Posons d'abord f (M, <»)= M X f avec y = ^(u) .
La formule (4) donne, en y remplaçant us par a*i,

//2 [>ar «r2,
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De la formule (5) on déduit ce théorème important :

THÉORÈME. — Si l'on connaît Vintégrale définie
d'une fonction 'f(x) entre certaines limites x^ et x2,
on en déduit Vintégrale définie, entre les limites
v(oct) et ^(^a)? de la fonction inverse <3>(.r);

Et aussi, en vertu d'une remarque faite plus haut, ce
théorème encore plus utile :

THÉORÈME. — Si l'on connaît Vintégrale indéfinie
d'une fonction 4>(.r), on en déduit immédiatement
celle de la fonction inverse ©(#)•

On peut donner de la formule (5) une démonstration
géométrique.

Considérons la courbe représentée par l'équation
y = o(x) en coordonnées rectangulaires. Soient ocK,yK

et x*,y± les coordonnées des points M, et M2 de la
courbe, VK et P2 les pieds de leurs ordonnées et Qt et Q2

les pieds de leurs abscisses; on a évidemment, si O est
l'origine des coordonnées,

surface M2 P2 O Q2 — surface TV1 j l\ O Q,
= surface M { ? ! I \ M2 H- surface Mj Qi Q2312;

la relation ( 5 ) u'est que'la traduction analytique de cette
égalité.

Dans le cas particulier que nous examinons, la rela-
tion ( 2 ) prend la forme

—u i v i— I vdu-^r I udv;

supposons que la relation qui unit u à v soit symétrique,
on en tirera

u = <p ( P ) . v = v ( u ) :

h\s fonctions z> et CI» seronl les mêmes^ nous aurons



alors une relation (()) entre deux intégrales définies ne

différant que par leurs limites. On en déduit immédiate-

ment la relation (7) entre des intégrales indéfinies; dé-

signant par l(x) l ' intégrale indéfinie / &(x)dx%

( 7 ) I ( x ) - - 1 f o ( x ) ] = x cp ( x ) -h eonst.

Jl n'est pas nécessaire pour obtenir des relations ana-

logues à (6 ) et (7) que les fonctions o et <ï> soient les

mûmes, il suffit que, par des changements de variables^

des intégrations par parties ou par tout autre procédé,

on puisse ramener à une même forme / o(x)dx et

/
<&(x)dx, ces intégrales ne différant après cette ré -

duction que par les limites entre lesquelles elles sont
prises.

III . Si l 'on fait d 'autres hypothèses sur la forme de la
fonction ƒ'(*/, / ' ) , on obtiendra des formules de transfor-
mation analogues aux précédentes, et leur choix plus
ou moins heureux donnera des résultats plus ou moins
intéressants.

Posons d'abord j'(//, v) = - avec ^ = cp(w), la for-

mule ( 4 ) donne, en y remplaçant us par xt et //.,> par x-2*

la formule

x» x{ _ Çx' dx r^v-]^(x)

O ( Xo ) O { ./'] ) . / O ( X ) f X-y

et, pour les intégrales indéfinies, la formule

xx _ rx dx

mais la formule (8^ peut être écrite sous la forme

f l» ( . / • .»> f î ) ( . r , t / * ° > 2 d . r / ^ * i f I > ( . r )
I I O I — - - ƒ ƒ -----dr\

r 1 '\ » «h '>p ( /• 1 f / .?"-
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i ï C dx /"<!>(.r) ,

les deux intégrales f —— et ƒ —— dx se ramènent
J ¥\x) «/ a7-

donc indifféremment l'une à l'autre.
Posons encore ƒ (M, i') = \/« X yV a v e c ^ = ?(")? on

obtient une formule qui permet de ramener l'une à
l'autre les deux intégrales f y^—~ dx et I y ——- dx.

Posons enfin J\u,v)= w x L v avec ^ = o(u), on
obtient une formule qui permet de ramener l'une à

l'autre les deux intégrales I L[cp(.r )]dx et / —'•— dx.

On peut varier à l'infini les hypothèses sur la forme
de la fonction ƒ ; chacune de ces hypothèses donnera
naissance à des formules analogues aux précédentes.

On peut aussi combiner entre eux ces divers procédés
de transformation, et transformer ainsi une intégrale
d'une infinité de manières.

On peut enfin considérer des fonctions f de plus de
deux variables, on obtient des relations analogues aux
précédentes où entrent plus de deux intégrales.

I\ . Revenons à la formule (2) qui nous a servi de
point de départ. Dans le cas particulier d'une fonction
de deux variables f (u, v), on a

( ƒ("2i 02)

un * ru' df rr'- df
f JUx du J(ti dv

Supposons que la relation qui unit v à u soit v= u;
<'ii remplaçant dans(i 1) u2 et v2 par x2, ii\ et vK par ,r,,
il vient

-y— (.r. x )d.r.



Donc, si une fonction de la variable x peut être consi-
dérée comme la dérivée partielle par rapport à u d'une
fonction connue f(u, i>), lorsqu'on fait dans cette dé-
rivée partielle u = \> = x, on obtiendra immédiate-
ment l'intégrale indéfinie ou définie entre certaines
limites de la différentielle formée par cette fonction
multipliée par dx, si l'on connaît l'intégrale indéfinie
ou l'intégrale définie entre les mêmes limites de la diffé-
rentielle partielle de f(u, v) par rapport à t>où l'on fait
après la différendation u = v = x.

Ce théorème donne un mode de transformation plus
général que celui de l'intégration par parties, qu'il
comprend d'ailleurs dans le cas particulier où

Lorsqu'on aura à chercher l'expression d'une inté-

grale / o^x)(lx^ il faudra remplacer dans la fonction s

la lettre jr, soit par u, soit par p», de telle façon que la
fonction que l'on substituera ainsi à rf(x) puisse être
considérée comme la dérivée partielle par rapport à u
d'une fonction connue dont la différentielle partielle
par rapport à v^ où l'on fera u = v = x, sera facile à
intégrer.

Les considérations qui précèdent s'étendent facile-
ment à des fonctions de plus de deux variables

f{u,v, w ).

On arri\e à celte conclusion :
Pour intégrer une différentielle <f(x)dx, on peut y

remplacer la lettre x convenablement par les lettres w,
//, -\v, . . . , de telle sorte que cette différentielle soit,
après cette substitution^ la différentielle partielle par
rapport à u d'une fonction connue dont les autres diffé-



( )
reulieJles pa.tieJIes relatives /, v, w, . . . soient, lorsqu'on
y fait u = v = w = . . . = x , faciles à intégrer.


