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ETIDE SIR l \ THEOREME D'AREL RELATIF AIX SERIES
ET SIR IX DÉ\ELOPPEÏIE\T EX SÉRIE SOHEXT UTILE EN
ASTROXOVIE;

P4R Al. A. DE SAnT-GERMAIN.

Considérons une série, ordonnée suivant Jes puis-
sauces positives et entières d'une variable z, et conver-
gente tant que le module de z reste inférieur à un
nombre R. Abel a moutré que si, pour une valeur
Z = Re a u de z% la série est encore convergente, sa
somme A est la limite \ers laquelle tend la somme de
la série quand on donne à z une suite de valeurs dont
les arguments sont tous égaux à to, tandis que leurs
modules, inférieurs à R, tendent vers cette limite.
Dans le tome V de son Journal, Liouville expose une
démonstration du théorème d'Abel, due à Dirichlet,
mais qui présente, au moins dans la forme, une imper-



feetion analogue à celle qu'on reprochait aux anciennes

démonstrations relatives à la limite de ( i -f- — ) : on y

considère un nombre qu'on prend d'abord fini, puis on
le fait croître indéfiniment, ce qui ôte toute netteté au
raisonnement; une simple modification de l'analyse
de Dirichlet nous fourniia une démonstration élémen-
taire et tout à fait rigoureuse du théorème d'Abel.

D'un autre coté, quelques géomètres, parmi lesquels
on pourrait citer un de nos maitres les plus savants, se
sont demandé si l'on ne peut pas regarder comme évi-
dent, ou du moins démontrer en quelques mots, le théo-
rème d'Abel ou même un théorème plus général com-
prenant celui d'Abel, et qu'on pourrait énoncer ainsi :

Quand une série, dont tous les ternies sont des fonc-
tions continues d'une variable réelle .r, est convergente
ta ni que je ne dépasse pas un nombre X, sa somme
"varie d'une manière continue avec .r, même quand x
atteint la limite X.

Ln exemple nous prouvera que cette proposition
n'est pas vraie; donc la démonstration intuitive à
laquelle j'ai fait allusion est insuffisante et l'on ne
pouvait apporter trop de soin à bien établir le théorème
d'Abel; mais, de plus, j'explique la discontinuité de la
série que je considère, et ce n'est pas sans jeter quelque
jour sur une des propriétés les plus singulières des
séries.

L'application du théorème d'Abel à des séries conve-
nablement choisies donne des identités plus ou moins
remarquables; je prendrai comme exemple le dévelop-
pement en série, entière par rapport à s, de la valeur
de 6 qui est définie par l'équation



et qui se réduit à cp pour z = o. Cet exemple est choisi,
moins en vue de l'égalité fournie par le théorème
d'Abel, que parce qu'il me donnera l'occasion de cal-
culer explicitement les coefficients de la série par une
méthode avantageuse; la formule que nous obtiendrons,
moins simple et moins étudiée qu'une formule analogue
de Delambre, est au moins aussi utile en Analyse et en
Astronomie.

Commençons par démontrer le théorème d'Abel.
Soit

UQ-\- lf[ Z -h U2 Z"2 -h . . . -h UpZP-*-. . .

la série considérée: nous supposons que, pour toutes les
valeurs de z dont le module est inférieur à R, elle a une
somme S, et pour z = Z une somme A. Si l'on pose
UpZiP = vp^ o n a

il) A — r u - t - i v - r i-t- . . .H-r / , -

Pour les valeurs de z dont le module est <^ II, mais
dont l'argument est le même que celui de Z, on aura
z = AZ, A étant un nombre réel compris entre o et i,
et la somme delà série pourra s'écrire

' S = ('o -J- i ' i À - r - Vt À 2 - h . . . H - Vp X / ' - h . . . .

Pour établir le théorème d'Abel, il suffit évidemment
de prouver que, si l'on prend i — \ suffisamment petit,
le module de A— S sera inférieur à un nombre donné
quelconque e. Nous y parviendrons en transformant
convenablement l'expression cle S.

Je désigne par A^ la somme des p -\- i premiers
termes de la série (i), et par <xp le reste correspondant,
de sorte qu'on a A = A^ -f- a^, et

Dans S, remplaçons r0, t><? . . . . vm parles \aleurs indi-



( '6"- )
quées ci-dessus, et appelons pm la somme de tous les
termes qui suivent le ?n -f- i 'eme terme de la série, m
étant un entier que je laisse provisoirement arbitraire;
on aura

S = Ao-J-fAr— A0)X — ( \ 2 — A , ) À 2 - + - . . . — ( \ w — A, t t+,)X'«-+- p m

= ( I — À )( A o -*- \ t À — . . . — A m ! \m-l ) H- A,w X"« •+• p / / t .

J'introduis encore un autre entier /z, que j'assujettis
d'abord à la seule condition de ne pas dépasser ni ; puis,
dans la parenthèse qui multiplie (i —X), je remplace les
coefficients A^, à partir de A,* inclusivement, par leur
valeur A — y.p : il vient

S r - ( i - l)( \ 0 + A i X - f - . - . H - A « _ , X « - i )

—- ( i — X ) A ( X" — X«+-J - + - . . . -1- ) ' « - i )

— ( i — X K a ; l X« — . . . — a,,, ! X'«-i ) + A w X'« -t- ?OT ,

le deuxième ternie du s< cond membre se réduit à

A X« — \ X w ~ A X« — ( \ ,„ -+- oim ) X'« ;

les termes A/7/ A
w et — A w l ' " se détruisent, et si de A on

retranche la valeur obtenue pour 8, il vient

\ V - S - Vu - X«) — (i— X)(\0-r- A, X-+-...-+- A^-tX»-»)
( ^ i —(i X)(awX« —...+ aw 1X'«-i)n-awXw— pw.

Le module de A — S est inférieur à la somme des

modules des cinq termes qui forment le second membre

de l'équation précédente; cherchons des limites supé-

rieures de ces modules. Soit R le plus grand des modules

de A, Ao, Aj , Ao, . . . *, comme on a

i — X « = ( i — X ) ( i — X - T - X 2 - . . . — X " - i ) < n ( i — X ) ,

le module du premier terme du second membre de (2)
est <^nï](i — X)} le module du terme suivant est évi-
demment inférieur à la même limite; ensuite, si (3 est le
plus grand parmi les modules de a /n a/?+<, . . . , le mo-
dule du troisième terme que nous avons à considérer



( «63 )
sera inférieur à

( i — X)P(X»-f- X^ » + . . . + ^ / l f-1) = pX«— (3X™< (3 — pX'«;

Ie module du quatrième terme est <^ frkm, et en ajoutant
au module du cinquième terme les limites supérieures
que nous venons d'obtenir pour les modules des quatre
premiers termes, on trouve

( 3 ) m o d ( A — S ) < 2 / i B ( i — À ) 4 - p + m o d p , « .

Cela posé, déterminons n de telle sorte que les mo-
dules de a,o aw+1, . . . , et par suite (3, soient inférieurs
a {s, ce qui est possible puisque la série (i) est conver-
gente } on peut aussi déterminer m de telle sorte que
mod pm<^j£? quel que soit A entre o et \\rrt sera peut-
être beaucoup plus grand que ;z, mais il sera uni,
comme z\ enfin prenons A assez voisin de l'unité pour
que 7zB(i — A) soit <^|£« L'inégalité (3) montre que,
pour toutes les valeurs de A qui satisfont à cette condi-
tion, le module de A — S sera moindre que s, ce qui,
comme je l'ai dit, démontre en toute rigueur le théo-
rème d'Abel sans que nous ayons eu une seule fois à
parler de liniîiii.

Pour être nette et elementaire, la démonstration pré-
cédente ne laisse pas que d'offrir une certaine complica-
tion, et l'on peut se demander s'il n'est pas possible
d'établir en quelques mots soit le théorème d'Abel, soit
le théorème plus général dont j 'ai parlé. Considérons
une série dont tous les termes sont des fonctions conti-
nues d'une variable réelle x, et qui est convergente
pour toutes les valeurs de x comprises entre Xo et X
inclusivement; on peut croire que, pour toutes ces va-
leurs, la somme de la série sera une fonction continue
de x. En effet, dira-t-on, pour toutes ces valeurs, la



série a une somme déterminée qui dépend en général
de x. Soient F ( x ) cette somme, o(x) la somme des n
premieis termes de laséiie, '}(#) l? reste correspondant;
on aura

On peut prend ri' TZ assez grand, quoique fini, pour
que 'l'(^) soit inférieur à un nombre donnés, si petit
qu'il soit; alors <p(x), étant la somme d'un nombre li-
mité de fonctions continues de x , sera lui-même une
l'onction continue dex , et il en sera de même pour F ( x ) ,
puisque à x ) est, si Ton veut, négligeable.

Pour prouver l'insuffisance de cette démonstration, il
sul lit de citer un cat> où le théorème censé démontré
tombe en défaut. Prenons la séiie qui a pour terme gé-
néral

p 4p — 3 L\p — i '2/>

elle est obtenue en transposant et en groupant les
termes du développement bien connu de L(i -f-x) sui-
vant les puissances de x par la formule de Maclaurin, et
représente la même fonction tant que modx <CI? pour
x = i, elle dev ient

II I T I

3 'j ' ' ' \ii — 3 4 'l — * 2 n

On sait que cette série est convergente et a pour
somme 4 L ^ te n'est pas la valeur de L(i + x ) pour
j r = i , e t l a série consideiée, (juoique satisfaisant aux
conditions du théorème que je discute, est discontinue
pour x = i. Le théoième proposé est donc faux, et le
théorème d'Abel, qui en est un cas particulier, ne sau-
rait être presque évident5 il faut, au contraire, pour
l'établir, examiner les choses de très près.

Ce n'est pas tout de savoir que la démonstration criti-



quée est illusoire; il faut en trouver le défaut. Considé-
rons deux valeurs de .r, a et a— /?, h étant une très
petite quantité} pour que à (a) et A(« — h) soient in-
férieurs à un autre nombre très petit s, il faut prendre
pour n une valeur très grande qui dépend de s, a et /?.
Quand .r \arie de rj — /z à a, chacun des termes de 'f(^r)
varie d'une quantité très petite, eu général, de l'ordre
de h\ mais, coin nie vas termes sont très nombreux, il
peut arriver que leur somme o(.r) \arie d'une quantité
finie ou même très grande^ V(a — //) ne sera pas très
voisine de F(<7), et la série sera discontinue dans le
voisinage de x =• Û.

Dans l'exemple (iié, donnons à x Ivs valeurs i et
i —/ / ;ponr de tros petites val, m s de //, ( i — h )P est
sensiblement égal w c J)/l, et la valeur de up, en > faisantéga

x = i — //, diifère pou do —-{e '*Ph— e 2Pfi) ; si pli a

une valeur finie, un est de Tordre do - • Pour nue
. P

à[i — h) soit très petit, il ne faut pas qu'il contienne
beaucoup de termos de cettQ espèce, ce qui exige évi-
demment que nh soit très grand: on s'assure aisément
que dans ce cas ó(i) est aussi ties petit. Cola posé, on
peut écrite

i i r

J > ' ' 'j n

i ( i - h)- ii — h)2n

i — h J -T- • • • ^ n

i i

'i n - - i 'j n - 3

| ( i — / M ' " l (i — h)*n - 11

- [ " — T " - •••• "17T=T-| ;

la différence dos doux premières parties, qui sont dos
valeurs très approchées de Ls* et L ( a — A ) , est très
petite} la quatrième partie, inféiieure à n fois son pro-



mier terme, ou sensiblement à e~2uh, est très pe-
' 2/1 + 1 ' ^

tite, puisque nh est très grand \ reste la troisième partie
qui, pour de grandes valeurs de /z, diffère peu de | L a :
telle est, à la limite, la différence entre » (i) et <p(i— h),
ou entre F ( i ) et F ( i — A), et qui s'accorde avec un fait
bien connu.

Je vais appliquer le théorème d'Abel à la série, ordon-
née suivant les puissances positives et entières de ~, dans
laquelle on peut développer la valeur de 0 qui satisfait
à l'équation cos9 = coscp -4- ~, et qui se réduit à fo pour
z = o. Le théorème de Cauchy montre que ce dévelop-
pement est possible quand modz <^ i— mod eoscp; dans
ces conditions, je développe Ö par la formule de Alaclau-
rin, et comme 6 = arc cos(cos<p-t-s), en posant cos cp — .r,
tout revient à calculer les dérivées successives de la
fonction arc cos x, que je désigne par t. On a d'abord

dt — i d21 —x

le moyen qui me semble le plus commode pour avoir la
valeur explicite de toutes les dérivées consiste à déduire
des deux équations précédentes l'égalité

dx- dx

Différentiant n fois par rapport à x , on trouve

ox d
n^t d"+*t dnt

(4 ) ( i — . r 2 ) -7-777. —i7n-+-i)x — n* -j— .
dxn+- dxn-*~* dx11

Si, dans cette relation, on fait successivement n égal à
1, 2, 3, . . ., 011 pourra calculer de proche en proche les
dérivées de t\ on trouvera pour la nième dérivée

,5) p = l î



T„ étant uu polynôme de degré n — i en je; on verra
même aisément que Tw est de la forme

,6) T» = (n — i)!.r«-i-f- Sn&»-*-¥-...+ApT»-*V>-i +

En \ertu de la formule (5), la relation (4) peut s'é-
ci ire

(I _ ^ ; _ ^ 9 [ T / I ( i — ^ ; 3
 n\

-{2H — i)x - 7 - ( i _ T « ( r — ^ ^ j 2 I — / i 2 T w ( i — r 2 )2 = o;

( tiectuant et réduisant, on voit que Tn satisfait à l'équa-
tion différentielle

( i — x2 ) —= ( 2 / I — 3 ) T — ( n — i ) 2 1 « = o.
drl dx

Cette équation, devant être identiquement vérifiée
par le polynôme (6) qui représente Tw, permet de dé-
terminer AM A2, ...*, à l'aide d'un calcul connu, on
trouve

_ ( n — i ) ( n — 2 ).. . ( n — ajji ) f

^~ ( 2 X { X 6 . . . 2 ; J I ) 2 ^ '

et l'on a tout ce qu'il faut pour développer 6 suivant la
série de Maclauriu

= rp . COS 'ï : COS2 O H
sincp ' 2 s i n J o \ ' 2/ 1 si

— COS 7 1" 1© -I r C O S 7 8 " 3 »

l '2* '

Quand on donne à z une des valeurs limites indiquées
par le théorème de Cauchy, par exemple 1 — cos 3, en

supposant cp compris entre o et ^, on ne peut savoir

a priori si la série (7) sera convergente; mais, dans le



( '68 )

cas que je considère, le terme général de la série de-
\ient, en faisant toujours .r = coss,

en vertu de cette formule, je puis, dans l'équation (4),
remplacer les dérivées de t par les u correspondants, ce
qui donne

( « + I ) ( » - 'X ) {I -f- (*O«ï v ) l ' , n 2

— C / * - 1 i ) ( 2 / ? - i ) ? / / / - r i <"o- -? n - i t n i \ c o « o ) — o ,

d'où

( I
u,i {n-—ï){n — '2.)

Cette relation montre sans difficulté que, pour n in-

iini, lim -^—^ z= i • on ne peut encore décider si la série

considérée est convergente} on pose = i >

on désigne par a lalimite de a pour zziiiiini, et si dans la
dernière relation on néglige les termes très petits par

rapport à - -> il reste

i 7 1
I I COS'iï I

' \ n ,
— 2 — r o - -̂  — ( i — - ( i — co^ o ) = o .

x\près des réductions considérables, cette relation
donne simplement a = j , ce qui, comme on sait, indique
la convergence de la série \ celle-ci représente, d'après le
théorème d'Abel, ce que devient 0 pour z=\ — cosep,
c'est-à-dire zéro. L'identité obtenue donne, après quel-



nues réductions faciles,

O C O t — C5 = I -
4 C ° S 2 2 ?

tl-l C0S2/|-2.J.«p " '

pour ö = -> on trouve une formule connue :

r. i 1.3 T.3.5

'i '2.3 2 . 4 . 5 2 . 4 . 6 . 7

^Iais je ne m'étendrai pas davantage sur ces divers ré-
sultats.


