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ETUDE SUR U\ THEOREME W'ABEL RELATIF AUX SERIES
ET SUR UN DEVELOPPEMENT EN SERIE SOUNENT UTILE EN
ASTRONOVIE;

Par M. A. DE SAINT-GERMAIN.

Considérons une série, ordonnée suivant les puis-
sauces positives et enticres d'une variable z, et conver-
gente tant que le module de z reste inféricur a un
nombre R. Abel a moutré que si, pour une valeur
Z=TRe»t de z, la série est encore convergente, sa
somme A est la limite vers laquelle tend la somme de
la série quand on donne a z une suite de valeurs dont
les arguments sont tous égaux a o, tandis que leurs
modules, inféricurs a R, tendent vers cette limite.
Dans le tome V de son Journal, Liouville expose une
démonstration du théoréme d’Abel, due a Dirichlet,
mais qui présente, au moins dans la forme, une imper-
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fection analogue a celle qu’on reprochait aux anciennes
’ . . . . . 1 N\ m
démonstrations relativesa la limite de <I + —,;) ony

considére un nombre qu’on prend d’abord fini, puis on
le fait croitre indéfiniment, ce qui Ole toute netteté aun
raisonnement; unc simple modification de Lanalyse
de Dirichlet nous fournira une démonstration élémen-
taire et tout a fait rigourcuse du théoréme d’Abel.
D’un autre coté, quelques géometres, parmi lesquels
on pourrait citer un de nos maitres les plus savants, se
sout demandé si Pon ne peat pas regarder comme évi-
dent, ou du moins démountrer en quelques mots, le théo-
réme d'Abel ou méme un théoréme plus genéral com-

prenant celui d"Abel, ev qu’on pourrait énoncer ainsi :

Quand une scrie, dont tous les termes sont des fonc-
tions continues d’une variable réelle x, est convergente
tant gque x ne dépasse pas un nombre X, sa somme
varte d’une maniére continue avec x, méme quand x
atteint la limite X.

Un exemple nous prouvera que cette proposition
n'est pas wvraie; done la démonstration intuitive a
laquelle: Pai fait allusion est insuflisante ¢t Pon ne
pouvait apporter trop de soin a bien élablir le théoréme
d’Abel; mais, de plus, j'explique la discontinuité de la
séric que je considere, et ce n'est pas sans jeter quelque
jour sur unc des propriéiés les plus singulicres des
séries.

Lapplication du théoréme d’Abel & des séries conve-
nablement choisies donne des identités plus ou moins
remarquables; je prendrai comme exemple le dévelop-
pement en série, enticre par rapport a z, de la valeur
de 6 qui est définie par I'équation

cach — coce - g,
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el qui se réduit a © pour z = o. Cet exemple est choisi,
moins en vue de I'égalité fournie par le théoréme
d’Abel, que parce qu’il me donuncra I'occasion de cal-
culer explicitement les coefficients de la série par une
méthode avantageuse; la formule que nous obtiendrons,
moins simple et moins étudiée qu'une formule analogue
de Delambre, est au moins aussi utile en Analyse et en
Astronomie.

Commencons par  démontrer le théoréme d’Abel.
Soit

Up—== Uy S+ U324 o upsP .,

la série considérée: nous supposons que, pour toutes les
valeurs de 3 dont le module est inféricur a R, clle a une
somme S, et pour =172 une somme A. Si 'on pose
wupP = v,, ona

() :\‘:I‘\\~+—1‘1"t'_;—v—...-i—"p- e

Pour les valeurs de z dont le module est <7 R, mais
dont Pargument est le méme que celui de Z, on aura
3 =17, % étant un nombre réel compris entre o et 1,
et la somme dela série pourra s’éerire

TS =g ok 0 B e AP L

Pour établir le théoréme d’Abel, il suffit évidemment
de prouver que, si 'on prend 1 — % suffisamment petit,
le module de A — S sera inféricur 4 un nombre donné
quelconque e. Nous y parviendrons en transformant
convenablement Pexpression de S.

Je désigne par A, la somme des p—+1 premiers
termes de la série (1), et par a, le reste correspondant,
de sorte quona A=A, + a,, ct

(’pz.Ap—A,) 1, V():Ao.

Dans S, remplacons ¢4, vy, .. .. ¢ par les valeurs indi-
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quées ci-dessus. et appelons 5, la somme de tous les
termes qui suivent le e —+1'"¢ terme de la série, m
étant un entier que je laisse provisoirement arbitraire;
on aura
S=Ae= (A=A h—( Vg ARt (A Apst) M o
e (1m M (Agme Arh e Ap 1A=y 4 A M o,
Jintroduis encore un autre entier 7, que |'assujetiis
d’abord ala seule condition de ne pas dépasser m ; puis,
dans la parenthése qui multiplie (1 —2), je remplace les
coefficients A, a4 partir de A, inclusivement, par leur
valeur A — 2, : il vient .
S=(1— M Ao+ A h 4. .o Ay hn 1)
G A (M e Y met

— (=12 W %n Moy, Ay e A G Pmy
le deusicme terme du sccond membre se réduit a
AN AN = AN (A ot ) 200

les termes A, 37 el — AL, W se détruisent, et side A on
retranche la valeur obtenue pour S, il vient

b =S — A= W) —(1— 1) (Ao Ay Jmornoct Ay A2=1)
SO 0 N My M) M o,
Le module de A —$ est inféricur a la somme des
modules des cing termes qui forment le second membre
de Péquation précidente; cherchons des limites supé-
rieures de ces modules. Soit B le plus grand des modules
de A, A, AL A, .. .5commeon a

T— W= (1 — M) (1 — h = B2 —. . — W 1) < (1 — }),

le module du premier terme du seccond membre de (2)
est <<nB(1 — %); le module du terme suivant est évi-
demment inféricur a la méme limite ; ensuite, si $ est le
plus grand parmi les modules de a,, 2444, - .., le mo-
dule du troisiéme terme que nous avons a considérer
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sera inférieur a
(1— R)B()\”—‘:— At dml) = ﬁ)\”— {3)\"‘< B — BX'";

le module du quatriéme terme est < 3™, et en ajoutant
au module du cinquiéme terme les limites supérieures
que nous venons d’obtenir pour les modules des quatre
premiers termes, on trouve

(3) mod(A —S) < 2nB(1— 1) -+ B + modp,p.

Ccla posé, déterminons n de telle sorte que les mo-
dules de a,,, %ntyy -+ -y CLpar suite B, soient inférieurs
a t¢, ce qui est possible puisque la série (1) est conver-
gente; on peut aussi déterminer m de telle sorte que
mod p,, <3¢, qucl que soit A entre o et 13 m sera peut-
¢tre beaucoup plus grand que n, mais il sera {ini,
comme ¢; enfin prenons i assez voisin de Punité pour
que nB(1—72%) soit < 4e. L'inégalité (3) montre que,
pour toutes les valeurs de A qui satisfont a cette condi-
tion, le module de A — S sera moindre que ¢, ce qui,
comme je I'ai dit, démontre cn toute rigueur le théo-
réme d’Abel sans que nous ayons eu une seule fois a
parler de I'infini.

Pour étre nette et clémentaire, la démonstration pré-
cédente ne laisse pas que d’offrir une certaine complica-
tion, et 'on peut se demander s’il n’est pas possible
d’établir en quelques mots soit le théoréme d’Abel, soit
le théoréme plus général dont j’ai parlé. Considérons
une série dont tous les termes sont des fonctions conti-
nues d’une variable réelle x, et qui est convergente
pour toutes les valeurs de x comprises entre X, et X
inclusivement ; on peut croire que, pour toutes ces va-
leurs, la somme de la série sera une fonction continue
de x. En effet, dira-t-on. pour toutes ces valcurs, la
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séric a une somme déterminée qui dépend en général
de x. Soient () cette somme, o(x)la somme des n
premiers termesde lasérie, 4(x) le reste correspondant;
on aura
F(z)=9(w)—1"Y(x).

On peut prendre n assez grand, quoique fini, pour
que () soit inférieur 4 un nombre donné ¢, si petit
qu’il soit; alors 9(.76), étant la somme d'un nombre li-
nité de fonctions continues de x, sera lui-méme unc
fonction continne de x, etil en sera de méme pour F (x),
puisque &

L a) est, sil’on veut, négligeable.

Pour prouver Vinsuffisance de cette démonstration, il
suliit de citer un cas ou le théoréme censé démontré
tombe en défaut. Prenons la séiie qui a pour terme gé-
néral

yip 3 e 1 a?p
Up = Z—[;ti—g = :i_[)——l — -)—p~—
clle est obtenue en transposant et en groupant les
termes du développement bien connu de L{1 + x) sui-
vant les puissances de a par la formule de Maclaurin, et
représente la méme fonction tant que mod x <13 pour
c==1, clle devient

On sait que celte séric est convergente et a pour
somme <1235 ce n'est pas la valeur de L(1 4 x) pour
x=1, ctla série considerée, quoique satisfaisant aux
conditions du théoréme que je discute, est discontinue
pour x =1. Le théoréme proposé est done faux, et le
théoréme d’Abel, qui en est un cas particulier, ne sau-
rait étre presque évident; il faut, au contraire, pour
I'établir, examiner les choses de rés prés.

Ce n'est pas tout de savoir que la démonstration criti-
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quée est illusoire; il faut en trouver le défaut. Considé-
rons deux valeurs de o, @ et a—h, h étant unc treés
petite quantité; pour que ¥ (a) et $(a@ —h) soient in-
féricurs a un autre nombre 1rés petit ¢, il faut prendre
pour 7 unc valeur trés grande qui dépend de ¢, @ et /.
Quand x varic de @ — % a @, chacun des termes de o ()
varic d’unc quantité trés petite, en général, de Pordre
de vy mais, comme czs termes sont trés nombreux, il
peut arriver que leur somme o () varie d'une quantité
finie ou méme tres grande; 1M (a

/) ne sera pas wes
voisine de 19(a), et la série sera discountinue dans le
voisinage de w = a.

Dans Pexemple i, donnons a o les valeurs 1 et
1 — /i pour de tres petites valows de foy, (1—17 )P est
sensiblenient (gai a e 2% etiavaleur de Upy 11y faisant
=1 — h,ditfere peu de j'}—)(e Wh— e 2hk)siophoa
unc valeur finie, u, cst de Yordre dell—)- Pour que
Y1 —17) soit trés petit, il ne faut pas qu'il contienne
beaucoup de termes de cettg espeéce, ce qui exige évi-
demment que nh soit trés grand: on s’assure aisément
que dans ce cas (1) estaussi ties petit. Cela posé, on
peut éerire

i (1. h )2 (1— h)2n
lnv—-’h_ > T Tan

1 ] 1
Tlen-t o 3T 4;1;1J
(v —feyn (— Ay
_':,_M . _77:?(_]’

la différence des deux premieres parties, qui sont des
valeurs trés approchées de La et L(2— &), est trés
petites la quatriéme partie. inféiieare a n fois son pre-
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mier terme, ou sensiblement a ;nn—_+__1 e"2"h, est trés pe-
tite, puisque nh est trés grand ; reste la troisiéme partie
qui, pour de grandes valeurs de n, différe peu de ;L2 :
telle est, a la limite, la différence entre o (1) et o (1—A),
ou entre I'(1) et F'(1— /), et qui s’accorde avec un fait
bien connu.

Je vais appliquer le théoréme d’Abel a la série, ordon-
née suivant les puissances positives et entiéres de 5, dans
laquelle on peut développer la valeur de § qui satisfait
a Péquation cosf = cosy + z, et qui se réduit a » pour
z = o. Le théoréme de Cauchy montre que ce dévelop-
pement est possible quand mod z < 1— mod cos ¢ ; dans
ces conditions, je développe § par la formule de Maclau-
rin, et comme § =arc¢ cos (cos ¢+ 5), cn posant cosp = x,
tout revient a calculer les dérivées successives de la
fonction arc cos x, que je désigne par t. On a d’abord

dt —1 axt —r
-, -

TR a T

>

5

(1—a2)?
~ . [

le moyen qui me semble le plus commode pour avoir [a

valeur explicite de toutes les dérivées consiste a déduire

des deux équations précédentes I'égalité

s "Z,_ dt
(1 .r)([ﬂ x

dx
Différentiant n fois par rapport a xx, on trouve

an+2¢ dn+1¢ dnt
— _ 2 .
(2n +1)xr dai n*——

) (|>‘«T2)m_2

Si, dans cette relation, on fait successivement 7 égal a
1, 2, 3, ..., on pourra calculer de proche en proche les
dérivées de 3 on trouvera pour la nit™e dérivée
dit T,

drn

(5

1
(1r-— .rﬂ)" 2
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T, étant un polynéme de degré n —1en x; on verra
méme aisément que T, est de la forme

(6) Tp=(n—n)lerl4 \yor=3 4+ Agan-tp-t4
En vertu de la formule (J), la relation (4) peut s'é-
crire

d? 1 n
T —.r‘l)a;Q[T,,(l—x‘l)" J

(1 [ 2 % "4‘ 2 9 % "
~(2n—l).r7£ T,(1 —2?) — 2T, (t— r2) = o;
(tfectuant et réduisant, on voit que Ty satisfait a I'équa-
tion différentielle

e (an—3)r—=

dr? d.r

(1— x?) —(n—12T,=
Cette équation, devant ¢tre identiquement vérifiée
1 {
sar le polynome (6) qui représente T, permet de dé-
! pol} ) I » 1
terminer A,, A,, ...; a 'aide d’un calcul connu, on
b 2 b b
trouve
(n—1)(rn—2)...(n—2w)

A= T X G (P

et 'on a tout ce qu’il faut pour développer § suivant la
série de Maclaurin

- 22 =3
Z ¥4 1 <
=0 — —— —coso ———— —(c0os20 4+ — | - — ..
v sinw Pasinio : 2 ismdrla
(n—1)(n—»o)
—|cosrlo - oo cos? 30
7 22 ;
(n—1)...(n—4 ; ) zn
( -+ ~————,—————)cos"*~>o e | —
\ 2242 ' nsin2n+lg

Quand on doune a z une des valcurs limites indiquées
par le théoréme de Cauchy, par exemple 1 —cos s, en

supposant @ compris entre o et =, on ne peut savoir
' 2

a priort si la série (7) sera convergente: mais, dans le
/ be) 9
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cas que je considére, le terme général de la série de-

vient, en faisant toujours @ = cos%,

(1--coso)P drt
! dxr’

u,,t

en vertu de cette formule, je puis, dans I'équation (4),
remplacer les dérivées de ¢ par les « correspondants, ce
qui donne

(n4=1)(1 = 2) (14 COS0) U,

— (it = 1) (20 1)U, COSS ntug,(r COSD) =0,
N
d'ou
Upay Uy ¢ o0 — 1 Uy ey n2(1— cosw)
(r- cocgQ) — —— - ———— CO8Y ——m — — =0,
Uy U, noooa Tou, (n——1)(n—-2)

Cette relation montre sans difficulté que, pour 2 in-

e e U ) . . , .
fini, lim == =1; onne peut encore décider si la série
n
L e u a
con-idérée  est convergente; on posc =y D,

n
on désigne par o lalimite de @ pour ninfini, etsi dans la

derniére relation on néglige les termes trés petits par

1.
l‘ﬂpl)ﬂl‘t d — ll reste
n

2%
1 cos o (l—
' n

3 2 %) 3\,
—{2— - ——)(‘“\’-—(IH—- (1 -—coso) =o.
n n ‘

n y

Aprés des réductions considérables, cette relation
donue simplement o = 3, ce qui, comme onsait, indique

la convergence de lasérie; celle-ci représente, d’aprés le
théoreme d’Abel, ce que devient § pour z=1— cosg,
c’est-a-dire zéro. L’identité obtenue donne, aprés quel-
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ques réductions faciles,

t' L Cosy -+
weot -0 =1 : ..
; v 7 a1
2 4 COSs 2(?
(n—1)(n—2)
-+ [cos”-i'f'—*— —+cos”*39+...
2

1
non—l cos2n—21 ¢
T

“+.

™
hour © = -, on trouve une formule connue :
]. 4 2

1 1.3 1.3.5
" 2.4.6.7

S =l A
9 2.3 2.4.5

Mais je ne m’étendrai pas davantage sur ces divers ré-
sultats.



