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SIR LA COXSTRICTIOX DES COIRBES DOXT LÉQUATIOIV
EST DOXXÉE EX COORDOXXÉES POLAIRES

[ S U T C ( » ) ] ;

I>\R M. C Ï I . B1LIILER.

6. INous supposerons d'abord que l'équation de la
courbe soit donnée sous la forme

p — F f (o ) o u rt — fi '»),

en posant - = u,

IM (o ) —
/ ( CO !

Soient (o = a, u = a Jes coordonnées d'un point; nous
allons chercher la forme de la courbe autour de ce point.

L'équation de la tangente au point (o = a, it = a de
la courbe « =ƒ*(<.)) s'obtient, comme l'on sait, en éga-
lant à zéro le déterminant

u ( os to sin 10

f( y.) co^y. <;in a

ƒ'( a) — Mil a rosa

ou bien, en développant,

u =f(0L) eos(w — a) -h ƒ '(a) sin(co — a).

Le rayon vecteur de la courbe est donné par

M=/(üi).

La différence entre les valeurs de u qui se rapportent à
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la courbe et à la droite est donc donnée par l'expression

<ï>(to) = ƒ ( ( » ) ) — / ( a ) c o s ( o j — a ) — ƒ ' ( a ) s i n ( w — a ) .

C'est le signe de la fonction <ï>(co) pour des valeurs de co
voisines de a qui donne la forme de la courbe dans le voi-
sinage du point de contact. Or <ï>(to) s'annule pour
(o = a ; sa dérivée

<l>'(<jj ) -~f( co ) -4-/( a) sin(oj — a ; —f\ a; cos(to — a)

s'annule également pour o) = a; mais la dérivée seconde

'!> ( n ) / ' i t o i /*( a ) c < > M t o — a ) - r - ƒ*'( a ) * > i n ( w — a )

fli'v s e n t é^ iU' «i / ^ a ) - h ƒ'( a i p o u r <o =-= a .

»Siij)p()-.ona que ^ / ;(a) = y " ( a ) -f- ƒ (a) soit une quan-
liîé diilérciite de zéro, et, pour fixer les idées, suppo-
sons-la positive : on pourra trouver une quantité angu-
laire e, telle qu'entre a — s et a -J- £ la fonction ^>;/(to)
ait le signe de <ï>"(a) et, par suite, soit positive; la dé-
rivée <I>;(<o) est donc croissante dans tout l'intervalle de
a — s à a H- £, et, comme elle s'annule pour (o = a, elle
est négative quand <o varie de a— £ à a et positive de a
à a-f-£ *, la fonction 4>((o) est donc décroisante entre
a—£ et a et croissante entre a et a -f- s, et, comme
elle s'annule pour to = a, elle est positive de a — e à a
et de a a a -f £. La courbe se trouve donc tout entière
d'un même coté de sa tangente dans le voisinage du point
de contact; et, dans l'hypothèse faite, le rayon vecteur
de la tangente l'emporte sur celui de la courbe ; par suite,
la courbe est concave \ers le pôle.

On arriverait à la conclusion inverse si l'on supposait

c'e^t-à-dire que, dans ce cas la courbe serait convexe
v ers le pôle.



7. Supposons maintenant

/*(a)-r-/(a)=-o,

et calculons la valeur de <ï>w(a).

Or

<!>'"( w) = / '"(w)—ƒ( a) «nu w — a)-L./* /(a)cos(oj — a),

par suite,
* ' " i a )= / ' ( a )+y \a ) .

Supposons cette quantité différente de zéro, positive

par exemple. Dans ce cas, on pourra trouver une quan-

tité angulaire e, telle qu'entre a — s et a-J-s la fonc-

tion <frf//(to) conserve le même signe et, par suite, soit

positive, ^ ( t o ) est, dans ce cas, croissante entre a — £

et a -f- e, et, comme elle s'annule pour (o = a, elle est

négative entre a — s et a et positive entre a e t a + £; la

fonction 4>'((o) est donc décroissante entre a — e et a et

croissante entie a et a -+- e, et, comme elle s'annule pour

(,) = a, elle est positive dans tout l'intervalle de a — e à

a-j-e; par suite, <ï>(o3) est croissante dans tout cet in-

tervalle, et, comme elle s'annule pour w = a, elle est

négative entre a — s et a et positive entre a e t a + e.La

courbe est donc convexe vers le pôle entre a — e et a et

concave entre a e t a + £ . Le point to = a, u = a est un

point d'inflexion.

La discussion précédente fait donc voir que les points

d'inflexion d'une courbe sont donnés par l'équation

Elle montre, de plus, que, si la première des dérivées de

la fonction <ï>(a>) qui ne s'annule pas est d'ordre pair

2|JL, la courbe est convexe vers le pôle autour du point



o> —a, w = a, si «^-^'(a) <^ o, et concave si <ï>^^(a)^>o.
Si la première des dérivées de la fonction O(o>) qui ne
s'annule pas pour OJ = a est d'ordre impair 2|JL -f- i, le
point considéré est un point d'inflexion, et il sera tou-
jours possible de préciser la forme de la courbe autour
de ce point d'après le signe de <!>(2îJ"fr (a).

.Nous avons supposé que l'équation de la courbe est
donnée1 sous la forme

u — f { oj ) .

Si l'équation delà courbe était F (« , co) = o non résolue
par rapport à z/, il est possible de déterminer, d'après ce
qui précède, la forme de la courbe en un point u = a,
(o = a; car les quantités ƒ ' («) , / ; / (a) , . . ., /-H(a),
/2[x+i (a) qui interviennent dans la discussion précé-
dente peuvent être tirées de l'équation de la courbe; ce
sont les quantités zt', //', . . . qui sont fournies par les
égalités

V'M - - u Vu -- o,
F'ó,:- '2 1/' V'(o,(-\- U2 ï:"u2-'r U ^'u " O,

Toutefois ce procédé n'est plus applicable quand F,',— o.
Supposons l'équation F(z*, o>) = o algébrique et de

degré ni en //, et proposons-nous de construire, dans le
cas précédent, cette courbe autour du point u=za,
(o = a.

Posons, pour cela,

récjualion de la courbe deviendra

/ o — E V'(ù( «, aï — V F^ ( a, a )
( l ) ( -4- -^K-.ift. *)-r-zXV'i,N(rr. y.)-^ — F ^ f f l . a U - . . .



ou bien

( 2 ) o = <l>(a, s ) - h ^ * t ( a , s ) - , - . . . - i - \ / w <J>m(a, s )

Si Fî,(rt, a) = o et F ^ ( ^ , a ) ^ o , les deux fonctions
<ï>(a, s), 4>^(a,e) sont divisibles par e, et, par suite,
quand £ tend vers zéro, deux des racines de l'équation (2)
tendront vers zéro.

En désignant par Y{ et V2 ces deux racines, par
V3, . . . , Vm les autres, on a

1 1 1 _ *i(a, t)

Vi V2 ' ' ' \ m ~ 4>^a, s)

ou bien
1 1

— -+• -
V i >2

| F"M/l(ct* a ) , 1
L 1 <a,(a, a; J

1 1 rF',',:(«, a )
a;

Sj est la somme des quantités Tr—h- —h T—> et S2 la
V 3 V m

somme des produits deux à deux des mêmes quantités,
cp(a, c) et '}(a, e) sont des fonctions qui renferment e en
l'acteur.

De ces formules on tire la suivante :
"1

( a , g ) ,
J

0(a , s) renfermant £ en facteur.
Les racines V< et V2 ne sont donc réelles qu'autant

que £ est de signe contraire à

par suite, si F'̂ _(<z, a) est différent de zéro, la courbe se
trouve tout entière d'un même côté du rayon OA mené



sous l'angle a, et le signe de la fonction

F"„*(a, a )

F[o(a, a)

indique de quel côté se trouve la courbe. La formule qui

nous donne la somme TT- -H T, nous montre que cette
v i V2

somme est finie ; par suite, comme \ i et V2 tendent vers
zéro, ils sont de signes contraires.

Si
V",,.(a, a >

¥'M(a, a ) "

la courbe a la forme représentée (Jtg* 9) .
On obtient une branche MAM7 tangente à OA et non

une branche analogue à N AN', car, dans le triangle PAM
AP

obtenu en prenant OP = OA, le rapport p^r a pour li-

mite zéro quand s tend lui-même vers zéro.
Si F'w(a, a) est nul en même temps que F'M(a, a), le

point u = a, a> = a est un point double.
Dans ce cas, l'équation

Fjo-1- M'F«= O
devient une identité pour u = a, co == â  mais la sui-
vante, à savoir

F(o'. -T- '1 U V\xUt -r- U2 F^s = O,



donne, dans ce cas, les valeurs de u! au nombre de 2.
L'équation suivante

Fw3 -+- 3 u' F'^hi — 3 u'2 FUS,,» -1- u3 V'u* -+- 3 u" ( Fj#( l ) -H U V"n* ) = o

donne la valeur de u" correspondant à chaque valeur
de iL

La méthode indiquée pour traiter le cas où

peut s'appliquer à la discussion générale. Mais nous ne
l'exposerons pas ici, et nous allons passer à la construc-
tion de la courbe autour de ses points à Tinlini.

(A suivre. )


