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NOUVELLES ANNALES 
DE 

MATHÉMATIQUES. 
S I R LES AXTICIISTIQUES PAR RÉFRACTION DE LA PARABOLE, 

LES RAYONS INCIDENTS ETANT PERPENDICULAIRES A L'AXE; 
PAR M. E. LAGUERRE. 

J . 
1. L'iiypercycle est la transformée, par seini-droites 

réciproques, de la parabole^ c'est une courbe de direc-
tion de la quatrième classe et dont l'équation la plus 
i^énérale, en coordonnées tangentielles et les axes étant 
rectangulaires, est de la forme 

(a?/ - - - - YH H-r- ) 
-- - ( A If- 1 \> ifv - (1 r- - A \) a • A Jt] u)'̂ . 

Ses propriétés les plus importantes sont les suivantes : 
i" Les tangentes à la courbe peuvent etre associées 

deux par deux, de telle sorte que deux tangentes conju-
guées quelconques et deux semi-droites fixes (les semi-
droites fondamentales de la courbe) forment un système 
liar mon ique 

( ' ) Deux couples de semi-droites forment un système harmonique, 
quand elles touchent un même cycle et que leurs points de contact 
partagent harmoniquement la circonférence. 

Sur les propriétés mentionnées dans le texte, voir mon Mémoire 
sur les hypercycles {Comptes rendus, mars et avril 1882); dans 
toute la suite de cette Note, les renvois à ce Mémoire seront simple-
ment indiqués par la lettre II. 



'i'' 1/fiiveloppe des conjuguées d'une semi-droite D, 
par rappoi t à tous \cs couples de tangentes conjuguées, 
est un cycle K que j'appellerai le cycle polaire deD. 

11 est clair qu'un liypercycle est entièrement déter-
miné quand on se donne les semi-droites fondamentales, 
une droite (juelconfjue du plan et son cycle polaire. 

Le cycle polaire d'une tangente touche cette tan-
gente en son point de contact avec la courbe. 

En désignant par A, A' et B, B'deux couples quel-
conqTiCS de tangentes conjngué(is, si l'on considère une 
tangcii.c mobile quelconque T et si l'on construit les 
cycles ins('rits dans les triangles A A'T et BIVT, la lon-
gueur conq)iise sur T entre les points de contact est 
constante en grandeur et en ligne ( 

Je l'.ippellerai encore cette proposition imj)or-
tante : 

A, C et I) désignant les quatre tangentes communes 
à un cycle et à un liypei t ycle, si l'on considère les tan-
genles conjuguées C et 1/de deux quelconques d'entre 
elliîs C et J), les semi-dioites A, C et D̂  touchent un 
même cvcle. 

Lu voilai (juelques conséquences : étant prises arbi-
trairement cinij semi-droites P , Q , A , B , G du plan, il 
exister un liypercycle géiiéi'alement bien déterminé pour 
Icijuel P et Q sont les semi-droites fondamentales et 
qui touche A, B, C. 

Soient D la quatrième tangente que cette courbe a en 
commun avec le cycle inscrit dans le triangle ABC, et 
A\ ly, C',iy les conjuguées harmoniques de A, B, C, D 
relativement à P e t àQ- il résulte delà proposition pré-
cédente (jue les semi-droites A, B, C\ D' touclient un 

1 ' ' il. 



( 7 ) 
luéme cycle et il en est de aiêtiie des seini-droiles A, B'̂  
C, D̂  et des semi-droites A', B, C, D'. 

Les cycles inscrits dans les triangles ABC, AB^C et 
xVBC touchent donc tous les trois la semi-droite D'; ce 
qui permet de déterminer la quatrième tangente com-
mune D. 

3. On peut encore énoncer la proposition suivante : 

Si l'on désigne par ( A, A'), (B, B^), ( C, C ) trois cou-
ples de semi-droites formant une ins^olution, les cjdes 
inscrits dans les triangles ABC, AB' C ei Â  BC touchent 
une même semi-droite. 

Supposons, en particulier, que les semi-droites doubles 
de l'involution soient les droites isotropes passant par un 
point O du plan, deux semi-droites conjuguées sont 
alors symétriques par rapport au point O 5 d'où cette 
conclusion : 

Si (A,A^) , (B,B') et ( C , C ) sont trois couples de 
semi-droites symétriques par rapport à un point O du 
plan^ les cy cles inscrits dans les triangles A B C , 
et A'BC touchent une même semi-droite. 

Le même théorème aurait encore lieu si la symétrie 
des couples avait lieu par rapport à une droite quel-
conque du plan. 

IL 

4. Une parabole peut etre considérée comme un 
hypercycle et comme une courbe double ^ en chacun de 
ses points on peut mener deux tangentes qui sont des 
semi-droites opposées. Ses semi-droites fondamentales 
sont l(îs semi-droites opposées déterminées par l'axe de 
la courbe-, il en résulte que deux tangentes conjuguées 
sont symétriipies par rapport à l'axe. 
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Toutes les propriétés des hypercycles appartiennejit 

donc à la parabole et constituent des propriétés nou-
velles de cette courbe. 

D. Transformons une parabole par semi-droites réci-
proques en prenant pour axe de transformation Taxe de 
la courbe elle-même; il est clair que les semi-droites 
fondamentales delà transformée seront encore les semi-
droites opposées déterminées par Taxe et que les tan-
gentes conjuguées seront symétriques par rapport à cet 
axe. 

Réciproquement tout hypercycle jouissant de la pro-
priété, que deux tangentes conjuguées sont symétriques 
par rapport à une droite D, est la transformée d'une pa-
rabole P ayant cette droite pour axe^ l'axe de transfor-
mation est également D. 

Un point quelconque M de la parabole a pour trans-
formé un cycle R dont le centre décrit une parabole F' 
ayant pour axe I), tandis que son rayon varie propor-
tionnellement à sa distance à l'axe ^ la transformée est 
donc une des anticaustiques par réfraction de la para-
bole F , lorsque les rayons incidents sont perpendicu-
laires à l'axe. 

Je la désignerai sous le nom à'anticaustique principale. 

0. Ainsi les anticaustiques principales sont les hyper-
cycles pour lesquels les semi-droites fondamentales sont 
opposées. 

Considérons une telle courbe et soit F le point où une 
tangente isotrope coupe son axe, la tangente symétrique 
étant la seconde droite isotrope qui passe par ce point, 
on voit que F est le foyer de la courbe et que les droites 
isotropes, qui se croisent en ce point, forment un couple 
de tangentes conjuguées. 
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Menons une tangente parallèle a une direction per-

pendiculaire à l'axe, sa symétrique lui est opposée; nous 
avons donc une tangente double apparente perpendicu-
laire à Taxe, et les deux semi-droites opposées qu'elle 
détermine constituent également un couple de tangentes 
conjuguées. 

Soient {Jig- i) une anticaustique principale ayant F 
pour foyer et DD' comme tangente double, AT une tan-

Fig. I. 

gente quelconque à cette courbe. Les deux droites op-
posées DD' et D^D formant un système de tangentes con-
juguées, on voit que le cycle qui touche ces tangentes et 
la tangente AT se réduit au point A où cette tangente 
coupe DD^', son point de contact avec ce cycle est égale-
ment le point A. D'autre part, le cycle qui touche les 
droites isotropes issues du point F et la tangente AT est 
le cycle qui a pour centre F ; son point de contact 
avec AT est donc le pied P de la perpendiculaire abaissée 
du point F . 

D'une proposition fondamentale énoncée plus haut, 
il résulte d'ailleurs, puisque les droites isotropes issues 
du point F constituent un système de tangentes conju-
guées, que la distance AP est constante en grandeur 
et en signe; ainsi : 

Toute anticaustique principale peut être considérée 
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comme l'ens^eloppe d'un des petits côtés d'un triangle 
rectangle déformé invariable dont Vextrémité^ située 
sur l'hypoténuse, décrit une droite, tandis que l'autre 
petit côté passe par un point fixe. 

Les autres anticaustiques étant des courbes parallèles 
à ranlicaustique principale, on peut énoncer encore la 
proposition suivante : 

Soit AHCD un quadrilatère de forme invariable, 
dans hupud les deux angles B et C sont droits ; si Von 
dèplacr ce quadrilatère de façon que le côté BC passe 
par un point fixe F et que le sommet A décrire une 
droite A, le côté Ci) enveloppe une anticaustique d \me 
parabole ayant pour foyer le point F , les rayons inci-
dents étant perpendiculaires à Vaxe . 

7. La proposition que je vie us de démontrer peut 
s'énoncer ainsi : 

Si, du ibycr d'une anticaustique principale, on abaisse 
une perpeudiculaire à une tangent<î à cette courbe, la 
distance A, comprise entre le pied de cette perpendi-
culaire et le point où la tangente rencontre la tangente 
double, est constante. 

Plusieui's cas particuliers sont à remarquer : dans le 
cas où A o, la courbe se réduit à une parabole ; quand 
la tangente double passe par le foyer, la courbe a alors 
le foyer pour centre. 

Enlin, quand A est égal à la distance du foyer à la 
tangente double (c'est le cas de la réflexion)^ la classe 
de la courbe s'abaisse et elle devient un lijpercjcle eu-
bique, ou ])lus exactement elle se décompose en un 
hypercycle cubique et un semi-point situé à l'infini sur 
la perpendiculaiie abaissée du foyer sur la tangente 
double. 
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De là une propriété nouvdle de riiypercycle cubique, 

que l'on peut énoncer ainsi : 

Si des ray ons, mènes parallèlement à une direction 
quelconque, se réfléchissent sur une parabole, parmi 
toutes les anticaustiques correspondantes, il y en a 
une qui a un axe de symétrie; si, du foyer de la para-
bole, on mène une perpendiculaire ci une tangente 
quelconque ci cette courbe, la distance, comprise entre 
le pied de cette perpendiculaire et le point ou la tan-
gente rencontre la tangente double est constante et 
égale CL la distance du foyer ci cette tangente double. 

8. Soit une anticaustique principale ayant pour 
foyer le point F et pour tangente double la droite DD'. 

Considérons ( /%. i) une tangente AT à celte courbe 
et construisons le cycle polaire de cette semi-droite^ 
nous savons qu'il lui est tangent. Il touche également la 
conjuguée harmonique de AT relativement aux deux 
tangentes opposées DD' et D'D, qui constituentun couple 
de tangentes conjuguées^ le centre de ce cycle est donc 
sur la droite menée par le point A perpendiculairement 
à DD^ Ce cycle touche la conjuguée harmonique de AT 
relativement aux deux droites isotropes issues du point F 
(ces droites forment en eifet un couple de tangentes 
conjuguées); et, comme cette conjuguée est la symé-
trique de AT relativement au point F , le centre cherché 
est sur la droite menée par le point F parallèlement 
à AT. 

Ce centre est donc le point a et, le cycle polaire d'une 
tangente touchant cette semi-droite] en son point de 
contact avec la courbe, on voit que le point de contact 
de AT est le pied m de la perpendiculaire abaissée du 
point a. 

On serait arrivé à ce résultat en considérant l'anti-
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caustique comme l'enveloppe du côté d'un triangle rec-
tangle de forme invariable dont un sommet A décrit la' 
droite DD' pendant que le côté P F passe par le point 
fixe F ; il est clair, en effet, que le centre instantané de 
rotation de la figure est le point a que j 'ai déterminé 
précédemment. 

Pour construire le centre de courbure correspondant 
au point m ( ^ ), je remarque que, la tangente conjuguée 
de AT étant la symétrique relativement à Taxe de la 
courbe, le cycle, qui touche l'anticaustique au point m 
et la conjuguée de AT, a son centre au point de ren-
contre de la normale ma avec la droite, menée parallè-
lement à DD', par le point a où la tangente AT ren-
contre l'axe. 

En désignant par [3 ce point de rencontre, il résulte 
d'un théorème, que j'ai donné dans mon Mémoire sur 
les hypercycles, que le centre de courbure cherché est 
-le point o) symétrique de ¡3 par rapport à a. 

m. 
1). Une anticaustique principale étant donnée, il im-

Fig. 2. 

i L y 

porte de construire la parabole sur laquelle se sont ré-
fractés les rayons. 

Pour la solution de cette question, je démontrerai 

( ' ) l oir M , ir 14. 
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d'abord quelques lemmes préliminaires. Un cercle étant 
décrit sur un segment AB comme diamètre {fig- a) , 
soient m et n les projections sur ce diamètre de deux 
points M et N de la courbe, et P la projection sur la 
droite MN de l'extrémité A du diamètre 5 cela posé : 

Lemme / . — On a l'égalité 

PN^ Bm 
' 

Lemme IL — En désignant par 1 le milieu de la 
corde MN, on a 

J/?? Il»: 
en d'autres termes, 

AP'rrr: A/?? . A //. 

10. Pour les démontrer, je remarque que l'angle APM 

étant droit, l'angle PAIN est égal à l'angle MAB; faisons, 
pour un instant, 

AÎAB r=: a. nXb 

Les deux triangles PAN et NA/? donnent 

_ sin^g _ iM // l .A^ _ A w . B m . A n . A H _ ^ 
^ sTii^ ~ TTi'^ ~ A m. An. An. H fi ~ ÏÏT^ ' N 71 ' A M . N n 

En second lieu, le triangle APN donne 

A F :=AN.r<js2a— — - . — —Am.An. A//Î. AH 

c. o. F. T). 

H . Considérons maintenant deux paraboles II et IV 
i f i g ' 3) ayant le point F pour foyer et pour sommets 
respectifs les deux points a et de la droite 
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Par un point quelconque M de cette droite, menons 

uiie tangente à chacune des paraboles et soient respec-
tivement A et B leurs points de contact; on sait que le 
cercle, ayant pour centre le foyer F et passant par le 
point M, contient les points A et B ; j 'appellerai N le 
point où il rencontre de nouveau l'axe F4>. 

Du point M abaissons nue perpendiculaire MP sur la 
droite AB, et, par le point 1 milieu du segment AB, me-

Vhr, 3. 
r'i h' 

uous une parallèle à l'axe qui rencontre MP au point K, 
il est clair que la ligure MRIF est un parallélogramme. 

Soient maintenant a ci ^ les milieux respectifs des 
SL'gments MA et MB-, la droite a^ est évidemment paral-
lèle à AB et partagée en parties, égales par la droite Mi 
en son point milieu O^ d'où il ^uit que la figure R[3Fa 
<̂ st un parallélogramme. 

Ainsi les segments R p et a F sont égaux et parallèles, 
c, h et a étant les pieds des perpendiculaires abaissées 
s!u- Taxe des points R, ¡3 et a ; on a donc 

F< la IfK 
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(i\)ii il résulte que F c est constant et que, quand le 
point M varie, le point R décrit la droite cc'. 

J'abaisse maintenant du point F la perpendiculaireFS 
sur la droite MP, du point R la perpendiculaire RG sur 
la droite FJ et du point N la perpendiculaire iNQ sur la 
droite AB; il est clair que RS est égal à FG, et encore 
à J\Q, car il est aisé de voir que la figure GQFN est un 
parallélogramme. 

Or, en désignant par A' et B' les pieds des perpendi-
culaires abaissées sur l'axe des points A et B, il suit du 
lemme II que l'on a 

I 
• 

D'où il suit que la longueur RS est constante lorsque 
le point M se déplace; nous avons ainsi un triangle rec-
tangle RSF dont un petit côté passe constamment par le 
point F , tandis que l'autre petit côté est constant et 
que le sommet R décrit la droite cd, 

Il en résulte donc, d'après ce que j'ai démontré plus 
haut, que RS enveloppe une anticaustique principale de 
parabole ; le centre instantané de rotation étant d'ailleurs 
évidemment le point I, la tangente RS touche son enve-
loppe au point P. 

12. Soit K l'hypercycle symétrique enveloppé par RS; 
si, du point A comme centre, on décrit un cercle ayant 
AP pour rayon, il est clair que son enveloppe est la 
('ourbe K; or, il résulte du lemme I que l'on a 

_VP __ / f h 
A A " Y ^ A ' ^ y F a ' 

D\)ù il suit que ce rapport est constant et que K est 
l'anticaustique principale de la parabole II, les rayons 
incidents étant perpendiculaire à l'axe et le module de 



{ ) 
réfraction étant 

Va 

On déinoulrerail de même que K est l'anticaustique 
principale de la parabole II', les rayons incidents étant 
perpendiculaires à l'axe et le module de réfraction étant 

/F« 

13. Il est maintenant facile de résoudre le problème 
suivant : 

Un hypercycle K est l'enveloppe du coté RS d'un 
triangh; rectapgle RSS', dont le côté SS' passe constam-
ment par le point fixe F (fig. 3), dont le côté RS a une 
longueur constante et dont le sommet R décrit la 
droite cc'; trouver les paraboles pour lesquelles cette 
courbe est une anticaustique principale. 

A cet elfct, que du point F on abaisse une perpendi-
culaire à ccJ rencontrant le côté RS en M, et que de ce 
même point comme centre on décrive un cercle H pas-
sant par M; que l'on détermine le point de rencontre I 
de la droite menée par F perpendiculairement à SS' et 
de la droite menée par R perpendiculairement kcc', puis 
que par 1 on mène une droite A parallèle à SS . Cela 
posé, si l'on imagine les deux paraboles qui, ayant F 
pour foyer et ayant leur axe perpendiculaire à cc', pas-
sent respectivement par les points de rencontre de A et 
du cercle M, on obtiendra les deux paraboles pour 
lesquelles K est une anticaustique principale. 

11 est à remarquer que ces deux paraboles ne sont pas 
toujours réelles-, elles seront imaginaires si la droite A 
et le cercle H ne se rencontrent pas. 
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F O R M U L E S D'ALGÈBRE. RÉSOLUTION D E S ÉQUATIONS 

DU TROISIÈME E T DU QUATRIÈME D E G R É ; 

PAR M. G . - H . HALPHEN. 

Dans ce petit Mémoire on trouvera démontrés, par 
les moyens les plus élémentaires, des résultats impor-
tants que l'on considère d'habitude comme étant ré-
servés à la théorie des covariants. Sur quelques points 
même ces résultats dépassent un peu ce qui se rencontre 
dans les meilleurs Ouvrages, notamment la décomposi-
tion des polynômes du quatrième degré en facteuis 
linéaires. 

Une proposition très simple et, je crois, très curieustî 
sert ici de fondement. Je vais l 'établir d'abord. 

P R O P O S I T I O N . — Soie/il f et CP deuœ polynômes en-
tiers, d'un même degré n, par rapport à une va-
riable x\ la quantité ci-après y composée avec les déri-
vées de ces polynômes, est une constante 

\ if':.) ... 
) - f - ( — l ) ' ^ - ! / " - ' ^ cp'H-'i — 

Si, en effet, Ton prend la dérivée de en obser-
vant que et sont nulles, on voit tous les 
termes s'entredétruire. La dérivée de { fo ) est don(î 
nulle, et (/'f ) est une constante. 

Sur ce sujet, il convient de faire quelques observa-
tions. D'abord, si l'on veut exprimer la constante ( / ' f ) 
par les coefficients de /" et de il suffira de supposer 
X o. Soient donc 

^ ni 11 — I ) f z= /^¿ai.r"-! — — — a ^ , 

1 1 , ni II — i) , 
= jibi -r- nh„_xx -h h„, 1.2 

^hn. cU Mathênnit., o* si'irie, t . IV , ( Janv ier i 8 8 5 . ) ^ 



( 
On trouve iininédialement 

I 
\ .1. \ .. .¡I 

I , x 

11 va de soi que Ton peut envisager la constante (/cp) 
pour deux polynômes de degrés différents; en ce cas, n 
est le degré le plus élevé. 

On peut encore prendre deux polynômes identiques 
entre eux. Si le degré est impair, la constante [ f f ) se 
réduit à zéro; car les termes équidistants des extrêmes 
se détruisent deux à deux. Mais, si le degré est pair, 
( f f ) n'est généralement pas nul. 

Voici une des plus curieuses conséquences de notre 
proposition. Elle n'a aucun lien avec ce qui va suivre; 
c'est pourquoi je la joins aux préliminaires. 

Soit supposé donné le p o l y n ô m e e t considérons 
comme inconnu polynôme cp le plus général qui satis-
fasse à la relation { fy ) = o. Il est manifeste qu'on peut 
composer cp au moyen de polynômes particuliers cp̂ , 

. . . , dont chacun vérifie la relation {fyk) ~ o; 
ou aura 

G /lOj-i- /2CP2+. . 
les l désignant des constantes arbitraires. Soit a une 
racine de /'; si l'on prend cp = (x — rte)", l'expression (i ) 
de(/cp) contient le facteur {x — a); donc (/cp) est nulle 
en ce cas. Désignant par , «2, . . . , a« les racines de/"; 
on aura donc, pour l'expression la plus générale de es, 

o /i (.r — )" /.2(;.r — «o)""^- • • I — 
Mais la relation o est symétrique e n / et cp; 

on a donc cette conséquence : Les lettres a., /, a dési-
gnant des constant es, soit 

/ , ( .r - f f , - - /.> ( .r — a.2 . . . -h /„ i .r -— a„ V' 
(.r - - a, H — a J . . .('.r - - x„ ); 



( ) 
il existe n constantes A donnant lieu à la relation sem-
blable 

— ai Y -+- ( — À , — 
— (x — ai){x-~ Ui).. .{x — an). 

Ce théorème curieux, dû à M. Rosaiies, ne pouvait 
être omis ici. Je vais maintenant faire de Ja proposition 
ci-dessus une série d'applications. 

1 . — R É S O L U T I O N D E L ' É Q U A T I O N D U SFCOWD DI':GRÉ. 

Soity un polynôme du second degré, on a 

et par suite 

Le polynôme f est ainsi décomposé en facteurs li-
néaires, et T é q u a t i o n o est résolue par la formule 

11. — ELIMIWATIOIN E N T R E D E U X É Q U A T I O N S 

D U SECOND D E G R É . 

Soient et ip du second degré-, envisageons les trois 
constantes 

= (y?) 

Dans la combinaison { f ^ Y - ' { f f ) [ Y i ) i ^̂  ternie 
disparait; tous les termes qui subsistent contien-

nent soit / , soit cp. S'il existe donc une valeur de x qui 
rende nuls à la fois ces deux polynômes, la quantité en-
visagée sera nulle pour cette valeur de x ; étant con-
stante, elle sera toujours nulle. Donc 

(/cp (//•)( cpcp)r=: O 



( ) 
est la condition pour que / = o et cp — o aient une ra-
cine commune, ou le résultat de l'élimination de x. En 
exprimant les constantes par les coefficients suivant (2), 
on obtient 

{aoh2 — oMibx -h «2 — a\ )(hob2 — h] ). 

1 1 1 . COWDITIOIN POUR QC'UJNK É Q U A T I O N D U T R O I -

S I E M E D E G R É AIT UIS.E HACIJNE D O U B L E . 

Soit f un polynôme du troisième degré 

f =z a^œ'^-h 3«13«2-H «3. 

Considérons, en premier lieu, la constante 

Envïsag{»ons maintenant le polynômes cp ainsi défini, 

11 est seulement du second degré, car sa dérivée 
seconde est une constante 

( 4 ) - f f - '\ff"^ " A c ). 

Introduisons maintenant la constante^ y f d ) 

H rr. ( / - o ' ) ^ f ^ -
^ ' ^ } — 9/-. 3 ̂  ( 2 a J — 3 «2 ch (H 0 ) • 

Dans la combinaison B--f-A^ le terme J'^^ disparaît 

(') (M'nt'ralenient, / étant un polynôme du /t'"'"'" (iĉ vi'\ 
'ç -X) f ' - nff" 

est seulement du degré — 4 ) , comme on 1 établit habituelle-
ment par le théorème des fonctions homogènes. On peut aussi le 
prouver en eonsidérant la dérivée d'ordre (2/? — ^ pour ex-
pression 

{ « - I): ' ' 
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et tous les termes qui subsistent contiennent l 'un des 
facteurs y ouy ' . Suivant donc le même raisonnement 
qu'au n® II, la constante B-H-A^ est nulle quand/*el f 
ont une racine commune. Donc /a condition pour que 
le polynôme f ait une racine double s exprime par 
r égalité 

B2-+- A"̂  o. 

Si f contient le facteur [x — a)- , on voit, par l'ex-
pression de cp, que le polynôme cp contient ce même fac-
teur. Donc la même condition peut aussi s'exprimer par 
r égalité (cpcp) o . Ceci conduit à la relation 

qui peut aisément être vérifiée. Si l'on met, pour .r, la 
racine de f", (cpcp) se réduit à deux termes, B et A cha-
cun à un seul terme, et l'identité des deux membres est 
alors manifeste. Elle a donc lieu constamment, puisque 
ces deux membres sont constants. 

Cette identité donne un calcul rapide pour la quan-
tité 

H - ^ ^ = - ( cpç ) = - +8/ '3 / ' " 

L'expression de R permet aisément la distinction des 
deux cas que peut offrir/*au point de vue de la réalité 
des racines. 

Supposons, pour fixer les idées, a^ positif, par suite 
r positif. 

i" Soit R > o. Si l'on met, pour o?, une racine d e / , 
R se réduit à Puisque R et f 
sont positifs, nécessairement f Test aussi. Donc / ne 
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peut passer par zéro qu'en croissant, donc qu'une 
racine réelle. 

Soit R<Co. Nécessairement A est négatif, et, 
puisque A = { f f ) ' ^ on voit, par le n'' I, que f a ses 
racines réelles. Soient a , h les deux racines de 
elac^b. Quand f ^ o, R se réduit à G f f -h 
Puisque R est néga t i f ,ya le signe opposé à celui de 
Donc f est positive pour jr = a , négative pour x b. 
Donc / a trois racines réelles. Donc f a deux racines 
imaginaires y une racine double, ou trois racines réelles 
suivant que R est positif, nul ou négatif. 

Les expressions de A et B conduisent aussi à la consé-
quence 

( 6 ) 3 A f -i- 2 B = 6 f " - \ f . 

De là résultent la transformée privée du second terme 

avec Vinconnne 6[aoX a^)^ et le caractère de 
réalité des racines rapporté au signe de la quantité 

A^, comme il est d'usage. 

I V . — D É C O M P O S I T I O N D ' U N POLYJSOME D U T R O I S I È M E 

D E G R É EN LA D I F F É R E N C E DE D E U X C U B E S . * 

Les notations sont ici les mêmes qu'au n'' IIL 
Considérons le polynôme i composé ainsi ; 

^ - 2/ ' cp 3 cp'/ ^ 4/'^ - 9 / /7" 9/V'"-

Il est seulement du troisième degré ; car f o et cp'y 
sont tous deux du quatrième degré, mais le terme en x^ 
disparait dans la combinaison A. Le polynôme — 2 cp̂ ) 
est donc du sixième degré : les deux ternies f ^ et 
f f ' ^ f disparaissant, f ^ est en facteur. Donc ce poly-
nôme ne diiïère de f^ que par un coefficient constant. 
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Supposant, pour une racine de on voit ^ 

se réduire à [ ^ f f " ) ' ' ^ f j " ^ - Ces t i i quoi se réduit 
aussi 9R. Ces deux quantités, étant constantes, sont 
donc toujours égales. De là l'identité 

Décomposons le polynôme du second degré cp en 
facteurs linéaires ( n " I), observons l'égalité (cpcp) = — R , 
et nous aurons 

Tenons compte de l'expression cp '̂=: — A pour en 
déduire 

Observons enfin que, en général, / n'ayant aucune 
racine commune avec y , les polynômes f et cp, et par 
suite / et sont premiers entre eux, pour conclure 
de (7) les deux relations ci-après, où A est une con-
stante, 

11 reste à déterminer \ et le signe devant y/R dans 
les seconds membres. D'après la relation 

en supposant x racine de cp, on aura R = cp^-. Prenons 
y/Rr^ rp'. Comme on a alors ^ = — 3cp'/, on voit que 
i -h 3/'y/R s'évanouit. Le signe ± doit donc être rem-
placé par le signe —. Prenons maintenant la seconde 
équation (8) et obsei vons que, eu supposant toujours x 
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racine de (p, on a 

B - / ' " y/n = _ ^ = , _ 3 / / H = - 6 j y . 

1! résulte de là l'expression suivante de la constante X, 
supposant toujours x racine de f , 

> 3 f 

(jui, d'après l'hypotlièse cp = o, se transforme en 
/ ¿ Z ' V . 

>• \ i f ' J 

D'ailleurs, on a identiquement 

par conséquent, pour . r racine de cp, on a 

Les deux identités (8) prennent donc définitivement 
la forme 

2 { B - n r ) ( ^ V / H ) = - ( cp' - / R 

•2( B - / " s / ^ ) ( ^ - 3/v/H ) - - ( o' - v ^ ) ' ' 

d'où l'on tire 

9 ) 12 A3 / K / = i B —f" s/K ) ( cp' - y/H )3 - ( B -- f " v/K) ( cp' y/K . 

Ainsi est obtenue la décomposition de / ' en la diffé-
rence des cubes de deux polynômes du premier degré 
en X. 
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On remarquera, en passant, que ^ est, à un facteur 

c o n s t a n t près, la somme des deux mêmes cubes. 

V . — D É C O M P O S I T I O N D ' U N P O L Y N O M E D U T R O I S I È M E 

D E G U É EN F A C T E U R S L I N É A I U E S . 

Les notations étant les mômes qu'aux n'® III et IV, 
posons 

( lo) B - f - / V H - a ^ B - / ' V Ï Ï = 

Il en résulte 

La quantité a*̂  a trois racines cubiques a, 7/, 7/'. 
A chacune d'elles adjoignons, dans le même ordre, les 
racines cubiques P, par les conditions 

= = — A. 

Dénotant par II le symbole du produit de trois fac-
teurs analogues, obtenus en remplaçant a, ^ successive-
ment par a', ¡3' et y/', ¡îi'̂ , écrivons la formule (9) ainsi : 

, . A 3 v / K / = --- [ a ( cp ' + v/B ) - - ? ( o ' - / B ) ] 

Mettant en dehors ( a — dans chaque facteur, et 
observant Vjue le produit ( a — ) ( a ' — ¡ 3 ) ( a ' ' — e s t 
a^— c'est-à-dire y/K, nous avons cette nouvelle 
forme 

D'après (10), (4), (3) et (5 ) 

•Al'" f" • ^ / • " 
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Substituant cette expression dans le produit et met-

tant aussi — A au lieu de ajB, nous avons enfin 

Telle est finalement la formule de décomposition du 
po lynôme^en facteurs linéaires. Elle se résume ainsi : 
Soit CL une des racines cubiques de B -4- /^'^y/R, et soit ^ 
celle des racines cubiques de B—/''^y/R, dont le pro-
duit par a donne —A*, soit co une racine cubique 
imaginaire de l'unité y on a 

(11)6f= (/' H- a -h ¡3 ) if" -f- wa aj2 ¡3 , (/"-+- a + ). 

En égalant à zéro chacun des trois facteurs successi-
vement, on a les trois racines de l 'équationj^ = o sous 
la forme de Cardan. 

La formule (11) peut, a posteriori, être vérifiée ai-
sément. Son second membre esl identiquement égal à 

D'après les expressions de a, p, ceci n'est autre que 
2B H - 3 A / ' ou comme on l'a trouvé 

déjà (6). 

\ L — C O N D I T I O N POUR Q U ' U N E É Q U A T I O N D U Q U A -

T R I È M E DEGRÉ A I T U N E RACINE D O U B L E . 

Soi ty un polynôme du quatrième degré 

f — ^ ai x^ iùa.iX'^-r- \a2X H- a^. 

Formons d'abord la combinaison constante 

puis le polynôme du quatrième degré 
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dont les dérivées sont 

i = i f f ~ i f f , o'=-ir-- 2 / 7 " ' - 4 / /" , 
cp- = 2 / 7 " ' - 6 / 7 " , <p.' = - 4 / V " = - 2 ( / ' 7 ' )• 

Composons enfin a v e c / et <p la constante (tpy) 

Si Ton suppose, en même temps, nuls jf et I se ré-
duit àf"'^^ J à et — 41^ à zéro. Donc, suivant un 
raisonnement déjà employé, la condition pour Vexis-
tence d\ine racine double dans Véquation f = o est 

J2— 4l3z^O. 

M I . COJNDITIOINS POUR Qu'uiN POLYNOME DU Q U A -

TRIEME DEGRÉ SOIT UN CAURÉ. 

Si / c o n t i e n t un facteur linéaire au carré, ce facteur 
appartient à y et se trouve au carré dans cp (12). Si 
donc f est un carré, les deux polynômes dj et f ne diffè-
rent que par un facteur constant. Réciproquement tout 
facteur linéaire commun à/^et <p appartient à / ' e t entre, 
par suite, dans f avec l'exposant 2 au moins. Donc la 
cojidition nécessaire et suffisante pour que f soit un 
caj^ré consiste en ce que f et ^ ne diffèrent que par un 
facteur constant. 

Désignant par g un polynôme du second degré, sup-
posons f = g^'^ nous aurons 

En prenant les dérivées suivantes de/ ' , et formant I, 
nous trouvons aussi 
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De là deux expressions de la constante (gg)'-) dans la 

pi eraière nous remplacerons Je rapport constant des po-
lynômes cp,y par celui de leurs dérivées quatrièmes : 

I o ^ I / -

Il faut observer que y/I est ici entièrement déler-
juinée. 

D'après les égalités 

{gg) ^ 'JLgg"-g"', 

ou conclut 

et de là résulte cette expression de la racine carrée du 
polynôme f supposé carré parfait : 

Cette forme algébrique de y//"nous sera utile plus loin; 
elle se vérifie bien aisément a posteriori si l 'on rem-
place cp''' par son expression en fonction des coefficients 
de / . On trouve ainsi 

s / f —- ( a ^ x - - l a i X 3 a-y — ^ ^ ) , 
/ao \ «0 / 

et le carré de ce polynôme a, pour ses trois premiers 
termes, a^x'* x'̂  -f- 6 a-,x-. 

VIII. — D É C O M P O S I T I O N D ' U N P O L Y N Ô M E 

DU Q U A T R I È M E DEGRÉ EN LA D I F F É R E K C E D E D E U X CALLRÉS. 

Conservant les mêmes notations qu'au n® VI, introdui-
sons encore le polynôme du sixième degré, 
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La combinaison — fournit un polynôme du dou-
zième degré, qui contient le facteur Faisant 

on aura un nouveau polynôme du quatrième degré 

En y négligeant les termes contenant y , on voit de suite 
que y -h 3Icp contient le facteur f et ne diffère ainsi de 
f que par un coefficient constant. Pour connaître ce 
facteur, on peut donner à x une valeur particulière, 
celle d'une racine de par exemple. Le facteur se 
réduit ainsi à 1 8 f ' ^ p ^ - M 2 f f " ^ -, c'est à quoi se réduit 
l'expression ( i3) de 2J pour y = o . Donc 

/ ^ 9.}f 

et. en conséquence, 

( I 5 ) 3 ==: — 1 Í / 2 cp - f - 8 J / 3 . 

Considérons le polynôme du troisième degré 

obtenu en mettant au lieu de dans le second mem-
bre de ( i5 ) , et décomposons-le en facteurs linéaires 
d'après le résultat (i i) du n" V. 

Si nous posons 
D, 

(16) + v/î>), 4( j __/D), 

et que nous choisissions la racine cubique de h^ par la 
condition 

(17) ah — 

la décomposition de F donne pour résultat 

F ( ç -f- « h){\ -h tor/ -h to-6)(ç -i- tt)2a -h to6). 
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En conséquence, la formule ( i5) donne celle-ci 

^ J ( a + 6 ) / ] 
( X [ c p - i - ( t o a - f - - h ( W â 4-

Les polynômes / e t cp n'ayant aucun facteur commun en 
général, c'est-à-dire s i / n ' a pas de racine double, on voit 
que chacun des trois polynômes du second membre de 
(18) est un carré. Désignant par g^ h deux polynômes 
du second degré, on aura donc 

G — o {m a (1)- b )f = g^, U = ^ a -+- io b)f = A-, 
( 1 9 ) ( o y ~ i o ^ ) { a - b ) f = 

Par cette dernière formule, f est réduit à la différence 
de deux carrés. Ecrire explicitement les expressions de 
g^ h, c'est ce qu'il reste à faire, et c'est à quoi va servir 
la formule ( i4) obtenue au n® VIL 

Pour appliquer cette formule, il nous faut calculer 
deux constantes nouvelles et [^ ' ' f")- Le calcul 
s'abrège si l'on suppose o, ce qui est permis, et ce 
que nous rappellerons en employant le signe au lieu 
du signe d'égalité, 

(cpv") = cp'Y'"-- ^ T ^ - ^ r ^ ^ j r - ' i r r ) . 

En général, si /?, q sont deux polynômes du second 
degré, et ¡Ji des constantes, on a 

Çkp -h ¡xq, l^pp) -h '}.l\i,{pq) -i-

Appliquons cette formule en supposant = 
=r I- employons les expressions trouvées pour (cp'̂ cp"), 

( ' f V )? ^^ ^^ssi cp'" = — 2 [ f ' f ) ^ et nous obtiendrons 

( G ' T / ) \ — J „jy'iv^ 
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la constante [JL devant être remplacée par 

tjL — Ma -t- (u- b. 

On a, d'après ( i6) et (17), 
4 I — rzz — ( t02 « 2 H) ¿ 2 

8 ( J JJ. Í ) — -+- '2 a è ( w a 0)2 6 ) 

= ( w2 a2 H- -(- to ¿2 j ( O) a -i- 0)2 ¿ ), 

(21) l(co'^a^-haó-i-tüó^). 
/ / I V 2 En échangeant w et 032, on a la formule analogue pour 

H, et finalement, d'après ( j4) i 

/'-L-{oja -f- 0)2 ^ y/-" — ¡(io^a'i^ab -htobn g — -
^ ^ , ( w a + 0 ) 2 6 ) / ^ " ] 

I ^̂  _ ( 0 ) 2 ^ - f - M h ) f " — \ - f - (02/72) 

[ ^ [ + w b~)f^] 
Ainsi sont exprimés explicitement les deux polynômes 
du second degré, dont la différence des carrés reproduit 

1 ufacteur constant près, suivant la for^nule (19). 

I X . — D É C O M P O S I T I O N D ' U N P O L Y N Ô M E D U Q U A T « I Î : M E D E G R É 

EN F A C T E U R S LÍJNÉAIRES. 

Pour décomposer/"en facteurs linéaires, il n'y a qu'à 
décomposer maintenant les polynômes du second degré 
{g - h) et {g + h). 

En vue de ce calcul, cherchons l'expression de la con-
stante (çcp). Supposant, comme précédemment, y = o, 
nous avons 

(CÍO) 
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Écrivant, pour abréger, 

G = 'f -4- M cp -4- [X'f, 

nous concluons 

( GH ) (cpcp) -h ( [X H- îi.')(cp/) -h [xix'iff ) 
= |x')J -4- [xix'L 

Remplaçant encore les diverses quantités par leurs 
expressious en a. savoir : 

41 = ab, 8J 
[JL = CD a 4- to2 jj.' = 0)2 a 4- to b, 

uous obtenons 

(GIÏ) rzz _ 4- w62)(wa24- 4-

D'après le n" VII et la formule (21), on a 

' ( G" G" ) 1 / o . / / , 
(i'^ 4 

De ruème 
( hh )=z—l(io a^ -^ah-h fo2 ). 

On petit donc écrin; 

En général, pour deux polynômes quelconques du se-
cond degré /¿, on a identiquement, comme on le re-
connait par un calcul direct, 

Coniparée à la dernière égalité, celle-ci montre que, 
pour les polynôuies particuliers envisagés ici, on a 

{gh) = o. 

Par conséquent, la relation (20) donne simplement 

{g ~ h, g — /i) = {g --h /i. g 4- h) :=(gg)-^ (hh) = lia -
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et, d'après le n° I , en supposant £ = i i i i . 

g's/i'H- - {a — b) g'zh' — - {a — b) 

Ainsi les quatre facteurs linéaires, dont le produit fait y , 
à une constante près, sont contenus dans la forme 

où les deux signes ambigus doivent être choisis d 'une 
manière indépendante. Il suffit d'envisager le coefficient 
de x'* dans le produit pour déterminer la constante, et 
l'on a cette formule finale 

(23) 

(a — by 
RR 

n _ v/6 [ cp ̂  ̂  - ( co a H- oj ¿ 6 )/• ̂  
cp'" -f- ( (1)2 a (0 6 )/"' 

y/()[ cp̂ '̂-i- {oï^a -
-ia~b) 

X . — D I S C U S S I O N D E L ' É Q U A T I O N DU QUATRÎIÎMR DEGRÉ 

A COEFFICIENTS RÉELS. 

Supposons réels les coefficients d e e t examinons les 
facteurs linéaires de ce polynôme pour reconnaître la 
nature réelle ou imaginaire des racines. 

Soient 

cp ̂  ( w a ^ IV I 

y/(5|y ̂  ( a OJ b)/'" ] 

Supposons d'abord a et b des quantités réelles. Alors u 
est imaginaire pour x réel, et l 'une des déterminations de 
V est conjuguée de a. Soit v cette détermination. Alors 

Ann. de Mathém., 3« série, t. IV. (Janvier i885.) 3 
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Il — — b) est le produit de i par une quantité 

réelle, et deux facteurs donnent des racines réelles, tandis 

que les deux facteurs — b) donnent des ra-

cines imaginaires. D'après ( i6) , on a cette conclusion : 

Si D == J^— 41^ ^̂ ^̂  positif, Véquationo a deux 
racines réelles et deux imaginaires. 

Dans le cas opposé, celui où D est négatif, a et (oa 
et (1)2 to^a et toô sont trois couples d'imaginaires con-
juguées, en sorte que a -H coa -h co^è, to^a -+- iob sont 
des quantités réelles, ainsi que i{a—b) et les trois 
constantes 

Cl ~ cp̂ " ( om H- (o2 6)/'"', 

D'après (18), le produit de ces trois constantes est po-
sitif; c'est, à un facteur numérique près, le carré du 
coefiicient de x® dans A. Ces constantes sont donc toutes 
troispositives,oubien deuxnégativesetune positive. Dans 
le premier cas, chaque facteur linéaire de (23) donne une 
racine réelle-, dans le second, une racine imaginaire. La 
distinction des deux cas se fait par le moyen des deux 
fonctions symétriques 

Cl -H- C2 == Sep'", 

Co Cl c, -f- C2 Co = 3 [( cp - - 4 I ( / - ] , 

t t l'on a cette conclusion : 

Si D = J2 — 41^ négatif les q uatre racines de j 
sont réelles quand 1er. deux quantités 

sont positives; les,quatre racines sont imaginaires dans 
les autres cas. 
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Ce dernier critérium peut être présenté sous une 

forme différente, qui résulte des deux égalités 

La première, conséquence de (i5), montre que 
est positif si f e l sont po-

sitifs. La seconde, à cause delà supposition P — 
montre que, si 4 T ( / ' ' ) - est positif, Jcp'̂  — J / " 
et ont un même signe. Ce signe est H- si cp'" 
et I sont positifs. Donc les deux inégalités 

( M ) I c p ' ^ — o 

sont entièrement équivalentes CL 

dans le cas supposé J - — 41<C o. 
C'est aux inégalités (24) que conduirait l'application 

directe du théorème de Sturm. 
Rappelons, avec les expressions de J, J (n'̂  ^ï)^ celle 

de cp'", savoir 

d'après laquelle on a 

=: I2(af — 3a | ). 

Si D — J^—41^ ^^^ nul, f a une racine double, comme 
on l'a déjà vu (n® VI). Prenant a = b = s ^J = ± 
on a, par la formule ( 23 ), 1<3 facteur double sous la forme 
d " — C e facteur peut être triple. Il devient illu-
soire quand cp e t / ' s o n t proportionnels : ce cas, o ù / est 
un carré, a élé examiné au n" VII. 



w 

SUR {¡M ÉOIIATIOK AUX DIFFÉRENCES MÊLÉES; 
PAR M . E . G E S A R O . 

1. En partant d'une fonction arbitraire j 
l'équation 

dont un cas particulier a été considéré par M. Catalan ̂  
fournit, de proche en proche, la série de fonctions 

yi^ — xy'-\- nx'^y"-^ x^y^^, 

On est conduit à poser 

(0 rp = . . . , 

en prenant o, lorsque m est supérieur à p ou 
inférieur à i. 

2. Puisque les valeurs des nombres X sont indépen-
dantes de la nature de la fonction j , faisons, pour 
les déterminer, J = x ^ . Il est clair que 

yp) = m{m — i)(m — ol), . ,(m — p y p = mPx^, 

Si l'on pose 

= 1 . 2 . 3 . . . m Um — niP, 

la relation (i) prend la forme symbolique 

(o H- l)^ = M'", 

et l'on en déduit immédiatement 
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c ' e s t -à -d i re 

^^ //l D 

Par suite, la formule (i) devient 

3. Pour invertir la dernière relation, il est évident 
<jue l'on peut poser 

( 3 ) XPy^P^ [Xi p j i - h 1^3,/>73 " i " . . . , 

les nombres ¡JL, analogues aux nombres étant, comme 
ceux-ci, indépendants delà nature de j . P o u r = 
la formule (3) devient 

Comme cette égalité doit être vérifiée identiquement^ 
on voit que ( — e s t la somme des produits 
p—ràp — r des p—i premiers nombres entiers, 
Conséquemment, la relation (3) prend la forme symbo-
lique 

( 4 ) xPy^P^ ^y{y — i){y - 2).. .(7 —p H- i). 

4. Soit, par exemple, j = x H- - h . . . 4- ; puis, 
faisons jt? =: I. Il est visible que 

p-^i 
yp = Sp= iP-{- 2P-i- 3P-i-.. nP, 

Par suite, l'égalité (2 ) devient 

sp = Cn+12 A ( o/̂  ) -H Gn-^ts A2 ( oP ) + 4 A3 ( oP )-+-.... 

Si Bjo est le p^^f^^ nombre de Bernoulli, c'est-à-dire le 
coefficient de n dans Sp^ la dernière relation donne im-
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médiatement 

— A ( o / > ) ' (oP) -h . 
1.2 '2.5 0 .4 

Ces égalités sont fort connues. 

5. De même, la formule (4 ) donne lieu à l'identité 
symbolique 

s{s — 0(5 — 2) . . .(6- —p -f- l) 
_ ( n i)n( n — i),..(n—p 1) _ _ _ 

En considérant, dans les deux membres, les seuls 
coefficients de TZ, on obtient l'égalité connue 

B ( B - i ) ( B - 2 ) . . . ( B — y ^ - f - i ) 

6. Dans le Mémoire Sur une suite de polynômes en-
tiers, M. Catalan a considéré le cas particulier de n 
infini, en la issante quelconque. Alors, à cause de 

i l , 

la formule (2) devient 

1 -f- '11' X 3/' 4/> JT̂  . . . 

La série du premier membre est donc égale au quotient 
d'un polynôme entier, de degré p — i , par (i — . 
Cette propriété a été mise en évidence, par M. Catalan, 
dans le Mémoire cité. 

7. Un cas plus remarquable est celui de y = e^. On 
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iroiivc, d'après (:>), pour x i , 

I /' iP '^p 
1.2.3.4 1 1.2 1.2.3 

pourvu que Ton pose 

MoP) \^(o)P Np = i H- ^ -I- . . . . 
' I 1 . 2 1 . 2 . 3 

On voit que N^ est un nombre entier, et, par suite, la 
série considérée est égale à un certain nombre de fois 
le nombre e. Cette propriété, énoncée par M. Dobinski, 
a été démontrée dans le tome IV de la Nouvelle Corres-
pondance mathématiq ue » 

8. Les nombres N étant particulièrement importants, 
nous allons en dire quelques mots. On reconnaît sans 
difiiculté qu'ils obéissent à la loi symbolique 

( : 3 ) ( N H-i)/^ = N P + S 

qui donne, de proche en proche, pour les termes de la 
série N | , No, N3, . . . , les valeurs 

( 6 ) I , 2 , 5 , i 5 , 5 2 , 2O3, 8 7 7 , 4 i 4 0 ) 

Si Ton pose v^, on sait que l'égalité (5) 
donne lieu à l'égalité symbolique générale 

F ( N - 4 - i ) = F ( V ) . 

Par exemple, pour F ( z) = ( z — i on trouve 

Ainsi, le p^^^^ terme de la série (6) est égal ¿1 la 
différence du premier terme. 

9. Prenons encore F ( z ) e^^^ il vient 
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c'est-à-dire 

qX gN̂  _ (gN.r y ̂  
d'où 

e«--. , + N, Î + Na — + • 
[.•2 • " . . '¿ .S 

D'après cela, 

dxP 

10. Enfin, faisons remarquer la relation symbolique 

N(ÎN - - i ) ( N - 2 ) . . . ( N -f-1) = I, 

que Ton déduit immédiatement de (4)-

H . Signalons, pour finir, l'expression de j p sous 
forme d'intégrale définie. Moyennant l'égalité connue 

' _ — R _ sin^o dh, 

1.2 .0 . . .79 ^ JO 

la formule ) donne 
^^^ : . - ~ s in p O cm, 

poiinni que L'on néglige la partie imaginaire du second 
membre. C'est pour exprimer cette restriction que nous 
avons remplacé par = le signe d'égalité. Par exemple, 
la dernière foriimle donne, pour les nombres N, cette 
expression générale 

9 / /O 
jf ^^^ 

c'est-à-dire 
^ /» cos 9 
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«ÉRIVEES DES FONCTIONS DE FONCTIONS; 
PAR M. E . G E S Â R O . 

1. Fonctions de e^. — Soit, avant tout, j 
Si Ton calcule, de proche en proche, j ) j ' ^ ' , 
on est conduit à poser 

yp) == a,,,, ^ ^ , . , 

les nombres 0, indépendants de la nature de étant 
nuls lorsque le premier indice est supérieur au second, 
ou inférieur à Tunité. Pour o[x) = la dernière re-
lation devient 

pourvu que l'on remplace par Or̂ p* Il en résulte im-
médiatement 

puis 

\ 1 .2 1 . 2 . 3 

2. Il est aisé à^bwertir la formule (î), en opérant 
comme nous l'avons fait dans notre article Sur une 
équation aux différences mêlées. On trouve l'égalité 
symbolique 

( 2 ) - 0 ( / - 2 ) . . . ( j - p -4- 1). 

3. Applications, — Dans le tome VI de la Nouvelle 
Correspondance mathématique, M. Leinekugel a dé-
montré la formule (i) pour l'appliquer au développe-
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iiieiil de suivant les puissances d(î Si l'on 

prend ' f{x) = - — l a formule (i)donne, pour x = o, 

aA(oP) a3A3(o/^) 
y ( p ) ^ 

Tel est le coefficient de ^ ^ ^——y dans le développe-

ment de I — ae-^ 

4. De même, pour c p ( . r ) = ( . r — on voit (jue 
(1), généralement nul, est égal à ni ! lorsque /? — ///. 

D'après (1), on a donc, pour ¿r = ô  

Il en résulte 

^ ' m\ ^ ^ (m-f-i)'. 

' (77? -4- 2)! 

5. Inversement, d'après (2) , Vexpression sjniho-
liqiie 

A ( A — i ) ( A — 2 ) . . . ( A — / > - M ) , 

dans laquelle on remplace ^^ par A'^^(o' ), est nulle 
si m est différent de p. 

6. Voici ime autre application des formules (i) et (2). 

Prenons ^^^ trouve sans peine 

D'autre part, on sait que, E,, étant le p^^"'^ nombre 
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(VEuler^ on a 

y — = I El - 4- Eg h E3 ^ 

Cela posé, la relation ( i ) fournit cette remarquable 
formule 

- H A ^ O P ) ] 

— ~3[2A10(O/0 — -^l^^ioP)] - h . . . , 

que l 'on peut mettre sous la forme symbolique 

F - ^^ 2 + 2A-HA2' 

eu convenant de remplacer, après développement, Â '̂  
par A'^^(o^). Par exemple, 
E i o = — ( 5 I I — ' 2 7 9 9 0 4 - 2 0 4 6 3 o ) 

-f- ( 2 0 5 4 4 3 0 ) — 3 7 0 4 4 0 0 - 1 - 1 8 9 0 0 0 0 ) — 1 1 3 4 0 0 = — 5 O 5 2 I . 

7. Inversement, d'après (2) , on peut écrire l'égalité 
symbolique 

E ( E - I ) ( E - 2 ) . . . ( E - / > - F - I ) 

8. Intégrales définies, — Multiplions les deux 
membres de l'égalité (3) par sin/?(i)Î/(O, après avoir fait 
X =z e^^, et intégrons entre o et TT, en négligeant, dans le 
second membre, la partie réelle. Pour rappeler cela, 
nous remplacerons par = le signe d'égalité. Il vient 

' 0 

-— rr- I Sin -h v )(o poj ato ~ i - ? 
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d'où 

1.-2.3.../. 
^ (o/M l i e . . (4) L- ^ I sinpt^ 

Par substitution dans (i), on obtient, plus générale-
ment, 

Par exemple, pour y (x ) = ^ ^^^^ et x == o, on 
trouve 

4 , ^"^(^^coso)—e- s in(s in Oj) sin/?to ^ ^ 
' " P j ^ e-2cosa)_|_ ^ C0S(2 sinO)) 

9. Fonctions de logx. — Soit e n c o r e — cp(loga:). 
En opérant comme ci-dessus, on trouve la formule 
symbolique 

(5) cp(cp~l)(cp — 2 ) . . . ( c p — / ) - f - l ) , 

où Ton doit remplacer, après développement, par 
(pî ^ (loga:). Inversement 

^ ^ A3(OP)-+-. . . . 

10. Intégrales définies, — En employant (4) et en 
remplaçant logo: par x , la dernière formule devient 

—i—-—— ^ I e^^)sinpu) dit), 1.2.0.../? T. J^ ' 

Cette formule, ¿i peu près évidente, a de nombreuses 
conséquences. 

H . Cas général. — Au lieu de nous arrêter à Texa-
men d'autres cas particuliers, considérons, en général, 
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Pour cela, il faut que nous démontrions quelques 

propriétés d'un important algorithme. Rappelons d 'a-
bord que, ayant toutes les solutions entières et posi-
tives de l'équation 

r i - f - 7 - 2 + r s - i - . . 

on appelle algorithme isoharique d 'une fonction 
m 

et l'on désigne par ^^ somme de tous les pro-
P 

duits analogues à 

Or c'est l'algorithme 

m 
p que nous voulons considérer d'une manière spéciale. 

12. Propriété fondamentale, — Pour plus de sim-
plicité, désignons par la fonction soumise au signe 
algorithmique* Prenons un terme 

£,-3 . . . ( r i + 7̂2 - 4 - . . . -f- = p) 

de \ip^m{x). A cause de il est clair que 
sa dérivée est 

Vr=:Wt 
( 6 ) ^ ( rv H- 1) Sr» • • . ̂ /'v-1 . . • ^rm ' 

v=l 

Pour que l 'un de ces termes coïncide avec un terme 
donné 

il faut que 

pl> ... , rv-l= pv-lj V̂ = Pv — I; = pv-4-lj • • • î rm= Pmi 
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el, par consequent, pv ^loit être supérieur à Vunité. Si 
cela a lieu, le ternie (7) se trouve pv fois dans 
comme on le voit par (6) . Il en résulte que le terme ( 7) 
est contenu dans un nombre de fois égal à la 
somme des quantités p supérieures à Vunité, c'est-
à-dire/; + 1 — N fois, JN étant le nombre des quantités p 
égales à l'unité. D'autre part, considérons les termes 

Ô;., . . . , ( RI -F- -H , . . = p ) 

de UyjjW-i et multiplions par chacun d'eux, en 
écrivant ce facteur aux m places qu'il peut occuper, de 
la manière suivante: 

Dans le Tableau ainsi formé, le terme (7) se trouve 
N fois, tandis que la somme de tous les termes est, évi-
demment, En résumé, le terme (7) est 
contenu - f - i fois dans ( « r ) - f - m ( . r ) . 
Conséquemment 

(8) ^ ip -'r- \ ) h — m i l ' -

Pour que cette relation subsiste sans limitations, 
nous conviendrons de supposer li^ „/== o, lorsque m est 
supérieur à p ou inférieur à i. 

13. Formule générale. — Revenons à la fonction;^ , 
et démontrons que 

c'est-à-dire 

I dP y _ V^ r 1 d^^j n / I d'' Il \ 
dxv ~~ vî ~dx> l 
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Admettons, pour un instant, que cette formule, évi-

dente pour I, soit vraie pour les valeurs i , 2, 
. . de et démontrons qu'elle subsiste pour la 

valeur /> -f-1. Pour atteindre ce but, il suffit de prendre 
les dérivées des deux membres et d'avoir égard à la re-
lation fondamentale (8) . On doit observer que cette 
démonstration ne suppose aucunement que les fonc-
lions considérées soient développables par la formule 
de Taylor, 

14. Exemple. — Soient ^̂  = ^ et, par suite, 

Un terme quelconque de Uy,̂  ,m est 

i—iY^ ( — I f ^ (— _ ( - r y 
/p/'i 4-1 ^r^-i-l 

Tous les termes de sont donc égaux : leur 
nombre est, d'ailleurs, celui des solutions entières et 
positii^es de l'équation 4 - / ' o • • • + ' w = c ' e s t -
ii-Qire Conséquemment 

^p- l , m-i 
XP+tfi 

La relation (9) devient 

xPy^P^ 
1.2.3 . . . /» 

A i ) 

i .2 X̂  î . 2 . 3 x-^ 

Telle est la formule qui donne la pi^"^^ dérivée des 

fonctions de ~ -
X 
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15. Lorsque l'expression de la pï̂ '»® dérivée d'une 
fonction de fonction est connue, la comparaison avec 
les formules précédentes donne lieu à des égalités iso-
bariques, plus ou moins intéressantes. Ainsi, pour 
u = e^, on a 

TU m 

La comparaison des formules (i) et (9) donne, pour 
les ditférences de o/', cette intéressante expression iso-
barique 

JH 
'Hon 

O V R ! 

De nieme, pour it — log.r, on a 
m 

S O 
La comparaison des formules (5) et (9) montre, en-

suite, que la sojnme des produits v à v des p — i pre-
miers nombres entiers est égale à 

p-y ^ 
/?(/? —1)(/?-2).. .(/> —V 4-1) ̂  j . 

r 
D'après cela, on a 

v=p V 

— i)-. .(g 4-/? — i) 
~ 1,1,..p 

En particulier, pour a = i , on retrouve une formule 
donnée par Caucliy dans ses Exercices, 

16. La relation (9) comprend comme cas très parti-
culiers, pour ditférentes formes de la fonction cp, toutes 



( 49 ) 
les formules contenues dans notre article Algorithme 
isoharique, et démontrées, par une autre voie, dans le 
Journal de Battaglini, Par exemple, pour 

il vi(^nt 

VAX particulier, pour U — E'^) et x = o, 

V=p V 

= V [(-DvCr • 

Pour u= - ( i — e-^) et x ~ o^ 

1.2.3.. .( /' -i- 1) 

Telles sont les expressions isobariques des nombres 
d'Euler et de Bernoulli. 

17. Autre exemple, bien remarquable. En faisant suc-
cessivement o{x) = logx, et j : = o dans la 
fornjule (9), on obtient 

y=p V 

jv ~2d L ^^ u V ^ 
V = 1 p 

Cela posé, désignons respectivement pai- v , cv les 
sommeis des puissances et des produits r à r de 

. - / / / / / . diMftihènuit série, l . IV. ( J a n v i e r i 8 8 5 . ) 4 



( :)o ) 

(juamités (|U('l( <)iK|ucs a, [j, • • • • 

y — (i -h a.r)( I -i- ¡'i:r )( i -h v.r ). . . — e". 

Il csl clair (|MC, poui' x = o, 

L(»s (oriiiiilcs prciîédentcs deviennent donc 

V -- 1 p 

V ^ p V 

V p 

18. ¡ììterprèi (Llion de V algorithme U. — Soit a la 
valeur de //., pour x = Si l'on fait ( r ) = ( . r — ri)''', 

rt X ~ la formule (9) deviciit 

Par conséquent, entre les limites d'application du 
théorème de Tavlor à la fonction u — pourra 
écrire 

(10) 

I.a formule (3) se trouve ainsi généralisée. 

19. Intégrales définies. — Multiplions les deux 
membres de (10) par sin/xo après avoir fait 

? — piM 

et remplacé ç par x . Intégrons ensuite entre o et en 
négligeant, dans le second membre, la partie réelle. 
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j! vient 

j [ ( - i - ) — ' M ) J ' " 
0 

i 
VrrO 

(l'oil 

(•'̂ •j J' sin {/n -i - v)to si M pto do) = i ^ li 

( 1 I ) l P, /„ ( X ) - £ _ - -- / I (I ( -4- ê / w ) — (L ( .r ) ] s i II (u (ILO . 

20. Algorithme isohariijue de ^ ^ ^ • — La fonction 

dont nous avons parlé dans notre aiticlc Propriétés 
d'une fonction (irithmèticiue n'est antre (jne Talgo-
l'itlnne 

m 

r 

(jue l'on rencontre dans la dérivation des fonctions 

de u rnz - l o g ( i - f -x) . F.n etfet, pour cette forme de 
X 

on a 

l 

P 

i - i Y 
r + i 

Par conséquent, en vertu de (9), 

( - ly = ^p 1 H- ^ ^p-i -
I . 2 . 3 . . . / > I ' ' 1.-2 ' ' 1 . 2 . 3 ' ' 

Par exemple, poui' 'f (x ) = on obtient le dévelop-
pement 

Vr::0 

donné dans l'article cité. 



( 52 ) 
!2L Algorithmes V et^, — iNous ajouterons quel-

ques mots sur deux autres importants algoritlimes, à 
savoir 

1 . - 2 . 3 . . . ( r — i ) 
P P 

Dans cette \ o t e , c'est le dernic^r algorithme (jui atti-
rera spécialement notre attention. Quant au premier, 
nous nous bornerons à fairtî remarquer la relation fon-
da m en taie 

(jue l'on obtient par des considérations fort sinq)les, 
analogues à celles qui nous ont servi à établir l'éga-
lité (8). C'est de la même manière que Ton obtient la 
relation 

(12) ) = (/> — m -i-

Il suflit d'observer que, si Ton continue à représenter 
par tr la fonction soumise au signe algorithmique, on a 

/'Sr+jj et, par suite, le terme (7) se trouve^ dans 
un nombre de fois égal à la somme des quan-

tités p supérieures a Vunité, diminuée du nombre 
des mêmes quantités, c'est-à-dire à 

(/? -I- I — N ) — ( tn — N ) = ~ m -h I . 

La formule (12) permet de développer 
suivant les puissances ascendantes de J?, lorsqu'un tel 
développement est possible. En elfet, il est évident que 

Par suite, s'il est permis de poser 

W,. „.Tr") = -4- î -h — -f- 1-. . 
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on a nécessairement 

= m -4- i){p - m -{- 2 ) . . .{p - m 4- k) 

11 en résulte la formule .̂ ^ //¿¿©/////¿e 

En cVau très termes, 

p-J-V 

V'Ho) 
- o U 

23. Pour montrer toute l'utilité de ces formules, 
eommençons par appliquer la formule ( i3 ) à la détermi-
nation de l'algorithme 

m 
p 

Pour u = il est clair que 

m 

l L ( r - i ) î J 
P 

Par conséquent, en vertu de ( i3 ) . 

On en déduit facilement 

De même, soit 

ut 
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P o m // ~ , o n a 

puis, la formule ( i3) douiie 

^p-h/noL - Ï, f> fn • 

C^est là un résultat curieux au point de vue de la 
partition des nombres. Si Ton considère toutes les solu-
tions, entières et positives, de Téquatiou 

r-i -f-. . r , n •= 

on trouve d'abord, pour a = o, (jue leur nombre est 
On voit ensuite, pour a = i , que l'on a 

Il/'l r-2 . . . r„i — i^in etc. 

Ces résultats trouvent, en outre, une application 
utibî dans la recherche des dérivées des fonctions de 
fonctions. Ainsi, pour a =. xc.^ et x = o, la formule (9) 
donne, en tenant compte de la valeui* de l'algorithme T, 

J-'/'̂  = G,, 1 i/>--icp'(o) G;, (o) -+- G/, 3 -h . . . . 

De même, par l'algorithme 0, on obtient, en suppo-
X sant u = -7 et o: = o. 

yp^ _ cp'(o) 

. r ^ r 
1 . 'J 1.2. o 

26. Pour iinir, uous ferons observer que chacun de 
ces algorithmes peut être mis sous forme d'intégrale dé-
finie, moyennant la formule (11), pourvu que le déve-
loppement (10) soil légitime. Vinsi, en cherchant à 



xpi imer ralgorithme t , on trouve 

t: 7)1 I 
() — — f sin(7?ito -f- 771 sin to) sin »to «to — - — 

^ ' ^ 2 1 . 3 . 

PUBLICATIONS RÉCENTES. 

Q U E S T I O N S D E G É O M É T R I E D E S C R I P T I V E ( LVIathématiijues 
spéciales), à Tusage des candidats à TEcole Polytechnique 
et à 11 Atole centrale des Arts et Manufactures - par M. E . 
Jiii'ischy agrégé de rUn'iviirsité, professeur de Mathénia-
iK|nes spéciales à l'Ecok; Colbert. Paris, Ch. Delagrave; 
i(S83. lu-8, avec 66 planches hors texte. Prix : 9^', 

(]et Ouvrage cont ient les solutions de soixante proljlèmes eni-
pi'untés, pour la p lupar t , aux questions proposées dans les con-
cours d'admission à l 'Ecole Poly technique et à l 'Ecole Centrale . 

Ces problèmes sont accompagnés de données numériques 
permettant de disposer l 'épure sur la feuille et faci l i tant ainsi 
l;i confection du portefeui l le exigé des candidats aux Ecoles. 

L 'auteur a donné les diverses méthodes qui peuvent ê t re em-
ployées pour résoudre un même problème, afin que son Ou-
\rage put servir de complément à tous les cours de Géométr ie 
descriptive. 

En ouU'c, il a cru utile, s 'adressant à des élèves de Ma théma-
I IL]nés spéciales, d 'appl iquer les équat ions des surfaces toutes 
les fois que la mise en équation a pu fourni r la na tu re des 
projections de l ' intersection cherchée (n̂ ** 3, 21, 23, 24, 4^, 4^» 
)5, 62 ) ou un procédé pour const rui re les tangentes aux points 
remarquables (n'''' 21, 23, 24, 55, 62). 

Enfin, il a étudié complètement la déterminat ion des asym-
ptotes des project ions (n''® i à 12, 40) et celle des points doubles 
(n'"' I, 2, 12, ï3, 18, 28, 29, 36, 39), ces quest ions ayant été 
f réquemment posées, dans ces dernières années, aux examens 
oraux de l 'Ecole Polytechnique . 
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NÉCROLOGIE. 

Nous avons le regret d'annoncer à nos lecteurs la moi t 
de M . LIOJVI^ET, ancien professeur de Malliématiques au 
lycée Louis-le-Grand, ancien examinateur de là Marine, 
qui a enrichi les Nouvelles Annales aussi r e -
marquables par leur élégance que par leur variété. Nul 
plus que nous ne sentira la perte d 'un collaborateur 
aussi précieux. 

OIESTIOXS. 

1520. Si du point O on voit le côté BC du triangle ABC 
sous un angle égal à A augmenté de 90®, on a entre les 
côtés a , c du triangle et les distances a, ê, y du 
point O aux sommets A, B, C la relation 

0-2̂ 2. ( D'OcAGNE. ) 

1521. Le point M étant pris d'une manière quel-
conque sur le côté BC du triangle ABC, on projette or-
thogonalement en B', C les sommets B, C sur AM^ 
démontrer qu'on a la relation 

BG.AM = M B . A G ' - m M C . A B ' . (D'OCAGNE.) 

1522. Le déterminant de [n — 1)- éléments, dont 
Félément général ///y est égal au nombre des diviseurs 
communs r/e i -h i , 7 -f- i , représente la totalité des en-
tiers, non supérieurs ci n^ dépourvus de di\^iseurs carrés, 
autres (pie V unité. ( E . CESARO.) 
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SUR UNE IDENTITÉ TRIGONOMÉTRIQliE; 
PAR M. H E R M I T E . 

M. J . - W . - L . Glaislier, professeur à Cambridge, a 
donné sans démonstration la relation suivante, où a, 
c,/*, Il sont des quantités quelconques, à savoir : 

sm (a - / ) sin {a — ^ ) sin ( a - h ) 
sm (a — 6 ) sin ( a — c ) 

sin(^> — / ) s in(^ — sin(¿> — A) 
sin(/? — a) s in (6 — c) 

sin(c — f ) s in(c — g) s in (c — h) 
sin(c — a) s in (c — h) 

s i n ( / — a) s i n ( / — h) s i n ( / — c) 
s i n ( / — A ) 

—/) —A) 
s in( / i — a) sin(/? —¿>) sin(/? — c ) _ 

sin{h — / ) sin(// — g ) ~ 

L'éminent géomètre a de plus remarqué que la somme 
des. trois premiers termes est égale à 

sin ( a -h h H- c — f — g — / i ) ; 

or, on voit qu'en changeant en g . A, et récipro-
quement, le sinus se reproduit sauf le signe ^ il suffit 
donc d'ajouter les deux expressions pour obtenir immé-
diatement la relation annoncée. Ce résultat intéressant 
peut se généraliser et se démontrer comme il suit. 

Considérons la fonction 
s i n ( ^ g — / ) s i n ( ^ — . sin(37 —.9) 

^ ^ " s in( . r — <7) sin(;r — 6 ) . . . s in( : r — / ) ' 

C) Association française pour ravancement des Sciences, Congrès 
de Reims, séance du 17 août 1880. 

Anu. de Mathémat,, s é r i e , t . IV. (Février 1 885 . ) 5 
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où je suppose que les facteurs soient en même nombre 
au numérateur et au dénominateur. Désignons par A, 
B, . . L les résidus correspondant aux pôles x = z 

de sorte qu'on ait 

^ _ sin (a — / ) s i n ( a — .¿r).. . sin ( a — s) 
sjn{a — ¿>) s i n ( a — c ) , . . sin ( a — / ) ' 

_ s in(è — / ) s i n ( 6 — . . . — ^) 
s in(6 — a ) s in (6 — a ) . . . s i n ( 6 — l ) 

J'emploierai la relation 

•2 l 

où G et H désignent les valeurs d e / ( x ) , lorsque, ayant 
fait on suppose ^ nul et iniini ( Cours d'Analyse 
de VEcole Polytechnique, p. 828 ). 

Ces valcui's s'obtiennent facilement; on a, en elfet, 

s i n ( . r — / ) _ 

sin {:r — a ) z'̂  — ' 

d'où, pour z — o et 3 infini, les quantités 
f>i{f-a) çx (/-«). 

Soit donc, pour un moment, 

u =r a b -h. . ,-h 
= f • 

nous aurons sur-le-champ 

G — H — eJ '̂̂ -^K 
et par suite 

A -h B -+-...-+- L = sin ( — 

Maintenant il suffit de permuter a et/", b et j , . . . , 
/ et pour obtenir l'équation de M. Glaisher. Qu'on 
désigne en effet par F , G, . . . , S ce que deviennent 
alors les quantités A, B, . . . , L : la relation précédente 



( ) 
donne 

F G -F . . . -t- S = — sin ( — ( 0 , 

et l'on en conclut l'identité 

NOTES S I R LE CALCIL ISOBARIQUE; 
PAR M . E . C E S A R O . 

I . — A L G O R I T H M E S N ' A L G O R i T H M E s . 

1. Sur un algorithme de poids variable de degré 
m 

constant [Ji, répétons l'opération algorithmique Un 
r 

terme quelconque du résultat 
a 

S S S ' " S' + . . .H- r,„ == p ) 
ri /'a /'a /„Î 

se compose d'une série de termes, dont chacun est 
constitué par ijim facteurs dont les indices ont pour 
somme /'s -f-. • • +• / w = Tout terme du résultat \Lin 
appartient donc à Il est évident, d'ailleurs, que tons 

p \L>n 
les termes de ^ se trouvent, sans répétition, dans le 

p 
résultat. Par l'emploi successif de ce raisonnement, on 
est autorisé à écrire 

m (J. (X' {JL" /« {JL (JL'{J."... ssss-= s • 
p r r p 

en convenant d'opérer successivement et de droite à 
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gauche. En outre, on doit rappeler que, par convention, 
m 

^ — O lorsqu'on n'a pas 

2. En particulier, soit u une fonction quelconque 
de o:, et considérons ralgorithme 

étudié dans la Note Dérivées des fonctions de fonctions. 
On aura, en vertu de (i), 

nt 

l> 

Cette égalité permet de généraliser les expressions 
isobariques obtenues dans la Note citée. Ainsi nous 
avons trouvé 

Nous aurons, plus généralement, 

A t ^ ( o ' ) 

oP ) 

Par exemple, pour [jl = 2, 
m 
C! — 
o v ^ T - ; - pi p 

3. De même, les égalités 

~ , p rfiY^ ^ V^OC-i-r-l, r-i) ~ ^moL-hp-i, p-m ( r - 0 ! 



( 6i ) 
donnent 

n 

4. Comme dernier exemple, l'égalité 
m 

S O ) - (m-h i){ni -h 2).. 

dans laquelle s^^p nîprésente la somme des produits m 
à m des p premiers nombres entiers^ se généralise 
ainsi 

r-l Sn-I /?—fjim, p—i 
(¡xm -i- i)( iim -h 2}.. .p 

En particulier, pour ¡jl = 2, on a 

S ^ —i) 
Sp-itn, p-\ 

2"̂  ( 2 m -M ) ( 2 //ï -h 2 ) . . ./? ' 

I I . — S U R LA DÉRIVATION DES FONCTIONS DE F O N C T I O N S . 

5. Dans la même Note, nous avons montré que, si 
} = cp(M), u= ^ ( x ) , on a 

i=p 

1 . 2 . 3 . . . / ? " 2d I . 2 . 3 . . ^PA^] 

Cette formule s'étend aisément au cas oiij s 'exprimi 
en fonction de x , par Tintermédiaire d 'un nombre 
quelconque de fonctions. Soit, par exemple, 
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et posons 

m m 

P P 
m m 

11 est visible que 

r^) _ Y» 
pi 

Cette relation nous sera fort utile dans d'autres re-
clierclies. 

6. Ici, nous n'aurons besoin que de la formule (2), 

dans le cas particulier de cp(.r) = Soit 

a — \ — c ^ x — C3¿r-̂  - f - . . . = ! — - + - . . . . 

D'après ( 2 ), on a 
p P P-^ 1 

(3) + §(CV) . . ± 
P P P P 

7. Supposons que 
11= (i — aix){i — a.2x){i — a^x) 

La formule (3) donne l'expression générale des coef-
ficients r , moyennant les sommes c^ des produits r à r 
des quantités a. Il est, parfois, utile de connaître 
l'expression des mêmes coefficients en fonction des 
sommes s r des puissances des mêmes quantités. 

Dans ce but, posons ^ = de sorte que 

= .ç, ; r • . r - — ~ X ' z=i SxX 
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Dans Je cas actiicl, la formule ( 2 ) donne, pour 

/' p p p 
Les relations (3 ) et (4) , qui nous seront utiles dans 

la suite, fournissent de nombreux théorèmes. 

I I I . — D I F F É R E N C E S DES F O N C T I O N S . 

(S. On sait que 

/ — 0 L p-̂ i 
Or., il est évident que Ton peut écrire, plus générale-

ment, 
¿=zy: f- p 

i = 0 L/J-l-i 

Cette formule donne lieu à beaucoup d'égalités inté-
ressantes^ mais il est utile, pour l'appliquer, de con-
naître l'expression de La question est aisée à 
résoudre, et, d'ailleurs, le résultat est connu> mais, 
comme nous en aurons besoin ultérieurement, dans la 
reclierclie des différences des fonctions de fonctions, 
nous allons l 'indiquer en quelques mots. 

9. Par le théorème de Taylor, on a 

y v" y' 
A r = ^ A ^ - h ^ -+-

I 1 . 2 .2 . 3 

Kn partant de là, calculons, de proche en proche, 
AJ., A^, . . . . Nous sommes conduits à poser 

y (m 4-2̂  
(m-[-1)1 (,n-i-'2)l 
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les nombres o étant indépendants de la nature de y. 
Pour les déterminer, faisons j = puis x = o, 
Ax = I. Il vient 

Conséquemment 
i—x \ni y -i/(//H-/' 

( 6 ) ^ > r-7 A'" ( o'«- '̂ ) A ;̂̂  
1 = 0 

10. Soit, par exemple, J — e^^ et posons = z, La 
dernière formule devient 

i _= X 

[-r-J ~Z(m-,-i)l 
ir=0 

Par la comparaison de cette égalité avec (6) , on voit 
que l'on peut toujours écrire symboliquement 

^my _ ^ i>.r Ax I ^ 

11. De même, pour 7 = sin.r, on trouve, en faisant 
X = o, A.r — z, 

i 
(m pair) sin'« - siii > ( - 1)' ^ f 

(m impair) sin'" - cos — > (—1)' -—̂ ^ r-7 
^ ^ 2 2 ^ ^ ^ ( /7̂  2 i ) ! i - 0 

tandis que la formule ( 5 ) donne 

i f . z mz\P 
( 2 sin - COS — 
\ 2 2 

(8) (m pair) 

(9) (m impair) 

= 1 i = {) p-hi 

S 

(/• — I )t: -h (m — i)^' 

. { R — I)TZ ( M — I)Z sin ^ 
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12. Revenons à la fonction j- = jc^, et employons la 

formule (6 ) , en supposant Ax = i . On obtient, sous 
forme symbolique, 

en convenant de remplacer la puissance de 
par Si Ton introduit ce résultat, presque évi-
dent, dans la formule ( 5 ), on trouve, pour x = o, 

V \ 

i Ip-f-i 

Par exemple, pour m = 2, 

p p p 

p^l 

13. Dernière application : pour = ^ et Ax = — xz^ 
la formule (6) devient 

— 00 

! \ I . 2. 3 . . . V^ * / ^ / \ / 10 ^ ^ ^̂  = y 
i=: 0 

Conséquemment, en vertu des formules (3) et (4), 

i = 1L p 

I V . — A L G O R I T H M E S ISOBARIQUES C O M P O S É S . 

l i . Nous appelons ainsi toute combinaison linéaire 
d'algorithmes élémentaires d'une même fonc-
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lion, quelles que soient, d'ailleurs, leurs degrés. On a 
vu, précédemment, que ces algorithmes composés inter-
viennent dans l'expression des dérivées des fonctions 
de fonctions : nous les rencontrerons dans un grand 
nombre d'autres questions. 

l o . On sait que plusieurs géomètres ont imaginé des 
algorithmes, propres à réglementer:, pour ainsi dire, 
Y Analyse partitive, cette importante et féconde branche 
de l'Algèbre, que M, Sylvester appelle, avec beaucoup de 
raison, Vdme de toute l'Analyse. Or il est curieux de 
constater que tous les inventeurs, en agissant les uns 
à l'insu des autres, ont été d'accord dans le choix de 
l'algorithme isobarique composé comme base du calcul 
des partitions. Nous montrerons, en eifet, qu'un tel al-
gorithme ne diffère pas de celui qui a été étudié l'année 
dernière par M. d'Ocagne dans les Nouvelles yinnales. 
On sait, d'ailleurs, que le même algorithme, précédem-
ment étudié par Wronski, sous le nom àe fonction 
aleph, a été l'objet de recherches de beaucoup de géo-
mètres. Ici, nous voulons seulement signaler à l 'atten-
tion des jeunes inventeurs les travaux, injustement mé-
connus, de plusieurs savants professeurs de l'Université 
deNaples: MM. Trudi,Fergola,Torelli , etc.,qui ont pu-
blié, à difïérentes reprises, dans Journal de Battaglini 
et ailleurs, d'intéressantes Notes sur l'algorithme en 
question. De plus, on trouve dans les Comptes rendus de 
VAcadémie des Sciences de Naples quelques impor-
tants Mémoires de M. Trudi sur le même sujet. Ils sont 
surtout à recommander pour les renseignements biblio-
graphiques et les Notices historiques, nombreuses et 
intéressantes. 

K). Les mathématiciens, avons-nous dit, ont tâché de 
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prendre comme base de l'Analyse parlilive l'algorillimc 
isobarique composé^ c'est-à-dire une somme d^algo-
rithmes simples, demêmepoids, mais de degj'és différents. 
L'algoritlime-élément semble être resté inconnu jusqu'à 
présent^ mais c'est évidemment cet algorithme élémen-

tn 
taire ^ qu'il faut, désormais, considérer comme élément 

p ^ 
primordial dans le calcul des partitions : ce sont ses 
propriétés que l'on doit rechercher et étudier, aiin 
qu'elles constituent le fondement de l'Analyse partitive^ 
car cet algorithme est le seul qui possède la propriété 
d'être à la fois isoharique et homogène, et de ne pas souf-
i'rir une ultérieure décomposition en éléments d'une 
plus grande simplicité. 

17. M. d'Ocagne représente par [^a^a^a^ .».a^Y^^ 
résultat que l'on obtient en remplaçant par l 'unité les 
coefiicients numériques, dans le développement de 

a^-h a^i-^,, afri)P. Tout en nous conformant à 
cette notation, nous écrirons, plus brièvement, [«v]^-
M. d'Ocagne donne ensuite la formule 

('I) il — a i x ) { \ — a^x).. .{i — afiiX) 

En vertu des égalités (3) et (4), on voit que l'algo-
l'itlime est composé et isoharique; car il peut 
«Hre mis sous l 'une ou l'autre des formes suivantes : 

Naturellement, les sommes c, doivent être considérées 
' oiiune nulles, lorsque r surpasse m. 
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18. S i a v = v , l'examen simultané des formules (lo) 

et ( i l ) montre que 

^ 1 .2 .3 . . .m 

Cette formule, qui sera généralisée plus loin, a été 
remarquée par M. d'Ocagne, qui l'a obtenue par com-
paraison avec une formule donnée par M. Schlomilch, 
dans un Mémoire Sur les facultés analytiques. 

19. Faisons remarquer aussi l'expression des nombres 
cVEuler sous forme d'algorithme composé isobarique : 

(-

On y arrive immédiatement parla décomposition de la 
fonction cosx en ses facteurs primaires, et le dévelop-
pement connu de sécx. L'emploi de la fonction 
conduit, au contraire, à la représentation des nombres 
de Bernoulliy moyennant l'algorithme 

20. Désignons, pour abréger, par (a , , a^, a^ , . . 
le premier membre de ( i i ) , et imaginons que l'élé-
ment ai augmente de A«/. On trouve aisément cette 
égalité 

contenue dans les Mémoires de M. Trudi. En égalant, 
dans les deux membres, les coefficients de XPon obtient 

( 1 3 ) ^ I a , a , . . . « m V̂  = [ a-2. . . ci m a i Y ' ' ^ . 

Par conséquent, en suivant la marche indiquée 
par M. Tore 11 i dans sa Note Siille funzioni simmetriche, 
complété e semplici, on a 

^ [L>]P=:[1>. J/^-M- [il, [<>, a;-h 
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p o u r v u que, pour abreger, on représente par Q Ten-
semble des éléments x + or + . . -h «m- Or 
il est évident que tout terme 

( I, 1 , 2 , . . . ) 

du second membre est un terme de D'autre part, 
il est clair que le terme (i4)Î considéré comme un terme 
donné AG se trouve p/-hi fois dans [0, 
et, par suite, p m —i fois dans la dérivée de [iî]^. 
Il en résulte cette importante formule 

(i5) 

Par dérivations successives, on trouve, plus générale-
ment, 

Conséquemment, par le théorème de Maclaurin, 

( l O ) 

Faisons, par exemple, ay = y. On obtient 

m ! I .r -f- V = Â '̂  + A'" [oni^P-^ ) 

Si l'on observe que A'̂ ' {oP)r=z 77/A'̂ '"̂  (1/^"^), la der-
nière formule prend la forme symbolique 

[x H- v]̂ , = [(.27 -f-

Par le changement de m en 772 1 et de x -f- i en x , 
on en déduit la formule 

{x, X i, X X m]/' — 1, 
^ ' ^ i.'i.S. . .m 

due à M. Fergola. 



22. La formule ( i3) se démontre plus aisément en 
observant, avec M. d'Ocagne, que 

(ini pouvant, du reste, etre considéré comme un quel-
conque des éléments a. De cette identité, appliquée plu-
sieurs fois de suite, on déduit 

(17) [ « V = [«V ]ni-1 «m [ «^v]m-x «m [«v ]m-\ 

La dérivation de la même égalité donne 

puis, par applications successives, 

(,8) = I - - + a j [ . . . 

Il suffit, maintenant, d'avoir égard à la relation (17) 
pour obtenir immédiatement ( i3 ). 

23. Il y a, d'ailleurs, une formule facile à établir qui 
rend presque intuitive la relation (16). En effet, dans sa 
Note Sur un algorithme algébrique, M. d'Ocagne a 
démontré que, si l'on pose 

on a 

Si chacune des quantités a croit de x , la fonction 
f[ z) devient / ' ( z — .r ), et la dernière formule donne 

On voit immédiatement que le coefficient de dans 
le développement du second membre, est 
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Si Ton pose 

la Formule Je M. d'Oeague peut prendre la forme 

[a/ 

plus utile au pointde vue des applications, surtout dans 

le cas de m infini. Par exemple, pour a^— ^^^^T^TJi' 

= COS 

I l l'on trouve 

> 4 ( 1 - 3 ^ - . ^ - . . . ) . 

Dans (18), faisons varier i de i à m, et addition-
nons. D'après la somme des premiers membres 
est 

Si l'on change p en p -h i , on trouve donc 

C'est là une identité remarquable, que l'on peut rap-
procher de celle-ci : 

(20) [ avK, = - C3I «vjf^r' - • • •, 

point de départ de l'étude de M. d'Ocagne Su7' les séries 
récurrentes. Pour en montrer une application, obser-
vons que, en vertu d'une célèbre formule d'Euler, 



( ) 
La relation (19) devient 

^ " x - q i-qi 

1 — ry3 

26. Les formules que nous avons données, ailleurs, 
pour la résolution des récurrences, permettent de dé-
duire des égalités (19) et (20) les relations isobariques 

i=r / i N 

i ̂  1 \ p / 

p / 

qui intervertissent, pour ainsi dire, les formules ( i 2). En 
particulier, pour m infini et toutes ces relations 
acquièrent de l ' intérêt. Par exemple, si, pour abréger, 
on pose 

on obtient 
' = p ! 

/ =: l \ 
i = p , 

/ - i l p 

V'Qr 

\ . — A L G O R I T H M E S HOMOGÈNES COMPOSÉS. 

27. Nous venons de rencontrer des algorithmes com-
posés, isobariques, mais non homogènes. Il en est 
d'autres qui sont homogènes, sans être isobariques, et 
nous allons les voir paraître dans une importante ques-
tion, à savoir le développement, suivant les puissances 
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de X, de Valgorithme élémentaire de .r -{- Ou peut 
toujours poser symbolir/uement 

m 

r 
eu eu tendant que le second menibi e re[)résenle 

^^fj.rn-^ • ^ 1 / > , / / / • ^ f ) , / i t • • • '*/>,///• 

11 s'agit de calculer les coeilicieuts A. Par un(î mé-
thode analogue à celle qui a été employée pour le déve-
loppement d(i l'algorithnKi isohnrique composé, on 
tiMMive 

r-p 
^ i-J 1../ ¡^ 
/ 0 p m 4-/ / 

Lecoeilicient V ' e s t doue un algoi iihnie 
du degré i. 

28. La formule (21) se généralise aisément. Nous 
laisserons au le<'teur le soin de démontref la relation 

] -p—tn 

P /--O _ /:-0 /4/ p w'ij) 

Signalons, comme cas partie riliers, la iormulc 

V 
j p-m 

1 0 
et d'intéressants développements, que l'on obtient en 
<'mployant la relation (22) pour transformei' les seconds 
membres des formules (8) et (9). 

29. Du reste, on est conduit, par une voie aisée, aux 
relations qui précèdent, lorsqu'on cherche à établir cer-
taines propriétés fondamentales de l'algorillime élémen-
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taire. Désignons par l'ensemble des termes de 

qui ne renferment pas Télément £/. Puis, distinguons, 
m. 

dans les termes qui contiennent à la première 
V 

puissance, au carré, au cube, etc. (3n a visiblement 
m ni in~\ /n—2 

, .3, S ' S ' " S ' " — 
r r , /' ' 

On en déduit 
nt y-ni i m 'l m Z 

èS=S'"" S'"^"s" • • 
/' L /' / /> 2< ¡¡—'M 

on ])ien, en vertu de (^3), 
m m - \ 

ï̂ - S S' 
r A'-' 

En conséquence, si l'on ajoute .r à chaque élément c, 
on a 

m 
i d i ^ . 

P ni—\ m -1 m— 1 
- -u §( . r - s,) g (a- -- t,,) - . . . . 

/> 1 /; 2 
Plus généralement, on trouve, par dérivations succes-

sives. 

ï ^ 
t)i [m — 1 j . . . 1 ni — i -f- I ) dx 

p m — i 

- S s s • • ' 
p i-ï p-i-2 



( 75 ) 
11 siifiit de faire x z= o pour obtenir l'expression 

30. Les derniers développements se prêtent à d'autres 
eonsidérations. Reiiiarquons, en eiï'et, que si l'on pose, 
pour un moment, 

s 
p hm- V) 

on a, en vertu de ee que nous venons de dire, l'égalité 
v) inhoUqiie 

Les règles du p('rmettent à'inverliv 

(ette relation, en écrivant 

< - - h -vl" ' . 

c'est-à-dire 
m 111 in~\ /// —2 3 

V p p-i p-2/ p^ói 

31. On peut donner une interprétation facile de la 
ibrmule (^5) , dans le cas de £ / = i . On voit alors 
que la différence du premier 1 ernie de la série 

s- s- S' s-
p - nn /)—/:/?/—1) p n/n—'\i 

m 
ff'esf autre (jue la partie de ^ indépendante de £/. p 

32. Les égalités ( 24) et ( '^5) nous intéressent surtout 
parce qu'elles permettent d'établir des relations entre 
les algoritlinies de fonctions difiérentes Dans ee but. 
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supposons 1 = 1 , et observons que, si l 'on veut négli-

in 

ger, dans les termes contenant e^, on doit résoudre 
p 

en nombres entiers, supérieurs à Vunité, l 'équation 
p, ce qui revient à poser r = 7''-h i , et à résoudre 

en nombres entiers l'équation j) — m . On a donc 

m m 

p p~m 
Conséquemment, en nous reportant à ce qui a été dit 

plus liant, si I on considère la série 

Se-!. S'"' 
p -̂4-2 pv\ 

on a 
m 0 

p p 

pourvu que = i. Par exemple, dans notre article 
Propriétés d'une fonction arithmétique, nous avons 
étudié certain algorithme u^^p qui ne ditïère pas de l'al-

w 
gorithme ^ relatif «/a/b/zciio/z D'après ce qui 

p 
vient d'être dit, et en nous rappelant l'expression de 
m 

donnée au commencement de ces Notes, nous 
p ^ 

pouvons affirmer que Um,p est la m^^"^^ différence du 
premier terme de la série 

^p.p ^p.fi-k-x •̂ p.p+2 

33. En outre, pour i = i , l e s égalités ('24) et (aS) 
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c l e v i c i i i u î i i t 

ni i-^nt i 
g(e,) = V C„,g( i , ,^ . ) , 
P 1 = 1 p-rn 

ni i=ni / 

p p \-i 

Dans le cas particulier, considéré en dernier lieu, 
nous aurons donc 

^ p.p-^rn—\ — G//,,/ 
1=1 

i — m 

(m -f- '2)..{m -f-p) 

i — TTi 

34. Nous avons là des relations entr e les algorithmes 
des fonctions Sr et Sr+i mais on peut en établir entre 
les algorithmes dedeux fonctions ^we/co/ziyuei. Voici, par 

exemple, comment les algorithmes de ~ s'expriment 

au moyen des algorithmes de y > 

m { 2 p ~ h i } { ' 2 p - h ' 2 ) . . . { 2 p -T- m ) 

_ „ Sp,2p-2 , p A'/î.2/7 3 — — ~ —' ' 
ip-{- f7i 'ip rn — I 'ip -r- m — i 

Les mêmes algorithmes sont donnés en fonction des 

algorithmes de ^ \ - par la formule 

m {m-i-p — i)l 

Les formules (24) et (25), bien que fort particulières, 
nous serviront à développer, suivant les puissances de x , 
la fonction algorithmique car, par l'emploi 
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des mêmes formules, la fonction U se ramène aisément 
à la fonction W , dont nous avons donné le développe-
ment dans un de nos articles sur le Calcul isobarique. 

JNous ne devons pas terminer ces Notes sans si-
gnaler une importante généralisation de l'idée même 
de l'algorithme élémetitaire. On y est conduit inévitable-
ment quand on cherche à mettre le second membre de 
l'égalité ( 23 ) sous forme à'algorithme d'algorithme. On 
reconnait que cela est possible seulement pour = '̂ ir̂  
mais, en général, on doit d'abord imaginer, dans l'idée 
d'algorithme, rextension suivante : les différents élé-
ments appartiennent à différents systèmes de nombres, 
de telle sorte (jue les élémi^nts du même système occu-
pent toujours, dans chaque terme, le même rang. Si 
Ton convient de distinguer par un indice supérieur les 
éléments de chaque système, on a 

-(1) cl-i; -J- c(l) c(2 "2 > 2 >-1^1 

r 

r 
cill c(21 ciP-1) 

[""r j — -1 1 

C'est seulement en vertu de cette extension qu'il est 
possible de donner une forme algorithmique au second 
membre de (23), et, plus généralement, de résoudre le 
problème de la représentation de l'algorithme élémen-
taire d'une somme de fonctions, en nombre quelconque, 
moyennant les algorithmes des mêmes fonctions. Nous 
nous en occuperons bientôt. 
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THÉORÈMES DE GÉOMÉTRIE ET DE CmÉMATIftlE; 
PAR M . E . D E W U L F , 

Colonel du Génie. 

On peut définir le dé[)Iacement d'un plan P sur lui-
même en donnant le centre instantané de rotation O 
et le cercle des centres (C). Nous supposons le plan (P) 
horizontal. 

I. Soit (G) une courbe quelconque, algébrique ou 
non, liée au plan mobile; le lieu géométrique (F) des 
centres de courbure des trajectoires des points de (G) 
est la projection sur le plan (P) de l'intersection de deux 
cônes : le cône qui a pour base la circonférence des 
centres ( C) et pour sommet un point quelconque S de 
la verticale du point O-, un cône ayant pour sommet 
le centre instantané O et pour base la projection (G') de 
la courbe (G) sur un plan horizontal passant par le 
point S. 

Toutes les propriétés des courbes (F) découlent de 
Ci) théorème. 

II. Si la courbe (G ) est un cercle (G2 ) passant par le 
centre instantané O, la courbe (F3) est une strophoïde 
qui a son point double au point O. Les deux cercles oscu-
lateurs delà strophoïde en O sont le cercle des centres ( G) 
et la circonférence mobile (G2). 

Si l'on trace une transversale par le point O et si 
l'on désigne par M, mi et mo ses points d'intersection 
avec la strophoïde et les deux cercles osculateurs en O, 
on a toujours 

()M Omt 
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Si le ccrcie mobile (Gi») devient le cercle des centres, 

et si le cercle (C) devient mobile, le lieu géométrique 
des centres de courbure des trajectoires des points de (C ) 
est la même strophoïde (Fa). 

III. Si la courbe mobile ((T) se réduit à une droite 
le lieu géométrique des centres de courbure des trajec-
toires des points de g est une conique (1 2) osculée en O 
par le cercle des centres. 

La droite g est aussi la corde idéale commune à (Fo) 
et au cercle iniiuiment petit O, ou bien, la polaire du 
point commun aux hypoténuses des triangles rectangles 
inscrits à (To) et ayant le sommet de l'angle droit en O. 

m LES COMPLEXES DE DK09TE8 DU PREVIIER DEGRÉ 
ET SLR LEURS CO\(ÎRlEXCES; 

V M \ M . KRNEST J A G G Î , 

K l u d i a u L à la F a c u l t é des S c i e n c e s de B e s a n ç o n . 

1 . i . a délinition donnée par Plùcker des complexes 
du premier degré est la suivante : 

(( L'ensemble des droites dont les six coordonnées ho-
mogènes satisfont à une équation homogène et du pre-
mier degré constitue un complexe de droites du premier 
degré. » 

Je nu; j)ropose de transformer cette définition ana-
lytique en une définition géométrique et de tirer de 
cette dernière des conséquences géométriques. 

A l'aide de la définition analytique 'précédente, on 
démontre successivement les propriétés suivantes : 

T H É O R È M E 1. — Il V a une infinité de droites du 
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cotnplt^xe qui passetiL par tout point de l'espace, et ces 
droites sont dans un même plan appelé plan focal du 
point donné. 

T H É O R È M E 11. — Dans tout plan de l'espace, il J 

a une infinité de droites du complexe^ et ces droites 
passent toutes par un même point du plan quon ap-
pelle le foyer du plan donné. 

T H É O R È M E 1 1 1 . — Le lieu du fojer d'un plan mobile 
passant par une droite est une seconde droite A 
lorsque D ne fait pas partie du complexe, A nest pas 
dans un même plan avec D; lorsque D fait pai tie du 
complexe, A coïncide avec U. 

Réciproquement, tout plan passant par la droite A 
précédemment définie a son foyer sur D 5 en sorte que 
les deux droites 1) et A, jouissant de propriétés réci-
])rocjues, peuvent être appelées droites conjuguées. 

T H É O R È M E 1 \ . — Toute droite qui fait partie du 
complexe et s'appuie sur une droite 1) s appuie aussi 
sur la droite A conjuguée de D, et toute droite qui 
s appuie à la fois sur deux droites conjuguées D et A 
fait partie du complexe. 

Les théorèmes qui précèdent permettent de construire 
géométriquement le foyer d'un plan donné et le plan 
focal d'un point donné connaissant deux couples de 
droites conjuguées (D, A) et (IT, A'). Je rappelle ces 
constructions, qui résultent du théorème suivant : 

T H É O R È M E V . — Les pieds de deux droites conju-
guées sur un plan sont en ligne droite avec le foy er 
(lu plan. 

Le fojer d 'un plan sera déterndné comme point 
commun aux deux droites joignant les pieds de et 

de D' et de A' sur le plan donné ; 



( ) 
Le plan focdl cVun point sera dêierininé par le 

point donné et par la droite joignant les foyers de 
deux plans quelconijues passant par le point. 

Ces constnictioiis montrent qu'un complexe linéaire 
est complètement déterminé quand on connaît deux 
couples de droites conjuguées. Or, on démontre encore 
le théorème suivant : 

'rHÉORi:MR VI. — Deux couples de droites conju-
guées (I), A) et A') sont quatre génératrices d'un 
même mode de génération d'un hyperholoïde dont le 
second mode est formé par des droites du complexe; 
et Ton en déduit imuiédiatement le théorème suivant : 

THÉOUÎCME V I I . — Cin(j droites du complexe déter-
ndnent géométriquement le complexe, car elles déter-
nùnent deux couj)les de droites conjuguées et, par 
suite, permettent de construire géométriquement le 
complexe. (Ceci était intuitif, car Téquation du com-
plexe dépend de cinq constantes, et ces cinq constantes 
sont déterminées par les cinq relations qui cxpiiment 
que les cinq droites données font partie du complexe). 

Considérons maintenant un système de droites 
défini ainsi qu'il suit et que je désignerai, pour abréger, 
par la lettre S. 

(A) Par tout point de Tespace passent une infinité 
de droites du système et toutes ces droites sont dans un 
même plan, que nous appellerons plan focal du point; 
dans tout plan de l'espace existent une infinité de 
droites du système, et toutes ces droites passent par un 
même point que nous appellerons joyer du plan. 

Je dis que le système de ces droites n'est autre qu'un 
complexe; linéaire. En effet, de la définition géomé-
trique préeéd<^nte, on déduit (jue les théorèmes précé-
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dents sur les droites d'un complexe sont vrais aussi 
pour les droites du système S, car tous se tirent des 
ihèorèmes I et H. 

On arrive donc à cette conclusion : 
Cinq droites du système S déterminent ce système 

d'une seule manière, de même qu'elles déterminent un 
complexe et un seul. 

Les plans focaux d'un point par rapport au système S 
et au complexe déterminés par cinq droites données 
coïncident et les foyers d'un plan par rapport au sys-
tème S et au complexe coïncident. 

Donc, le sjsterne S et le complexe linéaire définis par 
cinq droites coïncident ; en d'autres termes, tout système 
de droites qui répond à la définition géométrique (A) 
précédemment donnée est un complexe linéaire. 

Applications, — 3. Considérons un corps solide 
mobile dans l'espace et dont le déplacement soit assu-
jetti à cinq conditions; on sait que les divers points de 
ce solide décrivent des courbes trajectoires. On sait aussi, 
d'après les Mémoires de Cliasles, de M. Charles Brisse 
et de M. Mannheim, qu'à chaque instant les normales 
aux trajectoires des points d'un plan qui sont dans ce 
plan passent par un point fixe du plan; d'ailleurs les 
normales à la trajectoire d'un point, en un point de 
cette trajectoire, sont dans le plan normal à la trajec-
toire en ce point. Donc, d'après ce qui précède : 

T H É O R È M E I. — Les normales aux trajectoires d'un 
solide déformé invariable dont le déplacement est as-
siijetti à cinq conditions forment ci chaque instant un 
complexe linéaire. 

On déduit facilement de là toutes les propriétés géo-
niétriques du déplacement infiniment petit du solide. 
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i . Considérons un solide mobile dans l'espace dont 

le déplacement soit assujetti à quatre conditions ; on sait 
que, dans ce cas, les divers points du solide décrivent en 
général des surfaces trajectoires. Or, ajoutons une cin-
quième condition arbitraire aux quatre conditions don-
nées pour le déplacement : les points du solide décriront 
des courbes trajectoires sur les surfaces précédentes, et 
à chaque instant les normales relatives à ce déplacement 
formeront un complexe linéaire 5 parmi ces normales, 
seront les normales aux surfaces trajectoires en tous les 
points du solide. Changeons la cinquième condition que 
nous avions ajoutée : les courbes trajectoires changent 
sur les surfaces trajectoires, et les normales relatives au 
déplacement correspondant forment un nouveau com-
plexe linéaire. 

Ainsi, à un instant donné, les normales aux surfaces 
trajectoires en tous les points du solide appartiennent à 
deux complexes linéaires; par conséquent : 

T H É O U I I M E I I . — A chaque instant, les normales en 
tous les points d'un solide assujetti à quatre conditions, 
à leurs suif aces trajectoires, forment une congruence 
de complexes linéaires. 

On peut déduire immédiatement de là toutes les pro-
priétés géométriques du déplacement infiniment petit : 
par exemple, ce théorème fondamental démontré par 
M. Mannheim : 

Les normales aux surfaces trajectoires des points 
d'une figure de forme invariable dont le déplacement 
est assujetti h quatre conditions rencontrent toutes 
deux mêmes droites [directrices de la congruence). 

Les surfaces focales de la congruence trouvent facile-
ment aussi leur application, mais je ne veux faire ici 
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qu'ilidiquer Jes moyens d'appliquer les complexes et les 
congruences linéaires. 

5. Les réciproques des deux théorèmes I et II sur les 
normales relatives aux déplacements d 'un solide assu-
jetti à cinq ou à quatre conditii)ns sont faciles à démon-
trer. 

Je dis d'abord que tout complexe linéaire peut être 
considéré comme formé par les normales aux courbes 
trajectoires d'un solide de forme invariable dont le dé-
placement est assujetti à cinq conditions. En elfet, pre-
nons cinq droites du complexe et cinq arcs élémentaires 
de courbe normaux respectivement à chacune de ces 
droites en des points quelconques, ces arcs étant, en 
outre, normaux aux plans focaux des points choisis. Ces 
cinq trajectoires définissent le déplacement infiniment 
petit du solide; le complexe des normales relatif à ce 
déplacement coïncide avec le complexe donné, car cinq 
droites déterminent d'une seule manière un complexe 
linéaire. 

Je dis maintenant que toute congruence de complexes 
linéaires peut être considérée comme composée des nor-
males à un instant donné aux surfaces trajectoires des 
points d 'un solide soumis à quatre conditions. En effet, 
chaque complexe linéaire auquel appartiennent les droites 
de la congruence peut être considéré comme composé des 
normales aux courbes trajectoires décrites par le solide 
dont le déplacement infiniment petit serait soumis aux 
quatre conditions précédentes et à une cinquième con-
dition arbitraire. 

6. Comme dernière application, je me propose d'ex-
pliquer géométriquement l'analogie constatée par M. Ap-
pell, qui existe entre le système des pôles et plans po-
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J aires dans une cubique gauche et le système des foyers 
<;t plans focaux dans le déplacement infiniment petit 
hélicoïdal (c'est-à-dire assujetti à cinq conditions). Nous 
savons que les normales aux trajectoires des divers 
points d'un solide assujetti à un déplacement hélicoïdal 
forment un complexe linéaire. 

Or les droites, appelées droites conjuguées d^elles-
mêmes par IM. AppelI, dans sa thèse, sont telles que 
toutes celles, qui passent par un point de l'espace, sont 
dans le plan polaire du point, et toutes celles, qui sont 
dans un plan, passent par le pôle du plan [uoir la thèse 
de M. Appel 1, P® Partie). Elles forment donc un com-
plexe linéaire (définition géométrique du complexe li-
néaire) : de là l'analogie indiquée. 

Dans la s(;conde Partie de sa thèse, M. Appell dé-
montre par l'analyse qu'il existe toujours un déplace-
ment hélicoïdal et un seul dont le système des fovers et 
plans focaux est identique au système des pôles et plans 
polaires dans une cubique donnée^ ceci est évident géo-
métriquement d'après ce qui précède, car cinq droites 
conjuguées d'elles-mêmes par rapport à la cubique dé-
terminent un complexe linéaire d'une seule manière, et 
tout complexe linéaire répond à un déplacement héli-
coïdal infiniment petit et à un seul. 

La réciproque, démontrée analytiquement par M. Ap-
pell, se démontre géométriquement de la manière sui-
vante : 

Les normales ndatives à un déplacement hélicoïdal 
infiniment petit forment un complexe linéaire. Or cinq 
droites arbitraires, que nous pouvons d'ailleurs prendre 
parmi les droites du complexe précédent, peuvent tou-
jours être considérées comme cinq droites conjuguées 
d'elles-mêmes par rapport à une certaine cubique [ voir 
la thèse de M. Appell, I"' Partie), et alors le système des 
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|)ùlcs <'t plans polaires de cette cubicjue coïncide avec 
|(> système des foyers et plans focaux du déplacement 
hélicoïdal, puisqu'un complexe linéaire est déterminé 
d'une seule manière par cinq droites. Si Ton déplace la 
cubique trouvée parallèlement h son axe et qu'on la fasse 
tourner autour de cet axe d'une façon quelconque, le 
système de ses pôles et plans polaires ne change pas; 
par conséquent. 

Il existe une infinité de cubiques gauches, égales et 
ayant même axe, dont le système des pôles et plans po^ 
laires est identique au système des fojers et plans fo^ 
eaux d'un déplacement hélicoïdal infiniment petit 
donné. 

Il n'y a d'ailleurs pas d'autres cubiques que les pré-
cédentes répondant à la question, car deux cubiques, 
qui ne sont pas égales ou qui n'ont pas même axe, n'ont 
])as le même système de pôles et plans polaires. 

(IliELQlES RÉFLEXIOXS SUR L'ÉTIDE GÉOMÉTRIftlE DES 
COllRRES GÉOMÉTRIOIES ET THÉORÈMES POUVAIT Y ETRE 
ITILES; 

PAR M . J . - E . E S T J E N N E . 

On connaît sur les courbes géométriques plusieurs 
théorèmes généraux. Un des plus remarquables, dû à 
Euler, est le suivant : 

T H É O R È M E I . — Toute courbe d'ordre /Z, qui passe 

par — I points fixes^ passe par — 

(lutres points fixes. 
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Ce théoi'ème éuoriee une propriété intime et caracté-

ristique (les cour])es géométriques, qui peut servir au 
géomètre de point de départ dans l'étude de ces courbes. 

Les courbes géométriques sont définies analytique-
ment par ce fait que leur équation cartésienne est algé-
brique. Cette définition suffit à l'analyste, mais non au 
géomètre, qui, n'usant pas de coordonnées, a besoin, 
pour étudier une courbe, d'en avoir une définition pu-
rement géométrique. 

On n'entend pas par là critiquer l'admirable classifi-
cation des courbes, en ordres, introduite par Descartes; 
on veut dire simplement que, pour les étudier, il faut 
(pie le géomètre parte de leur définition algébricjue, en 
la traduisant dans son langage par un théorème géomé-
trique. 

De l'équation d'une courbe d'ordre /z, on déduit, par 
exemple, qu'une droite quelconque coupe cette courbe 
en n points. Voilà une propriété que le géomètre pour-
rait songer à prendre comme définition de la courbe 
d'ordre n, La tentative, faite je crois plusieurs fois, n'a 
pas réussi. 

Cetre simple propriété ne suffit pas à la Géométrie-, 
elle a besoin, pour pouvoir progresser avec ses seules res-
sources, des riînseignements plus complets de l'Analyse. 

On lui empruntera les suivants : 
Une courbe cVordre n est définie par ^^ 

de ses points; 
Deux courbes d'ordre n et p se coupent en np 

points; 
S"" Le théorème I, énoncé plus haut. 
Ces notions suffisent à établir le théorème de Pascal, 

et, par suite, à faire l'étude des coniques. 
Un très bon énoncé du théorème de Pascal est en 

effet celui-ci : 
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Si six points sont sur une conique, deux cubiques 

quelconques, passant par ces six points, se coupent en 
trois autres points qui sont en ligne droite. 

Ce théorème est facile à déduire du théorème I, ap-
pliqué aux cubiques (/z =: 3). 

On a le théorème de Pascal sous sa forme ordinaire 
en considérant les côtés non consécutifs d'un hexagone 
inscrit à une conique, comme constituant une cubique. 

Cette relation géométrique entre six points d'une 
conique remplace parfaiteineiit, pour le géomètre, 
l'équation de cette courbe. 11 peut, à la rigueur, faire 
une étude complète des coniques par les procédés qui 
lui sont propres, sans avoir recours à l'équation du se-
cond ordre. Il est débarrassé de la tutelle de l'Algèbre. 

Pour étudier une courbe géométrique d'ordre n que 

"^^^ '̂ ^' points définissent, il faudrait une relation ana-
logue entre + ^ points quelconques de cette 
courbe. 11 faudrait savoir, dans le cas des cubiques, par 
exemple, comment sont liés dix quiîlconques de leurs 
points. 

Ici, le théorème I, d'où l'on a déduit le théorème de 
Pascal, est impuissant. Il donne bien une relation entre 
treize points d'une cubique, à savoir que deux quar-
liques passant par ces treize points se coupent en 
trois autres points, qui sont en ligne droite; mais cela 
est sans grande utilité et ne répond d'ailleurs pas à la 
question. 

Nous aurons recours à un autre théorème général, 
que nous croyons nouveau. 

On est conduit à souçonner ce théorème, si l 'on re-
marque l'identité suivante : 

(/i —i)(/i —I-+-3) — — 2 H - 3 ) 

Atut. de Maihémaisérie, t . I V . ( F é v r i e r i 8 8 5 . ) 
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que nous exprimerons ainsi en langage ordinaire : 

Le nombre des points, augmenté de un, nécessaire 
à la détermination d'une courbe d^ordre n — i, ajouté 
au nombre des points augmenté de un, nécessaires à 
la détermination dUine courbe d'ordre n — 2, est égal 
au nombre des points d'intersection de deux courbes 
d'ordre n. 

Or on sait que les n- points d'intersection de deux 
courbes d'ordre n ne sont pas quelconques^ si un cer-

1 V ( n — — 1 4 - 3 ) tain nombre d entre eux -h 1 sont sur 

une courbe d'ordre n — i , ils satisfont à une relation 
différente de celle qui lie les 71- points, mais qui peut 
se combiner avec elle, de telle sorte que les points res-
tants satisfassent à une nouvelle relation^ comme leur 
nombre surpasse de un le nombre des points néces-
saires à la détermination d'une courbe d'ordre n — 2, 
il vient tout d'abord à l'esprit qu'ils sont sur une 
courbe d'ordre n—2- , c'est, en effet, ce qui a lieu, 
comme on le verra plus loin. 

Qu'on excuse ces raisonnements par à peu près ^ on 
les a écrits parce qu'ils constituent presque une mé-
thode pour l'étude des questions analogues à celles qui 
sont traitées dans ce modeste travail : ils permettent de 
voir s'il y a un théorème, et en quoi il peut consister. 
Ce n'est d'ailleurs pas une innovation ^ il y a longtemps 
que Lagrange disait que les découvertes en Mathéma-
tiques se font par l'appréciation du degré de détermina-
tion de la quantité. 

Démontrons maintenant le théorème : 

T H É O U È M E I I . — Si des n- points d'intersection de 
J 7 J (w —1)(/2 — n - 3 ) . deux courbes a ordre n. ^^^ ^ -}- i sont sur 

' I 
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1 1' 1 J (/?—!>.)(/? — - H 3) . une courbe ci ordre n —i, les i autres A 

sont sur une courbe d'ordre n — 2, et inversement. 

On démontre ce théorème en appliquant le théorème 1 
à une courbe d'ordre :in — 3. 

Distinguons, dans les n- points d'intersection des deux 
courbes d'ordre /2, deux groupes et Z> ; le groupe a com-

. ( /? — I) ( 72 — I - f -3) , prenant les h i points qui sont sur une 

courbe d'ordre n — i et le groupe tous les autres, 
qu'on veut prouver être sur une coujbe d'ordre n — 2. 

La courbe n — 1 coupe chacune des courbes n en 
n[n — i) points dont 

( n - n f /I — T -+- 3 ) ( n —3)/? — ij-

nonveanx. 

Par ces points, faisons passer la courbe d'or-

dre n — 3 qu'ils déterminent. 
Nous avons, dans le plan, un nombre de points 

—3)/? ou n { i n — 3); en isolant un point du 
groupe il reste n(9.n — 3) — i ou 

( 77 — 3 ) ( /? — 3 H- 3 ) — ^ —I v)oinrïi, 

et toutes les courbes d'ordre 2 7z — 3 qui passent par ces 
points passent, d'après le tliéorèine I, par (/z— 2)(277 — 5) 
autres points fixes. 

Or l 'une des courbes d'ordre n et la courbe d'ordre 
n — 3, déterminée par les points nouveaux situés sur 
l'autre courbe d'ordre n, constituent une courbe d'ordre 
2 71 — 3; la combinaison des deux autres courbes 
d'ordre 71 et — 3 constitue encore une courbe d'ordre 
2 7Z — 3; le point isolé fait partie de l'intersection de ces 
deux systèmes-, donc, toute courbe d'ordre 27Z — 3, pas-
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sanl par les II{ AII — 3) — i points du plan, autres que 
ce point isolé, passe par ce point isolé; en particulier, 
la courbe d'ordre in — 3, constituée par la courbe 
d'ordre n — i passant par les points du groupe a et par 
la courbe d'ordre n — i qu'on peut faire passer par les 
points du groupe h moins le point isolé, ce qui exige que 
la courbe Z» passe par ce point isolé. c. Q. F. D. 

On peut ajouter que la courbe h passe par les points 
nouveaux d'intersciction des courbes n — 3 avec les 
courbes n. 

C(i tliéorème général, appliqué aux cubiques, donne, 
au moyen des courbes connues du second ordre, une 
relation entre dix points d'une cubique : 

T H É O R È M E . — Si, par dix points d'une cubique, on 
fait passer deux courbes du quatrième ordre [deux 
groupes de deux coniques, en particulier), elles se cou-
pent en six nouveaux points qui sont sur une conique C, 

De plus, la droite, qui joint les deux autres points a, [ï 
d'intersection d'une des quarliques avec la cubique 
coupe cette quartique en deux autres points p , q, qui 
sont également sur la conique C. 

On reviendra plus loin sur cet important théorème. 
Le théorème II s'applique encore, si l 'une des courbes 

d'ordre n comprend un certain nombre de droites; le 
degré de la courbe, sur laquelle se trouvent les points 
d'intersection restants, s'abaisse d'autant. On a, par 
exemple, ce théorème : 

T H É O R È M E . — Si, des vingt points d'intersection d'une 
courbe du quatrième ordre avec une courbe du cin-
quième ordre, dix sont sur une cubique, les dix autres 
sont aussi sur U7ie cubique. 

On peut déduire de là des propositions plus ou moins 
intéressantes, celloci par exemple : 
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T H É O R È M E . — Si les côtés d un pentagone touchent 

une cuhique aux points i, 2, 3, 5, ils en touchent 
une autre aux points i^, 3^, 4'? ^ ? oii ils sont coupés 
par la conique passant par les points i , 2, 3, 5. 

On le dénioiiire en appliquant le théorème précédent 
à la courbe du cinquième ordre formée par les côtés du 
pentagone et à la quartique formée par la conique 
doublée. 

Pour démontrer le théorème général II, applicable à 
une courbe d'ordre /z, on a eu recours à une propriété 
d'une courbe de degré plus élevé, m — 3, qui ne figure 
ni dans l'énoncé, ni dans les constructions. Cette mé-
thode se prête bien à la recherche et à la démonstration 
des propriétés des courbes d'ordre supérieur au second, 
ou des systèmes de coniques. 

C'est ainsi qu'on démontre facilement les théorèmes 
suivants, sortes de porismes, que l'Analyse aurait parfois 
de la peine à atteindre. 

L E M M E . — Si^ par les neuf points d 'intersection de 
deux cubiques, on fait passer une courbe A du qua-
trième degré, ses trois nouveaux points d'intersection 
a^ b, c avec Vune des cubiques B sont en ligne droite. 

Car une droite D quelconque coupant A aux points 
a, ¡5i, y, 5 et la cubique B constituent une courbe du qua-
trième ordre, qui coupe la courbe A en a, p, y, o, a , 
c et en les neuf points donnés. 

Par ces neuf points et le point a par exemple, on peut 
faire passer une cubique; les six points restants 
(¡î, Y, S, a , c) sont donc sur une conique (théorème II); 
comme ¡3, y, 0 sont sur une droite, b, c sont aussi 
sur une droite. 

Remarque. —Ce lemme s'exprimerait analytiquement 
f'n disant : 
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(C L'équation générale des quartiques passant par les 

points d'intersection de deux cubiques B et B̂  est 

HD WD'= o , 

D et D̂  étant des droites. » 

THÉoi\i:ME. — Si, pai' sepL points pi is sur une cubique 
fixe A, on fait passer une cubique B, elle coupe A en 
deux nouveaux points; la droite D qui les joint coupe 
A en un point fixe. 

Soit jy la droite qui joint les points nouveaux d'inter-
section d'une cubique passant par les sept points, avec 
la cubique A ; cette droite IV et la cubique B constituent 
une quartique, et l'on voit, en appliquant le lemme, 
que l'intersection de D' et de A est sur D. 

Remarque. — Ce théorème donne une construction 
du neuvième point commun aux cubiques passant par 
huit points, quand trois de ces huit points sont sur une 
droite, ou six sur une conique. 

THÉORIVME ANALOGUE. — Si, par quatre points pids 
sur une cubique fixe A, on fait passer une cubique B, 
elle coupe A en cinq nouveaux points ; la conique quils 
déterminent coupe A en un point fixe. 

Ce théoi'ème se démontrerait comme le précédent, en 
invoquant le lemme suivant, facile h démontrer au moyen 
du théorème IL 

L E M M E . — IJ/ie courbe du cinquième ordre qui passe 
par l'intersection de deux cubiques coupe Vune d'elles 
en six nouveaux points, situés sur une conique. 

On démontrerait de même, en s'appuyant sur un 
lemme analogue aux précédents, le théorème suivant : 

T H É O R È M E . — Si, par onze points de la courbe fixe 
du quatrième ordre A, on fait passer une courbe va-
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viahLe du qualrVeiiie ordre B, elle coupe A en cinq 
nouveaux points, la conique qui passe par ces cinq 
points passe par trois points fixes de A, quand B uarie. 

Tous ces théorèmes procèdent évidemment d'un théo-
rème général \ mais il est d 'un énoncé trop complexe 
pour être intéressant. 

Appliquons la méthode à la démonstration d'une pro-
priété d'un système de coniques : 

THÉowiiME. — Si trois coniques <2, c sont circon-
scrites à un triangle ABC, on peut, par les points a, 
¡J, oii elles se coupent deux h deux, faire passer les 
côtés d'une infinité de triangles, dont les sommets ¿Ï, 
/y, c sont sur chacune des coniques {fig- i). 

Considérons, en effet, les huit points A, B, C, a, p, 
Y et a, c, ces deux derniers points étant à l'intersection 
d'nne droite quelconque passant par ^ et de chacune des 

Fig. I . 

coniques a et c. Toutes les cubiques passant parces huit 
points passent par un neuvième; donc les trois cubiques 
que constituent les trois groupes de droites et de coni-
(jues : 

La conique a et la droite ca , 
» h » ca. 
» r » a^' 
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passent par un ineme point et le théorème est dé-
montré. 

On démontrera encore par la considération du neu-
vième point le théorème, assez intéressant, qui suit : 

T H É O R È M E . — Si l'on peut inscrire (i une cubique un 
quadrilatère ABCD dont les côtés passent par quatre 
points a, y, 3 donnés sur cette cubique, on en peut 
inscrire une infinité {fig. 2). 

Menons, en effet, par a une droite quelconque, cou-
pant la cubique en A' et D'; menons les droites A'|3 et 
D'o qui coupent la cubique, respectivement en B'et C ; il 
faut démontrer que les points B', C , y sont en ligne droite. 

Or le point O, intersection des droites ay, ^o, est 
sur la cubique donnée, puisqu'il est le neuvième point 

commun à toutes les cubiques passant parles huit points 
A, B, G, D, a, 3, y, 3. Donc les neuf points A^ B', C , 
D', a, 3, y, 3, O sont à rinlersection de deux cubiques : 
la cubique donnée et le système des trois droites A'B', 
ay, CD' . Comme six de ces points sont sur la conique 
formée par les deux droites A'D', ¡33, les trois autres 
B', y, G sont en ligne droite. 
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REMARQUES SUR LES T H É O R È M E S P R É C É D E N T S . 

Le petit nombre de tliéorèmes qu'on vient de démon-
trer donne une idée du parti qu'on peut tirer du thé(f-
rème général II dans l'étude géométrique des courbes 
géométriques. 

Au point de vue spécial de la théorie des cubiques, ce 
théorème général donne une relation, analogue à celle 
de Pascal pour les coniques, entre dix points d'une cu-
bique, à savoir que : Deux groupes de deux coniques 
passant par dix points d'wie cubique se coupent en six 
nouveaux points qui sont sur une conique. 

Ce théorème permet d'aborder la solution graphique 
des problèmes suivants et de leurs analogues : 

Trouver Vintersection d'une cubique passant par 
neuf points donnés : 

Avec une droite passant par un ou deux de ces 
neuf points; 

Avec une conique passant par (piatre ou cinq de 
ces neuf points; 

v^^^ Avec une cubique passant par sept de ces points. 
Mener la tangente en un point d'une cubique définie 

par ce point et huit autres. 
Trouver le neuvième point commun à toutes les cu-

biques passant par huit points donnés. 

On ne veut pas dire que la solution de ces problèmes 
se trouve immédiatement, ni même qu'elle soit facile ; 
mais, comme cette solution e^t ramenécî à la recherche 
de certaines coniques, on est affranchi de toute consi-
dération sur les cubiques, et l'on n'a à opérer que sur 
des courbes du second ordre, déjà connues. 

C'est ainsi, par exemple, que la recherche du neuvième 
point X commun à toutes les cubiques qui passent par 
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huit points A, B, C, D, A ,̂ B', C , D' se ramène à ceci 
i f s - 3) •• 

Trouver un point X tel que les deux coniques se cou-
pi^nt en ce point et passant Vune par A, B, C, D ^^ 
Vautre peu- A', B', C , D' se coupent en trois autres points 
a, ¡ii, Y qui soient sur une conique passant par les quatre 
intersections des droites AB, CD avec les droites A'B', 
(^D'; ou, plus généralement, qui soient sur une conique 

F i g . 3 . 

passant par les quatre points d^intersection de deux co-
lùques quelconques dont Vune est circonscrite au qua-
drilatère ABCD et Vautre au quadrilatère (¿'D'. 

Il suffit, en effet, de se reporter au théorème général 
sur les cubiques, pour voir que l 'un quelconque de ces 
quatre points d'intersection, le point X et les huit 
points donnés sont dix points d'une même cubique. 

(A suii^re.) 

THÉORÈMES DE GÉOMÉTRIE SIR LE CENTRE DES MOYÊ NES 
DISTiTOS; 

Par M. X. ANTOMARF 
I*roies8cur de i M a l h é m a t i q u e s spéc ia l e s au l y c é e de R e n n e s . 

Définition. — Etant donné uu système de m points 
A,, Ao, . . . . A„; ilîcclés respectivement coefficients 
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r/,, ci.̂ , . - . , cinn îj^oiis appellerons composition de ces m 
points l'opération qui consiste à cliercher leur centre 
des distances proportionnelles. 

T H É O R È M E I . — Soit un système de m points af-
fectés respectivement du coefficient i. On les combine 
p a p de toutes les manières possibles et l'on compose 
les p points de chaque combinaison ; on obtient ainsi 
un sjstème (a) i/e points. A toute combinaison 
p à p correspond une combinaison m — p ¿1 m — ; on 
compose les m — p points de chacune de ces combinai-
sons, ce qui donne un nouveau système [b) de Cm,ni-p 
points. Les deux S) stèmes [a) et[b) sont homothétiques 
par rapport au centre des moyennes distances des 
m points donnés, et le rapport d'honiothétie est égal 
. ni — p a — • 

P 
Soit en eiïet Oi le centre des moyennes distances 

d'une combinaison des m points p à et*soit O2 le 
centre des moyennes distances des m — p points res-
tants. Si Ton aiïécte Oj du coefficient p , O2 du coeffi-
cient m — p e t que l'on compose ces deux points, on 
obtient le centre des moyennes distances des m points 
donnés. C'est le point G de la droite O^Oo, tel que 
l'on ait 

O i G _ m—/> 
Go; ~ 

Les points Oi et O2 sont donc deux points homolo-
gues de deux systèmes homothétiques inverses par rap-
port au point G, et le rapport d'honiothétie est égal 

à 
P 

T H É O R È M E J L •— SoientO^ et OO deux points homo-
logues obtenus comme dans le théorème L On joint un 



( »oo ) 
point fixe O aux points tels que Oi et l'on mène par 
les points homologues Oo les parallèles h ces droites. 
Toutes ces parallèles concourent au même point. 

La proposition résulte de ce que O^ et O2 sont deux 
points homologues de deux systèmes homothétiqnes. 
Nous allons l'établir directement, de sorte que la propo-
sition correspondante des systèmes homothétiqnes en 
résultera. 

Composons en eiFetles trois points Oj, O2, O affectés 
respectivement des coefficients;?, m — p et ( — /?). En 

composant d'abord O avec Oi, on voit que le centre des 
distances proportionnelles se trouve sur la parallèle 
à OOi menée par Oo. Composant ensuite Oi avec O2, 
on obtient le centre des moyennes distances des 7n points 
donnés; soit G ce point. Le centre des distances pro-
portionnelles des trois points O, O^, Oo sera un point G« 
de OG, tel que Fou ait 

0 G | _ m —p 
G,G p 

Donc le point Gi est un point fixe. 
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REMARQUE CONCERMCT LA LIMITE DE { ' ^ I F ' ' ^ 
PAR M . E S G A R Y . 

Si, (laîis Je terme général 

( ^ ) (/ fn ) (/ ) ( ^ ;?? ) 
I . '2 .3.. . /¿ 

du développement de -f- ^ ^ ? on pose 

m = n-Où, 
il v i e n t 

\ m/ \ m.) \ m J 

(11 faisant 

Zi — avec t = 1, 2, 3, . . . , n — \. 

Or on peut toujours disposer de to, et par suite de m, 
de manière à avoir 

Si-}- -2-H -3 H-. ..-H -a-\< niyù. 

Sous cette condition, on aura 

\ 71(0/ \ n ^ j \ noù J 

ou 

i > 

> I (£i-f-£2 + . . .-H noy 

\ iiiù / \ nu)/ \ nix) J 
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et Ton voit, sous cette forme, que pour des valeurs in-
définiment croissantes de to le numérateur du terme 
général que nous considérons a pour limite l 'unité. 

Donc le nombre e est la limite d'une fonction algé-
brique de deux entiers m et n dont le rapport du pre-
mier au carré du second croît indéfiniment, et qui sont 
eux-mêmes indéfiniment croissants, 

La même conclusion s'applique à l'exponentielle 

X pouvant être réel ou imaginaire. 
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OlIESTIONS. 

1523. Soit [y l'expression de l'aire comprise 
entre un arc de courbe, l'axe des abscisses et les ordon-
nées extrêmes. A l'arc de courbe on inscrit une ligne 
polygonale, dont tous les côtés ont, sur l'axe des ab-
scisses, des projections égales à £. L'expression de l'aire 
comprise entre cette ligne, l'axe des abscisses et les or-
données extrêmes est 

pourvu que l'on remplace les puissances de B par les 
nombres de Bernoulli correspondants. ( E . C E S A R O . ) 

1524. I® Les points où les arêtes d'une des faces d'un 
tétraèdre sont rencontrées par les plans bissecteurs exté-
rieurs des dièdres opposés sont en ligne droite^ cette 
droite est dans le plan déterminé par les points où les 
trois autres arêtes sont rencontrées par les plans bissec-
teurs intérieurs des dièdres opposés. 

(F2 . C E S A R O . ) 
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m n DE GÉOMÉTRIE; 
PAR VN ANCIEN ÉLÈVE DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES. 

Elii 1851, Cliasles proposa au Concours général la 
question suivante : 

Étant donnés deux cercles O et o qui ne se touchent 
pas, mais qui peuvent se couper ou ne pas se couper in-
différemment, de chaque point M de Vun O, on mène 
deux droites aux centres de similitude S et S' des deux 
cercles ; ces droites rencontrent l'autre cercle en quatre 
points m, n, m', n^. 

On demaîide de prouver que deux de ces points sont 
sur un diamètre du cercle o, et les deux autres sur une 
droite qui passe par un point fixe, quel que soit le 
point M pris sur le cercle O. 

Malgré les solutions données, cette question ayant été 
jugée trop difficile, Cliasles publia, sans nom d'auteur, 
une brochure intitulée : Diverses solutions de la ques-
lion de Mathématiques élémentaires proposée au Con-
cours général en i 85 i . Les solutions renfermées dans 
cette brochure sont au nombre de dix ; en voici une 
onzième ; 

Relativement aux centres de similitude S et S', les 
points m et n sont les homologues du point M; par con-
séquent, les rayons O/?^, On sont parallèles à OM, et, 
par suite, mn est un diamètre de O. 11 reste à démontrer 
que les points m' et antihomologues de M, appar-
tiennent à une corde qui passe par un point fixe, quel 
que soit M sur O. 

Considérons O et o comme de petits cercles d'une 
i^plière. S et S' sont alors les sommets des deux cônes 

Aun. (le Mathémat., 3® sér ie , t. I V . (Mars i885 . ) 8 
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qui conlieunenl ces cercles. Le plan SMS' coupe le plan 
du cercle o suivant la droite tri n'. Lorsque M varie de 
position, le plan SMS' tourne autour de la droite SS', et 
sa trace sur le plan de o tourne alors autour de la trace 
de SS' sur ce plan-, donc in!n^ passe par un point fixe. 

II sufiit maintenant de projeter coniquement toute la 
iigure sur un plan arbitraire, les projetantes partant de 
Tune des extrémités du diamètre de la sphère qui est 
perpendiculaire au plan de projection ( ̂  ), pour obtenir 
rachèvement de la solution de la question proposée. 

Remarques. — La corde m'n! est l'antiparallèle de 
mn dans l'angle m'Sln. On peut alors énoncer ainsi la 
question précédente : 

Dans Vangle ZTZMTZ, la corde du cercle o.^ antipa-
rcdlèle du diamètre mn qui est parallèle et OM, passe 
par un point fixe, quelle que soit la direction de OM. 

Si le rayon OM est nul, ce théorème se réduit à 
celui - ci : 

Dans Vangle 772O/z, la corde du cercle o, antipa-
rallèle du diamètre mn., passe par un point fixe, quel 
que soit ce diamètre. 

Comme on vient de le voir et comme on l'a souvent 
dit, il peut être utile de recourir à une figure de l'espace 
pour arriver à une solution simple d'une question de 
(iéométrie plane. Voici encore un exemple à l'appui de 
cette observation : 

Construire sur un plan une circonférence tangente ci 
trois circonférences données. 

( ' ) L e s petits cercles de la sphère se pro je t tent s u i v a n t des c i r -
conférences . ( V o i r Traité de Gcométrie de Roi iché el de Connbe-
rousse , p. 273 et su iv . ) 
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Prenons d'abord trois circonférences 0 , 0 ^ , 0 0 sur 

une sphère. Les circonférences O et O, appartiennent à 
deux cônes -, appelons le sommet extérieur à la sphère. 
De même, pour O^ et O2, on a 5 et, pour O et O2, on 
a 

On sait que .̂ i, 2̂ sont en ligne droite. 
Le plan mené par cette droite tangentiellement aux 

trois cônes coupe la sphère suivant une circonférence 
tangente à O, O, , O2. 

Construisons le point où ce plan touche O2. Pour 
cela, menons un plan qui passe par la ligne des sommets 
et par le point a pris arbitrairement sur O -, ce plan coupe 
le cône de sommet So suivant la génératrice as<2. qui ren-
contre Oi au point antihomologue de a. 

On a de même sur la génératrice as^ le point de O2 
qui est Tantihomologue de a. Enfin, soit a^ l 'antihomo-
logue de a^ sur O2. 

Le plan auxiliaire coupe alors le plan de O2 suivant 
la droite Le point i, où cette droite rencontre la 
ligne des sommets, est le point de rencontre de cette 
ligne et du plan de Oo-

Ce point ne change pas lorsqu'on fait varier le plan 
auxiliaire; la construction précédente donne donc tou-
jours des droites, telles que ^2, qui passent par 
lorsque a se déplace sur O. 

Parmi ces droites, il y a les tangentes à O2 issues de 
les points de contact de ces tangentes sont les points 

où O2 est touchée par les circonférences suivant les-
qu(dles la sphère est coupée par les plans tangents aux 
cônes menés par la ligne ss^s^. 

Je ne reprends pas la recherche des différentes solu-
tions. Projetons maintenant coniquement toute la figure 
sur un plan arbitraire, les projetantes partant de l'une 
des ex?:rémités du diamètre de la sphère qui est perpen-
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(liculairc au plan de projection. La figure ainsi obtenue 
sur le plan de projection donne les traces qui condui-
sent à la construction d'une circonférence tangente à 
trois circonférences données. 

Dans le cas du plan, il est inutile de construire les 
sommets , qui sont maintenant des centres de si-
militude externe. 

Des centres o, o^, 02 des trois circonférences, on 
mène des rayons parallèles et de même sens au moyen 
de ces droites, on construit les points a^, antiliomo-
logues de a. Puis on construit de même an ti homo-
logue àe a^. 

Au moyen d'un autre point pris sur O, on construit 
des points ao, analogues à <227 

Les droites a^oî.,, se coupent en un point; d'autre 
part, les droites rzo^o, se coupent en un autre 
point : la droite, qui joint ces.deux points coupe O2 en 
des points qui sont les points de contact de Oo avec deux 
des circonférences demandées. Ces circonférences tou-
chent O et O, en des points qui sont les antihomolo-
gues des deux points qui viennent d'être déterminés 
sur O2. 

De cette solution, il est facile de déduire l'élégante 
solution que l'on doit à Gergonne. 

R E M A R Q U E . — Les points A , AO, sont sur une 
circonférence de cercle. Cette circonférence coupe O, 
O4, O2 sous des angles égaux. 

C^peu t dire alors : L^es cordes communes a, O2 et aux 
circonférences qui coupent O, O^, Oo sous des angles 
égaux passent par un point fixe. 

Sphère tangente à quatre sphères. — Je n'examinerai 
pas toutes les solutions de ce problème. Je vais simple-
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ment dire quelques mots de l'extension de la solution 
précédente au cas où l'on demande de construire une 
sphère tangente à quatre sphères. 

Appelons ( O ) , ( O 2 ) , ( O 3 ) les quatre sphères 
données. Employons les sommets externes des cônes qui 
les enveloppent deux à deux, soit a un point de ( O ) . 
Prenons, comme précédemment, les antihomologues 
a^ de a sur (O^ ) et (O2), puis Tantihomologue a^ de a^ 
sur ( O o ) . 

D'après ce qui précède, a , «2? ^^^^ ^^^ 
même circonférence. 

Prenons maintenant sur (O3) les antihomologues è, 
^2 ^^ ^^^ quatre points. 

Les points <2, a^, b̂  sont sur une circonférence de 
cercle, il en est de même de <22, ¿>2- Ces deux cir-
conférences sont sur la sphère qui contient a , «2, 
a., et le point b^. Par suite, comme il est facile de le 
voir, les quatre points b ¿25 ¿2 sont sur cette sphère : 
ils appartiennent alors à une circonférence de cercle. 
Cette circonférence est l'intersection de (O3) et d'une 
sphère qui coupe les quatre sphères données sous des 
angles égaux. 

On voit aisément que, lorsqu'on déplace a sur (O), 
te plan de celte circonférence passe par une droite fixe, 
et la polaire de cette droite, par rapport ci (O3), 
rencontre celte sphère aux points oii celle-ci est touchée 
par deux des sphères demandées. 

ERRATA DES TABLES DE LOGARITHMES DE SCHRON. 

''iiiio premiùi'C rolonno, placer ?>" ciUrc 1" et 
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ÉTUDE DE DEUX SYSTÈMES SIMPLES DE COORDOMÉES TAN-
GEi\TIELLES DAXS LE PLA.\ : COORDONNÉES PARALLÈLES 
ET COORDONNÉES AXLILES 

( F I N ) 

(Voir T série, t. III, p. 54:)) 

PAR M . MAURICE D ' O C A G N E , 

E l è v e - I n g é n i e u r des P o n t s et C h a u s s é e s . 

I X . — E X P O S É D ' U N E M É T H O D E DE T R A N S F O R M A T I O N 

51. Si, dans les équations d'un problème traité en coor-
données rectangulaires, on remplace x et y par ii et 
on tombera sur une proposition corrélative, en coor-
données parallèles. 

Pour les propriétés descriptives, on retrouve les théo-
rèmes que donne la méthode des polaires réciproques-, 
nous ne nous y arrêterons pas. Mais la translormation 
des propriétés segmentaîi es, angulaires et barjcentri-
ques conduit à des particularités assez intéressantes que 
nous allons signaler. 

Définitions et Principes. 

52. Nous représenterons les points par des lettres 
majuscules, les droites par des minuscules. Un point 
sera parfois désigné par les noms de deux droites s'y 
coupant, et une droite par les noms de deux de ses points. 

, , , . ( d'un point ^ La lettrjg representative ,, ^ , . •.J- ^ d une droite 

C ) Cet te m é t h o d e a p p a r t i e n t à la f a m i l l e des transformatiom 
gauches i^cciproques du p r e m i e r d e g r é . 



ment ; elle sera alors 

( ) 
narentlièses, désignera la courbe i | p^j, 
^ ( enveJoppee ( ^ 
^ ce point I ^ 
I cette droite ) 

Une courbe pourra être aussi considérée indépendam-
du point j . ( l'engendre 
de la droite ) ^^^ j l'enveloppe 

représentée par une lettre spéciale. 
Les deux systèmes que nous allons comparer sont 

ainsi constitués : 
Le système de coordonnées rectangulaires comprend 

un point origine O par où passent deux axes coordonnés 
rectangulaires x et Les x se comptent sur Taxe x , à 
partir de point O, les sur l'axe à partir du point O. 

Le système de coordonnées parallèles comprend un axe 
origine o sur lequel sont les points coordonnés X et Y. 

Les u se comptent sur la perpendiculaire à l'axe o 
menée par le point Y, et à partir de ce point, les v sur 
la perpendiculaire à l'axe o menée par le point X, et à 
partir de ce point ( ^ ). 

On a ainsi : 

Coordonnées du point 0 

X ~ o, y — o. 

Kquation de Taxe x 

y = o. 
fiquation de l 'axe 

X — o. 

Coordonnées de l 'axe o 

Il — o^ ç — o, 

Equation du point X 

V = o. 
Equation du point Y 

u = o. 

) 11 s e m b l e n a t u r e l , au p r e m i e r a b o r d , d ' a c c o u p l e r , d ' après l ' o rdre 
a l p h a b é t i q u e , la l e t t re u a v e c la le t t re X et la l e t t re v a v e c la l e t t re 
Y ; m a i s , p o u r que le po int c o o r d o n n é X soit c o r r é l a t i f de l ' a x e coor-
fionné X, i l f a u t que son é q u a t i o n soit c o r r é l a t i v e de ce l le de cet a x e , 
qui est y = o ; l ' équat ion du p o i n t X doi t d o n c ê t re v = o, c 'est-
à -d ire que les v d o i v e n t se c o m p t e r à p a r t i r de X , et , p a r su i te , l es w 
à par t i r de Y . 
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Au point A déiini p a r x i e l j t correspondra la droite a 
pour laquelle Ui = Xt ei Ui = j i . 

Droite divisant le sjsterne de deux autres 
dans un rapport donné. 

53. Si, sur la droite qui joint deux points donnés A et 
PA 

B, nous prenons un point P , tel que p ^ = A (le para-
mètre k portant son signe), nous disons que le point P 
divise le segment AB dans le rapport / r , et si 
{x^^ j^ ) sont les coordonnées rectangulaires des points 
A et B, les coordonnées rectangulaires du point P seront 

_ - _ J l - . 

Prenons maintenant deux droites et 
/>>(a2, rapportées à notre système de coordonnées 
parallèles, et coupons-les par une parallèle aux droites 
Yu et Xi^; soient A le point où cette droite coupe a , 
H le point où elle coupe b -, prenons le point P qui divise 
le segment AB dans le rapport A; lorsque l 'on fera varier 
la droite AB, en la laissant parallèle à YÎÎ, le point P 
engendrera une droite p qui passera par le pointde con-
cours des droites a et b et dont les coordonnées seront 
précisément 

Ux — ku^ , Ti — kv^ 
= v-k ' ' - x-k 

x\ussi, par analogie avec ce qui précède, dirons-nous 
que la droite p divise le système [cib) dans le rapport 

k et exprimerons-nous ce fait par l'égalité ^ ^ ^ = A • 

Dès lors, nous voyons que, si le point P divise le seg-
ment AB dans le rapport k, la droite p corrélati\^e de P 
divise le sjstème {(ib) corrélatif de AB dans le même 
rapport. 
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Ce principe renferme toute la transformation dés |M'0-

prictés segmentaires. 
En particulier, si A = — i , le point P est le milieu 

(lu segment AB ou le point moyen des points A ei B, et 
de meme la droite p sera dite médiane du système {ab) 
ou droite moyenne des droites a et b. 

Points parallèles. 
o4. Prenons maintenant, en coordonnées rectangu-

laires, la droite a dont l'équation est 
y =z mx -f- n. 

Le coefficient m, égal à la tangente de l'angle que fait 
la droite a avec l'axe x , définit la direction de cette droite, 
c'est-à-dire que toutes les droites qui correspondent à 
une meme valeur de M concourent en un même point 
de la droite à l'infini du plan; ces droites sont dites 
parallèles. 

Soit alors A le point corrélatif, dont l'équation en 
coordonnées parallèles est 

V — mu H- n. 

D'après ce que nous avons vu en traitant de l'équa-
lio!i du point (n^ H ) , si nous menons par le point A 
une parallèle à X r , qui coupe l'axe o au point nous 
avons 

A'X 

par suite, tous les points qui correspondent à une même 
valeur de m sont distribués sur une même parallèle aux 
droites Xu et X^ ; nous dirons par analogie que ces points 
sont en relation de parallélisme ou plus simplement 
parallèles 

(M Cette définition et celles qui sui\eiit n'oni d'autre objet que 
iibré̂ icr le lanĵ age dans le cours du [»réscnl travail. 
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Si donc on veut déterminer sur une droite donnée le 

point parallèle d'un point donné, on prendra l'intersec-
tion de la droite et de la parallèle à X^ menée par le 
point. 

Module angulair e d^un point, 

53. Il ne suf'lisait pas, pour pouvoir transformer les 
propriétés angulaires des systèmes de droites, de voir 
(ce qui d'aillleurs ne présentait pas la moindre difficulté) 
quelle était, en ('oordonnées parallèles, la relation entre 
les points équivalente au parallélisme entre les droites : 
il fallait encore reconnaître quel élément commun à 
deux points répondait à l'angle de deux droites, afin de 
pouvoir étendre aux systèmes de points les relations 
d'angles établies pour les systèmes de droites; cette der-
nière reclierclie présente au premier abord quelque diffi-
culté; mais nous croyons qu'elle devient des plus aisées 
par l'introduction de l'élément que nous appelons le 
module angulaire d/un point. 

50. Voici comment nous définissons cet élément 

Fiff. 12. 

Y L X 0 A' a; 

Etant donné le point A dont l'équation est 

r — inu -+- Al, 
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prenons le point parallèle k' situé sur l'axe o ; nous avons 
A'X 

- A'Y 

Par le milieu Z de XY menons une parallèle à Yu et 
Xv̂  et prenons sur cette droite la longueur 

z a = zx = — ; 
1 

l'égalité précédente peut s'écrire 

k'Z 
_ A Z — XZ _ A Z — Z Lì __ Zi2 ^ _ tangA^QZ — i 

A 'Z- t -ZY ~ A'Z-4-ZO ~ ^ " t a n g A ' û Z - M ' 
Zìi 

mais, tang^ étant égal à i , on peut aussi bien écrire 

tai iffA'OZ— tanff^ 

tang A'LiZ t ang^ 
= t a n g f 

or, ZQ étant égal à ZX, l'angle XQZ est égal à ~ ; par 
suite, 

m = tang A'OX. 

Cet angle A'QX, qui est le même pour tous les points 
de la droite AA', c'est-à-dire pour tous les points 
parallèles à A, sera dit module angulaire de ces points. 

Le point 0 , qui est invariable, recevra le nom de pôle 
du système de coordonnées parallèles considéré, et la 
droite QX, également fixe, celui d 'axe polaire de ce 
i^ystème. 

De ces définitions résulte la règle suivante : pour 
avoir le module angulaire d 'un point donné A, il faut 
prendre, sur l'axe o, le point parallèle A', et le joindre 
au pôle ù ; l'angle que la droite 0 A' fait avec ïaxe po-
laire Q X est p r é c i s é m e n t le module angulaire c h e r c h é . 
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Ou voit, en outre, que le module angulaire d'un point 

est égal à l'angle que fait avec l'axe x la droite corré-
lative, en coordonnées rectangulaires. 

Angle de deux points. 

57. Soient A et Aj [fig- 12) deux points dont les 
équations respectives sont 

ç = mu H- n 
et 

V = mx u-^ ni. 

Prenons sur l'axe o les points A' et A'j, parallèles 
aux deux premiers. L'angle A^OA', est égal à la diffé-
rence des modules angulaires des deux points, et nous 
avons 

t a n g A ' O A ' i = - — -1 mmi 

Nous appellerons cet angle A^Q A', angle des points 
A et A,. 

Pour tous les points situés sur une même parallèle 
aux axes Xt^ et Yu, cet angle est nul. Il est le même 
pour deux points quelconques pris respectivement sur 
deux parallèles fixes aux axes X^ et Y u. 

Si nous prcjions maintenant en coordonnées rectan-
gulaires les droites dont les équations sont 

Y — in X 
y — //¿i - h /¿ I, 

Tangle de ces deux droites nous est donné par 

mi — m tangV mmi 

ÎNous voyons donc que l'angle de deux points, en 
coordonnées parallèles, est égal à T angle des deux 
droites corrélatives en coordonnées rectangulaires. 
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58. Ce tliéorème nous permettra de transformer les 

théorèmes, établis en coordonnées rectangulaires, où 
entrent des relations d'angles. JNous le compléterons 
par la remarque suivante : 

Si les points A ei A, se déplacent d'une manière 
(pLclconque dans le plan, mais en conservant un angle 
constant y les points A' et A'^ marquent sur V apce p des 
divisions honiographiqlies, 

En effet, Q étant l'angle constant des points A et A^, 
on a 

ZA; ZA' 
iïL ilL 

t a n g O ~ — — — , " ZA'^xZA' 
ÏÎÏJ 

ou, en représentant le segment de longueur constant(^ 
1>Z par 0 , 

ZA' X ZA; ^ A'A; -n- O, 
^ t a n g 8 ^ 

ce qui démontre le théorème. De plus, le terme con-
stant ù- étant indépendant de l'angle 0, on voit que les 
points doubles des divisions honiographiques, corres-
pondant aux diverses valeurs de Q, sont fixes; ces points 
sont d'ailleurs imaginaires. 

o9. Supposons que les points A et A^ se déplacent 
sur une droite, la propriété homographiqiie étant pro-
jective, ces points détermineront également^ sur cette 
droite deux divisions honiographiques. D'ailleurs les 
droites corrélatives de ces points passeront par un point 
fixe; on peut donc énoncer le théorème suivant : 

Si, en coordonnées rectangulaires, on a deux 
stèmes de droites a, h, c, . . . , a , , c,, . . . , issues 

f^'un même point P, et telles que les droites correspon-
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dantes a et a^,^ b et b^, c et c^.^ . . . fassent un angle 
constant, on aura corrélativement, en coordormées pa-
ralleles, deux divisions A, 
situées sur une mémo droite p et (jui seront en liomo-
graphie. 

On peut encore dire : 

Si un angle constant de côtés a et b tourne autour 
de son sommet P, les points corrélatifs A et ^ des 
droites a et b marquent sur la droite p corrélative du 
point P deux divisions homographiques. 

De tout ce qui précède résulte un moyen de trans-
former les propriétés angulaires relatives à un système 
de droites quelconques situées dans un plan, et d'en 
déduire des propriétés liomograpliiques lorsque ces 
droites passent pa rmi même point. 

Points perpendiculaires. 

60. Si nous supposons que l'angle de deux points, 
défini comme il vient d'être fait, soit droit, nous dirons 
(]ue ces points sont en relation de perpendicularité o\x 
plus simplement perpendiculaires. 

Remarquons que ce genre de relation entre deux 
points dépend essentiellement du choix des axes de 
coordonnées. 

Soient A et Ai deux points perpendiculaires quel-
conques, Â  et A', les points parallèles aux premiers, 
qui sont situés sur l'axe o; la relation homographique, 
établie plus haut, qui lie les points h! et A'̂ , devient 
dans ce cas 

Z A ' x ZA; H-o2 = o, 

c'est-à-dire que ces points sont en involution. 
Le point Z est le point central de cette involution. 
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61. Pour trouver sur uue droite d le point perpen-

diculaire à un point donné A, voici comment on procé-
dera : prendre sur Taxe o le point A' parallèle à A, et, 
dans l'involution (jui vient d'être définie, le conjugué 
IV de A', prendre enfin sur la droite d le point B pa-
rallèle à B^ en tirant BB̂  parallèlement à et Y ¿̂•, le 
point B sera le point clierclié. 

Pour déduire, dans cette construction, le point B̂  du 
point A^ il suffît de joindre le point k' au pôle ù du 
système, et de mener par le point Q une perpendicu-
laire k ù k ' jusqu'à sa rencontre B' avec l'axe o. 

(S. Comme précédemnKint, on voit que, si LUI angle 
droit: de côtés a et h tourne autour de son sommet P, les 
points A et B, corrélatifs des droites a et h, marquent 
sur la droite p, corrélative du point P, deux divisions en 
involution. 

Remarques sur la transformation des coniques. 

03. Si, dans l'équation en coordonnées rectangulaires 
d'une conique F, on remplace x et j par u et r , on ob-
tient l'équation de la conique corrélative Fi, en coor-
données parallcdes. 

A chaque point de la conique F correspond natu-
rellement une tangente de la conique F, et réciproque-
ment. Si sur une tangente â la conique Fi on prend le 
point perpendiculaire au point de contact, on a l 'élé-
ment corrélatif de la normale à la conique F; aussi CIÎ 
point sera-t-il dit point normal. 

Aux asymptotes de F correspondent dans F^ les points 
de contact des tangentes parallcdes à Xv̂  et Yw^ nous 
appellerons ces points les points asymptotes. 

Aux foyers de F correspondent pour F^ deux droites, 
dépendant, bien entendu, du choix des axes, et telhvs 



( ) 
que leurs points d'intersection (imaginaires) avec cette 
conique sotit respectivement paràHèles aux points qui 
divisent le segment XY dans les rapports ' 

^zr; et — v/—"i. 

Nòus appellei^òns ces droites les droites fhcalè^. 
Soit i/ utie droite qiii coupe là coiiîque T aux points 

A et B; du point D, corrélatif de d, partiront deux 
droites a et b, corrélatives de A çt B, et qui seront tan-
gentes à la conique ; lorsque la droite d se déplacera 
parallèlement à elle-même, le point D se déplacera sur 
une parallèle à Y/£, et, comme le milieu du segment AB 
décrira une droite d\ la droite moyenne du système [ah] 
passera par un point lixe TV. 

Le point D', ainsi oBtenù corrélativement du dia-
mètre d\ sera dit point diamétral 

Tous les diamètres d 'passant par le centre de F, tous 
les points diamétraux D* seront sur une même droite, 
dite droite centrale, dont les coordonnées seront don-
nées par le système d'é(|uations FĴ  = o, == o. 

A deux diamètres conjugués de F correspondent deux 
points diamétraux conjugués de Fj. Les deux points 
diamétraux de Fi , qui sont entre eux à angle droit, 
sont corrélatifs des axes de F, et recevront pour cette 
raison le nom de points axiaux. 

64. Nous nous arrêterons là de ces a n a l o g i e s o n 
voit qu'il (îst très aisé, étant donné un élémen|:i quel-
conque de la colloque F,, de trouver l'élément çofr^^l^tif 
de la conique Fi. 

60. Disons un mot maintenant des coniques repré-
sentées, en coordonnées pai^allèles, par (Certaines équa-
tions simplifiées dfe eonit|iies en coordonnées ^ectangu-
laires, après remplaeément de x cl y par « et r. 
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66. Prenons l'équation corrélative de celle du cercle 

en coordonnées rectangulaires 

{u — a)2-4-((; — c2; 

elle représente une hyperbole {Jig. i3) dont le centreO 
est à la rencontre de la droite équidistante de Yẑ  et Xv ,̂ 

Fii î . i 3 . 

el de la droite X 'Y 'dont les coordonnées sont u = a^ 
V =zb: cette droite X'Y^ est la droite centrale de l 'hy-
perbole. Portant sur les axes de coordonnées, de part et 
d'autre deX^Y', les segments 

Y'A Y'D X'B X'C = 
v/2 

on détermine les asymptotes AC et BD ; les droites AB 
et CD sont tangentes à l'hyperbole ; si cette courbe 
coupe les axes aux points M, N, P, Q, on a 

Y'M == Y'Q = X'X X ' P = c; 

les tangentes en M et en Q passent par le point X', les 
tangentes en N et e n P par le point Y'. 

Nous désignerons, en raison de leur équation, les 
lîyperboles ainsi placées par rapport aux axes, sous le 

Ann.de Mathémat., 3« sér ie , t . IV . (Mars i 8 8 5 . ) 9 
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l>omà'hyperboles corrélatives été cercles, cl uous pour-
rons dire d'une manière générale ' qu'w«e 
corrélative de cçrcle est une hyperbole telle que les 
axes Yu et IL v soient tangentes à sou hypej'bgle joom-
plémentaire. 

De même que trois conditions suffisent à déterminer 
un cercle, trois coBiîittons suffisent à déterminer une 
hyperbole corrélative de cercle. En particulier, il 
n'existe qu'une hyperbolè corrélative de cercle inscrite 
à un triangle. 

07. Prenons maintenant l'équation 

dont la corrélative, en coordonnées rectangulaires, 
représente une hyperbole équilatère rapportée à ses 
axes. On voit, toujours en appliquant les règles du Cha-
pître IV, que cette équation représente une parabole 
ayant son axe dirigé suivant XY, son sommet situé au 
milieu du segment XY, et qui coupe l'axe Xi^ en des 
points M cl N tels que XM == XN a. 

11 résulte de là qu(v, si la distance XY des points ori-
gines est égale à 2/î, le point X est foyer de la parabole. 

08. Enfin, l'équation corrélative de l'équation ré-
duite de la parabole s>,/?.r, c'est-à-dire 

représente une hyperbole tangente à XY au point Y et 
ayant pour asymptotes d'une part l'axe X^', de l'autre la 

droite dont les coordonnées sont u=--> v — p. Nous 
1 ' 

avons déjà vu, d'ailleurs (n® 25), que la courbe en 
u et V pour laquelle B"—AC = o, c'est-à-dir6 qui est 
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c o r r é l a l i v e d e l à p a r a b o l e , est u n e bypei^bolo a y a n t u n e 
a s y m p t o t e p a r a l l è l e à X^' e t Y u . 

N o u s n ' i n s i s t e r o n s pas d a v a n t a g e s u r ce s u j e t e t n o u s 
a l lons p a s s e r m a i n t e n a n t a u x a p p l i c a t i o n s ) . 

X . — APPLICATIONS. 

Transformations des propriétés segmentaires, 

69. Prenons d'abord ce théorème: 

Deux droites parallèles sont 
coupées par trois droites AA', BB', 
c e , Tune aux points A, B, G, 
Vautre aux points A', B', C ; si 
Von a 

AB 
A'B' 

AG 
A G ' ' 

les trois droites AA', BB', GG' con-
courent en un même point. 

70. Soit maintenant le théorème 
de Ménélaûs : 

Les côtés AB, BG, G A d'un trian-
gle étant coupés respectivement 
aux points M, N, P par une droite 
quelconque, on a 

MA NB PC 
MB NG PA 

71. Théorème de Jean de Géva : 

On joint les sommets A, B, G 
d^un triangle à un point quel-
conque; les droites ainsi menées 

69'. Théorème corrélatif : 

Deux points parallèles (n® 54) 
sont joints à trois points aa!hh\ 
cc', l'un par les droites a, b, c, 
L'autre par les droites a', h\ c ' ; si 

a h J \ a! c' J 

les points aa\ 66', cc' sont en lign'e 
droite. 

70'. Théorème corrélatif : 

Les sommets ah, bc, ca d'un 
triangle étant joints respective-
ment par les droites m, n, p à un 
point quelconque, on a (n° 53) 

ma\ fpe \ __ 
mh j \ ne ) \pa / ^ 

71'. Théorème corrélatif : 

On coupe les côtés a, b, c d'un 
triangle par une droite quelcon-
que; les points ainsi obtenus déter-

D a n s les a p p l i c a t i o n s q u i s u i v e n t , o n t r o u v e r à , à c ô t é de t h é o r è m e s n o u -
v e a u x , d ' a u t r e s p r o p r i é t é s c o n n u e s ; m a i s n o t r e b u t n 'es t ici q u e de b i e n m e t t r e 
en re l i e f l ' e s p r i t de la m é p i o d e . 



déterminant sur les côtés opposés 
respectivement les points M, N, P, 
on a ; 

. m m 
i v i g N A P B " ' ' 

Corollaire : 

Les médianes {droites qui joi-
gnent le» sommets aux milieux 
des côtés opposés) concourent au 
même point. * 

7i2. Prenons maintentant ce théo- , 
rènic : 

Dans une conique^ le point de 
c ontact d'u ne tangente q ue Iconq ue 
est le milieu du segment déterminé 
par les points où cette tangente 
coupe les asymptotes» 

i iM ) , 
minant avec les sQpxmets -c^pposéi^ 
respectivement les droites m^ n,p 

\mc/ \nàj \pò/ 

Cbroîklre : 

Les points d'intersection dea 
côtés et des droites moyennes 
(n® 53) des systèmes de côtés op-
posés sont en ligne droite (i). 

72'- Thépirème conélatif : 

Dans une conique, la tangente 
en un poi^ queiconqûe est la 
droite moyenne pii^ 53) du^iystèrne 
formé par les droites quijoignenl 
ce point aux pçints asymptotes 
(«^^03). 

Nous placerons ici ûilé remarque : les définitions qne 
nous avons posées sont fort utiles pour ôpérek' ces déduc-
tions corrélatives de lliéorèmes connus, mais le^ énoncés 
qui en résultent peuvent être modifiés en remontant au 
sens contenu dans ces définitions. Ainsi le théorème 
précédent deviendra : 

On joint un point quelconque^ d'une conique aux 
extréndtés K et h d*U7i diamètre de cette conique^ le 
point que la tangente en M détermine sur une droite 
de direction conjuguée ci la direction AB e.çi le milieu 

C ) Ce t h é o r è m e p e u t s ' é n o n c e r a i n s i : Un triangle détermine, 
sur une transversale quèlconqùe, trois segments ; les tHiUeux de 
ces segments sont joints aux sommets opposés dans le triangle, par 
des droites qui donnent trois points sûr te périmètre de ce tHàJi-
gle. tmis points sont en ligne droite. La démonstration diirecte 
de ce t h é o r è m e est t rès f a c i l e . 
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da segment déterminé sur celte droite par les droites 
M A ^ ¿ I M B . 

73. Prenons encore ce Hiéorème : 
Une droite quelconque coupe 

une conique en deux points ; en 
ces points on mène les tangentes 
à ia conique; ces tangentes déter-
m in e n t su r Vune des asymp tot es 
un segment dont le milieu est sur 
la droite donnée. 

73'. Théorème corrélatif : 
Par un point quelcbnque on 

mène deux tangentes 'U une co-
nique ; les points de contact de 
ces tangentes joints à Vun des 
points asymptotes ( n® 63) forment 
un système de deux droites dont la 
droite moyenne passe par le point 
donné. 

Ce dernier théorènie corrélatif peut s'interpréter 
ainsi : 

J/un point M on mène II une conique les tangentes 
MP et MQ qui touchent cette conique aux points 
P ei Q ; on joint les points M, P et i) ¿i un point quel-
conque K de la conique ; une droite, de direction con-
juguée Cl la direction du diamètre qui passe au point A, 
coupe les droites A M, AP, AQ respectivement aux 
points MP^ Q ' ; le point Isl! est le milieu du seg-
ment F 

Autrement dit : Les droites AP, AM, AQ et la tan-
gente à la conique au point A forment un faisceaii 
harmonique. 

Si l'on suppose que le point M s'éloigne à l'infini j on 
retombe sur le tliéorème énpncë plus haut. 

Ces quelques exemples suiHsent à montrer comment 
s'opère la transformation des propriétés segmentaires; 
passons maintenant aux propriétés angulaires. 

Transformation des propriétés angulaires. 

Nous rappellerons en commençant que nous 
^^^^^mons point normal à unecourl>e pour une tangente 



( . 2 6 ) 

d o n n é e le p o i n t , p r i s s u r ce t te t a n g e n t e , q u i est p e r -
p e n d i c t i l a i r e a u p o i n t de c o n t a c t . L e p o i n t n o r m a l est 
co r r é l a t i f de la n o r m a l e . L a c o u r b e q u ' i l d éc r i t est c o r -
r é l a t i v e de l a d é v e l o p p é e e t , p a r su i t e , la t a n g e n t e à 
ce t t e c o u r b e co r r é l a t i ve d u c e n t r e de c o u r b u r e . 

V o y o n s m a i n t e n a n t q u e l q u e s e x e m p l e s de t r a n s f o r -
m a t i o n s : 

73. Thébrème des trois hauteurs : 

Les perpendiculaires abaissées 
des sommets d'un triangle sur les 
côtés Opposés concourent au même 
point. 

76. Théorème : 

Toutes les norrnales à un cercle 
passent par le centre de ce cercle. 

77. Théorème : 

Si deux droites variables tour-
nant chacune autour d'un point 
fixe sont constamment à angle 
droit, leur point de rencontre dé-
crit un cercle. 

Le centre de ce cercle est le 
milieu du segment qui joint les 
deux points fixes. 

78. Théorème : 

Les perpendiculaires élevées 
aux trois côtés d'un triangle par 
les milieux ¿le ces côtés se cou-

75'. Théorème corrélatif : 

Les points pris sur les trois 
côtés d'un triangle et qui sont 
perpendiculaires (n® 60) aux som-
mets opposés sont en ligne droite. 

Nous appellerons ces points points 
hauteurs. 

76'. Théorème corrélatif : 

Tous les points normaux (n^ IQ) 
à une hyperbole corrélative de 
cercle (n° 66) sont sur la ligne 
centrale (n'' 63) de cette hyper-
bole. 

77'. Théorème corrélatif : 

^ Si deux points variables décri-
vant chacun une droite fixe sont 
constamment à angle droit (n° 60), 
la droite qui les joint enveloppe 
une hyperbole corrélative de cer-
cle (n« 66). 

La ligne centrale de cette 
hyperbole est la droite moyenne 
du système formé par les deux 
droites fixes. 

78\ Théorème corrélatif : 

Les points perpendiculaires aux 
trois sommets d'un triangle et qui 
sont pris sur les droites moyennes 
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f,cnt en un rnènxe poir^ qui est \e 
centre dii cercle circonscris. 

79. Tiicorème : 

l.es pieds des hauteurs d'un 
n iangle, sur les trois côtés, et les 
niUiciix de ces côtés sont sur un 
même cercle. 

Ce cercle esl le cercle des neuf 
/»oints; on sait quels sont tous les 
¡toiiiis remarquables, en assez grand 
iioiiibre, (ju'il cont ient . 

W. Théorème de Simson : 

prend un point IM sur le 
"Tclc (M) circonscrit ci un trian-
s/i', de ce point on abaisse des 
perpendiculaires sur les trois 
^'"fés du triangle; les pieds de ces 
perpendiculaires sont sur une 
'(''"hc d. 

'^f les points M et Mi sont tels 
'¡f(e le centre du cercle (M) soit 
^^ milieu du segment MMi, les 
'froites correspondantes d et di 
^''nl p e rp e ndic u l a ires. 

¡ Cl courbe décrite par le point 
rencontre des droites perpen-

'i^culaircs d et du lorsque les 
M et M, déplacent sur le 

des systèmes formée par les côtés 
se croisant en ces sonf^mets sont 
sur une même droite qui est la 
iigne centrale de VliyperholCj 
corrélative de cercle^ inscrite 

C6, dernier al inéa). 

79'. Théorème corrélatif : 

Les droites qui joignent les 
points'hauteurs ( n® lT)d'un trian-
gle aux sommets opposés et les 
droites moyennes des systèmes de 
droites formés par les côtés pris 
deux à deux sont tangentes à 
une même hyperbole corrélative 
de cercle. 

Cette hyperbole, qu43 aous appelle-
ions hyperbole des neuf droites, 
est tangente à toutes les droites 
corrélatives des points remarquables 
situés sur le cercle des neuf points. 

80'. Théorème corré la t i f : 

On prend une tangente m à 
Vhyperbole corrélative de cercle 
[m) inscrite ci un triangle; sur 
cette tangente, on prend les points 
perpendiculaires aux trois som-
mets du triangle et on les joint 
respectivement à ces sommets par 
des droites; ces trois droites con-
courent en un même point D. 

Si les droites m et mi sont telles 
que la ligne centrale de Vhyper-
bole (m) soit la droite moyenne 
du système (mmi), les points cor-
respondants D e i Dt sont perpen-
diculaires. 

¡.a courbe enveloppée par la 
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cercle (M ), est le cerclé des neuf 
points du triangle dxynm 

81. Théorème de F^'égier : 

droite qui joint les ipeiaUè perpen-
diculaire^ D ^ ^ Di, les 
droites m et m^ se déplacent tan-
gentiellénient à Vhyperhole (m). 
est Vhyperbole des .neuf droites 
du triangle donné. 

81'. Théorème corrélatif : 

Deuof; points perpendiculaires 
D et D' se déplacent sur une tan-
gente m à une coniqtte; de ces 
points on mène à la conique les 
tangentes p et p'\ le pointpp' dé-
crit unCi J dro ite^ _ q ui passe par U 
point nornial (n'^ 'TG) à la conique, 
situé sur la tangente in. 

Deux droites perpendicuJiaires 
d et d' tournent autour d'un 
point M pris sur une conique; ces 
droites coupent respectivement la 
conique aux points P et V Id 
droite passe par un point 
fixe situé sur la normale à la 
conique au point M. 

L a r é c i p r o q u e J e ce t h é o r è m e cor ré la t i f p e u t , e n 
v e r t u d ' u n e r e m a r q u e qu i a é té fa i te p l u s h a u t , s ' é n o n c e r 
ain^i : 

Les tangentes à une conique, issues des différents 
points d'une droite, marquent sur une tangente quel-
conque à cette conique des points en involution. Dans 
cette involution, le point de rencontre de la droite et 
de la tangente considérée est conjugué du point de 
contact de la tangente. C ' e s t u n e p r o p r i é t é c o n n u e . 

L a théorènae q u i t e r m i n e le n^ 3 4 est u n cas p a r t i c u -
l ie r d u p r é c é d e n t , l o r s q u ' o n p r e n d la t a n g e n t e pa ra l l è -
l e m e n t à la d ro i t e d o n n é e . 

Théorème : 

Les t ro is ha ut e u/^s d ' un triang le 
inscrit dans une hyperbole équi-
lef^tè^re se coupent en un même 
point de cette courbe. 

82'. Théorème corrélatif : 

Les trois points hauteurs d'un 
triangle circonscrit à une conique 
dont les points asymptotes sont 

perpendiculaires sont situés sur 
une même tangente à la courbe. 

C ) Ces d e u x d e r n i e r s t h é o r è m e s ont été p r o p o s é s c o m m e Q u e s t i o n s dans 

IVouvelles Annales sér ie , t. I I , p. 1479» Quest ion 1 4 7 3 ) . 
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N#tts |K)UFrk>ijs multiplier <ie$ e^ieniples de transfor-

mation des propriétés angulaires au moyen dejiotre mé-
tliode ; mais nous pensons en avoir assez dit sur ce sujet. 

JYote sur la Iransformadon des propriétés 
barycentriques, 

83. Nous avons déjà donné des exemples de cette 
transform a tipn aU Clia j3i tre V. Nous d^ma^nderons 1 a 
permission de faire sur ce sujet une petite rèmarque. 

La droite que nous avons appelée moyenne à'w.\\ sys-
tème de droites (u" 5) peut recevoiri une définition 
géométrique indépendante du système spécial de coor-
données que nous envisageons^ la voiei : 

La droite moyenne, par rapport ci une direction 
donnée d'un système de droites situées d*une manière 
quelconque dans un plan, est le lieu du centre des 
moyennes distances des points oii les droites données 
sont coupées par une sécante parallèle à lu direction 
donnée. 

Les coordonnées parallèles permettront évidemment 
de déduire toutes les propriétés de cet élément géomé-
trique des propriétés établies en coordonnées ordinaires 
pour le centre de gravité d'un système de points. 

84. Un seul exemple, joint à ceux qni ont déjà été 
donnés (n"" 37), suffira à faire comprendre la manière 
d'opérer cette transformation. > i 

Coordonnées rectangulaires : 

Quand un triangle se déplace 
en restant inscrit dans une conique 
cl circonsciHt à une parabole, son 
centre de gravité décrit une ligne-
^h'oite. 

' j Vo i r 68. 

Coordonnées parallèles : 

Quand un triangle se déplace 
en restant circonscrit à une co-
nique et inscrit dans une hyper-
bole ayant une asymptote paral-
lèle à Yu et la droite 
moyenne de ses trois cotés passe 
par un point fixe.^ 
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Ce théorème corrélatif pourra s'énoTicer plus simple-

ment : 
/ imuiang^ ^edéplcwe efiJmstmûMr&dtkBiêà 

inseitig,dßns une Hf ilt di^Mte 
moyenne de ses tr ois côtés, relatii^ement à Vune ou 
Vciutre des directions asyniptotiques de Vlijperhole^^^ 
passe par un poi^}t fix0, ; , 

85. On voit qu'on a ainsi un moyen d'obtenir sans 
calcul une série diî théorèmes intéressants. 

C'est, en particulier, par cette méthode que nous 
sommes arrivé à tous les théorèmes donnés sans démon-
stration dans notre Note Sdr la droite moyenne ä^un 
système de droites Nous avons, dans les transfor-
mations qui nous ont conduit à ces théorèmes, fait Usage 
de plusieurs des princij)es qui viennent d'être exposés. 
Aussi renverrons-nous le lecteur à ce travail. 

Résumé, 

80. La méthode qui vient d'être développée permet, 
ikaift donnée une propriété segmentaire, angulaire ou 
hmy^entrique qvudconque, d'en déduii e immédiatement 
et sans calcul une propriété corrélative. Nous avons vu, 
î Fi outre, quelles étaient les remarqiu^s qui permet-
taient de traduire l'énoncé de ces théorèmes en faisant 
abstractton de la considération des coordonnées paral-
lèles qui auraieiit servi à les obtenir. 

(') thdletui delà Socictc niatkénmLifjae, l. XII, p. n'). 
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OUiLftWîS BÉFMXIMS SilR L'ÉTilM GEOJIETRIQIE DES 
COlftBES (¡É«»ÉT«M)IÎES ET THÉORÈMES POUVANT Y ÊTRE 
UTILES 

; . ^ ^ (SUITE); 

PAR M . J . - E . E S T I E N N E . 

RÉFLEXIOJNS ET THÉORÈMES SUR LES SURFACES 

N U SECOND ORDRE OU Q U A D I \ I Q U È S . 

On a Qssajé vamemeul de trouver, au moyen de ihéo-
rcmes analoigues à ceux qui précèdent, une relation gra-
phique symétrique entre dix points d'une quadrique. 

Les travaux de M. P. Serret ont donné le moyen de 
constater graphiquement que dix points &ont sur une 
([uadrique, un grand progrès a été ainsi réalisé; mais 
on ne peut s ' e m p ê c h e r de regnîtter la complication 
et le manque de symétrie des constructions. 11 est diffi-
cile, par suite de cette dissymétrie, d'embrasser ces con-
structions d'un coup d'oeil, pour les utiliser avec préci-
sion dans les investigations ultérieures. 

Tous les théorèmes qui permettent de reconnaitre 
qu'un point est sur une courbe ou sur une surface dé-
tinie par un nombre convenable de points s'équivalent 
tliéoriquement^ chacun d'eux constitue, comme on l'a 
dit déjà, une équation géométrique de la courbe ou de 
la surface. Dans l'application, on s'adressera à l'une ou 
à l'autre des formes de cette équation, plus commode 
dans le cas particulier; mais l'avantage de l'élégance et 
de la fécondité est certainement à l'énoncé symétrique, 
c'est-à-dire dans lequel tous les points donnés entrent 
de la même manière. 
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On adouné, par exemple, un grand nombre de ibrines 

à 1 équation géométrique des coniques, entre autres les 
suivantes : 

Le théorème de Pascal ; 
Le théorème de Desargues ; 
Le théorème de Chasles, sur la constance du rapport 

anharmonique du faisceau dont le centre est sur une co-
nique et dont les rayons passent par quatre points fix€s 
de ('ette conique. 

Tous ces théorèmes peuvent servir à étudier les cdni-
(pies-, mais quel est c(;lui qui a été toujours regardé 
comme le plus beau, le plus élégant, le plus séduisant? 
C'est le seul d'entre eux qui soit symétrique, le puissant 
théoième de Pascal. 

Cette symétrie, objet des vœux du géomètre, l 'ana-
lyste la rencontre naturellement et sans effort, mais 
aussi sans grand prolit, en écrivant le déterminant qui, 

égalé a o, (exprime que —- -j- i points sont sur une 

courbe d'ordi e //. 
Les géomètres qui ont cherché l'analogue du théo-

rème de Paseal pour les quadriques ont remarqué très 
justement qu'on doit trouver trois théorèmes de l'espace 
correspondant à l 'unique théorème de Pascal dans le 
plan. 

Le premier exprimerait que dix points sont sur une 
quadrique ; 

Le second, que neuf points sont sur une courbe 
gauche du quatrième ordre (intersection de deux qua-
driques); 

Le troisième, que huit points sont septaires. (Nous 
exprimerons, par cette locution abrégée, que les huit 
points sont tels que toute quadrique, passant pa^, jS^pt 
d'entre eux, passe piuvle huitième.) , , 
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Le premieti deci^ théorènieà qui exprimequ'mie séôn-
diliou s impk est satisfaite a très proi>ai>Wmefit la forihe 
suivante : Si dix points sont sur une quadrique, quatre 
certains points qui s^e?i déduis&nt isdnP d^m un ménie 
plan, ou bien quatre certaim plarÈ; qùi s en déduishnt 
passent par un même point, s Î 

Le second exprimerait de même la cbndïjtion double 
que sou ëiîoncé suppose satisfaite (un point si lue sur 
une courbe déterminée) par le fait que t rob points sont 
en ligne droite, ou que trois plans pa6sent par une même 
droite. > i • ' 

Quant au troisième théorème, le seul que mous ayows 
complètement résolu, il doit permettre de trouver le 
huitième point commun à toutes les quadricpics passatït 
par sept points donnés. Comme la détermination du 
point exige trois conditions, il doit exprimer une condi-
tion triple-, par exemple, et c'est ce qui a lieu, que qua^ 
tre droites sont sur un hyperboloïde. 

Parmi les formes connues de ce troisième théorème, 
la plus élégante est, je crois, la suivante, due à un illustre 
^^'omètre, M. Hesse : 

T H É O R È M E DE H E S S E . — Si huit points A , B , C, D , E , 
P, P, V sont septairesy en formant Vhexagone gauche 

ABCDEF, èt mênant jmr le point P les trois droites qui 
coupent les côtés opposés de cet hexagone aux points 
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a , Z», c, e, //(¿'on prend pour sommets successifs 
d'un nouvel hexagone, les côtés de cet hexagone et 
ceux éo l'hexagone analogue qu'on obtiendrait en 
partant du poinJt F sont douze génémtrices d'un 
même hjperboloïde [fig, 4)-

Ce remarquable ibéorc^me laisse à désirer, en ce sçns 
qu'il manque de symétrie, qu'il conduit à une construc-
tion difiicile du liuitienne point, et enfin qu'il n'est pas 
TanalogUe d'un tliéorè'me sur les coniques. 

Nous proposeions le tliéorème suivant, symétrique et 
(t'une analogie flagrante avec le tliéorème de Pascal : 

T H É O R È M E . — Si les huit sommets d'un octo^ne 
gauche sont septaires, ses faces opposées se coupent en 
(piatre droites, qui sont des génératrices d'un même 
hyperholoïde {fig. 5). 

Soit ABCDElXjil l'octogone gaucbe; il est facile de 
voir qu'il suffit de démontrer (jue l'une quelconque de 

ses laces, ABC par exemple, coupe en trois points en 
ligne droite les intersections des trois groupes de faces 
opposées : 

BCD et FGH (point P), 
CDE et GHA (point Q), 
DEF et HAB (point R). 
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Les poinls P, Q , R qu'on veut prouver être en ligne 
droite s'obtiennent de la façon suivante : 

On prolonge les quatre cotés de l'octogone DE, EF, 
FG, GH jusqu'à leurs points d'intersection 5, s, y, 3 
avec la face ABC^ 

P est alors l'intersection des droites Sy et BC; 
Q est l'intersection des droites A3 et C5 ^ 
R est l'intersection des droites 5c et AB. 
Appelons 4 l'intersection des droites 3y et 5c, et dé-

signons A pai' >>, B par i , C par 6. 
On voit, en considérant la iigure, que les points P, Q, 

Il sont à l'intersection des (xkés opposés de l'iiexagone-
plan 123450. 

Il est l'intersection de i 2 avec ^ 
Q est l'intersection de 23 avec 56 ; 
P est l'intersection de 34 avec 61 . 
Le théorème sera donc démontré si l'on prouve que 

(!et hexagone 123456 est inscrit à une conique. 
Or, dini que les huit sommets de Poctogone sont 

soptaires revient à dire qu'on peut, par ces huit sommets 
et deux points quelconques de l'espace, l'aire jiasser une 
quadrique: en particulier, ces huit sommets et deux 
cotés quelconques de l'octogone sont sur une même qua-
drique. 

Considérons la quadrique qui passe par ces huit som-
mets et par les côtés DE et GH. Cette quadrique coupe 
le plan ABC suivant une conique qui passe ])ar les cinq 
points I, 2, 3, 5, 6. Elle passe aussi par le point car 
ce point 4 est, par construction, l'intersection du plan 
ABC avec la droite qui passe par le point F et rencontre 
les droites DE et HA. Cette droite, étant menée par,Viu 
point de la quadrique considérée et rencontrant deux 
génératrices de cette quadrique, en est elle-même une 
génératrice, et le théorème est démontré. 
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Voyons à quelle construction conduit ce théorème 

pour la détermination du huitième point : 
Soient A, B, C, D, E, F , G sept points quelconques 

Fiii. 
B 

A 

dans l'espace; on veut trouver le huitième point H par 
on passent toutes les quadriques menées par les sept 
points doiniés { fig- 6). 

Cherchons à déterminer les quatre droites qui figu-
rent dansTénoncé précédent. L'une d'elles, la droite A ,̂ 
intersection des plans ABC et EFG, est complètement 
déterminée. 

Quant aux trois autres, intersections des plans 

r>Cl) ri FGH (A^). 
CDK cl GHA (A3). 
DEF ( I HAB (Av), 

on connait de chacune d'elles un point, et un plan dans 
lequel elle se trouve : 

La droite Ao est dans le plan BCD et passe par le 
point a où le coté FG de l'heptagone ABCDEFG coupe 
la lace opposée BCD. De même, A3 passe par ¡3 et est 
dans le plan CDE, et Â  passe par y et est dans le plan 
DEF. 

Le problème sera résolu si l'on détermine complète-
ment ces trois droites par la condition qu'elles soient, 
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avec la droite quatre génératrices d'un même système 
d'un liyperboloïde. Le point H sera, en effet, à l'intersec-
tion de trois plans menés respectivement par les droites 

Â  et FG, 
A3 et GA, 
A4 et AB. 

On voit aisément que ce problème n'est autre que le sui-
vant : 

On considère les trois laces de l'heptagone qui se cou-
pent en D; on prend leurs intersections a, y avec les 
cotés opposés de l'heptagone ] mener par ces trois points 
un hyperboloïde tangent à ces trois faces, et admettant 
pour génératrice la droite A^, intersection des plans 
ABC et EFG. 

Il faut ajouter que la génératrice Ai et les génératrices 
A2, A.3, A/, passant respectivement par les points a, ¡î, y 
vi situées dans les plans tangents sont d'un même sys-
lème. 

Or soient {fig- 7) DCEo le trièdre formé par les trois 

i^ces qui se coupent en D, et a', ¡3', y' les points d'inter-
section de ces faces avec la droite Â  ; si l'on mène par 
^ liacun de ces points les génératrices A'̂ , A'̂ , A'̂  de l'hy-

'f'in. de Mathémnt., série , l . IV. (Mars I 8 8 j . ) 1 0 
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pcrboloidc clicrclu', ces trois droites et les droites A2, 
âg, A4 se coupent sur les arêtes du trièdre. 

En dernière analyse, le problème est donc ramené au 
suivant, très simple et dont la solution est bien connue: 

Etant donné un trièdre DCEo, et deux points dans 
chacune de ses faces ^ a et a', ¡ïi et ¡j', y et Y ^ faire passer 
paj' ces points, pris dans V ordre suivant : a^'ya^^y', 
les côtés successifs d*un hexagone ayant ses sommets 
opposés sur chacune des arêtes du trièdre. 

Ce problème se résout indifféremment dans l'espace 
ou dans le plan, après projection. 

{A suivre. ) 

NOTE SUR LA THÉORIE DES FOYERS; 
PAR M. E. IIUMBERT, 

t V o i c s s e u r de Mat l ié i i i a t iqucs spéc ia l e s au l y c é e de N a n c y . 

Cionsidél'oni d'abord la conique 

aj-- -4- '2 b xy -4- cy'^ -h 2 dx % ey f — 

donnée par Téquation générale. Si, de l'ensemble des 
ternies du second degré, on retranche .çf - h ) , on 
obtient 

( a — .V ) x'^ 'ibxy [c — 

qui est un earré parfait pour les deux valeurs de 5 don-
nées par l'étpiation du second degré 

( r ) [ a ~ .v) ( r — .v ) — b'̂  — o . 

Pour chacune de ces valeurs de .v, on a 

. / ^ 0 o \{a—s)x~byy^ li X- -T- •.>. bxv c r- .v{ x~ — r- ) — ^ ^̂—- . 
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et l'équation de la conique s'écrit 

, « .X \{a — s ^ x , (2) ^ — = — - 1 c l x l e y f = o. 

Cette équation peut s'écrire ainsi qu'il suit : 

a — s 

Désignons {a — s)x-{- hy par P. La fonction linéaire 

ne différera de P que par le facteur constant 

si I on a 
d^ ST. e -h s-À 
a — 6- o 

et alors l'équation de la conique pourra s'écrire 

, [(^ _ a )2 + ( J _ ] ^ - - 2 ^ ^ P-^s cl s O/ — S 

(̂ t l'oii voit que c'est seulement dans ce cas que le se-
cond membre pourra être un carré parfait, sous la con-
dition 

(4 ) —5)(a2H- —5) = o. 

C'est, du reste, la condition nécessaire et suffisante 
pour que le point a, f> soit un foyer. Donc on obtient les 
foyers par la résolution des équations (i), (3) et (4) . 

La première donne deux valeurs pour 5-, ensuite, à 
chaque valeur de v9 correspondent deux foyers qui sont 
situés sur la droite (3 ) et la conique (4). 

L'équation (3 ) représente les deux axes de la coniijue, 



( -4o ) 
lorsqu'on y remplace s successivement par les deux ra-
cines de l'équation (i). Si l'on veut avoir l'excentricité, 
rien n'est plus facile. 11 suffit de remarquer que le se-
cond membre de la conique peut s'écrire, dans le cas on 
le point a, [i est un foyer, 

a — s ' 

K étant une constante; ou bien 

P 
— A- y^ -T- ¿>2 

la parenthèse représentant la distance du point x , j à 
la directrice P 4 - K = o. Donc, en désignant par p la 
distance d'un point de la conique au loyer, par d sa dis-
tance à la directrice, on a 

Q- = :— (/-. 

Donc le carré de l'excentricité est donné par 

d - s .V — a ) 

Remplaçons h- par ( a — s ) ( r — v ) , dans cette ex-
pression, et nous aurons 

a -T- r 
( 6 ) .V 
On tire de là 

(7 r 

et, en partant de l'équation (i) , 

(7 ) ar)e'' — l / f ( a — c)̂  ¡r^-h 4 / ? ^ ( a — e)^ = o. 

Telle est l'équation qui donne les deux valeurs de e-, 



( >4' ) 
Tune relative aux foyers réels, et l'autre relative aux 
foyers imaginaires. 

Cette équation a toujours ses deux racines réelles; 
dans le cas de l'ellipse, l 'une est positive, celle qui ré-
pond aux foyers réels, et l 'autre est négative, celle qui 
répond aux foyers imaginaires; dans le cas de l 'hyper-
bole, ces deux valeurs de e- sont positives. Si Ton dé-
signe par e- la valeur qui répond aux foyers réels et 
par la seconde, on a 

d'où 

De l'équation (8) il résulte que, dans le cas de l 'el-
lipse, e- est inférieur à i , tandis que dans le cas de 
riiyperbole e- et Î/- sont tous deux supérieurs à i . 

Cette méthode permet aussi d'obtenir l'équation gé-
nérale des cercles doublement tangents à la conique. En 
eifet, on peut écrire l'équation de la conique ainsi 

— ! s%)x—'i{e -f- -f-^(a^-f-
a — s 

et le second membre est un carré pariait sous les deux 
conditions 

a — s h 
et 

De la deuxième on tire 

' ' i s(s~ a) ' 
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et, en portant dans le premier membre de Téquation de 
la conique, on obtient pour équation du cercle cher-
ché 

y^ — 20LX — ̂ •¿r -h - -h ^ = o, 
s S{ s — a) 

sous les conditions (i) et (3 ). 
L'équation (3) donne 

^ s s{a~s) ' 

donc l'équation générale des cercles doublement tan-
gents à la conique est 

(i) x^-^-y^—l'xx—1 b{d-^saL) e 
s{a — s) s ' s s{s — a) 

Dans cette équation, .v peut prendre les deux valeurs 
données par l'équation (i) , et a est un paramètre arbi-
traire. Il y a donc deux séries de cercles doublement 
tangents à une conique, et l'équation (3) montre que 
les centres des cercles de chacune de ces séries décri-
vent, pour l 'une, l 'un des axes, et pour l 'autre, l 'autre 
axe. 

En outre, si l 'on désigne par C le premier membre 
de l'équation d'un cercle, dans lequel le coefficient de 
x ^ - h j ^ est égal à i , par Q le premier membre de 
l'équation d'une droite mise sous la forme normale, 
l'équation générale des coniques doublement tangentes 
à C, aux deux points où Q = o la coupe, est 

G _ Q2 ^ o 
ou 

G — o, 

suivant que l'axe qui passe au centre de C est l'axe fo-
cal, ou non. 

Ck'tte méthode peut, dans certains cas, donner facile-
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ineiit un lieu de foyers. Elle s'appli(|ue lrès aisément au 
problème suivant : 

Trouver le lieu des foyers des coniques qui sont 
doublement tangents à deux cercles. 

Elle peut aussi donner facilement réquation géné-
rale des directrices, car cette équation est 

Donc l'équation générale des directrices est 

(II) [a — s)xby -i-d ^ S:L = o, 

dans laquelle a est un paramètre arbitraire et s une ra-
cine de l'équation ( i). 11 y a deux séries de directrices. 

Cette Note, où rien de nouveau sans doute n'est 
exposé, a été rédigée surtout pour les élèves de Mathé-
matiques spéciales. On peut, par une méthode analogue, 
chercher les foyersdes surfaces du second degré; mais, ceci 
étant de peu d'utilité pour les élèves et n'ayant pas grande 
valeur théorique, il est inutile que j'irjsiste là-dessus. 

CORRESPONDANCE. 

Extrait dUine Lettre de M. Genocchi. 

Une lettre de Gauss à Sophie Germain, du 3o avril 
1807, publiée par le prince Boncompagni, transcrit 
une proposition de cette femme illustre sur la forme 

eu ajoutant qu'elle n'est [)as vraie dans toute 

C) J'ai donné celle niéthotle dans nton (N)UÎ'S, eu 1882, oonnije 
application au plan de la Dalerniiualioix des sections circulaires 
(t. I, série, p. 202). Cii. B. 
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sa généralité, et donne une explication sur les cas 
dans lesquels elle peut tomber en défaut- Cette explica-
tion se fonde sur la théorie de la composition des formes 
quadratiques binaires, théorie qui, à présent, est trop 
peu cultivée et trop peu connue. Je crois qu'il serait 
bon d'appeler l'attention sur une théorie d 'un si haut 
intérêt, et, pour cela, il pourrait être utile de proposer, 
dans les Nouvelles Annales y la question qui a été le su-
jet des réllexions de Gauss. Je la proposerais dans les 
termes suivants : 

« Sophie Germain a voulu démontrer cette propo-
sition : Si Van des fadeurs de la formule j''-\-nz'' 
[n étant un nombre piemier) est de la même forme 

l'autre appartient aussi nécessairement à 
cette forme. Mais la démonstration qui s'applique aux 
formes indéfinies ne vaut pas pour \vs nombres définis. 
A l'égard des nombres définis, la proposition est vraie 
si le facteur qu'on suppose de la f o r m e j - -f- nz- est un 
nombre premier, mais n'est pas généralement vraie si ce 
facteur est un nombre composé. Ainsi l'on peut trouver 
trois nombres /', h représentés par des formes quadra-
tiques binaires dont le déterminant soit — AZ, et tels que 
le p r o d u i t f g h des trois et le produi t/^^ des deux premiers 
soient de la forme et, au contraire, l 'autre 
iacteur h ne soit pas de celte forme. G A C S S . » 

Extrait d'une lettre de M, H. Brocard. 

M. d'Ocagne a eu raison de dire, au commencement 
de son Mémoire sur les coordonnées parallèles et axiales 
(t. 111, p. 4i i). que la courbe (C) qu'il devait étudier au 
n" 50 (p. 55) donnerait lieu sans doute à de nouvelles 
remarques. Ce n'est pas la première fois, en eifet, que 
cette courbe a fjxé Tattention des géomèti es. 
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Si Ton a égard au mode de génération mécanique 

signalé (p. la courbe (C) répond à l'énoncé de là 
(juestion 1029 que j'ai proposée (t . X, série, p. 240) : 

Les extrémités A et B d'une longueur constante 
a = AB 5e meuvent sur les côtés d'un angle droit fixe 
AOB; trouver Ven^^eloppe de la perpendiculaire AM à 
AB; calculer la position des points de rehroussement, 
et mener les tangentes en ces points. 

Dans une solution très élégante (t. XIII, p. 
M. A. Pellissier a donné l'équation de cette courbe qui, 
en prenant les notations du n^ oO, devient 

(I) [ 4 a 2 — a 2 ( 8 a 2 — 9^2_|_i8j2)2. 

Elle admet quatre points de rehroussement, à l'inter-
section du cercle 

{'A) 

avec riiyperbole concentrique 

( 3 ) 1872—9.272-V- 8a2= o. 

En ces points, dont les coordonnées sont 

( j ) ¿r . J rrrifc -
3v/3 " 

les tangentes à la courbe sont aussi les tangentes à 
l'hyperbole, et leur coefiicient angulaire est égal à 

I 

Le point M de contact de la tangente TM avec la 
courbe (C) peut s'obtenir par la considération du centre 
instantané de rotation. Il n'y a qu'à achever le rectangle 
OUÏT et à projeter la somme 1 de ce rectangle en M sur 
TM. 
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Celle langeiile TM a pour éqiialion 

y = px~ ' 

p désignant C'est donc aussi Téquation diñérentielle 

de la courbe (C). On en conclut que le lieu des points 
D ou la poda ire de l'origine a pour équation 

p = a COSTCO. 

C.ette podaire se compose de deux ovales. 
M. Hourguet a montré ( t . XIII, série, p. 44^) que 

la courbe (C) est une développante de l'iiypocycloïde 
à quatre rebroussements, enveloppe d'une droite de lon-
gueur 9. a dont les extrémités glissent sur Ox et Oy. 

Enfin M. Haton de la Goupillièie a complété celte 
remarque par une intéressante bibliographie de cette 
hypocycloïde, nommée aussi cubo-cjcloïde par M. Mon-
tucci (t. XIII, série, p. 534-537, et t. XIX, p. 94-96). 
Les propriétés signalées par M. d'Ocagne (p. 56()) pour 
la quadrature et la rectiiicalion de la courbe (C) se rat-
laclient naturellement à ce qui précède. 

Ainsi les iorinules (4) vérifient l'équation de l'iiypo-
cycloïde 

1 i. 1 
.7-3 -H- — ('¿a 

D'ailleurs, l'article de M. d'Ocagne renferme les prin-
cipes de toutes ces remarques. 

Désignons, en eifet, par IN, iNMes points où la normale 
IM rencontre O x et O j , et achevons le rectangle O IN iN'P. 
Soient G, G' les projections des points O et P sur IM, T 
étant le milieu de ON, et I le milieu de NJN'-, on a 
IN = l i N ' = T U = a e iNN'^ r 2r¿(p. 558). 

Ainsi les axes OJ ' , O ) détei niincnt sur la normale en 
ÏNI à la courbe (C) un segment de longueur constante 2a. 
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L'enveloppe des normales ou la développée de {(Z) est 
donc Vhypocjcloïde à quatre rebroussements, lieu des 
projections G' du point P sur les droites constantes NN'. 

En d'autres termes, la courbe (C) est la développante 
de cette hypocycloïde qui passe par l 'origine. 

Les géomètres que l 'étude de cette hypocycloïde inté-
resserait pourront consulter aussi les documents sui-
vants : Nouvelles Annales, questions 616 (Boklen); 
1391 (Laguerre) ; t. 1, p. 1 7 6 - 1 7 8 , 1 8 6 2 (Delorme), et 
p. 3 i5 -3 i6 (Beltrami)-, t. XVII, p. 321-323, 1 8 7 8 (A. 
M.); Atti delAcc. Pont, dei Nuovi Lincei, t . XXI , 
p. 6-39, 1 8 7 7 - 1 8 7 8 (Azzarelli); et Nouvelle Corres-
pondance mathématique^ t. IV, p . 9 0 - 9 1 et i 4 o - i 4 I î 
1 8 7 8 (Sidler). 

BIBLIOGRAPHIE. 

T H É O R I E DU P O T E I S T I E L ^ par M. Emile Mathieu, lu-4"', 
i885. Prix : Paris, Gauthier-Villars. 

L'Ouvrage que je viens de faire para î t re forme le troisième 
Volume du Traité de Physique mathématique que je me suis 
proposé de publ ier . Les deux premiers Volumes sont : 

I. Cours de Physique mathématique^ 1878, qui renferme 
la matière des leçons que j 'ai faites dans un Cours complémen-
taire à la Facul té des Sciences de Paris en 1867-1868. 

II. Théorie de la Capillarité, i883. 
Le troisième Volume est d 'ail leurs indépendant des deux 

précédents . 
Tous les théorèmes exposés dans mon nouvel Ouvrage ont pris 

leur origine dans la Physique m a t h é m a t i q u e ; mais beaucoup 
ont été employés ensuite dans différentes recherches de Ma-
thématiques pures et en part icul ier dans la théorie fonc-
tions d 'une variable imaginaire . 
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Jl n'est j)as sans in té rê t de dire quelques mots sur les pre-

miers londateurs de cet te tli(''orie. 
Lapla(Hi est le [)remier qui ait considéré le po ten t ie l ; c'est 

la fonction V de sa Mécanique céleste (l"" Par t ie , Liv. I H ) . 
Poisson ensuite, dans son célèbre Mémoire de 1811 sur la 
distribution de Vélectricité ci la surface des corps conduc-
teurs et dans d 'au t res Mémoires publiés après, a mont ré le 
^^rand rùle de cette fonction dans la Physique ma théma t ique . 

Plus tard, Grcen a publié sur ce sujet (à Not t ingham, 1828) 
un Mémoire très r emarquab le . il semble qu'on n'y ait fai t au-
cune at tent ion [)endant sa vie, dont la fin arriva en 1841. Mais 
au tan t on fut d 'abord injuste envers lui, autant on exagéra 
ensuite l ' importance de son travail , en lui a t t r ibuan t ce qui 
étai t dû à i\>isson ou à d 'aut res géomètres , en lui a t t r ibuant 
même des résultats qui n 'avaient été obtenus que plus ta rd par 
Gauss. Le travail de Green est d'ailleurs ent ièrement inspiré 
par l'cruvre de l 'o isson. 

Gauss a publié son beau Mémoire sur la théor ie du poten-
tiel (;n 1840 {Œuvres de Gauss, t . V). 

Depuis cette éj)oque, plusieurs au t res géomètres ont travaillé 
à cette théor i e . 

Dans le J.ivre que je publie, je me suis proposé d 'exposer 
toutes les proprii ' lés connues du potent iel , il s'y t rouve aussi 
des résultats qui nra])par t iennent et que j 'avais déjà p ré -
sentés, pour la pluj)art , dans des .Mémoires parus dans le 
Journal de Matbématiques. 

Dans le, premier Cba[)itre, intitulé Propj'iéîés générales du 
potentiel, je n 'expose que des théorèmes connus, en général, 
dej)uis assez longtenips . 

Le Chapi t re 11 a pour t i t re : Potentiel de couches de ma-
tière distribuées sur des surfaces. Les propr ié tés du poten-
tiel de ces couches sont très utiles à é tudier pour l 'Electrosta-
t ique, |>uisque l 'électricité se por te , comme on sait, à la 
surface des (orps conducteurs . J 'examine, à l 'occasion de la 
fornnde do la <lensité d 'une couche, l ' intluence des courbures 
principales de la surface sur laquelle est placée la couche, si 
l 'on ne néglige ])as des termes qui sont de l 'ordre de la densité 
de la couche multipliée par la racine carrée de son épaisseur . 
Notons aussi l 'examen de conditions, d 'après lesquelles une 
fonction de . r . y . z peut être représentée par le potentiel de 
couches de matière dis t i ibuccs sur des surfaces. 
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Dans le Cliapitre 1 1 1 , j ' é tudie des f u n c t i o i i s qui jouissent de 

p r o p r i é t é s analogues à celles du potentiel et qu'on rencont re 
aussi en Physique m a t h é m a t i q u e . 

T" Le poieniiel logarithmique satisfait à la même équation 
iui\ dérivées part iel les que le potent iel ordinaire , avec eetle 
simpliiication, que la fonction ne dépend que des coordonnées 
r, d'un point et non de la t rois ième s . Néanmoins la forme 
de la fonction se t rouve changée . 

Le potentiel calorifique se rencont re dans les questions 
de mouvement de t empéra tu re des corps . Au point de vue 
analytique, il est une généralisation du potentiel ordinaire . 

T Le second potentiel est ainsi appelé par rappor t au po-
ieniiel ordinaire, que je désigne alors sous le nom de premier 
¡¡oicutiel. Pour déduire son e\})ressi()n de ceile du premier 
potentiel, il suffit de changer , dans cette dernière, l ' inverse de 
l;i distance, du point variable à ehaquc" j)oint de la masse en 
(•elfe distance même. Ce potenii(d e«l utile à considérer dans 
la théorie de l 'élasticité des eorps solides. 

Le Chapi t re IV a pour t i t re : Comparaison de la théorie 
(lu potentiel avec celle de la chaleur. J ' en t re dans diiférentes 
ronsidérations sur les surfaces isothermes ou de niveau. J 'é tudie 
la lîature des li^nies nodales d 'une membrane homoj;ène et 
pai'tout également tendue et aussi les ¡propriétés du potentiel 
relatif a u \ corps cristallisés. Je signalerai encore une digres-
sion sur la diiférentiation par rappor t à des arcs . F o r t souvent, 
on a un très p^rand avantage à subst i tuer à la méthode des 
• •oordonnées curvilignes de Lamé la méthode de la différen-
tiation i)ar r appo r t à des arcs, au moins pour faire les calculs 
qui doivent conduire aux formules cherchées . Ces dérivat ions 
«•\igent l 'explication de quelques pr incipes; car on ne peut 
plus in terver t i r sur une même fonction l 'ordre de deux difl'é-
rentiations, sans changer la valeur du résu l ta t . Je prouve 
! utilité de cet te méthode de calcul par des exemjdes . 

Î e Chapi t re V a enfin pour objet : Vattraction de d i f f é -
rents corps dérivés des surfaces du second ordre. J 'y calcuh^ 

potentiel d'un ellipsoïde : i'' lorsqu'il est Iiomogène ; lors-
qu'il est composé de couches homogènes homothé t iques ; 
) ' lorsqu'il est formé île couches homogènes et homofocales . 
l y détermine aussi le potentiel d'un(^ ellipse recouverte d 'une 
< <»iirlie mince de matière et celui d'un cylindre elliptique de 
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longueur finie. Enfin j 'examine quelques questions relatives 
aux lignes de force. 

É . MATHIEU. 

QUESTIONS. 

1525. On donne les deux demi-diamètres conjugués 
OA, OB d'une ellipse. Du point B on abaisse une per-
pendiculaire sur OA, et l'on porte sur cette droite les 
segments BC et BD égaux à OA. La circonférence COD 
rencontre aux points P, Q la parallèle menée du point B 
à OA. 

On sait que OP, OQ donnent les directions des axes 
de l'ellipse^ on demande de démontrer que les projec-
tions de OP et de OQ sur OC (ou sur OD) sont égales 
aux demi-axes de l'ellipse. ( M A N K H E I M . ) 

1521). Considérons un parallélogramme ABCD dans 
un plan, et une droite quelconque MM' de ce plan. Il 
existe deux coniques circonscrites au parallélogramme 
et tangentes à la droite MM'. Soit O le milieu du seg-
ment déterminé sur cette droite par les deux points de 
contact. 11 existe en outre une conique inscrite dans le 
parallélogramme et tangente à la droite MM'. Soit O' son 
point de contact avec cette droite. Les points O et Ô  
coïncident. 

( H . A K D O Y E R . ) 

1527. Soient A, B, C, . . . des nombres dont le pre-
mier chiffre à gauche n'est jamais zéro; a, c, . . . ces 
nombres lus de droite à gauche. 

J'appelle no^nhrc syuLéiriíjue un nombre tel que deux 
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cliiiires à égale distance des extrêmes soient égaux. 
Exemples: 12421. 

J'appelle pseudo-symétrique d'échelle p un nombre tel 
que la somme de deux clnilies, à égale distance des ex-
trêmes, soit p ou zéro ^ s'il y a un nombre impair de chiffres 
dans ce nombre et que p soit impair, le chiffre du milieu 
doit toujours être zéro -, si p est pair, le chiffre du milieu 

peut être soit zéro, s o i t ^ - Exemples : 6o35o2, 6o3o5o2, 

6o345o2 sont pseudo-symétriques d'échelle 8. 
Cela posé : 
1" Si A a 7z chiffres, trouver combien de valeurs diiîé-

rentes peut prendre la somme A a quand A varie de 
k x^, X étant la base du système de numération ; 

2" Si Ton a A - 4 - a = B - | - è , A ayant n chiffres, B en 
ayant i et étant tel que la somme de deux chiffres 
à égale distance des extrêmes soit plus petite que x, le 
nombre A a = A -h b sera symétrique, et A sera 
pseudo-symétrique d'échelle x 1. 

Exemple : on a (.r = 10) 

N A - h a 

12IIIOIII21 —8607004053 -H 3504007068. 
Bh- 6 

= lOOI1000120 H- 0210001lOOI. 
( E . L E M O I J N E . ) 

1528. Soient PA, PB, PC les trois normales menées 
d'un point P à une parabole donnée^ on considère les 
centres O, O', O '̂, O''' des quatre cercles tangents aux 
côtés du triangle ABC. 

1® Si le point P est sur la directrice, il coïncide avec 
l 'un des points O, O^ O'̂ , Les trois autres sont 
sur la parabole, lieu des sommets des angles droits 
normaux à la parabole donnée. 
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Par les points O, O', O'', O''' on peut faire passer 

trois hyperboles équilatères, telles que les normales à 
chacune d'elles en ces quatre points soient concourantes. 
Les trois points de concours Q^, Qi-) Q^ sont sur un 
cercle concentrique au cercle circonscrit au triangle A13C 
et de rayon triple, et sur les rayons de ce cercle qui 
passent par les centres des hyperboles correspondantes. 
Pour quelles positions du point P les trois hyperboles 
sont-elles réelles ? L'une de ces hyperboles a son centre 
sur l'axe de la parabole. Si le point Q correspondant est 
sur cette parabole, l'hyperbole correspondante passe par 
le point P. 

En général, quel est le lieu du point P tel que l'une 
des hyp(;rboles précédentes passe par ce point? Quel est 
le lieu du point de concours Q, du centre de l 'hyper-
bohî, des points O, G', G'', O'̂ 'î  

Quel est le lieu des points Q , , Q2, Qa, si le 
j)oint P décrit une droite donnée ? 

( J . H A D A M A R D . ) 

1529. Trois droites, issues des trois sommets d 'un 
triangle, déterminent, sur les cotés opposés, six seg-
ments tels que la diiférence entre le produit de trois 
segments non consécutifs et le produit des trois autres 

^̂ ^ a'^l/c ( T ) cette expression. A, a , c 

désignent Taire et les côtés du triangle donné^ A', 
l'aire et les cotés du triangle formé par les trois 

droites^ /, ///, n les segments de ces droites compris entre 
les sommets et les cotés du premier triangle. 

( E . C E S A R O . ) 
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S I R LA COXSTRICTIOX DES COIRBES DO^T l ÉOlATIOX 
EST DOXXÉE M COORDOBÉES POLAIRES 

[sriTE (' )]; 

I>AR M. Cli. BIEÎILER. 

6 . JNOUS supposerons d'abord que l'équation de la 
roiirbe soit donnée sous la forme 

p —F {'(.)) ou n — f {(<)), 

im posant ^ — 

FfC)):^:: ^ fi CO ! 

Soient Cl) = a, u ~ a les coordonnées d'un point^ nous 
allons clierclier la forme de la courbe autour dece point. 

L'équation de la tangente au point co = a, u — a de 
la courbe// == /'((.)) s'o])tient, comme l'on sait, en éga-
lant à zéro le déterminant 

il COS co s in co 

/ ( > ) c o s a S i n a 

/ ' ( a ) — s i n a c o s a 

ou bien, en développant, 

u = / ( a ) cos (co — a) sin(co — a), 

l^c rayon vecteur de la courbe est donné par 

La différence entre les valeurs de u qui se rapportent à 

(') Nouvelles Annales de Mathématiques^ s é r i e , t. I I I ; 1884. 

Ann. de Mathémat,, S»" s é r i e , t . I V . { A v r i l i S S j . ) I I 
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la courbe et h la droite est donc donnée par l'expression 

4>(ù)) = cos(oj — a) — / ' (a ) sin(w — a). 

C'est le signe de la fonction <ï>((o) pour des valeurs de M 
voisines de a qui donne la forme de la courbe dans le voi-
sinage du point de contact. Or <I>(to) s'annule pour 
(0 = a ; sa dérivée 

fî>' ( il) ) f'i CD ) H- / ( a ) si n ( oj — a ) — f'{ a ; cos ( to — a ) 

s'anmih; ('gaieincînt pour o) = a; mais la dérivée seconde 

!.••) ) - / "( bi i -- • f( a ) Ci»s( to — a ) -i- /'( a ) sin( to — a) 

fli'v lent égah' \ a) -j- f \ a j î)00r (o = a. 
Su])p()s{)ns que r = y Y a ) - { - / ( a ) soit une quan-

tité dilléreiite de zéro, et, pour iixer les idées, suppo-
sons-la positive : on pourra trouvei- une quantité angu-
laire £, t(;ll(î qu'entre a — s et a -4- £ la fonction <î>'̂ ((o) 
ait le signe de <I>'̂ (a) et, par suite, soit positive; la dé-
rivée <l>'((o) est donc croissante dans tout l'intervalle de 
a — £ à a -j- £, et, comme elle s'annule pour (o = a, elle 
est négative (piand <o vai ie de a — £ à a et positive de a 
à a - f - î ' , la fonction <!>( (.)) est donc décroissante entre 
a — £ et a et croissante entre a et a-}-£, et, comme 
elle s'annule pour to =z a, elle est positive de a — £ à a 
et de a a a -r- £. La courbe se trouve donc tout entière 
d'un même coté de sa tangente dans le voisinage du point 
de contact; et, dans l'hypotlièse laite, le rayon vecteur 
de la tangente l'emporte sur celui de la courbe ; par suite, 
la courbe est concave vers le pôle. 

On ai riverait à la conclusion inverse si l'on supposait 

r { a ) - f - / i a ) < o ; 

e'«.'st-à-dire que, rians ce cas, la courbe serait convexe 
vers le ]>ôle. 
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7. Supposons maintenant 

et calculons la valeur de ^ ' ' ' (a) . 
Or 

<î>'"((o) —/'"( w ) —. / (>) sin ( 10 — a) - f - / ' ( a ) cos (w — a), 

par suite, 

Supposons cette quantité différente de zéro, positive 
par exemple. Dans ce cas, on pourra trouver une quan-
tité angulaire e, telle qu'entre a — s et a s la fonc-
tion conserve le même signe et, par suite, soit 
positive. est, dans ce cas, croissante entre a — e 
et a 4- £, et, comme elle s'annule pour (o = a, elle est 
négative entre a — s et a et positive entre a et a 4- e ; la 
fonction <î>'(co) est donc décroissante entre a — e et a et 
croissante entre a et a H- e, et, comme elle s'annule pour 
(.) — a, elle est positive dans tout l'intervalle de a — e à 
a-i-c^ par suite, <ï>(o3) est croissante dans tout cet in-
tervalle, et, comme elle s'annule pour OJ = a, elle est 
négative entre a — s et a et positive entre a et a e. La 
courbe est donc convexe vers le pôle entre a — s et a et 
concave entre a et a -f- Le point to = a, u = a est un 
point d'inflexion. 

La discussion précédente fait donc voir que les points 
d'inflexion d'une courbe sont donnés par l'équation 

o u 

Elle montre, de plus, que, si la première des dérivées de 
la fonction ^(OJ) qui ne s'anrmle pas est d'ordre pair 
2 a, la courbe est convexe vers le pôle autour du point 
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oj = a, u = a , si (a) o, et concave si (a) ^ o . 
Si la première des dérivées de la fonction ^[ÌÙ) qui ne 
s'annule pas pour oj = a est d'ordre impair 2!ji -f- i , le 
point considéré est un point d'inllexion, et il sera tou-
jours possible de préciser la forme de la courbe autour 
de ce point d'après le signe de ^ (a). 

iNoiis avoiis supposé (jue l'équation dti la courbe est 
donnée sous la ioi ine 

Si l'équation delà courbe était OJ) = o non résolue 
par rapport à z/, il est possible de déterminer, d'après ce 
qui précède, la forine de la courbe en un point u=z a , 

= car l(\s quantités /"'(a), /'^(a), . . y-H'(a), 
y^iJ^+i^a) qui iirtervienneirt dans la discussion précé-
dente peuvent être tirées de l'équation de la courbe; ce 
sont les quantités ii'̂  ii'^ . . . qui sont fournies par les 
égal i tés 

Fa> -r- a' F^nz: o , 

- u'- it" F « - : o , 

Toutefois ce procédé n'est plus applicable quand o. 
Supposons réijuation F(î î , to) ~ o algébrique et de 

degré m en //, et pi oposons-nous de construire, dans le 
cas précédent, cette courbe autour du point u=za., 
(0 = a. 

Posons, pour cela, 

j( r-z a -T- \ \ o> — a -h s, 

l'éijuation de la courbe deviendi a 

/ o — E (a, 7.) — V ( a, a ) 
(0 ! ^̂  " " V2 „ H Fjo^y/, X) -f- a, y. ) H F„î( ... 
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OU bien 

(2) O <!>(>, V ci>i(a, l). 

Si a) = o et les deux i'onetions 
<I)(a,£), 4>4(a,£) sont divisibles par £, et, par suite, 
quaud £ tend vers zéro, deux des racines de l'équation [i) 
tendront vers zéro. 

En désignant par V^ et Vo ces deux racines, par 
V;}, . . . , V̂ ;̂  les autres, on a 

I I 
v i " ^ v; 

I 
V. 

hic 
^ m 1 \ m 

F'iyuia^ g) 
_ a j 

a ) 

î l i ^ , 
s) ' 

Si 

a; 
-h à {a, £) -H So 

Sj est la somme des quantités ^ ••-}- et S^ la V 3 V f,i 
somme des produits deux à deux des mêmes quantités, 
cp(a, £) et £) sont des fonctions qui renferment £ en 
l'acteur. 

De ces formules on tire la suivante : 

I I y _ ^ g) 
¥to{a, g; 

- h e ( g , c ) 

6 ( a , £) renfermant £ en facteur. 
Les racines Y^ et Vo ne sont donc réelles qu'autant 

que £ est de signe contraire à 

g), g)' 

par suite, si a) est différent de zéro, la courbe se 
trouve tout entière d'un même côté du rayon OA mené 
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SOUS l'angle a, et le signe de la foncLion 

g ) 

a) 

indique de quel côté se trouve la courbe. La formule qui 

nous donne la somme ^ Y ^^^^^ montre que cette 
somme est finie ; par suite, comme \ \ et V2 tendent vers 
zéro, ils sont de signes contraires. 

Si 
r̂ Vif a, a ) 
FwCa, a) ' o, 

la courbe a la forme représentée (fig^ 9) . 
On obtient une branche MAl\L tangente à OA et non 

une branche analogue à NAN', car, dans le triangle PAM 

obtenu en prenant OP = OA, le rapport ^ a pour li-

mite zéro quand s tend lui-même vers zéro. 
Si a) est nul en même temps que a), le 

point u = ciy io = CL est un point double. 
Dans ce cas, l'équation 

Fío-H ii'F'u— o 

devient une identité pour u = a, co = a; mais la sui-
vante, à savoir 

F(0Ï -T- '2 u' F'uyu -r- u - ¥'¡r- = o, 
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doî)iie, dans cc cas, les valeurs de u' au nombre de 2. 

L'équation suivante 

Fw3 -h 3 II F W ^ « -f- 3 F'MU^ - I - FÎ̂ 's -t- 3 W " ( F L ^ - H U' F L^ ) = o 

donne la valeur de u!' correspondant à chaque valeur 
de z/. 

La méthode indiquée pour traiter le cas où 

¥'u{a, a) = o 

j)eut s'appliquer à la discussion générale. Mais nous ne 
l'exposerons pas ici, et nous allons passer à la construc-
tion de la courbe autour de ses points à Tijiiini. 

(A suivre.) 

ÉTUDE SUR U!̂  THÉORÈME D'ABEL RELATIF AUX SÉRIES 
ET SUR m DÉVELOPPEMENT EX SÉRIE SOUVENT UTILE EN 
ASTR0\01f !E; 

FAR M. A. DE SAJNT-GERMAIN. 

Considérons une série, ordonnée suivant les puis-
sances positives et entières d 'une variable et conver-
gente tant que le module de ^ reste inférieur à un 
nombre R. Abel a montré que si, pour une valeur 
Z = de la série est encore convergente, sa 
somme A est la limite vers laquelle tend la sommé de 
la série quand on donne à ^ une suite de valeurs dont 
les arguments sont tous égaux à to, tandis que leurs 
modules, inférieurs à R, tendent vers cette limite. 
Dans le tome V de son Journal, Liouville expose une 
démonstration du théorème d'Abel, due à Dirichlct, 
mais qui présente, au moins dans la forme, une imper-
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feclion analogue à celle qu'on rc|uocliait aux anciennes 

démonstrations relatives à la limite de -j- ^ j : on y 

considère un nombre qu'on prend d'abord fini, puis on 
le fait croître indéiiniment, ce qui ote toute netteté au 
raisonnement; une simple modiiication de l'analyse 
de Diriclilet nous fourniia une démonstration élémen-
tain; et tout à fait rigonieuse du théorème d'Abel. 

D'un autre coté, (juelques géomètres, parmi lesquels 
on p o u i T a i t cit(;r un de nos maîtres k;s plus savants, se 
sont demandé si l'on ne peut [)as regarder comme évi-
dent, ou du moins démontrer en c[nelqnes mots, le théo-
rème d'zibel ou mènie uu théorème plus général com-
prenant celui d'Abel, et qu'on pourrait énoiicer ainsi : 

Quand une série, dont, tous les ternies sont des folio-
tions continues d'une variable réelle .r, est corwergente 
tant (jue x ne dépasse pas un nombre X, sa somme 
"varie d'une manière continue as'cc .r, même quand x 
atteint la limite X. 

lin exemple nous prouvera que cette proposition 
n'(^st pas vraie; donc la démonstration intuitive à 
laquell(i j'ai fait allusion est insufiisante et l'on ne 
pouvait apj)orler trop de soin à bien établir le théorème 
d'Abel; mais, de plus, j'explique la discontinuité de la 
série que je considère, et ce n'est pas sans jeter quelque 
jour sur une des propriétés les plus singulières des 
séries. 

Ij'application du théorème d'Abel à des séries conve-
nablement choisies donne des identités plus ou moins 
r<imarquables ; je prendrai comme exemple le dévelop-
pement en séi'ie, entière par rapport à z^ de la valeur 
de 8 qui est définie par l'équation 

rns0 — rosc 



( ' 6 i ) 
cl qui se réduit à cp pour = o. Cet exemple est elioisi, 
moins en vue de Tégalité fournie par le théorème 
d'Abel, que parce qu'il me donnera l'occasion de cal-
culer explicitement les coefficients de la série par une 
méthode avantageuse; la formule que nous obtiendrojis, 
inoins simple et moins étudiée qu 'une formule analogue 
de Delambre, est au moins aussi utile en Analyse et en 
Astronomie. 

Commençons par démoiiti-er le théorènie d'Abel. 
Soit 

Uo lfiZ-+- . . .-h UpZP . . . 

la série considérée: nous supjDOSons que, pour toutes les 
valeurs de 3 dont le module est inférieur à R, elle a une 
somme S, et pour z ~ Z une somme A. Si l'on pose 

¡P»̂ ,, on a 

l I ) A — Cy -h C] — r2 -r- .. . -r-

Pour les valeurs de ^ dont le module est R, mais 
dont Targument est le même que celui de Z, on aura 

= AZ, A étant un nombre L étd compris entr e o et I, 
et la somme de là série pourra s'écrii-e 

' S = Co Vi X _ _ }j) 

Pour établir le théorème d'Abel, il suffit évidemment 
de prouver que, si l 'on prend i — \ suifisamment petit, 
le module de A — S sci a inférieur à un nombre donné 
quelconque £. Nous y parviendrons en transformant 
convenablement l'expression de S. 

Je désigne par Â ^ la somme des p H- i premiers 
ttTmes de la série (i), et par a^ le reste correspondant, 
de sorte qu'on a A = A^ -f- et 

= Ap— i ' o^ Ao. 

Dans S, remplaçons Cp, . . . , par les valeurs indi-
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quées (:i-d(issus, et appelons la soniiiie de tous les 
termes qui suivent le //¿-f-i"""® t(;rme de la série, TH 
étant un entier que je laisse provisoirement arbitraire; 
on aura 

S = A 0 -4- ( A1— A0) X -f- ( A 2— A , ) . . . ( A — A ) - h p 
== ( I — A ){ A o A l À . . . A , ) H- X'̂ -̂f- p,,,. 

J'introduis tmeore un autre entier /z, que j'assujettis 
d'abord à la seule condition de ne pas dépasser m ; puis, 
dans la parenthèse qui multiplie (i —).), je remplace les 
coeliicients A^, à partir de A,̂  inclusivement, par leur 
valeur A — y,p : il vient 

S X)( Ao-+- A i X - H . . .H- A , , _ , X ' i - i ) 
" ( 1 — X ) A ( X« H- X'i^i - f - . . . X'^^-i ) 
— ( I — X )( X̂ ' - I - . . . a,;, 1 X/^^-i ) A X ' « - h ; 

le deuxième terme du second membre se réduit à 

A X/' — A A X« — ( A M- 0L;n ) X̂ « ; 

les ternies A,,,'}^" et — A^n')."' se détruisent, et si de A on 
retranche la valeur obtenue pour S, il vient 

\ S A( I — X ' ' ) — ( I — X ) ( A o - T - A , X 

Le module de A — S est inférieur à la somme des 
modules des cinq termes qui forment le second membre 
de l'équation précédente; clierchons des limites supé-
rieures de ces modules. Soit B le plus grand des modules 
de A, Ao, A,, Ao, . . . ; comme on a 

I — X'i ( I — X ) ( i — X 4 - I n - l ) 

le module du premier terme du second membre de (2) 
est -< / iB( i — Xv); le module du terme suivant est évi-
demment inférieur à la même limite; ensuite, si ^ est le 
plus grand parmi les modules de a,^, . . . , le mo-
dule du troisième terme que nous avons à considérer 
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sera inférieur à 

(I — In+ i^ , . . + Xm-1) = ^X«— p — pX'«; 

le module du quatrième terme est ¡â).'", et en ajoutant 
au module du cinquième terme les limites supérieures 
que nous venons d'obtenir pour les modules des quatre 
premiers termes, on trouve 

(3) mod(A — S) < 27 iB ( ï— X) 4- p -H modp,«. 

Cela posé, déterminons n de telle sorte que les mo-
dules de a,^, a^^^i, . . . , et par suite soient inférieurs 
à {s, ce qui est possible puisque la série (i) est conver-
gente ; on peut aussi déterminer m de telle sorte que 
mod qii^'l qiie soit A entre o et i ; m sera peut-
être beaucoup plus grand que /z, mais il sera lini, 
comme S-, enfin prenons A assez voisin de l 'unité pour 
que nb[i — A) soit L'inégalité (3 ) montre que, 
pour toutes les valeurs de A qui satisfont à cette condi-
tion, le module de A — S sera moindre que ce qui, 
comme je l'ai dit, démontre en toute rigueur le tliéo-
rème d'Abel sans que nous ayons eu une seule fois à 
parler de r infini . 

Pour être nette et élémentaire, la démonstration pré-
cédente ne laisse pas que d'offrir une certaine complica-
tion, et l 'on peut se demander s'il n'est pas possible 
d'établir en quelques mots soit le théorème d'Abel, soit 
le théorème plus général dont j 'ai parlé. Considérons 
une série dont tous les termes sont des fonctions conti-
nues d'une variable réelle x , et qui est convergente 
pour toutes les valeurs de x comprises entre XQ et X 
inclusivement-, on peut croire que, pour toutes ces va-
leurs, la somme de la série sera une fonction continue 
de X. En effet, dira-t-on, pour toutes ces valeurs, la 
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série a une soninie déleriuinée qui dépend en général 
de X. Soient V{x) cette somme, o{x) la somme des n 
premiers termesde la série, le reste correspondant; 
on aura 

On peut prendri; n assez grand, quoique fini, pour 
que soit inierieur à un nombre donnés , si petit 
qu'il soit; alors étant la somme d'un nombre li-
jnité de fonctions continues de x , sera lui-même une 
l'onction continue de.r, et il en sera de même pour F (a:), 
puisquci'-!> (.r ) est, si Ton veut, négligeable. 

Pour prouver l'insufiisance de cette démonstration, il 
snllit de citer un cas où le théorème censé démontré 
tombe en défaut. Prenons la série qui a pour terme gé-
néral 

= 7 ^ -i- : 4/> —3 np — l ;ip 

elle est obtenue en transposant et en groupant les 
termes du développement bien connu de L(i - f - x ) sui-
vant les puissances d(i x par la formule de Maclaurin, et 
rej)iésente la même fonction tant que modx 
j'rrz i , elle devient 

I l I I I 1-4-77 3 '\n — 3 ' 4 — i iîi ' ' ' ' 

On sait que (ctte série est convergente et a pour 
somme ce n'est pas la valeur de L ( i - { - x ) pour 
x = i , e t l a série consideiée, (pioique satisfaisant aux 
conditions du théorème que je discute, est discontinue 
pour X = I. Le théorème proposé est donc faux, et le 
théoième d'Abel, qui en est un cas particulier, ne sau-
rait être presque évident; il faut, au contraire, pour 
rétablir , examiner les choses de très près. 

Ce n'est pas tout de savoir que la déînonstration criti-
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quée est illusoire; il faut en trouver le défaut. Considé-
rons deux valeurs de x , a et a — A, h étant une très 
petite quant i té ; pour que 6 (a) et ¿ ( a — h) soient in-
férieurs à un autre nombre très ])etit s, il faut prendre 
pour n une valeur très grande qui dépend de £, a et /?. 
Quand x varie de a — h à a , eîiacun des termes de ' f (x) 
varie d 'une quantité très petite, en général, de l 'ordre 
de /¿; mais, comme cas termes sont très nombreux, il 
peut arriver que leur soiiîme ' ^ (x ) varie d 'une quantité 
finie ou mémo très graiide; F — //) ne sera pas très 
voisine de F f / i ) , et la série sera discoiitinue dans le 
voisinage de x — a . 

Dans l 'exemple cilé, donnons à x les valeurs i et 
i — pour de très jictiles valeurs de //, ( i — h ) P est 
sensiblement égal à a et la valeur de iip^ en y faisant 

X == I — /?, diffère peu de — e'-P^^) ; si ph a 

une valeur finie, Up est de Tordre ^̂ ^ ^ • Pour que 

¿ ( i — h.) soit très petit, il ne faut pas qu'il contienne 
beaucoup de termes de ccttQ espèce, ce qui exige évi-
demment que/¿/z soit très grand; on s'assure aisément 
que dans ce cas est aussi très petit. C^ela posé, on 
peut écrire 

\ — i -- /i ) — \ I J 
1 

I - h J. 

i I 
'in - I -An 4 /z — i 

(I — 
in \ [/¿ — I 

la différence des deux premières parties, qui sont des 
valeurs très approchées de L2 et L f a — / ¿ ) , est très 
peti te; la quatrième partie, inférieure à ii fois son pre-
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riiier tonne, ou sensiblement à est très pe-

tite, puisque nh est très grand ; reste la troisième partie 
qui, pour de grandes valeurs de /z, diffère peu de ^La : 
telle est, à la limite, la différence entre cp (i) et cp(i — A), 
ou entre F ( i ) et F ( i — /¿), et qui s'accorde avec un fait 
bien connu. 

Je vais appliquer le théorème d'Abel à la série, ordon-
née suivant les puissances positives et entières de dans 
laquelle on peut développer la valeur de 9 ([ui satisfait 
à l'équation cosQ — coscp -4- et qui se réduit à cp pour 
z — o. Le théorènie de Cauchy montre que ce dévelop-
piîinent est possible quand mod 2 < i— mod coscp-, dans 
ces conditions, je développe 8 par la formule de Maclau-
rin, et comme 6 = arc cos (cos cp -f- 3), en posant cos cp — x , 
tout revient à calculer les dérivées successives de la 
fonction arc cosX, que je désigne par t. On a d'abord 

rPt __ — 

le moyen qui me semble le plus commode pour avoir la 
valeur explicite de toutes les dérivées consiste à déduire 
des deux équations précédentes l'égalité 

dt 

Difiérentiant n fois par rapport à x , on trouve 

(4 ) ( I " ) —(9. n -4- I — 7i2 —- . 

Si, dans cette relation, on fait successivement n égal à 
I , 3, . . ., on pourra calculer de proche en proche les 
dérivées de t \ on trouvera pour la rù̂ "̂ ^ dérivée 

. 5 , 
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T,/ étant un polynôme de degré JL — i en x ; on verra 
même aisément que est de la forme 

En vertu de la formule (5), la relation (4) peut s'é-
crire 

et- i - . l 

— (2 72 ~ l).r — 
dx 

_T„(i - x^ f " ^ - f " o; 

{•fi'ectuant et réduisant, on voit que T,̂  satisfait à l'équa-
llon différentielle 

) ^ ^ _ _ 3 „ _ o. 
dx^ ' dx 

Cette équation, devant etre identiquement vérifiée 
par le polynôme (6) qui représente T,^, permet de dé-
terminer Ai, Ao, à l'aide d'un calcul connu, on 
trouve 

et l'on a tout ce qu'il faut pour développer Cl suivant la 
série de Maclaurin 

' '2 SW^O 
I \ rr̂  COŜ o H '2 / 3 sin̂ Q 

(n — \){n — 9.) 
o - h cos"-'^ o 

( ^ — T ). . . ( /I — 4 ) cos'̂ -'̂  co -
j^n 

Quand on donne à z une des valeurs limites indiquées 
par le tliéorème de Caucliy, par exemple i — cos'^, en 

supposant cp compris entre o et on ne peut savoir 

ff p/iofi si la série (y) sera convergente; mais, dans le 
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vas que je considère, le ternie général de la série de-
vicint, en faisant toujours .r = cos'-p, 

f i _ _ _ o o s o ) P d n t 

en vertu de cette formule, je puis, dans l'équation (4), 
remjdacer les dérivées do t par les u correspondants, ce 
qui donne 

( n -I- I )( n -'T 'X ) ( I -4- co'; 'o ) iin-vi 
— ( il -4 - 1 )O n - - I ) f'os r — n- u.̂  (' i - - costp ) — o, 

d'où 

Il n^^ U't'\ :>./?-t-T ll'^il — COS'O) ( I COS O ) ^ COS , — O. ' Uu ^ x n.i n - 'i ' n,i ( n 1 2) 

(^ette relation montre sans difficulté que, pour n in-

lini, lim = I ; on ne peut cjicore décider si la série n n 
considérée est converi^ente : on pose == i — - , ^ ' ' Un n 
ou désigne par a la limite de a pour infini, et si dans la 
dernière relation on néglige les termes très petits par 

rap[)ort à - ^ il reste 

( I r- COS C-) ( I 
' \ 

— (̂ 2 — ~ - - - ) CO< - — ( 1 — - V' I — COS (û ) = O. >7 nj • \ nj' 

x\près des réductions considérables, cette relation 
donne simplement a = ce qui, comme onsait, indique 
la convergence de la série; celle-ci représente, d'après le 
théorème d'Abel, ce que devient 0 pour z r = i — coscp, 
c'est-à-dire zéro. L'identité obtenue donne, après quel-
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ques réductions faciles, 

I C0SC5 ) cot = IH-
' 4 cos- ^ cp 

(n — i)(7i— 2) „ , C0S«-1 cp H COS'̂ -̂  cp -4- . . . 

COS .l.cp 

pour cp on trouve une formule connue : 

r 1 1 . 3 T . 3 . 5 

2 . 3 2 .4 .5 '2.4.6.7 

ïMais je ne m'étendrai pas davantage sur ces divers ré-
sultats. 

S I R LES POINTS D'INFLEXION DES COURBES DU TROISIÈME 
ET DU QUATRIÈME DEGRÉ; 

P A R M . J . - B . P O M E Y . 

1. Je suppose (ju'uue courbe du troisième degré ait 
iMi point d'inllexion. En prenant ve point pour ori-
gine, l'équation de la courbe sera 

il) .r3-!-yS = o, 

où s désigne un polynôme du second degré. 
Les équations x'̂  = o et j) 8 = 0 sont celles de deux 

courbes du troisième degré, et la courbe proposée passe 
par leurs points d'intersection. Cette courbe peut être 
considérée comme la limite de la courbe 

x{x — 'x){x — y!) -T-r S — o, 

lorsque a et ai tendent vers zéro. Si donc l'axe des y 
coupe S en deux points A et B, la conicpie a trois points 

^4nri. (le Moihémat., 3" s é r i e , t . I V . ( A v r i l i 8 8 5 . ) 1 2 
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communs en A, ainsi qu'en B, avec îa courbe du troi-
sième degré. Elle lui est osculatriee en A et en B. 
Comme cinq points déterminent une conique, il y a 
donc cette relation entre les courbures aux points A et 
B, que la conique tangente en A et osculatriee en B est 
osculatriee en A. La forme (i) de la courbe reste la 
même, S variant pourtant, lorsque l'axe des y vient à 
changer de direction. Si A devient un deuxième point 
d'inllexion, la conique osculatriee en A doit se décom-
poser en deux droites, dont l 'une est la tangente en A; 
donc l 'autre droite est osculatriee en B, c'est-à-dire que 
B est lui même un point d'inllexion. Donc deux points 
d'inllexion, dont l 'un est réel, déterminent une droite 
(]ui passe par un troisième point d'inllexion. 

2. L'équation F., = j ^ Pj -i- xQ.j = o, P, étant homo-
gène et du premier degré en x et j , Q3 homogène et du 
troisième degré en x et j , est l'équation d'une courbe 
du quatrième degré ayant un point d'inflexion à l 'ori-
gine. De plus, o est une courbe du troisième degré 
(pri a sur l'axe des x trois points communs avec F/, = o 
CM chacun des trois points où Q^ = o coupe F/, = o. Si 
deux de ces points sont inllexionnels, le troisième l'est 
aussi. Donc : 

FnÉouÈME. — Si une droite j)asse par trois points 
d'inflexion sur une courbe du quatrième degré, elle 
la coupe encore en un quatrième point d'inflexion. 
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ÉVALUATION GÉOMÉTRIQUE DE L'INTÉGRALE 
C ^ sin g — f( 

— i x COS g ~~ ^ 

PAR M. N. G O F F A R T . 

La forme du dénominateur conduit naturellement à 
considérer un triangle OBC, dans lequel 

OC = i , O B ^ x , BOG = g, 

F i g . I . 

c 

li B B' A 

et on, en consequence, 

C B 2 = I — cosg-H 

Soit pris B \ V = d x j et abaissons la perpendicu-
laire C l i ; faisons 

HGB cp, 
il vient 

do = BGB'. 
VAI outre, 

CH = sing = BG sinB, 

. ^ BG , BG , BC2 
BB = sin do -T—^ = do = do 

' s m B ' s m B ' GH 

La differentielle sous le signe f est done 

smoLdx GH.BB' 
I — 7.x cosoiX- GB-

= do = BGB 
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L'intégrale devant être prise relativement à x de 

— I à 4 -1 , soit O A = : O A ' = O C ; il en résulte que 
l'intégrale ehereliée est la somme des éléments angu-
laires BCB'compris entre CA' et CA : c'est donc l'angle 
droit 

1 

La seconde figure montre que, Tangle a étant compris 
entre T: et IT.y les accroissements do sont négatifs; 

Fig. 2. 

— ' ' 
Il \\ R' \ 

- i M 
•V 

c 

l'angle BCIV est engendré dans le sens opposé à celui de 
la première figure, en sorte que l'intégrale est, dans ce 

'•as, 

Généralement donc on a 

/ ( a ) = ~ pour 2/iT < a < ( 2 n -f- i)T:, 

/'( a) = — ̂  pour (2/1 — I )t: < a < 2 /iir ; 

d'où Ton conclut (pie la fomuion / ( a ) (îst périodique. 
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SIR LES FONCTIONS HOMOGÈNES DE DEUX POLYNOMES II 
ET V, PREMIERS ENTRE EUX ET DE MEME DEGRÉ EN x ; 

PAR M. L. MIRMAN, 
E l è v e du l y c é e S a i n t - L o u i s . 

Soient deux polynômes U et V premiers entre eux, 
et de degré et soit une fonction homoghie et 
entière de U et V 

F ( U, V) = \]P -H AL UP-^ V - h . . . -h UV>-i -4- AP\P ; 

les racines communes aux équations U V — V U ' = o 
( U', V̂  étant les dérivées de U ei V) et F ( U , V ) = () 
sont racines multiples de cette dernière. 

Réciproquement, si la fonction homogène F (U, V) 
na pas en\j et V de facteur multiple ( aU -f- les 
racines multiples de Véquation F ( U , V ) = o sont 
racines de — V U ' = o. 

En effet, la dérivée peut s'écrire 

F ' = ^ Up-1 U'-V-.. A/, [(/> —/c ) L W ^ - i E'Y'^-
- f - K \ ] P - K 1 V ] . . . ^ A ; , \P-1 

Soitaune racine commune à F = oetàUV^ — VL' = o. 
Soient Uy Vy lé^ v' les valeurs des polynômes correspon-
dants pour cette valeur particulière de la variable^ u et v 
sont différents de zéro, car, si u était nul, l'équation F = o 
montre que v devrait l'être aussi, ce qui est impossible, 
puisque U et V sont premiers entre eux. 

On peut donc écrii-e 
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Remplaçons a' et v' par leurs valeurs dans la dérivée F^; 
nous aurons 

F '= wPH- ... + — l') 

ou 

et, comme F = o, on a aussi = o ; clone cette racine a 
annule la dérivée F^: c'est donc une racine multiple 
de F . 

Réciproquement, soit a une racine multiple de F ; je 
dis que, pour cette valeur, on a 

Posons 

II' __ c 

u' , v' , , — — L - — l-^ h\ u c 

je vais démontrer que h est nul. 
En effet, en remplaçant, dans F', u' et par ces va-

leurs, on aura 

IpiiP-^ — - ! - ( / - + • 

-H A/, [(p — A-)luP"^^ -h -h h) itP-f^'] +...-H(/h- A = 0, 

Otl 

Ip F -H h ( A1 UP- î c -t- 2 A2 UP-'^ 4-... A' k f , UP~'' 0. 

Comme F est nul, il suffit de démontrer que la quantité 
entre parenthèses est différente de zéro; il sufiit donc 
de faii e voir que ce polynôme entier en x , 

= A i U ' ' V - h . . . . - h p A p Y P , 

ne peut avoir de racine commune avec le polynôme F . 
En effet, posons 

^ p; 
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nous pouvons écrire 

K == .4- Ax-p/̂ -̂ ' H - . . A , , ) , 
= V/'iAipP-i-i- . .H-A A^p/^-^^M-... + p X p ) . 

Or, supposons que F et ou ce qui revient au meme, 
puisque V ne peut être nul dans ces conditions, que les 
(juantités entre crochets s 'annulent toutes deux pour 
.r = a, c'est-à-dire pour p == ¡3. Désignons ces poly-
nômes entiers en p p a r / ( p ) et ç ( p ) . On vérifiera faci-
lement que l 'on a identiquement 

donc cette valeur p — ^ annulerait et serait 
racine multiple d e y ( p ) . Si donc nous supposons que 

f ( p ) n ? i pas en p de racine multiple, c 'est-à-dire que 
F ( U , Y) n'admet pas de facteur de forme (/^U 
F et ne peuvent avoir en x de racine commune-, 
donc 7/ = o, et la racine multiple considérée a annule 

M - \ V ' Z = Z O . C . Q . F . D . 

Corollaire. — L'expression — VU', où U et V 
sont des polynômes de degré m, est de degré 2 m — 2 ^ 
donc, si la fonction homogène F ( U , V ) satisfait à la con-
dition énoncée, l 'équation F ( U, V ) = o, de degré p en U 
et V, de degré mp en x , ne peut avoir en x plus de 
2(m —• i) racines doubles, quel que soit p . 

Autre corollaire. — L'expression 

V) 

[les coefiicients de U et V étant tels (jue F ait i [ n i — i) 

( ' ) A m o i n s q u e jî — o, niais a l o r s Â ^ serai t nu l . et l 'on n i e l l r a i l u 
' H f a c t e u r d a n s le c o e f i i c i e n l de Ji. 
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racines doubles] peut s'écrire 

M / / ( > - • ) 

M étant une constante, et / ' ( x ) un polynôme entier en x 
de degré 

jnp — 4 / n 4 o u Tn{p — 4 ) + 4• 

Cette proposition est une généralisation d 'un théo-
rème de Jacobi qu'on peut énoncer de la façon suivante : 

Si l'on considère V expression 

I V ' — V U ' 

y/AU^-t- i3lJV^-t- CUn^-t- DUV^-I-EV^ 

et (fuon déternnne les coefficients de U et V, de façon 
(pie le poly nôme sous le radioed, ait toutes ses racines 
doubles, saufquatrey l'expression peut s'écrire 

M y/X'*- -T- [j X'^ 4 - Y X - î - 0 

Cas particuliers : 
1" Toute racine double de aU o est racine 

Je U V ^ — \ U ' = o . 
Toute racine double de a U- -H 2 Z> UV -f- c \ - = o 

est racine de UV^ — VU^ = o si — ac est ^ o . 

OllELODES FORMILES GENERALES RELATIVES AIX INTÉGRALES 
DÉFINIES ET INDÉFINIES; 

FAR M . L . - A . M O N Y . 

J. Considérons une fonction c, vv̂ , . . .) de n 
quantités //, . . . qui varient simultanément en 
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satisfaisant aux relations(i) 

( I ) U ^ l ( z ) , 

OÙ - est une variable indépendante. Si Ton donne à 3 un 
accroissement dz.̂  w, . . . ont pour diiférentielles 
dii^ dv^ dw^ . . . , et l'on a 

d f i u . V. (P. .. .) = du -f- dv -H dw .. 
^ ' ' d u , dv dw 

Si l'on intègre entre les limites z^ et ẑ ^ et si l'on 
nomme û ^ . . . , et ¿¿3, w^̂  . . . , les valeurs 
correspondantes de w, . . . , on a 

I (C . , • . . ) — C l , (Cl, . . . ) 

en supposant que dans la l'onction ^ on a remplacé c, 

vv, . . . par leurs valeurs en fonction de u tirées des 

équations (i), que dans la ibnction ^ on a remplacé /¿, 

vv, . . . par leurs valeurs en fonction de v tirées des 
équations ( i) , . . . . Mais la valeur d'une inlégrale dé-
linie étant indépendante du nom donné à la variable (|ui 

se trouve sous le signe on peut remplacer, dans cba-

cune des fonctions — ? ? •••7 les variables u. au av aw 
vv, . . . , qui entrent alors isolément dans chacune d'elles, 
])ar une même variable x. On a ainsi une lelation 
entre n intégrales définies^ qui permet d'obtenir l 'une 
d'elles, lorsque l'on connait les zi — i autres. Les li-
mites û y Uo de l 'une des intégrales sont arbitraires, 
iiiais leur choix détermine celles des antres intégrales. 
La connaissance de n — i de ces intégrales sous i[orme • 
indélinie permet d'oblenir la /z'"'"* sous la même forme; 
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on ji'aura eu eiiet qu'à remplacer u^ par x dans la for-
mule (2), et celle formule douiu?ra 

L -4- dx du 

à Faîde des autres intégrales. 
Si les relations ( i ) sont 

ou simplement 

(3) r = o ( u ) , w = . . , , 

ce qui revient à prendre u comme variable indépen-
dante, la relation (o) devient (4) , en désignant par Ï̂ï la 
fonction inverse de o, ^F la fonction inverse de A, . . . : 

f V'2, ÎC.2, ...)—/( Zii, Cl, (i^i, ...) 

(A) 

, 'I'liZ-ll 

Cette formule (4) est notre formule fondamentale; 
en choisissant convenablement les fonctions cp, »i, . . . , 
elle donne des théorèmes intéressants qui font l'objet de 
ce travail. 

11. Considérons en particulier le cas où il n'entre 
(pi(î deux quantités u et v dans la fonction /'. 

Posons d ' a b o r d u X ^ avec — 'f 
La formule (4) donne, en y remplaçant ïî, par a'i, 
parais, 
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])e la formule (5) on déduit ce tliéorème important : 

T H É O R È M E . — Si l'on connaît Vintégrale définie 
d'une fonction ç(^) entre certaines limites x^ et x^y 
on en déduit l'intégrale définie, entre les limites 
o[Xi) et ^(xg), de la fonction inverse 

Et aussi, en vertu d'une remarque faite plus haut, ce 
théorème encore plus utile : 

T H É O R Î I M E . — Si Von connaît Vintégrale indéfinie 
d'une fonction on en déduit immédiatement 
celle de la fonction inverse '^(x). 

On peut donner de la formule (5) une démonstration 
géométrique. 

Considérons la courbe représentée par l 'équation 
) en coordonnées rectangulaires. Soient X i ^ j t 
et Xo^js les coordonnées des points M^ et Mg de la 
courbe, Pj et Pg les pieds de leurs ordonnées et Qi et Q^ 
les pieds de leurs abscisses *, on a évidemment, si O est 
l'origine des coordonnées, 

surface M, P , O Q2 — surface M1 P^ 0 Qi 
= surface 1 P j P., M2 H- surface Mi Qi Q2 M. ; 

la relation ( 5 ) n'est que'la traduction analytique de cette 
égalité. 

Dans le cas particulier que nous examinons, la rela-
tion ( 2 ) prend la forme 

I vdu -i- I udç ; 
i/j 

supposons que la relation qui unit u à ç soit symétrique, 
on en tirera 

Il — o(ç), V = o(u): 

h\s fonctions et seronl les mêmes; nous aniojis 
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alois une relation (()) entre deux intégrales délinies w 
différantque par leurs limites. On en déduit immédiate-
ment la relation (7) entre des intégrales indéfinies; dé-
signant par ï{x) l'intégrale indélinie (x) dx, 

( 7 ) I (>• ) I [ o ( .r ) I nr .V cp ( .r ) -f- const. 

11 n'est pas nécessaire pour obtenir des relations ana-
logues à (6) et (7) que les fonctions cp et <ï> soient les 
mêmes, il suffit que, par des changements de variables^ 
des intégrations par parties ou par tout autre procédé, 

on puisse ï amener à une même forme J 's(x)dx et 

ces intégrales ne différant après cette ré-

duction que ])ar les limites entre lesquelles elles sont 

prises. 

111. Si l'on fait d'autres hypothèses sur la forme de la 
fonction J {iij /'), on obtiendra des formules de transfor-
mation analogues aux précédentes, et leur choix plus 
<m moins heureux donnera des résultats plus ou moins 
intéressants. 

Posons d'abord ) = avec v = la for-

mule ( 4) donne, en y remplaçant u^ par x^ et ii^ par Xô  
la formule 

l 8 ) = = / / — dx : oi.ro) oKx) xo 

et, pour les intégrales indéfinies, la formule 

•r _ .r, _ dx __ ^ 
^ ' o ( .r ) ~ cp ( .r J ) " , cp ( .r ) ^̂^ ^ 

mais la fornmle(8) peut être écrite sous la forme 

( 10 ) ' - r - / / (J,r\ 
''1 • «i» r ' , 
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les deux intégrales f - ^ ^ et f ^ - ^ ^ d r se ramènent 
J ' f i ^ ) J 

donc indifféremment l 'une à l 'autre. 
Posons encore y (w, v) = y'̂ it X V̂ î  avec = '^(u), on 

obtient une formule qui permet de ramener l'une à 

l'autre les deux intégrales j * ^ ^ ^ J ^ / 

Posons enfin u X l ^ v avec on 
obtient une formule qui permet de ramener l 'une à 

l'autre les deux intégralesJ^L[cp(.r ) ] i / . r et dx. 

On peut varier à l ' infini les hypothèses sur la forme 
de la fonction f \ ehacuné de ces hypothèses donnera 
naissance à des formules analogues aux précédentes. 

On peut aussi combiner entre eux ces divers procédés 
(le transformation, et transformer ainsi une intégrale 
(l'une infinité de manières. 

On peut enfin considérer des fonctions f de plus de 
deux variables, on obtient des relations analogues aux 
précédentes où entrent plus de deux in tégrales. 

IV. Revenons à la formule ( a ) qui nous a servi de 
point de départ. Dans le cas particulier d 'une fonction 
de deux variables on a 

I C 2 ) — / ( W i , C , ) 

Supposons que la relation qui unit à u soit v = u \ 
en remplaçant dans( i i) /¿o et iA, par Xo, w, et par x , , 
il vient 
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Donc, si une fonction de la variable x peut être consi-

dcrce comme la dérivée partielle par rapport à u d'une 
fonction connue f{u, lorsqu'on fait dans cette dé-
rivée partielle u = = x , on obtiendra immédiate-
ment l'intégrale indéfinie ou définie entre certaines 
limites de la différentielle formée par cette fonction 
multipliée par c/j?, si l'on connaît l'intégrale indéfinie 
ou l'intégrale définie entre les memes limites de la diffé-
rentielle partielle de f ( n , par rapport à l'on fait 
après la differentiation IL = v = x. 

Ce théorème donne un mode de transformation plus 
général que celui de l'intégration par parties, qu'il 
comprend d'ailleurs dans le cas particulier où 

f ( u, ç)=r^(u)X 

Lorsqu'on aura à chercher l'expression d'une inté-

grale il faudra remplacer dans la fonction o 

la hîttre x , soit par ¿/, soit par p', de telle façon que la 
fonction que l'on substituera ainsi à '^(x) puisse être 
considérée comme la dérivée partielle par rapport à u 
d'une fonction connue dont la différentielle partielle 
par rapport à où l'on fera IL = V = X.^ sera facile à 
intégrer. 

Les considérations qui précèdent s'étendent facile-
ment à des fonctions de plus de deux variables 

/ { I I , c , (C, . . . ) . 

On arrive à cette conclusion : 
Pour intégrer une différentielle cp (¿r)i/.r, on peut y 

remplacer la lettre x convenablement par les lettres w, 
//, w, de telle sorte que cette différentielle soit, 
après cette substitution, la différentielle partielle par 
rapport à u d'une fonction connue dont les autres diffé-
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reiilieJles paitielles relatives à w , s o i e n t , lorsqu'on 
y l'ait í¿ = = = , . . = X, faciles à intégrer. 

SIR L'ENVELOPPE DES DROITES OlI COUPENT DEIX CERCLES 
IIARMONIQIEMENT; 

PAR M. II. PIGQUET. 

J'ai démontré dans ma Géométrie anaLytique{^. 5o8), 
comme conséquence de propriétés des invariants com-
muns à deux coniques, que f enveloppe des droites qui 
coupent deux cercles harmoniquement est une conique 
ayant pour fojers les centres des deux cercles et tan-
gente aux tangentes ci ces cercles en leurs points d'in-
tersection. En voici une autre démonstration qui n'a 
peut-être pas été remarquée. 

Soient O et O' les centres des deux cercles, Il et IV 
leurs rayons, A et B leurs points d'intersection supposés 
réels : d'après la définition de la conique en question, 
le cercle O'̂ , lieu des projections des foyers sur les tan-
gentes, passe par les points A et B. Cela posé, soient 
a et [3 les points d'intersection d'une tangente quel-
conque de cette conique avec le cercle O, soient y et o 
ses points d'intersection avec le cercle O'. Projetons le 
point O en C sur cette droite; C est le milieu de aj^ et 
a[)partient au cercle O^̂  On a donc 

ou 

ou 
C a = G7.C0. c. 0. F. I), 
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/V. B. — Celle dénionstration ne préjuge rien sur la 

réalité des points a, o; elle prouve que, quoi qu'il 
arrive, ils sont conjugués harmoniques. Mais on sait 
qu'alors, si deux points conjugués sont imaginaires con-
jugués, les deux autres sont nécessairement réels : il 
suit de là qu'un des deux couples yo est toujours 
réel. 

Si les points d'intersection A et B des deux cercles 
étaient imaginaires, il est clair qu'aucune droite réelle 
ne pourrait rencontrer les deux cercles en quatre points 
harmoniques. 

SIÎR Wm IDENTITÉ ALGEBRIOIE; 
l^\R M. WEILL. 

Je me propose de trouver quatre polynômes entiers 
satisfaisant à l'identité 

X ^ Y - r - V 2 Z - f - Z n ^ U2X = o. 

En posant 
Y = XX, Z:=[JlX, l ) = p X , 

on a 
A -f- JJ. -4- p -f- p2 — o ; 

d'où 

et 
IJ.3 L u « — U L ( K 2 — L 2 p i . ^ ' 2 {i. 

On peut écrire la dernière équation sous la forme 

| J L « — 1 / - : = K 2 — I ). 
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On satisfera à cette relation si l'on prend 

K -f- I (x̂  — L = [Xh( K — I ), [x̂  z=z —J— , 

(J'où 
_ 2 [ x ^ h H - IX h ^ — I J _ [ x ^ — ¡x'^ h - 2 ¡JLII 

A ces valeurs correspondent, pour p et A, les valenrs 

h—h^ix^ „ —h—\x^ 
P — 

| J . ( IJL / r - ^ 1 ) ' (X / / - ^ I 

Si l 'on associe une des valeurs de p avec une des va-
leurs de A, successivement, on obtient quatre systèmes 
de solutions. Considérons le système p', A'. 

Il donne 

d'où 

X X -f- A2 Z 
On peut poser 

X / , : I _ Z P ( X 

/i2Z2Pr= HX, 

et l'on a successivement 

Z ( P A 2 + P), 

X ^ Q(PA2-4-i), 
Z = Q ( A 3 _ P ) , 

/¿2 Q2 ( /¿3 _ p )2 p KO ( P | ), 

Q = S ( P A 2 - m ), 

Y - Z L ™ _ — — / ¿ 2 Z - f - S A P C / / - ^ — P J _ ^̂ ^ _ _ ; 

d'où, en remplaçant X et Z pai- leurs valeurs, 

S = P ) . 
Ann. de Maihéntat s^rio, t. IV. (Avril i885.) l3 
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Ou peut faire, d'ailleurs, i, et l'on obtient les 

formules suivantes : 

u — P)(P3/l-V- 3 P 7̂2 — i). 

Si Ton n^mplaee X,Y, Z, U par leurs valeurs dans 
l'identité proposée, on obtient 

L'identité (A) va nous donner des résultats relatifs à 
certaines équations indéterminées; et d'abord, elle 
donne une infinité de solutions, avec un paramètre arbi-
traire A, de l'équation 

ax^ -1-/3 — (x -f. a» 
Ce sont 

x = \ ~ a^, 
y I , 

^ —X3a-4-3Xa2— 

De même, l'équation 

aduK^t comme solutions 

X —\a — 
r = 1 -F 
^ = = X 3 a 3 - + - 3 X a f i — I . 

Dans l'identité (A) posons P = aA^ et disposons de a 
de manière que la fonction 

soit carré parfait; on trouve a = i, solution illusoire, et 
a = on en déduit, après quelques transformations et 
en posant 7/^= r:, l'identité fort simple 
{ H ) ( ^ -h i — 27 — ( T ( ; _ 8 
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De cette identité, résulte une solution d'une classe 

d'équations indéterminées ; a et m étant deux entiers 
quelconques, l'équation 

a pour solution 

- — a^m^ 8. 
L'équation 

a^ x- -4- — (H- «3/«+! ) 

admet cooime solution 

r = 4-1-
- — azm^i __ H. 

Enfin l'équation 

a x^ r- = ([-+- ) -2 

admet comme solution 

y — 4-1-
- = a^m+2 _ 

L'identité (B) se généralise en remplaçant ^ p^i" ^ 
donne 

( C ) (z -f- 4 O-"̂  — tẐ - — St) \ 

Elle fournit une solution de nouvelles équations indé-
terminées, que l'on forme aisément, et qui sont 

;r3-h j 3 _ 

.r^-r- hy"^ H-
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Reprenons l'élude du système p', // et la valeur 

On peut poser 

Z = RX, 
A2Z2R S(X-^ /?2Z). 

En développant les calculs, on arrive à une solution 
très simple du problème et qui est donnée par les for-
mules 

X P(l ^ PA2), 
Y 

Z = P2(n- PA2), 
u =hP(i~hP^). Le système p', Y donne la solution 

V A 
Z =(P/i2_4-ï)(/i3_- P), 

Le système donne la solution 

Î X : = I - A 2 Z , 
(IV) < V '^h^Z- h-mh^-^i), 

Toutes ces formules, dans lesquelles P et h sont des 
quantités quelconques, peuvent se généraliser en rem-
plaçant P et h par ^ et et supprimant ensuite le dé-
nominateur commun: il ne restera plus qu'à remplacer 
A, B, r.,1) par des polynômes entiers par rapport à des 
variables (piekonques, pour avoir des systèmes de solu-
tions comportant une très grande indétermination; de 
là on pourra tirer nn nombre indéfini de nouvelles iden-
tités algébriques. 
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SIR OUELOUES ÉOUATIONS INDÉTERMINÉES; 

PAR M. WEILL. 

I. Soit réquation 

dans laquelle a, h et p sont des entiers donnés quel-
conques. Posons 

nous pourrons poser 

et prendre 

y = C'^p^i lû-PaPt — lû-p-'i'ap-^bt'^-^ 

On a ainsi un système de solutions, avec deux entiers 
arbitraires u et i, de l'équation proposée qui présente 
une grande généralité. 

II. Soit l'équation 

.r2 -1- by"^ — 

m étant un entier quelconque. 
Posons 

nous pourrons poser 

X -hj i/b 
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et prendre 

et l'on a un système de solutions, avec deux entiers arbi-
traires u et i, de Fèquation. 

111. Soit l'équation 

A et j\ étant deux entiers positifs donnés. 
On a 

Posons 
( uisJ'A H- i ) ( uisjA — t ). 

d'où 

X = A «2-h = { u t )2. 

(Considérons 

^2 -+-72 / À = ( j i y/Â -- .r, ( v /Â-

On voit que, si l'on connaît une solution entière u, t 
de l'équation 

on en déduira une solution entière j}̂  de l'équation 

Aj2:::3 N2, 

puis une solution entière Xt^j^i de Péquation 

puis une solution j 2 de l'équation 

xi — 
et ainsi de suite. 
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Ell particulier, nos formules donnent une suite de so-

lulionsde Téquation 

quand on connaît une première solution ; soient x = a, 
J =z cette solution ; p étant un entier quelconque, les 
valeurs OLp̂ p̂p̂  données par l'égalité 

a,,-h?;. v /A=(a + p 

formeront une solution; et les valeurs N^a^ et 

formeront une solution de l'équation 

On connaît l'application des fractions continues à 
l'équation 

A j 2 = J. 

IV. Soient des quantités successives , 
liées par la relation récurrente 

Posons 

d'où 

et 

a2—Aí¿2=:I, 
ai — — i, 

«1 -+-71 / a = ( w/ÂH-

+ 7 2 / A ==(ai-i-7j/A)2, 

a.2 = af -H AJK5 — ia\ — i 

En posant 

on aura 

= ( A GI a2 ( A 1̂2 . . . ^ 
= — i V » - - ! -h 
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On peut rapproclier cette formule de celle qui doiiue 

le développement de cosmo en fonction de sincp et 
coscp, tiré de la i'ormule de Moivre dans le cas particu-
lier où m est une puissance de 2 ; mais le procédé actuel 
pour trouver la valeur de ap est alï'ranclii de la considé-
ration des imaginaires. On trouve, en développant, 

'2/71 . ,̂ ^ '2 m ( 'X m — 3 ) , 
7. dp --- ( '2 a )- y ( 2 a Y {'2a f-

'2 m ( '2 tu — \ ) ( '2 m •)) ^ 
1.2.3 

'2 m ( '2 m — 5 ) ( 2 m — () ) ( 2 m — 7 ) 

1 . 2 . 3 . 4 ' 
(2a)2 

V. En remplaçant, dans la loi de récurrence indi-
quée, â î ' . . par Aa ,̂ + -h ¡B, on voit 
(pu^ l'équation aux différencias finies 

peut s'intégrer au moyen du développement de cos/// cp 
en fonction de coscp, quand on a la relation 

2 A 

(Considérons encore des quantités a^, . . . , liées 
par la formule de récurrence 

ap — 4 al 1 — 3 Up-x ' 

Si a, est moindre que i , on pourra poser 
r/, r= coscp. 
a-i r=r- COS 3 cp. 
a-,̂  — cos3-o, 

donc, dans ce cas, ap s'obtiendra en fonction de a^ par 
le développement connu de cos77¿cp; le résultat trouvé 
ainsi subsiste évidemment, même quand a^ est plus 
giand (pie 1, c'est-à-diie (pn'lcon([ue. 
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fjii posant 

ou voit que réquation 

B2—9A , , B3—36AB 

s 'intègre au moyen du développement de eosmcp en fone-
lion de eoscp. 

On peut continuer l'application de ce procédé. On 
gcnéialise les formules précédentes, en remplaçant 
'^{n) par une fonction rationnelle ou même irration-
nelle de en désignant par une fonction nou-
velle, et Ton arrive ainsi à former des équations aux 
dilférences finies que l'on intègre par le procédé in-
di(pié, et dont l'intégration directe présente des diffi-
cultés. 

APPLICATION Dii\ l'ROCÉBÉ PARTICILIEU A LA RECHERCHE 
DE L'IVTÉGRALE 

dz A 
PAR M. J.-B. V0ME\ . 

Je clierclie j j ^ ^ ^^^J^Xy ' ^^^ iutégrant par rapport 

a a, j'obtiens successivement 

L'intégration en ^ est alors facile, car on a successive-
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ment 

/ ' J I O / M i K i 

-a2 

1 1 := a arc lan<i h const. ; 

donc on a 

a ¿/̂  <ia / ' r 'X dz d y. 1 I 
/ / 7 > ^ . — a arc tan^ h const 

En dérivant par rapport à a, il vieirt 

• ' / ( T 
at/^ 1 = — arc tan^ ha -H const. [ -h CLZ _ I 

En faisant a = i , il vient 

r dz 
- f r -J ( ï -

— = - arelan- - + 

= ^ H-const.-f-arc lanera 

et li; problème d'intégration est résolu. 

iiÉ\ÉRUJSATION ïïm TI1É0UÉ1IE D'ALGÈBRE; 
PAR X. ANTOMARI, 

l'rolVsseur de Malliémaliques spéciales au lycée de tiennes. 

Etant donnés deux polynômes entiers en x et premiers 
enti e eux, Û ,̂  et V,̂ , de degrés respectifs m et n, on dé-
montre dans la théorie du plus grand commun diviseur 
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algébrique qu'il existe deux polynômes entiers en .r, X 
et Y, tels que l'on ait identiquement 

Nous allons démontrer qu'il existe deux polynômes 
entiers en x , X et Y, tels que l'on ait plus généralement 
l'identité 

( '2 ) = f ( x \ 

dans laquelle f { x ) est un polynôme entier en x de de-
gré 711 n — I au plus, mais non identiquement nul. 

Soient, en effet, 

= â x f̂̂  -f- -h. . .4- «m, 
V,, b^x^^ -+- -I- . . . M-

Par hypothèse, l 'un, aumoins,des coefficients Co, , . . . , 
'̂st différent de zéro. 

Posons 

Y ¡BO^^'^'-'-V- . .-T-

puis identifions l'expression avec J\x). 
Nous obtenons ainsi, pour déterminer m n indéter-
minées, ao, a^, . . . , ¡iii, les 
ni -{- n équations linéaires et non homogènes 

ûiai-f-rtna^ - T - 6 2 1 ^ 0 - 1 - = C2, 

Remarquons que, dans ces équations, le déterminant 
des inconnues est le résultant des deux équations U ffi — o, 

o, qui n'ont aucune racine commune par hypo-
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llièse. 11 en résiille que ces équations sont vérifiées par 
un système unique de valeurs des inconnues. Ces in-
connues ne sont d'ailleurs pas toutes nulles, puisque 
l 'une, au moins, des quantités Cq, Co, . . . n'est pas 
nulle. 11 résulte de là que, pour un polynôme donné 
/ ( x ) , il existe un couple unique de polynômes X et Y, 
vérifiant l'identité (2). 

(Jhservaiion, — L e résultat qui précède peut servir : 
A établir simplement l'identité 

(jue l'on rencontre dans la décomposition des fractions 
rationnelles-, 

T!" A calculer les coefficients dans la décomposition 
des fractions rationnelles en fractions simples, notam-
ment dans le cas des racines imaginaires. 

JN'OUS nous contentons de signaler ces deux applica-
tions 

s m LE COEFFICIENT DE STABILITE DES MASSIFS 
( E x t r a i t s d ' u n e l e t t r e à M. D e s c h a m p s ) ; 

PAR M. E. CESARO. 

— Soit P la résultante des forces extérieures, qui 
agissent sur un massif de poids Q, reposant sur un plan 
horizontal. Considérons la section faite dans le massif 
par le plan PQ. Soient respectivement {fig. i) O, V, T 
les points où le plan de base est rencontré par les forces 
Q. P e t par leur résultante. Soit, enfin, A le pied exté-
rieur du massif, autour duquel on suppose que celui-ci 
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t(;ii(l à tourner, sous l 'action de P. Posons 

Fie:. I. 

ÎI--.' H 

r^ // ' ! 

- t 

> / i \ 
^^T/T ] .4' 

--^Js 
I 

On sait que le coefficient de stabilité s 'exprime par 
moment de «t/nhilitô 

moment de reiiversemi'jil X.r — x) sin i 
- Q 
~ A — I p sin i 

Or les triangles semblables UOT, USTl donnent 

Q -h P sin i À X tnne: / 

d'où 

Conséquemment 

(D 

P cos i, 

Q 
p sint f) 

. . . . La formule (i) peut être écrite ainsi 

^ OA.VT ^ ( 0 T - i - T A ) ( ; V A - 4 - A T ) _ ^ _ OV.AT 
OT.VA OT.VA OT.AV 

11 en résulte que Vexcès du coefficient de stabilité 
^^ur Vunité est égal au rapport anliarnionique des 
points O, T , A, \ . Cette conclusion est très importante. 
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Elle est le point de départ d'une série de constructions, 
ayant pour but de rechercher graphiquement l'épaisseur 
à donner à la base d'un massif, et d'éviter ainsi l'emploi 
gênant d'une équation de second degré— 

— Toute ponctuelle de quatre éléments, telle que 
OTAV ( fig. 2), représente donc un certain massif. Or 
on sait 

Fig. 9.. 

4" A T" T 0" 0 

que deux ponctuelles projectives ont meme rappmt 
anharmonique, et, réciproquement, deux ponctuelles à 
rapports anharmoniques égaux sont toujours projec-
tives, c'est-à-dire que l'on peut les déduire l 'une de 
l 'autre par une série d'opérations projectives. Il en ré-
sulte que, si, d'un centre quelconque, tel que U, on 
projette, sur la droite o', la ponctuelle OTAV; puis, 
du centre U', sur la droite G, la ponctuelle obtenue 
( y V A ' \ \ euO'^r^V^V. etc., toutes ces ponctuelles re-
présentent des massifs différents, mais possédant tous le 
même degré de stabilité. Réciproquement, si l 'on consi-
dère, sur le terrain, les ponctuelles représentatives d'une 
suite de massifs, oifrant tous le même degré de stabilité, 
deux quelconques de ces ponctuelles sont projectives. 

— Aussitôt que mes occupations me le p e r m e t t r o n t , je 
vous montrerai comment on peut, d'une manière simple, 
utiliser les propriétés géométriques, dont je viens de 
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faire un rappel rapide, pour le tracé graphique des di-
mensions d'un massif. Le problème est un peu plus 
compliqué qu'on ne le croirait au premier abord, et, 
bien qu'il admette une solution générale, celle-ci ne se 
présente sous une forme susceptible d'application pra-
tique, que si l 'on a affaire à des massifs simples, tels que 
murs droitSj à section verticale rectangulaire, trapé-
zoïdale, etc. Quoi qu'il m soit, on peut toujours ra-
mener le cas général à celui où le massif est soumis à un 
eifort horizontal.. . . 

Dans la pratique, on fait varier N de i ,5 à o.. La 
valeur pratique maxima du coefficient de stabilité cor-
respond à une particularité géométrique intéressante. 
En effet, on reconnait immédiatcîment q u e p o n c t u e l l e 
représentative d'un massif, dont le coefficient de stabi-
lité est égal Cl 2, est une forme liarmoniijue. D(; cette 
propriété résultent, pour le cas de N = 2, de grandes 
simplifications dans les opérations graphiques. On peut 
observer que, si H est la projection de T sur l ] \ \ les 
angles OHT, AHT sont égaux. En outre, M élant le mi-
lieu de OA, on a 

M T . M V = : MA2; . . . . 

.... La ponctuelle OTAV étant projetée, du centre U, 
sur la verticale PR, le rapport anharmonique se réduit 

au simple r a p p o r t ^ , - On a donc PR = N.PR' . Réci-
proquement, si l'on démontrait directement la dernière 
égalité, on aurait, en projetant du centre U, une dé-
monstration simple de tout ce qui précède. Or, écrire la 
condition d'équilibre stable, en prenant un coefiicient 
de stabilité IN, revient à écrire la condition à'éf/uilibre 
strict, en ne comptant, pour la stabilité, que sur 
la pgpî ig poids du massif, c'est-à-dire en sup-
posant que l'on ait affaire à un poids Q' = ^ . Puîsqne, 
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dans cette hypothèse, l'équilibre serait .çi/ ici^ la résul-
tante des forces P, Q' doit passer par A. On a donc bien 

PÌV __ JjQ' ^ I 
Î>K ~ UQ ~ N' 

. . . . A cause de 'a formule (i) montre que 

Si l'on voulait s'astreindre à faire tomber le 

point d'application de la résultante totale à l ' intérieur 
du nojau central de la base du massif, on devrait 
adopter, pour N, des valeurs trop élevées. Ainsi, dans 
le cas d'une section horizontale rectangidaire, ondevi'ait 
prendre N ^ 3 : l'application du principe du noyau 
central conduit donc à des conséquences trop rigou-
reuses. Aussi j)eut-on affirmer que, dans la pratique, 
ce priticipe est toujours violé. En effet, à cause de 
on a B ^ En prenant 0 = on est toujours assuré 
de la stabilité du massif; car la formide (1) devient 

AO 
^ XV-

I»IIBLICAT10NS RÉCENTES. 

CTÉOMÉTRIE D E S C R I P T I V E pour l'Enseignement secon-
daire spécial, conforme au programme du 28 juillet 1882, 
par M. Ernest Lehon, agrégé de l'Université, professeur 
de Mathématiques au lycée Charlemagne. volume 
(4'' édition), 3'' année, prix : ; IP volume édition), 

et année, prix : 5o. Delalain, 56, rue des Écoles, 
Paris. 

Cet Ouvrage, qui est un résumé du Traité de Géo-
métrie descriptive pour rEnseigncment classique, par 
le même Auteur, convient aux candidats au baccalauréat 
ès sciences et à l'École navale. 
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SliU l \ E GÉ\ÉIl \LISATIO\ »ES PROPRIÉTÉS RELATIVES 
Al] CERCLE DE RROCARD ET AL POIXT DE LEMOINE; 

PAR M. ÉMILE L E M O I N E , 

Ancien é lève de l ' K r o l e Po ly lcc l in ique . 

vi J . — I M . Brocard a étudié le premier les propriétés 
de deux points remarquables (o et (o'du plan d'un tri-
angle et d'un cercle lié avec eux. Il définit ainsi [Nou-
velles Annales de Mathématiques, question H 6 6 , * 
tome XIV, 1875) 0) et tô  : o) est le point tel que les 
angles (o AC, (oBA, coCB soient égaux ; iù' est le point tel 
(pieles angles o/AB, oVBC, o/CA soient égaux. La ques-
tion a été développée par le même géomètre dans la 
Nouvelle Correspondance, tome III, aux Con-
gres d'Alger et de Kouen, 1881 et i883, dans Mathe-
sis, etc., et aussi par de nombreux travaux de géomètres 
(Urangers. M. Brocard avait appelé d'abord ces points les 
points segmentaires, mais le nom de points de Brocard 
a justement prévalu. 

En 18-3 au Congrès de Lyon, et dans les Nouvelles 
Anncdes de Mathématiques, p. 364, 1873, (;t en 1874 
au Congrès de Lille, je me suis occupé d'un point remar-
quable que j'avais appelé centre des médianes antipa-
rcdlèles et que je définissais ainsi : Le point où concou-
rent les droites qui, partant des sommets d'un triangle, 
divisent en deux parties égales la partie de l'antiparal-
lèle au côté opposé qui est comprise entre les deux 
autres côtés. Depuis ce temps, de très nombreux travaux 
ont paru sur le même sujet tant en France qu'en Angle-
terre, en Allemagne et en Belgique. 

Il était curieux que, dans l'étude relative aux points 
Ann. dv Mnthémnt., sér ie , t. IV. (Mai 188').) l 4 
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de Brocard^ ou reiicoiUràL à chaque inslaul le ce/z^re des 
médianes antiparallèles et réciproquemenl ; ce qui suit 
mettra bien en lumière la raison de cette liaison intime. 

Dans la généralisation que nous allons faire, nous ÎÎC 
pouvons conserver le nom de centre des médianes ajiti-
parallèlesn'aurait plus aucun sens; nous adopterons 
le nom de point de Lemoine, que MM. iNeuberg, Bro-
card, de Longchamps, etc., nous font l 'honneur d'em-
ployer. 

1. Soient K un point du plan du triangle de référence 
ABC ; o:*, , ::: les coordonnées homogènes de K ; soient a, 

y les points on AK, BK, CK coupent BC, AC, AB. Je 
pars de a en suivant sur le périmètre du triangle le 
sens ABC et j'appelle fx' l'intersection du côté CA qui, 
dans le sens ABC, suit BC, avec la parallèle menée 
par a au troisième côté AB; je fais la construction ana-
logue, en marchant dans le même sens, pour les points 
[3 et y ; j'obtiens ainsi V sur AB et V sur BC. Il est évi-
dent que les droites A)/, Ba', Cv' se coupent en un 
même point (o^ 

Les coordonnées de o)̂  sont 

czx, axy, hyz. 

Je pars de a en suivant sur le périmètre du triangU» 
le sens CBA et j'appelle v l'intersection du côté BA qui, 
dans le sens CBA, suitCB, avec la parallèle menée par a 
au troisième côté AC; je fais la construction analogue, 
en marchant toujours dans le sens CBA, pour les points 
y et p, et j'obtiens ainsi ¡J. sur AC et A sur BC. 

Il est évident que les droites A l , Bui, Cv se coupent 
en un même point co. 

Les coordonnées de (o sont 

l>xx. czy. axz. 
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Pour bien distinguer Fun de Tautre Jes points to et to' 

nous dirons que o/ est le point direct par rapport au 
point K et que to est le point rétrograde. 

Si nous prenons pour point K le point de Lenioine 
proprement dit, point qui a pour coordonnées 

a , c, 

Jes points 0) et to' sont les points de Brocard. 

2. Si l'on prend un point R^ à l ' intérieur d'un 
triangle A'B^C, on peut toujours supposer que A 'B 'C 
est la projection dUin triangle ABC, tel que le pointY^^ 
dont K^ est la projection, soit le point de Lenioine 
(centre des médianes antiparallèles) de ABC. En effet, 
si ^ 'sont les coordonnées de K' (A'BX^ étant le 
iriangle de référence), la conique 

x' ¡jy y o 

est une ellipse. 
Or cette ellipse est telle que ses tangentes en A', B\ 

C forment un triangle homologique à A^B'C, R ' étant 
le centre d'homologie. 

Cette ellipse peut toujours être regardée comme la 
projection d'un cercle qui est alors le cercle circonscrit 
à ABC et où R est le point de Lemoine, d'après une pro-
priété connue. Ce théorème fait voir que toutes les pro-
priétés projectives des points de Brocard et de Lemoine 
s'appliquent au groupe général des trois points R, OJ, 

formé d 'un point quelconque R , de son point direct 
et de son point rétrograde (o, et réciproquement. 
Si R' est extérieur au triangle A^B^C, il peut être 

r egardé comme la projection d'un point R associé [voir 
la Note du § IV) du point de Lemoine dans le triangle 
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ABC et les propriétés respectives des points K, (o, to' ne 
sont pas modifiées. 

Nous allons donner dans ce qui suit les principales 
propriétés des points K, OJ, W' et les expressions très 
remarquables qui représentent les droites, les coni-
ques, etc., liées au groupe K, co, co'; comme cas parti-
culier, en prenant pour K le point de Lemoine, nous 
aurons ce qui se rapporte aux points de Brocard. 

Dans tout le Mémoire, nous poserons, pour abréger, 

(72 y zJ)c — A, — zxc.d — H, C^ Z-— TY al) — G. 

L'équation de coco' est 

A B ,, G 
( I ) - a - ^ H Y rr-. o. 

T y z ' 

i . L'équation de la conique coco'ABC est 

A ^ B G ,, 

Lorsque K est le point dont les coordonnées sont 

c- h- — a'^ a- c^ — h'* <7/2 — ĉ  

l'équation (2) représente le cercle circonscrit au trian-
gle ABC. 

Lorsque K est sur l 'une des trois ellipses qui sont 
tangentes à deux côtés d 'un triangle aux extrémités du 
troisième et c]ui passent par le centre de gravité, ellipses 
dont les équations sont 

a - a2— bc PY — o 
sur 

a- a^ — bc ^Y = 

par exemple, la conique que représente l'équation ) 
se décompose en deux droitc^s doTit l 'nne est le côté BC 
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du triangle, l 'autre est la droite A co ou A co', car les 
trois points A, co, co'sont alors en ligne droite. 

Lorscj[ue K est sur la coniquè dont l'équation est 

a cos A ( a2 a2 — bc ¡37 ) 4- ò cos B ( b'^ '^y^ ~ ca-(x) 
--h c C O S G ( C 2 Y 2 _ - o , 

et qui passe aussi par le centre de gravité E de ABC, la 
conicjue représentée par l'équation (2) est une hyper-
bole équilatère. 

Le centre de la conique représentée par l'équation (2] 
a pour coordonnées 

A ( B ^ G - A ) B ( A - i - G - B ) C ( A ^ B — G ) y , . 
a b c 

§ U. — 1. Si Ai, Bi, Ci sont les intersections respec-
tivement de Bcô  avec Cco, de Co/ avec A co, de A co' 
avecBw; si A',, B'̂ , C'̂  sont les intersections respecti-
vement de Co)' avec BOJ, de Aoj' avec Cco, de BOJ' 
avec A co, on aura 

. Coordonnées des points. 
Points. __— Il 

Al bcx, c^z, b-y, 
Bj cajK, a'^x, 
Gi b-y, a-T, abz, 
Aj bcyz, (^by^, acz', 
Bj ... abx'^ cazx, cbz'^, 
Gj acx-, cby'^^ abzy, 

ál. Les triangles ABC, A^BiCi sont homologicpes et 
le centre D d'homologie a pour coordonnées 

I i I 

l'axe d'homologie G a pour équation 

í^BG X -j- ¿^AC 3 -i- cAB Y o. 
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Les équations de B̂  C,, A^ C, , A^ B̂  sont 

a A a - f - ^ C f i - T - o, .... 

Reitiarque. — Soit H le point où CD' coupe AB, 

I I A _ ax 

3. Les triangles ABC, AB' , C'̂  sont liomologiques et 
le centre D' d'iioinologie a pour coordonnées 

ax'^, by''-, cz^. 

L'axe d'Iiomologie est G^ BiC^ et B'̂  C'̂  se coupent 
donc sur BC. 

Les équations de B', C'^, A', C'^, A ̂  B'̂  sont 

bcyz A a -î- ha x^ C 3 -h ac ¿p̂  B y = o, . . . . 

Remarque. — Soit If le point où CD' coupe AB, 

n'A i iB 
H'B " ' ^ 

l . Il résulte de ce qui précède que, si deux points 
(.r, 7, z)^ (.r', ) z') ont entre leurs coordonnées la re-
lation 

a'^ X- x' = b'^y-y' — c^ z'^ z\ 

le point D' correspondant à x , j , ^ coïncidera avec le 
point D correspondant à x ' , z'. 

Ainsi, par exemple, le point D' correspondant au point 
¿ifn-i ^̂ m-i coïncidera avec le point D correspon-
dant au point - ¡ ^ ^ 

5. La conique Aj B, C, coco' a pour écjuation 

( •> I ayz a- bxz'i- c xy Y- — a x- 3 y 
— by- »Y — a [j — u. 
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elle passe par poijiL K 

y, 
et par le point Oŷ  

— y{ax--v-cz — by), z { b y a x c z ) . 

C'est la conique des sept points correspondant à K. 
Si K est le pointde Lenioine, elle devient le cercle de 

Brocard et elle n'est un cercle que dans ce seul cas. 
Remarque. — L'équation (3) reste la même si Ton 

change a en x , ¡^en j , yen et réciproquement; donc, 
si l'on prend un point quelconque B de la conique des 
sept points correspondant à un point K, la conique 
des sept points correspondant à B passera en K. 

Laconique des sept points est une hyperbole équila-
tère lorsque K est sur la droite 

a cos A -4- cos B — y cos G —- o, 

qui est l'axe d'homologie du triangle ABC et du triangle 
i'ornié par les pieds des hauteurs. 

C'est une parabole si K est sur l'ellipse maxima in-
scri te dans ABC. 

Une ellipse si K est à l'intérieur de cette ellipse. 
Une hyperbole si K est à l'extérieur de cette ellipse. 
Une droite si K s'éloigne à l'iniini, et cette droite 

i'tiveloppe l'ellipse maxima inscrite dans le triangle. 

6. La conique qui passe par les cinq points A^, B'̂ , 
C,, (0, (.)' a pour équation 
, , li abc ( ayz a- b xz'i - -r- c xy ) — h'^ c - r .g 3 y 
^ f — a - c- xz ay — a^- b'^ xy a3 — o, 

c 'lie passe aussi par le centre de gravité de ABC. 

S; 111. — On a facilement la démonstration des théo-
rèmes suivants : 

1. Si par D on me ne des parcdlclcs aux trois côtc> 
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du Lriíuigle Les longueurs que deux de ces paral-
lèles intercepLent sur le troisiènie côté, respectivenieni 

sur BC, AC, AB, sont proportionnelles ci - ? X y ^ 

2. Si par D' on mène des parallèles aux trois côtés 
du triangle ABC, les longueurs que deux de ces paral-
lèles interceptent sur le troisième^ respectivement- sur 
BC, AC, AB, sont proportionnelles à Ir^j'y 

3. En faisant les mêmes constructions pour co', les 
longueurs interceptées sur BC, AC, AB .̂ o/z/. proportion-
nelles ¿I ^ ? — ? c est-iï-dii'e inversement prouor-t)y c z a X ' ' 
tionnelles aux coordonnées du point F (voir § VJll). 

4. En faisant les mêmes consti'actions pour co, les 
longueurs interceptées sur BC, AC, AB sont propor-
tionnelles à—, , ? cest-ci-dire inversement pro-cz ax l)y ^ 
portionnelles aux coordonnées du point H (voir § Vlll). 

o. Si peu' co on mène des parallèles a AC et ci AB 
(pli interceptent sur BC une longueur L : si par co' on 
mène des ixirallèles ci AC et ci AB qui interceptent sur 
BC une longueur 17; on aura 

L by 
I? ^ J l ' 

et une série de relations analogues en considérant les o 
cintiparallèles aux côtés au lieu des parallèles^ les 
longueurs interceptées sur les parallèles ou sur les anti-
parallèles par les côtés, etc. 

(). Par co menons une parallèle ci AC cpii coupe CB 
en l. et A}^ en Z 
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Par OJ menons une parallèle ci BA qui coupe AC en i)l) 

et BC en doi. 
Par OJ menons une parallèle a CB qui coupe BA en C 

et C A en ill),. 
Par iù'menons une parallèle h AB qui coupe BC en al/ 

et CA en . 
Par oj' menons une parallèle à BC qui coupe CA en\S\) 
AB en . 
Par tô' menons une parallèle à CA qui coupe AB en Z' 

et BC en a / , . 
On a les relations 

y X toM,' " X = JP X w' G', 
yab- X — .g bc'^ x w'ilbj = xca'^ x 

^ ac'2 X co' al̂  — r ba- x to = y cb^ x tu 3, 
^ X to al'i = .r X Wllî i JK X w Gi-

7. Les droites KAi, KB,, KC, ont pour équations 

{by-^cz)y.— bx^ — c^y = o, 

donc elles sont parcdlèles CL BC, AC, respectivement, 
et Von peut dire que : 

Les parcdlèles menées par Aj, B,, Ci respectivement 
à BC, AC, AB se coupent au point K. 

ji IV. — 1. Soient p-, V ( voir § [ j les points où les 
droites A co, Bto, C (o eoupeiit respectivement BC, AC, AB. 

Soient };, ¡Ji', v' Jes points où les droites Aoj-, Boj', Cto' 
coupent respectivement I^C, AC, AB. 

On a 
br _ À G c z _ [xX a X VH 
a X AB bj' ¡xC c z TA 
ax rc by jx'A cz 7b 
c z X'B a X [X G v'A 

peut rem an juei cjue les points A 
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les cotés BC, GA, AB (lai)s le iiiènie rapport que les 
points v', divisent les cotés AB, BC, CA, et l'on a 

ax XC.)/G _ hj^ \xk.\j: A _ c^ vB.vB _ 
xb"./7B ~ jlc.tTc ~ vA.̂ TÂ "" 

11 est évident que les égalités pourraient être prises 
pour représenter les points co et to'; ils seraient alors 
déiinis par une permutation tournante des lettres Z?, 
Cj etc., au moyen du rapport des segments que les 
droites joignant ces points à un sommet déterminent sur 
le coté opposé; si donc on transforme par points asso-
ciés ( une iigure liée à w, w', la ligure transformée aura 
par rapport aux points associés de co et de 0/ des pro-
priétés tout à lait analogues à celles de la figure primi-
tive par rapport à OJ et oj'; seulement certains segments 
additifs seront devenus soustractifs ou réciproquement. 

Ainsi, par exemple, si nous faisons la translormation 
associée —X,} , aux points OJ', CO dont les coordon-
nées sont 

xzc, J'xa, ZV/K xyb, yz(\ zxa 

correspondent les points o)^, oj,̂  dont les coordonnées 
sont 

— XZ c, yx a, zy b, — xvb, y zc^ zxa. 

C ) Voir Congrès de Blois, Association française pour l'avance-
ment des Sciences. C o m m u n i c a t i o n de M. E . L e m o i n e s u r les p o i n t s 
a s soc ié s d u p lan d ' u n t r i a n g l e . 

Il s u f f i t , p o u r l ' i n t e l l i g e n c e de ce q u e n o u s d i s o n s i c i , de s a v o i r : 
i" (^u'à un p o i n t O d o n t les c o o r d o n n é e s s o n t a , ¡â, y c o r r e s p o n d e n t 

les a s soc iés O^, O^, O .̂ d o n t les c o o r d o n n é e s s o n t r e s p e c t i v e m e n t 

- a , 

!" Q u e si / ( a , y ) — o est l ' é q u a t i o n d ' u n e c o u r b e M, sa t r a n s -
>orniéc p a r po ints a s s o c i e s sera 

v) r:: O, .... 
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qui donnent lieu à une conique passant par les sept 
associés de to, oj', Ai, BÎ , C^, K, O^. 

AtOrt, Acô ^ coupent BC respectivement en A et en //. 
Bco«, Bw^ coupent C A respectivement aux conjugués 

liarmoniques de [X et de ¡JL' par rapport à A et à C. 
Ctôa^ Cw^ coupent AB respectivement aux conjugués 

liarmoniques de v et de v' par rapport à B et à A. 
A chaque point K correspondent donc quatre couples 

de points w, to'; quatre coniques, etc., qui jouissent de 
propriétés analogues. 

3. On voit facilement que, comme pour tous les 
groupes de quatre droites associées, les quatre droites 
toto', to^ t̂o ,̂ to^to^, coe forment trois à trois quatre 
triangles inscrits dans ABC, c'est-à-dire que trois quel-
conques d'entre elles forment un triangle inscrit dans 
ABC et homologique avec lui ; les quatre centres d'ho-
mologie de ces triangles et de ABC sont quatre points 
associés, celui de ABC et du triangle formé par 
(Oè to^, tô . oĵ  a pour coordonnées 

.r y z 
Â ' I J ' G ' • • • • 

A. Les droites et sont tangentes à la parabole 
qui touche CA en A et CB en B. Cette parabole a pour 
équation 

c2y2_ = o. 

§ V. — 1. Les triangles ABC, A I B Î C I , WCO'D ont 
même centre de gravité E. 

2. Si S est le milieu de ojto', les trois points D, E, S 
sont en ligne droite et l 'on a 

DE 2ES. 

Le milieu de BC, le milieu de B| C| et le point S sont 
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eu ligne droite, les coordonnées de S sont 

x{by-^cz), z { a x b y ) . 

3. Les droites AK, BK, CK coupent la conique (3) 
des sept points respectivement en Ao, Bg, Co. 

Ao a pour coordonnées 

T I I 

ayz ' ^ ( by c z - - ax 7 ( h y c z — ax) 

De même Bo, Co, etc. 

i . A, Ag a pour équation 

a%{zc — by)-^ b^{by — ax ) -t- c v ( a x — c z ) = o. 

De même B,Bo, C Î C O , etc. 
Ces trois droites passent par le centre de gravité E 

de ABC qui est ainsi le centre d'homologie des deux 
triangles A^BiCi, A2B0C0. 

L'axe d'homologie Go de ces deux triangles est la po-
laire de E par rapport à la conique des sept points ; G^ a 
pour équation 

aoL{by — cz)--\- b — ax)--^ c-{(ax — by)- = o. 

DOA a pour équation 

— ¿>7)(B -4-0+ b'^'^y{ax-~ cz){G --A ) 
— c--(z{by — ax){X ~ = o. 

O. Le milieu de B, Ci, le sommet A et le point S' qui a 
pour coordonnées 

a{by-^cz) b{cz-^ax} c{ax-^by) 

sont en ligne droite. 

(). D' est le pùlede coco' par rapport à la coni(]ue ) 
des sept ])oints. 
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7. Soient M, N, P les milieux de BC, AC, AB. 
MC2 a pour équation 

%{ax — c z) ?jb X — c X — 

la parallèle à MCg menée par B a pour équation 

a x ; Y - r = o; 

CCo a pour équation 

ar — == o. 

Donc CCo passe en K. 

8. Soit J^ le point ayant pour coordonnées 

X, y, — A ; 

est l'intersection avec CCo de la parallèle à MC2 momée 
par B. On voit que J^, K, C sont en ligne droite et qiui Co 
est le milieu do CJ^.. 

L'équation de la parallèle à AB menée par Ĵ . est 

aoiz b^jz i^((ax -+- b j ) ~ o. 

Cette droite coupe CP au point I,. 

r I I 
a z bz a x -h b y 

donc CI^ passe en E. 
L'équation de la conique qui passe par les cinq points 

A, B, C,L., 3c est 

( 5 ) X 3 Y y a Y - r - ^ a3 o ; 

son centre est OA. 
Cette conique passe évidemment aussi par les points 
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h/i hn hn ^b dont les coorcloiiiiées sont respective nie ni 

I T 
by -~('z bx ex 

I T I 

ay^ ax-^cz^ cy 

On a donc, pour cliac|ue point 7 , z)., la notion 
d 'une conique circonscrite à AI^C et qui passe par six 
autres points Lien déterminés. 

9. j N C o et AJ^ sont parallèles, ainsi que CoM et BJ .̂. 

10. C<,P, OA-, B , ,N ,OA ; Ai,]Vi, OA forment trois 
groupes de trois points en ligne droite. 

ii . PJ,. a pour équation 

a z 7. — b z ( a X — by) — o. 

12. Les droites OAD et G ont des directions conju-
guées par rapport à la conique (5). 

§ VL — 1. Le centre Z de la conique des sept points 
a pour coordonnées 

en posant 
bcyz -f- ca zx ~ abxy — A. 

2. La droite RO/f a pour équation 

iyz{cz — by)-A- ^xz{ax — cz)-\- ^{xy{by — ax^ — o; 

elle est vérifiée par les coordonnées de Z, donc : 
K, Z, OA sont en ligne droite et par suite K et OA sont 

les deux extrémités d 'un diamètre delaconiipie des sept 
points. 
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3. Comme Ao, Bo, C2 sont sur eelle conique et sont 

les milieux des cordes AJ^, BJ^, CJ,> menées par K [voir 
§ Y, n" 8) de la conique ABC3ûJô[que nous nomme-
rons conique circonscrite des six poinis et qui est repré-
sentée par l'équation (5)], on voit que cette conique et 
la conique des sept points sont homothétiques. 

La conique (5) jouit, par rapport à la conique des 
sept points, des mêmes propriétés que le cercle circon-
scrit au triangle ABC par rapport au cercle de Brocard. 

4. La polaire deC, par rapport à la conique des sept 
points, a pour équation 

'^ax"^-— i x y c ^ i = o. 

Le pôle de a pour coordonnées 

x{acxz ib'^y'^ ) y{cbzy-^'ia^x^) z{ 4 ab xy -i- c^ z^) 

O. Le triangle ABC et le triangle formé par les po-
laires de ses côtés ont, pour centre d'Iiomologie, le point 

cb zy -T- 2 a^ x- ac xz -h 2 b^y '^ bayx -h 2 c^ z~ 

6. Si l'on mène les tangentes en ABC à la conique 
circonscrite des six points (5), ces trois tangentes for-
ment un triangle homologique avec ABC ayant K pour 
centre d'homologie, l'axe d'homologie est la droite 

a ^ V - 4- - + - = 0. 

7. Le produit des trois perpendiculaires abaissées 
de (O sur les trois côtés de ABC est égal au produit des 
trois perpendiculaires abaissées de sur les mêmes 
côtés-, ce produit a pour valeur 

_ 
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8. La droite EZ a pour équation 

ay.icz - hy){\\ Ç.)--- b'^.iax - cz){C - A) 
— c Y ( by — a . r ) ( A — B ) = o. 

Le point d'intersection de EZ et de DO^ est sur la co-
nique circonscrite des six points et a pour coordonnées 

a(H-.-C) b{C-^A) c(A-^B) 

9. Remarquons que les points que nous avons consi-
dérés peuvent se grouper deux à deux, en points se cor-
respondant de ttîlle façon que les produits aa', vv' 
de leurs coordonnées de meme nom soient proportion-
nels respectivement ^ ^ P^^ exemple to et o)', 

E et K, D et D', S et S', etc., sont ainsi correspondants. 
Le correspondant de a pour coordonnées 

a ( l) y -i- c z — a x ) /> ( a x c z — by ) c {a x + by — cz) 

Le correspondant 7J de Z a pour coordonnées 

^ ( B - ^ - A ) ' c ( C - ^ A ) 

( ' ) KLant d o n n é un p o i n t q u e l c o n q u e d o n t les c o o r d o n n é e s s o n t 

/ , { x , y , z ) , 

on p e u t d é t e r m i n e r un t r a n s f o r m é de ce p o i n t p a r la c o n d i t i o n q u e ce 
t r a n s f o r m é a u r a p o u r c o o r d o n n é e s 

r 1 - .G 
¿Â' 

L o r s q u e le p o i n t d o n t les c o o r d o n n é e s s o n t x , y , z est le p o i n t de 
i . e m o i n e , x , y , z s o n t p r o p o r t i o n n e l s à a, 0, c et l ' on t o m b e s u r la 
transformation inverse du capitaine Mathieu {A'ouvelles Annales, 
p. :](.)), isG") ). 

L a t r a n s f o r m a t i o n p l u s g é n é r a l e q u e nous i n d i q u o n s ici d o n n e des 
r é s u l t a t s t o u t à f a i t a n a l o f ; u e s à c e u x q u e t r o u v e le c a p i t a i n e M a t h i e u 
d a n s son r e m a r q u a b l e M é m o i r e . 
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JO. On verrait i'aeilement avec tout ce qui précède 

que 
Z, D', K, O/,; E, S', IV ; 0;^., Z', S ; G/,, S', Z'; 

1); Z , S ' , O;^; 

sont en ligne droite. 

VU. — Les six points À, p., v, >/, ui', v' définis (§1) 
ont respectivement pour (coordonnées 

o, a.r: hy\ o, az\ cz, o : o, ax, hr\ 

c./'. o, h y-, rz. a y, o ; 

ils sont sur une couicjue dont F équation est 

abc ( ayz a^ b xz H- c xy 72 ) _ cb y 3 ( a^- x^ ^ bcyz ) 
— r^e a^ ( b-y^ -- acxz ) — ba ¡î v ( c'- z- -h ahyz ) — o. 

J'ai cherché pour (|uels points K cette conique était un 
cercle; la reclunche parait assez compliquée, mais il est 
facile de voir que ces points (ni nombre fini sont sur 
f hyperbole 

a2 ( — ) /yl 0 2 ( _ ) (.2 ( _ ) ^ o, 

dont le centre est 

a { — b-) b ( a- — ĉ  i c { b'^ — a- ) 

Cette hyperbole, qui est à elle-même son associée 
[ voir § IV), passe par le centre de gravité et par les cen-
tres des cercles inscrits et exinscrits ; par projection, on 
a donc le théorème suivant : 

Les quatre centres de chaque groupe de quatre co-
niques homothétiques entre elles et inscrites à un trian-
gle, le centre de gravité et les symétriques de chaque 
sommet par rapport au milieu du côté opposé (associés 
<̂ lu centre de gravité ) sont huit points appartencmt a 
une même hyperbole. 

Atm.de M atheniatsérie, t.. I V . ( M a i 188'").} 
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démontre ce remar(|ual)le tliéorème : 

Si Von pa?'t d'un point K et que Von cherche le 
poijit direct et le point rétrograde i/e K, puis le point 
direct et le point rétrograde de chacun de ces nouveaux 
points^ et ainsi de suite y on obtient six points différents 
seulement, savoir : 

i" K -, (o' point direct deK\ H point direct de 
^ point rétrograde de 5" ¥ point rétrograde 

de (O 'y D point direct deYi. 
Les coordonnées de D dans le Tableau précédent nous 

montrent que ce point [ i^oir § II) est le centre d'homo-
logie des deux triangles ABC, A, BjC,. 

K et D ; (•/ et F ; (0 et H sont conjugués isotomi-
ques { ') . 

2. Si deux points 

(o; a, I 

sont tels que l'on ait 

et. oj'; a' , [i', 7' 

(.)' et 0) sont respectivement le point direct et le point 
rétrograde d'un point ayant pour coordonnées 

t> c a 
F ' 

( ' ) M. Neuberg (voir Mémoire sur le tétraèdre, p. lo) ap-
pelle conjugués isotomiques deux points tels que, si on les joint à 
un même sommet d'un triangle, les droites ainsi obtenues coupent 
le côté opposé en deux points symétriques par rapport au milieu de 
ce côté. Voir aussi de Longchamps {Annales de VÉcole Normale, 
année 1867), qui le premier a étudié ces points et les droites réci-
proques qui s'en déduisent; voir aussi même auteur : Congrès du 
Havre, de V Association française pour l'avancement des Sciences, 
18:-. 
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OU, ce (|uî esL la mùuie cliose, 

c a b 

i OL 

§ IX. •— Nous ne voulons pas allonger indéfiniment 
cette étude, dans laquelle nous avons généralisé les tra-
vaux de M. Brocard [Congj^ès d'Alger (1881) et de 
Rouen ( 1883 ) de V Association française pour l'avance-
ment des Sciences^.^ en employant les mômes notations 
que lui. Cependant, pour éviter des confusions possibles 
avec des points dont la désignation est généralement 
adoptée, comme O pour le centre du cercle circonscrit à 
uu triangle, etc., nous avons remplacé les lettres O et O' 
de M. Brocard par co et co', ainsi que M. Neuberg l'avait 
déjà fait, et les lettres H, H' par O^, O]̂  ; nous dirons 
cependant tmcore c|uelc|ues mots de la généralisation des 
résultats si intéressants obtenus par M. Brocard [Journal 
de Mathématiques spéciales, p. 197; 1884). 

Ainsi il y a une hyperbole circonscrite à ABC qui 
passe par les points O);., E, D, 7J^ S'*, son équation est 

cz — br ax — cz by ~ ax 
^ - Tô ^ = 

a % 6 p c Y 

son centre W a pour coordonnées 

(cz — brY (ax — cz)^ {by — axY • ' 7 ï - ' ? a, b c 
et il est sur la conique passant par les milieux des trois 
côtés du triangle et homothéticjue à la conique circon-
scrite des six points ( § VI, 11'' 3 ). 

L'écjuation de cette conique, qui, par rapport à la co-
nique circonscrite des six points, joue le meme rôle que 
le cercle des ncnif points par rapport au cercle circon-
scrit, est 
a-0L^{c z-h br — <7 .r ) 4- ¡3- (ax A- cz — br ) 

c--;-[ax -f- br — cz} — •;>. abcixl-'r; - i - r a-; -i- ) = o. 
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3ÎOUS nous arrêterons un instant sur les points K qui 

ont pour coordonnées ils donnent lieu, en 
faisant varier m de + oo à — oc , à toute une série de 
points remarquables pour les diverses valeursqu'ont alors 
D, D ,̂ 0/t, . . . ; on retrouvera ainsi les résultats isolés 
obtenus dans l 'étude de ces points [ voir B U O C A R D , Con-
grès d^Alger^ p. i 5 o ; 1881; LEMOIISE.^ Congrès de la 
Rochelle y p. 122 et suiv. ; 1882). 

Le cas de m = 1 est le plus remarquable; le point K 
est alors le point de Lemoine, les points w et cô  sont les 
points de Brocard; c'est le cas étudié en détail par ce 
géomètre dans les Mémoires déjà cités. 

Le cas de m = o mérite aussi une mention particu-
lière; K est alors le centre du cercle inscrit et les points 
to et cô  sont les points importants que M. Jérabek a étu-
diés (voir Mathesis.^ p. 1^2, i'® année) et qu'il nomme 
respectivement I, et L [ voir aussi notre Mémoire sur 
les points associés. Congrès de Blois, 1884). 

Dans ce cas, les coordonnées de co et de co' (I, et lo de 
M. Jérabek) sont respectivement 

b, c, a ; c, a, b. 

Le point OA est le point dont les coordonnées sont 

p — a, p — b, p — c : 

c'est le point de Lemoine du triangle formé par les 
centres des trois cercles exinscrits (voir Co7igrès de 
Rouen, p. 123). 

Dans le cas de m = — i presque tous les points é tu-
diés viennent se confondre au centre de gravité de ABC. 

§ X. — Pour terminer nous dirons quêtons les résul-
tats précédents peuvent se généraliser encore par voie de 
perspective et qu'il serait facile de trouver, soit géomé-
triquement, soit par le calcul, les mêmes séries de points 
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Oil ligne droite, de droites concourantes, etc., que nous 
avons rencontrées; nous ajoutons ainsi quelque cliose 
aux intéressantes recherches de M. Brocard et à la 
Communication de M. G. Tar ry [Comptes rendus de 
l'Académie des Sciences, 3 avril 1882). Pour donner 
un exemple de cette généralisation par voie de perspec-
tive, nous nous contenterons de parler de la conique des 
sept points. 

Soit un triangle ABC; soit une droite A^^B^Cc- qui 
coupe BC en A^, CA en B^, ABen C^. 

SoientK un point quelconquednplan ; a, ¡3, vies points 
où AK, BK, CK coupent rcspectivemiiut BC, CA, AB. 

Je pars de a en suivant le périmètre de ABC dans le 
sens ACB et j 'appelle v, A, resp(;ctivement les in-
tersections de AB avec aB^, de BC avec [BCc? de AC 
avec yA^i. 

.le pars de a en suivant sur le périmètre de ABC le 
sens CAB et j'appelle p.', v', respectivement les in-
tersections de CA avec aC,., de AB avec pA^^, de BC 
ave(^ yB^ : 

Les six points A, V, >/, IJL', V' aiipartiendront à 
une même conique. 

2" Les trois droites A A, Bu, Cv se coupent en un 
pointa) que j'appelle point rétrograde par rapport à K . 

Les trois droites A)/, CV' se coupent en un 
point (0' que j 'appelle point diiect par rapport à K ; à 
chaque point K correspond une iniini té de groupes 
binaires de points to et co', et un groupe à chaque posi-
tion de d'où l'on déduit une méthode de trans-
lormation des ligures, intéressante à étudier. 

Soient A j , Bi, C| les intersections respectivement 
de Bco' avec Cco, de Cco' avec Aco, deAco' avec Bco; 
soient A'̂ ,̂ B'̂ , C .̂ les conjugués harmoniques de A A PAI' 
rapport à BC, de B/, par rapport à CA, de C,. par rapport à 
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AB; les trois droites Ai A^, se coupent en 
un point O/f. 

4° Les sept points w, to ,̂ A^, BÎ , C,, K, O^ appartien-
nent à une même conique. 

S I R LA CONSTRUCTION DES COURBES DONT L'ÉQUATION 
EST DONNÉE EN COORDONNÉES POLAIRES 

[SU ITE ( M ] ; 

PAU M . CH. B I E H L E R . » 

IL 

T H É O R I E DES A S Y M P T O T E S . 

1. Nous supposerons, comme précédemment, que 
l'équation de la courbe soit donnée sous la forme 

( I ) prn cp„,(co) - h O n t - i { 0 } ) . p c p i ( a ) ) - h c p ( w ) o . 

Soit a une racine simple de l'équation cp„j((o) = o, c'est-
à-dire soit — o et 

Nous supposerons, pour commencer, que (a) soit 
aussi diiféreiit de zéro. 

Lorsque co s'approche de a, une seule racine de l'équa-
tion (i) augmente indéfiniment; toutes les autres ten-
dent vers des limites finies; il est aisé de trouver le signe 
de cette racine. 

On a, en eifet, en désignant par pi, po, . . p/« les 
f?i racines de l'équation en p, 

cp,„ (̂CO ) 

(') Nouvelles Annales de Mathématiques, série, t. IV, p. i53. 
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et ron voit que le signe de la racine qui augmente in-
définiment est donné par le signe du second membre, 
lorsque o> est suffisamment voisin de a. 

Nous posercms o) a + s, comme nous l'avons déjà 
lait, et nous ferons tcviidre £ vers zéro. 

La (juantité — ^ ^ prend alors la forme 

__ 'fm- 1 ( t'-») _ l( (g) — ...] 

" ' ^ ' " 

et, |)ar suite,•elle a signe de 

_ Y/;; ^ 

Or l'asymptote correspondant à cette racine, nécessai-
rement réelle, qui augmente indéfiniment, a pour éc|ua-
tion, comme l 'on sait, 

p sin ( (0 — a ) = 

/ é t an t la limite de p sin(ci) — a) tirée de l'équation de 
la courbe, lorscjuc co tend vers a. 

Cette limite nous est fournie immédiatement par 
l 'équation (u). Si p̂  est la racine qui augmente indéfi-
niment, et Si la somme de toutes les autres racines, 
l'équation (2) prend la forme 

^ -4-E ( a ) . . pi-i- = — ^ 

et, par suite, 

Pi Sin £ M-Si sni S ' ^ 

on en déduit 
I • I • '-^//i—i { ) liin <lc 0, sin £ 1- — ' ^ ' 

'-/»(a) 
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L'équaliou de rasyinplote est donc 

2. Pour savoir de quel côté de l'asymptote se trouve 
la courbe, il faut connaître le signe de la diiférence 

X = Pi sin £ — 

pour les valeurs de c voisines de zéro. Cette diiférence 
a pour expression 

bien 

X i i ^ ?///-! ?///-! __ Sj sifl £ ; 

si l'on observe que ^ ^ est de la forme 

fj étant I , on voit que X a le signe de 

_ _ _ Si 

Or Si, étant la somme des racines po-f- ? 3 • • • + Pm? 

est une quantité aussi voisine qu'on veut de — 

qui représente la somme des racines de l'équation 

POUR LO = OL. 

On voit donc, en définitive, que a le signe de 

i h ? m ( ̂  ') ? m -1 ( g ) — ? 'm ( ^ ) ? m- 1 ( ^̂  ) 
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Soient OA le rayon polaire mené dans la direction a, 
HH' Tasymptote-, \ représente la distance du point M 
situé sur le rayon vecteur a -h à la droite H H'. 

Si A est négatif, le point M est au-desso4is de HH'; si 
est positif, le point M est au-dessus de cette droite. 
Le rayon OM est mené dans la direction a-f- e, e étant 

positif; et OxM', dans la direction a -{- £, £ étant supposé 
négatif. On voit que, quand £ change de signe, change 

FiU- I. 

H' 

de signe, ainsi que A. On obtient une disposition des 
branches de la courbe autour de l'asymptote analogue à 
celle de la //g-, i; cette ligure a été construite dans 
l'hypothèse où le coefiicient de £ dans est négatif. 

3. Supposons actuellement que le coefficient de s 
dans A soit nul ; dans ce cas, A sera de la forme 

Ao étant une quantité indépendante de £ et )/ une fonc-
tion de £. 

On voit que, pour des valeurs suffisamment petites de 
£, \ a constamment le signe de XQ, quel que soit le signe 
de £ ; par suite, la courbe se trouve tout entière d'un 
coté de l'asymptote, et le point correspondant à l'infini 
est un point d'inllexion ( / / , 2). 
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La figure a élé construite dans l'hypotlièse de ) .o> <>• 

Fig. i. 
H 

Le point d'inflexion est donc caractérisé par la propriété 
suivante : 

i?/» -- (g) («) ^ ^ 

4. Supposons actuellement 

cp,„(a) = o, == o. 

Dans ce cas, deux racines de l'équation en p augmentent 
indéfiniment; soient pi et p2 ces deux racines, nous 
avons les formules 

( a ) P i + p 2 = A 4 -A ' e , 
B + B'e 

p i p 2 = ; ^ 

A et 13 étant des quantités indépendantes de £, dont il 
est aisé de trouver les valeurs; A' et B' étant des fonc-
tions de £ qu'il est inutile de déterminer, mais dont on 
trouverait aussi facilement les expressions. Des formules 
(«) et (¿) , on tire 

B + B'sX (r^ (Oj - r A H- j I 
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f g 

Le second membre a le signe de — ^ ? et, par suite, 
PI et p2 ne peuvent être réels que si 

4P> ^ . 

c'est-à-dire si £ est de signe contraire à B. 
Les formules (a ) et (£) nous montrent que la somme 

pi s i n £ -t- P2 s i n £ 
et le produit 

pi s i n £ X P2 s i n £ 

des quantités p, sin£, p̂  sin£ ont pour limites zéro ; cha-
cune de ces quantités a donc pour limite zéro. L'asym-
ptote correspondant aux branches de courbe engendrées 
par p, et po est donc confondue avec le rayon polaire 
mené dans la direction a. 

Le signe de B nous donne la disposition de la courbe 
F i g . 3 . 

— 

' M ' 

autour de son asymptote. La construction de la /?^ . 3 
suppose B négatif. 

La valeur de B est y ^̂ ^ > quantité différente de zéro 

et parfaitement déterminée dans l'hypothèse où nous 
nous sommes placés. 
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o. Nous n'examinerons pas en ce moment ie cas où 

l'on aurait simplement 

c'est-à-dire où l'équation = o aurait une racine 
double-, mais nous y ajouterons la condition 

07«-i(a) = o, 

nous réservant de discuter le cas précédent quand il 
s'agira de la construction des branches parab(diques. 

Nous aurons, dans ce cas, des formules de la forme 

z 
B H- B'Z 

P1P2 = 

pour exprimer les deux racines qui augmentent indéfi-
niment. Les quantités A, B et le ternie indépendant de £ 
dans A' et B' sont aisés à calculer. 

Ces formules nous donnent 

/ * Kf \ 

Pi sms -f- p2 sinô = - — (A -f- A z). 

pi sins X p2 smt = ^ ^ ^ ^ ( B -f- B ' Ô ) . 

Lorsque e tend vers zéro, les quantités p̂  sins, p^sine 
tendent vers des limites , /o, telles que Ton ait 

/L-F- A , 

il l,= B; 
li et L sont donc les racines de Téquation du second 
degré 

Ou voit aisément que 

s 'f* ( ) 2 '"p /ffi'^) 
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(le telle sorte que l'équation du second degré qui a pour 
racines et 4 est la suivante : 

Il nous faut maintenant clierclier la disposition de la 
courbe autour des deux asymptotes parallèles 

p sin(tt) — a) = / i , psin(w — 

Désignons par X̂  et les fonctions p, sins, posiiiô; on 
aura 

{a') X -+- A'c), 

(b') 

il faut calculer les différences 
Xi /i, X2 — ¡2-

Soient — Il, — l'i'-) î ii aura 

d'autre part, les égalités [a) et [h) nous donnent 

s i n -

et, comme on a 
( /i —/o T-- A2--4R, 

il viendra 

Si Ton pose 
L A A — 4 R ' = I C -F- G'£ , 

C étant indépendant de s, l'égalité précédente prendra 
la forme 

(̂ X, — X2)2_ ( /, /o )2=: C" . 
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car 

^ = o < , : 
par suite, 

(X'— Xa-h h — h ) = siCsH- G"£2; 

mais, comuie et sont les limites respectives vers 
lesquelles tendent et on peut écrire 

Xi —Xj-f- /i — /2= — /a) H- î, 

r\ ayant pour limite zéro quand £ tend vers zéro-, on voit 
donc que 

C = 
}/— y!' a donc le signe de ^ ^^ j- ; on connaît donc les va-
leurs de et de V— 

Si l 'on fait 
A'= A;-h A;£, 

on aura 
X'+ X" A'i £ 4- A'i £-, 

par suite, 

>/ et V ont donc les signes des quantités 

, , G , , G 

Si l'on prend pour la racine 

A + 4tî 
M = ' 
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¡2 sera 

A - v / A ^ - 4H 
l,^ , 

et 
j.V aura le si^ne de | \ \ H—~ 
il" 

Ces iorniules nous permettent de eonstruire la courbe 
autour de ses asymptotes. Nous suj)posons A- — 413 > o ; 
cette condition est nécessaire pour que les racines pi, p̂  
soient réelles pour des valeurs de (o sufiisamment voi-

W'i A 

sines de a. Ldi Jl g. 4 a été construite dans l'iiypotlièse 
où les deux coef'iicients de s dans >/ et sont positifs. 

Si A - — p o i n t à Tinfini est isolé, p̂  et p̂  
sont imaginaires. 

(). Si A-— 4^^ = ^^^ racines de Téquation du se-
cond degré en / sont égales, les deux asymptotes se con-
fondent, et l 'asymptote unique que l 'on obtient a pour 
équation 

p sin (w — a ) — — 
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OU bien 

'f/// ( ^ ^ 

iNous allons construire la courbe autour de eette 
asymptote 

Dans ce cas, 
Xj — X2 — a'— y 

et, par suite, 

( >/ _ X" )2 ^ î ! ^ [( ^̂  A A' — 4 B' ) £ -f- A'2 I , 

Cette équation se met aisément sous la forme 

et l'on a 
A' X"r=: A'i £ A'; £2; 

ces formules nous montrent que Cs doit être positif, 
pour que V — V et, par suite, V cl V soient réels; s ne 
peut recevoir que des valeurs d'un signe déterminé ; c'est 
le terme dz\/Ce qui donne son signe à )/ et V qui sont, 
par suite, de signe contraire. Comme l'on a A-— 4 
on a forcément B positif; par suite, la formule 

B4-B'£ 
PIP2== p 

nous montre que p̂  et p2 sont de même signe; on ob-
tient donc une disposition de la courbe analogue à celle 
de la fig. 5. Le point à l 'infini est de rebroussement de 
première espèce. 

Mais, si C = o, ( ) / — p r e n d r a la forme 

et, par suite, — V est aussi voisin que Ton veut de 

± : s VCT̂ ' 
Si C , < ^ o , le point de rebroussement à l'infini est 

Ann.de Mathémat., série, t. IV. (Mai itS}̂ 5.) l6 
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isolé; si C^ ^ o, des Lranches de courbes réelles accoiu-

Fig . 5. 

y// 
/A 

[)agueronl rasyuiptole, et Ton aura pour V — u u c 
expression de la forme 

d'aulre pai l, 

par suite. 
( a ; - H y/c; 

en prenant le signe + devant le radical, ce qui est per-
mis, )/ et V ont le signe du coefiicient de £. 

Si ces coeliicients sont de même signe, on obtient la 
Fiiî. fi. 

n 

n'y. 

lA 

fig. 6; s'ils sont de signe contraire, on obtient la fig. 7. 
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La fig. 6 a été construite dans l'hypothèse où les coef-
iicients de £ dans V et dans V sont positifs. 

Mais, si C, = o, 

3 

£ ne peut plus recevoir que des valeurs du signe de C2 
(on peut substituer à C2 la valeur que prend cette fonc-

Fig. 7. 

tion pour £ = o) ; on voit que X' et V seront de même 
signe; ce signe est celui de A'̂  £. On obtient un rebrous-
sement de seconde espèce. [A suivre.) 

SUR LES PUISSANCES DES NOMBRES; 
P A U M . W I L L V T n . L E W Y . 

1. On peut déduire de la théorie des restes la re-
marque suivante : 

Lorsque Fon considère les puissances successives d'un 
nombre par rapport à un nombre quelconque, mais 
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conslaiit, si l'on retranche des différentes puissances 
autant de fois le nombre constant qu'il est possible, les 
restes de la division des puissances par le nombre con-
stant se reproduisent périodiquement et la période se 
compose d'une certaine quantité de nombres, nécessai-
rement inférieure au nombre constant considéré. 

Si l'on considère de cette manière les puissances suc-
cessives d'uu nombre dont la somme des chiffres est 
égale à 2 (2 , 11, 20, 101 , 1 0 0 1 , . . . ) , il est facile de vé-
rifier par le calcul que les restes de la division par 9 des 
puissances successives de ces nombres se reproduisent 
périodi{|uement et sont, pour une période, 

( — 2 , — 4 ) H - i , -+-2, 4 - 4 , — I , — 2 , — 4 . 

Nota. — Les chiffres entre parenthèses indiquent les 
premiers restes sont placés entre parenthèses de ma-
nière à mieux faire voir que la période i indique qu'il 
i'aut ajouter i à la puissance considérée pour en faire un 
multi])le de 9 -, — i , qu'il faut retrancher i . 

De même, la période des restes, par rapport au nom-
bre constant 9, des puissances successives des nombres 
dont la somme des chiffres est égale à 4(4? 3 i , 
4o, io3, . . .) , est 

— 4, -4 -2 , - - i . 

La série des puissances des nombres dont la somme 
des chiffres est égale à v> ( 5, i4y . . .), a pour période 
des restes 

-1-4, 4-2, -hi, —4, —2, —I, 

qui est précisément l'inverse de la péi iode donnée pour 
les puissances de 11, l o i , . . . . 

Pour les puissances des nombres dont la somme des 
chiifresest 7(7, 16, 25, . . .), on a la période 

-h 2, — 4 , — I , 

inverse de celle des puissances de 4? i3, . . . . 
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Eiiiiiî, pour les puissances successives des nombres 

dont la somme des chiffres est 8(8, 17, 26, . . . ) , les 
restes des divisions par 9 sont 

- h I , — I . 

Remarque. — Les nombres dont les puissances suc-
cessives, divisées par 9, donnent des séries de restes 
inverses, sont dilïérents de 3, comme 2 et 5, 4 et 7, 
comme le sont piécisément les nombres 3, 6 et 9 dont 
les restes, o, peuvent être considérés comme formant 
des périodes inverses. 

2. On peut conclure de la théorie des restes que, si 
Ton divise les puissances d'un nombre par les nombres 
10, 100, 1000, les restes se reproduiront périodi-
quement, c'est-à-dire que, si l'on considère les puis-
sances successives d'un nombre, les chiOres des di-
zaines, des centaines, des mille, etc., se reproduiront 
périodiquement. 

De l'examen du tableau que l'on peut former en con-
sidérant des puissances successives des quarante pre-
miers nombres, on peut déduire les remarques sui-
vantes : 

Les puissances des nombres impairs, dont le 
cliiiï're des dizaines est un nombre pair, n 'ont, comme 
cliiifre des dizaines, que des nombres pairs. 

Les puissances des nombres impairs, dont le 
chiffre des dizaines est un nombre impair, ont, comme 
chiffres des dizaines, alternativement un nombre impair 
et un nombre pair. 

3"" Lorsque, dans la période des chiffres des dizaines 
des puissances d'un nombre quelconque, tous les chiffres 
se trouvent compris une fois, et une fois seulement, un 
chid're pair alterne avec un chiffre impair. 
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4° Lorsque tous les eliilihîs se trouvent répétés deux 

fois, et deux fois seulement, dans la série des chiffres des 
dizaines des puissances d'un nombre pair, deux chif-
fres pairs alternent avec deux chiffres impairs. 

5'' Lorsque tous les chiffres se trouvent répétés deux 
fois, et deux fois seulement, dans la série des chiffres 
des dizaines des puissances d'un nombre impair, un 
chiffre pair alterne avec un chiffre impair. 

6® Les périodes des chiffres des centaines des puis-
sances d'un nombre quelconque peuvent se diviser en 
parties de périodes. 

Les périodes des chiffres des centaines se composent 
de deux, cinq ou dix parties. 

Ces parties comprennciit autant de chiffres qu'en 
contient la période complète des chiffres correspondants 
des dizaines. 

Suivant que la période des chiffres des dizaines est 
pkis on moins considérable, la période correspondante 
des chiffres des centaines se compose d'un nombre in-
versement plus ou moiiis restreint de parties. 

Les différentes parties des périodes des chiffres des 
centaines des puissances d'un nombre peuvent se dé-
duire les unes des autres en ajoutant à chaque chiffre 
correspondant de la partie précédente soit un nombre 
constant, soit deux on quatre nombres constants qui 
peuvent se réduire à un ou deux nombres constants en 
valeur absolue, tantôt négatifs, tantôt positifs, suivant 
une loi constante. 

Suivant que ces nombres constants sont plus ou moins 
grands, le nombre des parties de période est inverse-
ment plus ou moins grand. 

On conçoit en effet que, si le nombre constant est i , 
il faille dix parties de période pour retrouver la première 
j)artie-, que si, au contraire, les nombres constants sont 
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2 et 4î il faille seulement cinq parties de période pour 
retrouver la première partie. 

8° Lorsque la période des chiffres des dizaines des 
puissances d'un nombre se compose d'un nombre pair 
de chiffres, on peut la subdiviser en deux parties qui 
comprennent chacune la moitié des chiffres et dont la 
seconde peut se déduire de la première, suivant une 
loi constante. 

9'' Lorsque la période des chiffres des dizaines se 
compose d'un nombre de chiffres impair, on peut, en 
ajoutant un nombre constant au chiffre précédent dans 
la période, trouver le suivant. 

D'ailleurs vrne période de chiffres de dizaines n'est 
composée d'un nombre impair de chiffres que lorsque 
tous les chiffres qui la composent sont les cinq chiffres 
impairs ou zéro. 

lo*" Les nombres dont les périodes des chiffres des 
unités offrent de grandes analogies les uns avec les autres 
sont précisément ceux dont la somme des chiffres des 
unités est égale à lo 

o et lo, I et 9, 2 et 8, 3 et 7, 4 et 6, 5 et 5. 

1 D'une manière générale, on peut dire qu'il n'y a, 
pour tous les nombres depuis o jusqu'à l'infini, que vingt 
périodes de chiffres des dizaines distinctes, qu'on peut 
résumer dans le Tableau synoptique suivant : 

La période des chiffres des dizaines des nombres qui 
se terminent par 

01, 21, 4I5 comprend i fois tous les cliiiîres 
02, 22, 42, 62, 82 » 2 » » 
03, 23. 43, ^3, 83 )) 4 » » pairs 
oi, 24, 44, >̂4, » I » » 
o:"), 25, 45, 65, 85 est 2 
06, 26, 4 6 , 66, 86 I 
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07, 27, 47, 67, 87 comprend 4 fois tous les chiffres pairs 
08, 28, 48, 68, 88 » 2 » 
09, 29, 49? 69, 89 w u» pairs 
T o , 3o, 5o, 70, 90 est o 

11,31,51,71,91 w I » » 
12, 32, 52, 72, 92 )) -J. » )) 
13, 33, >3, 73, 93 » 2 M » 
14 , 3 4 , 54, 7 4 , 93 « 
15, 35, )5, 75, 95 est 2, 7 
16, 30, )6, 76, 96 w T » impairs 
»7' '>7' 77' 97 
18, 38, ')8, 78, 98 2 )) 
19, 39, 59, 79, 99 » I » ). 

20, 40, (k), 80, 00 est o 

Les cliiffres qui composent les périodes des 
dizaines ne se reproduisent pas dans le même ordre pour 
les nombres dont la différence est 20 ; mais, étant donné 
l'ordre des cliiffi es d'une des périodes, on peut trouver 
l'ordre des chiffres des quatre périodes correspondantes, 
en prenant soit tous les I3, soit tous les I5, soit tous 
les 17 chiffres et d'uye manière générale tous les 
chiffres de la période donnée. Ainsi, étant donnée la 
période des chiffres des dizaines d'un nombre qui se ter-
mine par o3, on a celle des nombres qui se terminent 
par 23, en prenant tous les i3 chiffres de la première; 
celle des nombres qui se terminent par 43, en prenant 
tous les i5 chiffres de la première, celle des nombres 
qui se terminent par 63, en prenant tous les ly chiffres 
de la première, et ainsi de suite. 

i3« On pourrait de même tirer l 'ordre des chiffres 
des périodes des dizaines des nombres qui se terminent 
par 6 ï , 81, en prenant tous les 17, i3 et 19 chif-
fres des nombres qui composent la période des chiffres 
des dizaines des puissances des nombres qui se termi-
nent par 21, etc. 

i4" Souvent même, on peut déduire les chiffres des 
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dizaines des puissances successives d'un nombre par la 
considération de la période correspondante pour un 
nombre inférieur à dix unités seulement. 

C'est ainsi qu'on peut obtenir la période des chiffres 
des puissances de 

1-2 en prenant les g chiffres de la période correspondante de 2 
4 14 » 3 )) » » 

1 () » 3 » » » • 6 
18 » 5 » » » 8 
2 i )> 2 » » » I l 
22 )) i3 )) » » 12 

iS"* Pour 3 et i3, 7 et 1 7 , 9 et 19, on conçoit a priori 
qu' i lnepeut enètreabsolument de même, puisque 3,7019 
n'admettent que des chiffres pairs, tandis que i3, 17 et 
19 admettent aussi des chiffres impairs. Pour pouvoir 
comparer les périodes des chiffres des dizaines des puis-
sances successives de ces nombres, il ne faudra consi-
dérer que les chiffres pairs dans i3, 17 et 19, et alors, 
pour avoir la suite des chiffres pairs, dans 

i3 on prend tous les 6 chiffres de la période correspondante de 3 
1 9 ) ) ^ y) » )) 9 

Vu la particularité de la période des chiffres des di-
zaines des puissances successives du nombre 7, il est 
assez naturel qu'il y ait une remarque particulière à 
faire sur la relation qui existe entre la période des chif-
fres des dizaines de 7 et de 17 ; elle se tire de la compa-
raison obtenue en ne considérant que les chiffres pairs 
de part et d'autre. 

On a pour 7 : — 44^0, et pour 17 : 

(826) —44 - ( 6 2 8 ) —00. 

16® Quelques nombres, comme 7, 18, 32, ont des pé-
riodes des chiffres des dizaines assez particulières, en ce 
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sv.us qu'elles sont un peu différentes de ce que, suivant 
la loi générale, elles devraient etre. Ces particularités 
(qui ne sont pas, à proprement parler, des exceptions, 
puisqu'on peut par une loi constante, mais particulière, 
tirer les périodes des chiffres des dizaines de ces nom-
bres, en les extrayant des périodes des chiffres des di-
zaines des puissances des nombres différant de 20 de ces 
nombres) doivent être traitées à part. On pouirait ainsi 
l'aire un tableau synoptique à l'aide duquel, et sans 
au('un calcul, on pourrait immédiatement trouver, par 
niHî simple lecture, la puissance d'un nombre quel-
compie donné, et la racine quelconque d'un nombre 
(pj cl conque. 

CSAGE DES TABLES C I T É E S P L U S H A U T . 

Soit à trouver, par exemph?, la 5® puissance du 
nombre i5. 

Examinons le Tableau dont nous avons parlé précé-
der m m en t. 

On y voit : 
(^ue le chiilVe des unités est toujours i-, 

2" Que la période des chiifres des dizaines est 2,7; 
mais que le cliiih'e des dizaines de la première puissance 
est I -, donc le chiffre des dizaines de toutes les puissances 
d'ordre impair, et par conséquent de la cinquième puis-
sance, est 7 

Que la période des chiifres des centaines est 3,6; 
mais que les chiifres des centaines des deux premières 
puissances sont o et 2 ^ donc le chiffre des centaines de 
toutes les puissances d'ordre impair, et par conséquent 
de la cinquième puissance, est 

Que la période des chiffres des mille est 0,9; 
mais que les chiffies des mille des trois premières puis-
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s:nîces ik^ rentrent pas dans la période; donc le chiffre 
des mille de toutes les puissances d'ordre impair (saut 
les trois premières), et par conséquent de la cinquième 
puissance, est 9 ; 

5° Que la période des chiffres des dix mille est 5 ,9; 
mais que les chiffres des dix mille des quatre premières 
])uissances ne rentrent pas dans la période; donc le 
chiffre des dix mille d(i toutes les puissances d'ordre im-
pair (sauf les quatre premières ), et par conséquent de la 
cinquième puissance, est 5 ; 

()" Que le chilfre des cent mille est 7. 
Que tous les chiffres représentant les unités d'ordre 

supérieur sont o. 
On conclut donc, par une simple lecture du Ta-

bleau dont nous parlons, que la cinquième puissance 
de i5 est 709375. 

3. Il peut arriver dans certains calculs qu'on soit 
amené à chercher la racine d'indice inconnu d'un nombre, 
(pi'on sait être une puissance exacte. Pour trouver cette 
racine, il faudrait décomposer le nombre donné en ses 
J'acteurs premiers ; mais cette manière d'opérer peut 
être longue. 

Au contraire, en se servant des Tables dont il a été 
question plus haut, on peut résoudre le problème par 
une simple lecture et d 'une manière, par conséquent, 
beaucoup plus rapide. 

On demande, par exemple, la racine d'indice inconnu 
du nombre 5 I 5 9 7 8 o 3 j 2 , qui est par hypothèse une 
puissance exacte. 

Nota. — Comme nous n'avons fait les Tables que pour 
les nombres inférieurs à 4o, nous avons pris la puissance 
d'un nombre inférieur à 4o. Faisons la somme des chif-
fn^s de ce nombre; en retranchant de cette somme autant 
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(le fois le nombr e 9 qu'il est possible, le resle est o ^ on 
sait, par les remarques que nous avons faites au com-
mencement, qu'il n'y a que les puissances des nombres 
multiples de '6 qui donnent ce reste; le nombre donné, 
étant, par hypothèse, une puissance exacte d'un nombre 
inférieur à 4o, est donc une puissance d'un des nombres 
suivants : 

3, 6, 9, i >, 18, '21, 24, 27, 3o, 33, 30, 39. 

Mais le nombre donné est un nombre pair; il ne pent 
donc être une puissance d'un nombre impair; éliminons 
les nouibres impairs de la série considérée, il reste 
comme racines possibles du nombre donné les nombres 

G, 12, 18, 24, 3o, 36. 

3o s'élimine de suite; car toutes ses puissances ont o 
pour chiflre des unités. 

De plus, le chiffre des nnités du nombre donné est 2; 
on voit dans la Table que les nombres ternrinés par 4 
() n'admettent pas 2 dans la période des chiffres des 
unités de leurs puissances. Le nombre considéré est 
donc une puissance de 12 ou de 18. 

Pour savoir quelle est la racine du nombre, il faut 
avoir recours au chiffre des dizaines de ce nombre; ce 
chiffre est 5. 

Si nous regardons la Table, nous voyous que, parmi 
les chiffres qui composent la période des chiffres des 
dizaines des puissances de 12, se trouve le chiffre 5; le 
nombre considéié peut donc être uni; puissance de 12. 

Si nous considérons, dans la Table, la période des 
chiffres des dizaines des puissances de 18, nous voyons 
que cette période ne comprend pas le chiffre 5 ; le 
nombre donné ne peut donc pas être une puissance 
de 18. 

Le nombre donné est donc une puissance de 12. 
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Cherchons maintenant quel est l'exposant du nom-

bre 12 dans le nombre considéré. 
Le chiffre des unités du nombre donné est 2 ; or on voit 

dans la Table que la période des cliiffres des unités des 
puissances successives est 2, 6; une puissance 
de 12 qui se termine par le chiffre 2 est d'ordre (multi-
ple de 4 + 0 ' e'e-^t-iî-dire i , 5, 9, t3 , 17, . . . . 

D'autre part, on voit dans la Table que la période des 
chiffres des dizaines des puissances successives de 12 est 

I , 4, 3, 3, 8, o, 9, 5, 2, 8, 5, 7, 6, 6, i , 9, o, 4, 7. 

Le chiffre des dizaines du nombre donné est 5 ; donc, 
par rapport à ce chiffre seulement, le nombre donné est 
une puissance d'ordre neuvième ou douzième, 

9 = multiple de 4 -h I ; mais 12 < multiple de 4 -i- i. 

L'exposant de la racine 12 dans le nombre donné est 
donc 9. 

Le nombre donné 5 i 59780352 est donc = 12®. 
Pour peu qu'on ait un peu l'habitude des Tables dont 

nous avons parlé, on résout le problème avec d'autant 
plus de rapidité que (sauf ce qui concerne la première 
opération, faire la somme des chiffres du nombre 
donné) on n'a généralement à considérer que les deux 
ou les trois dernieis chiifres du rionjbi e donné. 

ÉCOLE NAVALE (CONCOURS DE 1 8 8 4 ) . 

Arithmétique et Algèbre, 

1. Déterminer combien il y a de nombres moindres 
que 60, et premiers avec lui. 

Donner et démontrer la formule permettant de ré-
soudre cette question d'une manière générale. 
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2. Un industriel a emprunté, Je janvier 1880, une 

somme de 33 640^' dont il s'est acquitté en deux paye-
ments égaux chacun à 19948^^,10. Le premier de ces 
payements a été effectué le i®'' janvier 1882, et le 
second le i®"" janvier i884- On demande à quel taux 
exact l 'emprunt a été fait, sachant que, pour ces sommes, 
on a tenu compte des intérêts composés. 

Géométrie, 

\ . Démontrer que le rapport d'une circonférence à 
son diamètre est un nombre constant. Quelles sont les 
différentes méthodes que l'on peut employer pour cal-
culer ce nombre ? Principes sur lesquels repose la mé-
thode des isopérimètres. 

2. On a deux circonlérences concentriques A et B, 
qui sont partagées en un même nombre n de parties 
égales : soient Ai, Ao, • . A,̂  les points de division de 
la première-, B,^ B2, . . . , B,̂  les points de division de la 
seconde. On mène A, Bi, A2B2, . . Â B̂,̂  : soient Ci le 
point de rencontre de A^ B̂  avec A2B2, C2 le point de 
rencontre de A2 B2 avec A3 B3, — Démontrer que le 
polygone C^ C2 • . . C,/ est régulier. Chercher comment 
varie la surface du polygone quand on fait tourner la 
circonférence B autour de son centre, la circonféreuce A 
restant fixe et les points de division restant les mêmes: 
maximum et minimum. 

Gréométrie descripti^>e. 

Tracer les projections d 'un tétraèdre SABC satis-
faisant aux conditions suivantes : 

On donne les projections (a, a!) de A 
{ax — o™,o4o, à% — o '̂joGo). 

Le plan prolongé de la base ABC fait un angle de 
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avec la partie postérieure du plan horizontal et passe 
par un pointdonné w de xy (ato = i lo). Le sommet B 
est dans le plan horizontal, à l'intersection de la perpen-
diculaire abaissée de A sur la trace horizontale du plan 
prolongé de ABC. L'arète SC est perpendiculaire au 
plan de la base ABC, et son prolongement coupe xy en 
un point donné -^[OLJ^ O'",O4O). La longueur de Tárete 
SC est égale à 0"',070, et S est supposé au-dessus du plan 
de la base. 

COXSTttlCTION DU CENTRE DE COIRRIRE EN I N POINT 
DTNE ELLIPSE; 

PAU M. A. LA GHESNAIS, 
Élève du lycée Condorcet, 

Soit CD la normale an point C de Tellipse dont les 
axes sont OA, OB. Le point C est la projection du 

_ 

point E du cercle homographique, la normale CD est la 
projection de la droite ED du plan du cercle homogra-
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pliique. La développée 

2 4 

est la projection de la courbe 

t ( a \ ^ ---iax^ y J ~ x^-^ 

du plan du cercle liomograpliique ; cette courbe est l 'en-

veloppe d'un(i droite de longueur ^ dont les extrémités 

décrivent OA et OB. On construit le point de contact de 
cette droite avec son enveloppe en abaissant de G, 
intersection des perpendiculaires en D et F aux axes, 
une perpendiculaire GII sur DF -, en abaissant de H une 
perpendiculaire sur OA ,on a en I le centre de courbure. 

QUESTIONS. 

1530. Soit A 4 Ao A3 A/, A5 A(5 A7 un lieptagone inscrit ; 
d'un sommet on peut mener deux diagonales qui par-
tagent l'heptagone en un quadrilatère et un pentagone; 
on a ainsi sept diagonales. Les intersections de chaque 
coté avec les trois diagonales qui ne passent pas par ses 
extrémités sont sur une quintique. 

( A . L A C H E S J V A I S . ) 

1331. Le parallélépipède construit sur trois généra-
trices quelconques d'un hyperboloïde à une nappe a un 
volume constant. (GE^TY.) 
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SUR LA CONSTRUCTION DES COURDES DONT L ÉQUATION 
EST DONNÉE EN COORDONNÉES POLAIRES 

[FIN. (01; 
PAR M. Ch. BIEHLER. 

m. 
BRANCHES P A R A B O L I Q U F S D A N S LES COURBES D O N T L É Q U A T I O N 

EST D O N N É E EN C O O R D O N N É E S P O L A I R E S . 

1. Soit toujours 

l'équation de la courbe Nous avons vu que, quand a est 
une racine simple de l'équation ( w) = o, la racine p,, 
qui augmente indéfiniment quand OJ tend vers a, donne 
naissance à une brandie de courbe hyperbolique. 

Nous allons supposer actuellement que a est racimi 
double de 1 équation cp^ (to) = o, c'est-à-dire 

cp,„(a)= o, o; 

nous supposerons en outre que a n'annule pascp^/_i (co). 
Dans ce cas, la racine pi, qui augmente indéfiniment, 

nous donne l'équation 

P I - h S i = - - p p , 

Ŝ  étant une quantité finie, d'après nos hypothèses, 
pi aura le signe de 

(') Nouvelles Annales de Mathématiques, série, t. IV, p. 223. 
Ann. de Mathémat., 3« série, t. IV. (Juin i885.) 17 



(h) plus, en désignanl par A, la foncLion p,siii£, il vient 

On voit pai' < ette formule que Ai augmente indéfini-
ment quand £ tend vers zéro et que le signe de est 
celui de 

Le signe de cliange donc avec £. En se reportant à 
la signification géométrique de , on voit que la ra-
cine Pi engendre une branche de courbe qui s'éloigne; 
indéfiniment du rayon polaire OA mené sous l'angle a 
quand £ tend vers zéro. Le s ime — donne d'ail-
leurs la disposition des branches de courbe par rap-

„ , — est positif, la courbe port au rayon OA. Si — 

présente la disposition de la /z^^. i ; car à une valeur po-

Fi-. I. 

sitive de £ correspond nue valeur positive de A et à une 
valeur négative de £ une valeur négative de A. 

Supposons maintenant 
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On verra, comme dans le cas précédent, que la racine, 

qui augmente indéiiniment quand s tend vers zéro, en-
gendre une branche parabolique dont la forme générahî 
est celle de \ Jig. i quand p est un nombre pair. Mais, 
si est impair, ayant une expression dont le signe 
est donné par 

on voit que A, ne change pas de signe avec ou ob-

Fiff. 2. 

/ 
tient alors une disposition de la courbe analogue à 
celle de la fig. 

3. Considérons actuellement le cas où 

Deux racines p̂  et p2 de Téquation de la courbe teu-
dront vers l'infini et l 'on aura des expressions de la 
forme 

A - f - A ' s + ^ 

B-i-B's 
P1P2= ^ 

pour les fonctions pi -h p:» et 
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En désignant, comme nous l'avons fait dans la théorie 

des asymptotes, par Xi et X2 les quantités pi sine, 
p2sin£, il vi<indra 

sin c A A' G 
£ £ 

sin2£ B-H B'£ 

On voit que la somme et le produit des quantités Â  X y 
augmentent indéfiniment; mais, si l 'on divise membre à 
membre ces égalités, on obtiendra 

I I £ A H- A' £ 
X, X2 sin£ h - i - H ' z ' 

par suite, quand e tendra vers zéro, la somme y y 

tend vers la quantité finie il en résulte que Tune 

des quantités X augmente indéfiniment et que l 'autre 

tend vers une limite finie 

L'une des racines, p̂  par exemple, augmente donc 
indéfiniment en engendrant une branche parabolique, 
et l 'autre p2 engendrera une branche hyperbolique dont 
l'asymptote correspondante a pour équation 

B 
A psin( w — a ) = —. 

La branche parabolique se construit aisément, car 
on a 

^ . A M- A' £ sin £ 
£ £ 

jg 

et, comme Xo a pour limite /o lo aura le signe 

de — ; la disposition de la courbe est donc analogue à 
celle de la Jig, i. 

Quant à la branche hyperbolique, il suffit, pour la 
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construire, de connaître le signe de la différence 

Or on tire évidemment des formules précédentes 

I 1 £ A -4- A's 
X2 sin £ B -+- B'£ ' 
1 £3 T 

Ài A2 ~ sin'^£ B -f- B ' £ ' 
et, par suite, 

/ l V - / A - 4 - A ^ £ y 4£3 . I 
\ X , X2/ ~ sin^c B + B ' £ / sin^s B - I - B ' £ ' 

d'où 
I £ A -f- A'£ £2 1 

X2 sin £ B -f- B' £ sin £ A -h A' £ 

Si A^ et B'̂  sont les parties indépendantes de e dans 

A' et B', la différence ^ ^ a pour premier terme 

B A; — a b ; _ r 
B2 ~ A 

le signe du coefiicient de s donne la position de la 
courbe par rapport à son asymptote. 

4. Passons au cas où l'on aurait 

o , G, o , 
avec 

o , o , 

m ( ) ^ o , 1 ( a ) > o , cp ( a ) o . 

Deux racines tendent encore vers l'influi, et pour ce 
cas on a les deux formules 

A ^ A'ô 

B + B'£ 
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par suite 

4 - r e s t e fini, mais le produit x ) ^ augmente 
indéfiniment, et il î st du signe de ^ ; on en conclut que 
Af et \.2 augmentent indéfiniment et sont de signe con-
traire. 

Fiii. 

Pour avoir la position de la courbe, il suffit de forfiUM-
Texpression de (A, —A^)-. Or on a 

(A-4- A ' £ ) 2 S _ 4 ( B - I - B'E) sin^ô 

par conséquent ( A, — Xo)- n'est positif que quand 

— est positif, c'est-à-dire quand £ est de signe con-

traire à B. 
La f g . 3 a élé construite dans l'iiypotlièse de B né-

gatif. 

5. Supposons maintenant 

c p „ , ( a ) = : o , = o 
avec 

o . o 
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Les racines qui tendent vers zéro nous donnent les 
relations 

A -4-A's 

/I — 

la somme p, -h p.j est infinie ainsi que o, X quand s 
s 'annule; on a de plus 

(Pl — 
A2_4B-i-Gs 

Les racines ne sont donc réelles que si A-— 
Supposons cette condition remplie, on voit que les 

quantités et îw augmentent toutes deux indéfiniment. 
On a, en outre, 

. A-2-4B-V GÊ  sin^E 
( A I - A 2 > - ^̂  , 

et 7.0 sont donc réels, quel que soit le signe de s ; le 
produit X est du signe de B, quel que soit le signe 
de £; le signe des quantités et dépend de celui de 
A sin £. 

Fig. 4 . Fiff. 5. 

Si B ^ O , ou a une disposition analogue à celle de la 
J'S- 4-
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Si on obtient la Jig. la Jig. 4 a cté con-

struite dans riiypothèse de A > o. 

6. Si A- — 4 ^ << o le point à l'infini est imaginaire. 
Si A® — 4 B = o, et si Ton pose 

G = G i - i - G', £, 

— p r e n d la forme 

A, et ne sont donc réels qu'autant que C, et £ sont 
FiiT. 6. 

de même signe; mais B est, dans ce cas, essentiellement 
positif, puisque A - = 41^5 P^r suite, les deux racines 
p,, p2 sont de même signe, ainsi que et îw-

On obtient alors une disposition analogue à celle de 
la Jig. 6 qui correspond au rebroussement de seconde 
espèce. 

REMARQUES SUR M ARTICLE DE M. D'OCAGNE ; 
PAR M . E . C E S A R O , 

Élève ingénieur des Mines. 

1. Dans la livraison de décembre i884 des Noii-
nelles Annales^ M. d'Ocagne a exposé la théorie des 
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coordonnées axiales. Deux Notes, au bas de la première 
page, nous apprennent que ces coordonnées ont été 
déjà proposées et étudiées par MM. Aoust et Purkiss. 
Qu' i l nous soit permis d'ajouter que nous avons aussi, 
dans Matliesisy traité, sous forme implicite, la même 
question, et, en particulier, nous avons donné l'équation 
axiale de la tractrice, signalée par M. d'Ocagne à la 
page 553. C'est à cause de cette équation que nous 
avons pu considérer la tractrice comme correspondant, 
par dualité, à la spirale logarithmique. D'ailleurs, on 
peut dire, en général, que le sjstème des coordonnées 
axiales et celui des coordonnées polaires sont corréla-
tifs. Bien entendu, comme il s'agit ici de grandeurs 
à mesurer, la corrélation est loin d'être parfaite, tant 
que l 'on reste dans le champ de la Géométrie ewc//-
i/i'e/z/ze. Ilest, par conséquent, désirable de voir quelque 
mathématicien s'occuper de l'étude des coordonnées 
axiales, dans la Géométrie générale. 

l i . A la page 25^ de la même livraison, on voit 
la figure d'une courbe, dont M. d'Ocagne a mis en évi-
dence les remarquables propriétés. Or il n'est pas dif-
ficile de voir que la courbe en question est une déve-
loppante de cardioïde. Ceci est une conséquence 
immédiate delà propriété suivante, facile à démontrer : 
La normale J limitée aux axes, est égale à ia. En 
outre, la théorie des mouvements plans fournit, pour 
le centre de courbure, une construction fort simple, 
fondée sur ce que la projection de l'origine sur la nor-
male et le centre de courbure sont également éloignés 
du milieu de la normale^ limitée aux axes. 

2" On peut, par le pur calcul, arriver fort simple-
ment à découvrir que la développée de la courbe dont 
il s'agit est une cardioïde. Observons d'abord que. 
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lorstju'oti est parvenu à trouver, eu foneliou de la coor-
donnée 0, l'expression /'(O) du rayon de courbure, on 
obtient Véquation intrinsèque de la développée par 
Téliniination de 0 entre les équations 

Or, M. d'Ocagne a démontré que 

/ ( 0 ) r : = ^ ( l - f - 3 COS'^.0). 

i^'équation de la développée résulte donc de l'élimina-
tion de 0 entre les équations 

P=:—-3asin2 0, 5 = ^ (i-i-3 cos 2O ). 

Il est, d'ailleurs, permis de remplacer .ç psir s ^ j 

en choisissant convenablement l'origine des arcs. On 
trouve eniin 

Cette équation représente une hypocycloïde à quatre 
rebroussenients, engendrée par un point d'une circon-
lérence, de diamètre roulant, sans glisser, à l ' inté-
rieur d'une circonférence de diamètre quadruple. 

III. Une des propriétés les plus importantes, qui n'a 
pas été suffisainuKint remarquée, résulte de la définition 
même de la courbe, c'est-à-dire de l'égalité OD = ]MN. 
En eifet, en vertu de cette égalité, les triangles rectan-
gles ODT,MiNT sont égaux, et, par suite, T est le 
ndlieu deO"^. D'après cela, I est le milieu du segment 
iNiN' de la normale, limijLée aux axes. Or M. d'Ocagne 
a démontré que ÎÎS ~ a. Donc N N ' = 2 a. Maintenant 
il est aisé de voir que l'on peut, à la construction indi-
quée par M. d'Ocagne, substituer la suivante : ayant 
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pris, sur la circonférence de rayon s a , avec le centre 
en O, un point quelconque J, projetons-le sur les axes 
0 . r , Oj^, en N, N^ Le point M est la projection, 
sur NJN ,̂ du milieu T de ON. En outre, la tangente 
est IMT, et le centre de courbure est la projection de J 
sur NN^ 

IV. Une intéressante application des coordonnées 
axiales consiste dans Tétude des courbes corrélatives 
des conchoïdes. Si Ton fait tourner d 'un même angle o> 
les tangentes à une courbe quelconque AQ, autour des 
points où elles rencontrent une droite fixe, elles enve-
loppent, dans leurs positions nouvelles, une courbe A^j. 
La construction par laquelle les courbes A )̂ dérivent 
de AQ peut être regardée comme corrélative de celle 
qui donne les concboïdes d'une ligne donnée, relative-
ment à un point fixe. Les propriétés des courbes Â ^ sont 
des corollaires immédiats de la théorie des mouvements 
plans; mais nous voulons montrer comment on peut y 
parvenir par les formules que M. d'Ocagne a établies 
dans sa Note. 

(a ) 11 est clair, avant tout, que l 'équation axiale 
de Ao), la droite fixe étant prise comme axe, se déduit de 
celle de AQ par le changement deO en 0 — co. Les déri-

vees ••• sont donc les memes pour toutes les 

courbes. Transportons l'origine au point T , pied com-
mun des tangentes aux courbes A^ .̂ On sait que les coor-
données du point de contact M^̂  de Tune de ces droites 
avec la courbe correspondante sont 

d\ . . ^ . ^ d^k . „ , 1= ^ sni( 0 -I- (o) cos(0 -f- (o), y ^ sin2(0-f- w). 



( 26o ) 
L'éliininalioii de co donne 

^ - d^y-

Par consécjuent Jes points M̂ ^ sont situés sur une cir-

conférence K, de diamètre ^^ ? tangente à l'axe au point T . 

Il en résulte cjue les normales concourent en un même 
point : c'est le point S, diamétralement opposé à T, 
sur K. On sait encore que le rayon de courbure de A^ ,̂ 
au point est 

'i- cos( 0 sni(0 -h to). 

Prenons, sur TS, la longueur SU, égale à TS. Trans-
portons l'origine en S et l'axe des j en SU : dirigeons 
le nouvel axe des x en sens inverse de l'ancien, et pre-
nons, sur sa partie positive, SV = ^ ^ • D'après la der-
nière formule, SI CiQ) est le c,entre de courbure de Afj,), on a 

sv cosUSGo)-^SUsinUSGa). 

Le lieu des points C^ est donc la circonférence K^, 
décrite sur UV comme diamètre. 

[h) Parmi les lignes dérivées de AQ, la ligne A 71 est 2 
particulièrement remarquable. La transformation qui 
nous donne A,,;, en partant de AQ, peut être appelée recto-

tangentielle : si on l'applique à Â C, on retrouve AQ. 

Dans la famille des lignes A ô, chaque ligne a donc sa 
conjuguée. Une parabole, par e:^emple, est sa propre 
transformée rectotangentielle, ou bien celle de son foyer, 
suivant que l'on choisit pour axe de transformation la 
directrice ou la tangente au sommet. Les points corres-
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pondants de deux lignes conjuguées sont diamétrale-
ment opposés, sur K. Il en est de même, sur K', des 
centres de courbure. Les deux diamètres font un angle 
constant, de sorte que leur point d'intersection décrit 
une circonférence : celle-ci passe par les centres des 
circonférences K, K^ et par leur point de rencontre Q, 
autre que S. Il y aurait à considérer, plus généralement, 
les transformations axiales des courbes planes, corré-
latives des transformations centrales, étudiées par 
M. d'Ocagne dans Matliesis, 

(c) Le point Q constitue, évidemment, pour la 
courbe correspondante, un point de rebroussement. Si 
A — e s t l'équation axiale de Ao, l'équation du 
lien des rebroussements résulte de l'élimination de T 
entre les égalités 

X = / ( t ) , t a n g O = - 2 

Souvent, la construction de Q, moyennant les circon-
férences K, K', permet d'obtenir avec plus de facilité le 
lieu des rebroussements. C'est ainsi que, dans le cas 
d'une parabole, dont la tangente au sommet est prise 
comma axe, on voit immédiatement que le lieu en ques-
tion se réduit au foyer. Pour une c3^cloïde, c'est la base 
qui est le lieu des rebroussements, lorsqu'on prend pour 
axe la tangente aux sommets. 

[d) Le lieu des rebroussements est très important, 
parce qu'il suffit pour définir une famille de lignes A^). 
A cet effet, observons que le point Q est, en vertu de sa 
définition, un point d'intersection des deux cercles K 
consécutifs. Il en résulte que l'enveloppe de K est con-
stituée par Taxe et le lieu des rebroussements. Ces 
deux lignes étant données, si l'on fait mouvoir la cir-
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<^onférciic(.' (iiiveloppée, son diamètre ^ est nécessaire-
ment fonction du chemin À, parcouru par son point de 
contact avec l'axe. Si Ton écrit la relation existant entre 
ces grandeurs, on connaitra par intégration l'équation 
générale des lignes A,,,, contenant une constante arbi-
traire. A chaque valeur de la constante correspond une 
ligne particulière. Il est aisé de reconnaître que, si 
X est l'équation axiale de la ligne des rebrousse-
ments, l'équation différentielle générale des lignes Â ^ 
résulte de l'élimination de T entre les égalités 

V. [ a ) Il est important de savoir quelle transfor-
mation axiale correspond â la transformation centrale, 
ditepa/ ' j^ajons vecteurs réciproques. En cherchant à ré-
soudre cette question, on est inévitablement conduit à 
étudier la transformation axiale, définie par la relation 

Oi 0.> 
tang — t a n ^ — const. 

Si M est un point d'une courbe quelconque, e tT le point 
où la tangente en M rencontre l'axe des X [axe de trans-
formation^., la circonférence de centre T, passant par M, 
est le lieu de tous les points qui correspondent à M sur 
les différentes axiales réciproques de la courbe consi-
dérée. Les tangentes à ces courbes, aux points corres-
pondants, concourent, par définition, en un même poi?it 

( ' ) K n terminant ces remarques, nous nous apercevons d'avoir 
iippelé improprement cardioide, d'après la nomenclature proposée 
par queltpics gèomèlres, l'iiypocycloïde à quatre rebroussenients, 
tandis que c'est à répicychtïde à un seul rcl)roussemcnt (¡ue Fou 
donne ordinairement ce nom. 
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de l'axe. Eu outre, elfes ont^ d'après ce qui a été dit 
plus haut, des longueurs égales, pourvu qu'on les sup-
pose limitées entre l'axe et leurs points de contact. Ce 
théorème, corrélatif d'une proposition fort connue dans 
la théorie de l'inversion polaire, a pour corollaire immé-
diat la proposition suivante : Les axiales réciproques 
d'une tractrice, par rapport à sa directrice, sont les 
tractrices égales, admettant même directrice On 
doit se rappeler que, dans l'inversion polaire, la spirale 
logarithmique a pour transformées, relativement à son 
pôle, les spirales égales, de même pôle. 

[b) Autre théorème très remarquable : L^es centres 
de courbure de deux axiales réciproques, en deux 
points correspondants, sont sur une perpendiculaii e ci 
Vaxe. Corollaire : Un cercle a pow axiale réciproque., 
par rapport à une di'oite quelconque, tout cercle qui 
admet ai^ec lui, pour axe radical, la droite consi-
dérée, 

[c) Parmi les axiales réciproques d'une courbe don-
née il y en a généralement deux, à chaque instant, qui 
présentent un point de rebroussement. Ces points de 
rebroussement sont, évidemment, ceux où la circonfé-
rence (T) , lieu instantané des points de contact, ren-
contre la perpendiculaire à l'axe, lieu instantané des 
centres de courbure, C'est en ces points aussi que la 
même circonférence touche son enveloppe. Le lieu des 
rebroussements coïncide donc avec l'enveloppe de (T) . 
Ces circonstances sont aisées à reconnaître dans le cas 
de la tractrice. Alors le cercle (T) est invariable, et le 

( ' ) I] y aurait à résoucirc Ja qiic-slii)n suivante : Quelles sont les 
courbes égales à leurs axiales réciproques? Ou sait que la quesliou 
corrélative a été aini^lemenl Irailée |)ai" M. Geriocclii. 
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lieu des rebroussements est constitué par deux paral-
lèles à Taxe, équidistantes de celui-ci. Enfin, les centres 
de courbures se trouvent sur le diamètre de ( 1 ), per-
pendiculaire à l'axe, propriété connue. 

(d ) M. d'Ocagne, à qui nous avons communiqué ces 
remarques, nous a fait observer que V inversion axiale, 
dont il vient d'être question, ne diffère pas essentielle-
ment de la transformation par senn-droites récipro-
ques, imaginée par M. Laguerre. Le théorème [a) est 
du à M. Laguerre, ainsi que le corollaire ( ¿ ) . Ce d*er-
nier théorème a été, avec quelques autres remarques, 
le sujet d'une Communication orale, faite par M. d'O-
cagne à la Société Mathématique de France ( i8 mai, 
i883) C ) . Enfin, nous devons ajouter que, dans ses 
articles des Nouvelles Annales, M. Laguerre n'a pas 
manqué de faire ressortir la corrélation existant entre 
les transformations par rayons vecteurs et par semi-
droites réciproques. Cependant nous n'avons pas jugé 
inutile d'appeler de nouveau l'attention des lecteurs sur 
cette intéressante transformation, surtout pour en don-
ner un exposé pour ainsi dire immédiat, n'exigeant pas 
de connaissances préalables, ne se rattachant à aucune 
théorie spéciale, et ne demandant que l'emploi facile et 
naturel des coordonnées axiales. 

C ) Nous apprenons que M. d'Ocagne va réunir tous ces résultats 
en une intéressante brochure sur les transforniations axiales et, en 
particulier, sur la transformation ortJiotangentielle, à laquelle 
M. d'Ocagne est parvenu indépendamment de nos propres recherches. 
Nous ferons seulement observer que nous avons eu, depuis long-
temps, l'idée de cette transformation, comme le prouve la Ques-
tion 290, proposée dans Mathesis (t. TII). 
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C O N C O U R S G E N E R A L UE 1 8 8 1 . 

M A T H É M A T I Q U E S S P É C I A L E S ; 

PAR M. P. GIAT, 

Elève du lycée Saint-Louis (classe de M. Lucas) . 

Trouver le lieu des points, tels (¡ue les pieds des six 
normales qu^on peut mener de l'un quelconque d'entre 
eux Cl un ellipsoïde donné ci trois axes inégaux se sépa-
rent en deux groupes de trois points dont les plans 
respectifs soient par ail (des entre eux ). 

En prenant pour axes de coordonnées les axes de Fellip-
soïde, l'équation générale des quadriqnes passant par 
les pieds des normales issues du point (a, ¡3, y) est 

( 0 

572 — a) — h-2.x(r--

— a'^z ( t — a) 

Pour que cette équation représente un système de 
deux plans parallèles, il faut d'abord que l'ensemble des 
termes du second degré soit carré pai fait. Ici l'on aura 

a h c 

) L'énoncé complet comportait une deuxième partie ( voir 3® série, 
t. I , p. 189), qui n'est pas traitée ici. 

Ann. dcMathèmat.,6'' série, t. IV. (Juin i885.) l8 
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Prenons d'abord ( - -H - Nous en déduisons \ a b c J 

et réquation (i) devient 

/ f \a b cj ' c'^ — a^j 

+ 

z / aT. b'i \ 

Ensuite il faut que l'ensemble des termes du premier 

degré soit, à un facteur constant près, ~ ^ 

On a donc 

¿ 3 Y T ^ * ^ ^ 
~ — ^ WZr^i " r/2 _ ¿2 c2 — a2 _ ' 

ou, en simplifiant, 

Les deux plans parallèles sont alors 

Le lieu du point (a, ¡â, y) avec les diverses combinaisons 
de signes se composera par conséquent de quatre droites 
passant par l'origine et les pieds des normales issues de 
tous les points de ces droites seront dans les quatre sys-
tèmes de deux plans parallèles obtenus en joignant les 
extrémités des axes de Tellipsoide. 



( .67 ) . 

M A T H É M A T I Q U E S É L É M E N T A I R E S ; 

PAB M. P. GIAT, 

Élève du lycée Saint-Louis (classe de M. Lucas). 

Etant donné un triangle ABC inscrit dans un cercle 
de rayon R, oji mène les bissectrices intérieures des 
angles A, B, C. Soient A , , B i , C i les points oii elles 
rencontrent le cercle : 

Désignant par S, Sj les aires des triangles ABC, 
AiB^Cj et par d le diamètre du cercle inscrit au 
triangle ABC, on propose de démontrer que Von a 

^ _ R 
S " r / ' 

On considère une suite indéfinie des triangles 
ABC, AjBi Ci, . . . , A/iB^/C,^, . . . , tous inscrits dans le 
même cercle et dont chacun se déduit du précédent 
comme dans l'énoncé ci-dessus le triangle AjB, Ci se 
déduit du triangle ABC. Démontrer que, lorsque le 
nombre entier m augmente indéfiniment, le triangle 
A2mB2,„C2«i tend vers une position limite aßy: dans les 
mêmes conditions, le triangle Aom+i Co,«^^^ tend 
aussi vers une position limite (j! ^^ les deux triangles 
limites a^r, :î! ^ sont équilatéraux et symétriquement 
placés par rapport au centre du cercle. 

3® Démontrer que, si Von prend pour unité le rayon R 
du cercle, le produit des nombres qui mesurent les 
diamètres des cercles inscrits aux triangles ABC, 
A^BiCn . . Kn^n^n tend vers une limite lorsque n 
augmente indéfiniment. 

Désignons par a , c. A, B, C, R les éléments 
de ABC, par A,, B,, C, les éléments de 
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On voit facilement que 

(0 

B-+-C „ A 

C , = 

C + A „ B 
= 90° > 

A + B „ G — = 9 0 ° - - . 

Calculons : 

Sj = - 61 Cl sin Ai; 1 
or 

donc 
¿>1 = 2R sinB,, Ci = 2Rs inGi , 

Si = 2R2 sin Al sin Bisin Cl, 

ou, d'après les égalités ( i ) , 

A B G Si = aR^cos— c o s - cos— • 
2 2 ii 

Calculons maintenant S : 

S = pr, 
mais 

A B G n =: 4R cos — COS — COS - • ^ 0 0 0 

En remplaçant, il vient 

par suite. 

S = ces— cos— c o s - ; 

^ ^ A ^ 
Si ~ 2r ~ c . Q. F . D . 

Évaluons les angles Ai, Aa, . . . , A„ des différents 
triangles. 
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On a 

A, = 9 0 " -
A 
2 

As = 9 0 ° - a 
= 9 0 « -

90» 
2 

A 

A, = 9 0 ° - b 
1 = 9 0 » - 22: 

2 
OO® A 

An = 9 0 » - An- i 
2 

= 9 0 » -
90^ 
a 

Lorsque n devient très grand, — tend vers o et A ĵ 
tend vers 

90< 

= - 90° = 60°. 
2 ^ I 

' - 4 

On voit ainsi que la limite àe An est 60°. On trouve-
rait de même que les limites de B^ et C/i sont 60". Le 
triangle tend donc à être équilatéral. 

Maintenant O étant le centre du cercle circonscrit au 
triangle ABC, on a 

AOAi = 2 C - h A = i8o°— (B — G), 

A I O A 2 = i8o° —(Bi — C , ) = 180°-+-

par suite 

De même, 

A20A4 = 36O°-(A20A3 -4-A30A4)= 

A . O A e ^ - ^ , . . . . 
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Les arcs AAo^AoA^, . . . forment donc les termes 

d'une progression géométrique dont la raison est 
Aucun des arcs AAo, A2A4, A^//;..! A2W n 'em-
piétant l 'un sur l 'autre, la somme de ces arcs représente 
la distance AAo,«- A la limite, on aura 

Aa I AA2. 

On connait donc la position limite vers laquelle 
tendent les triangles d'ordre pair. 

On trouverait de même que les triangles d'ordre im-
pair ont une position limite a '^^y, telle que 

Aa':=: 7:-+- I AAo. 

Les triangles formés tendent donc vers deux triangles 
équilatéraux ayant leurs sommets symétriques par rap-
port au centre du cercle. 

3" Si l'on prend pour unité le rayon R, on aura 

Multipliant membre à membre, il vient 

ddi.., d;, = . 

3 i / 3 Si n augmente indéfiniment, la limite de S/̂ ^^ est — * 
/ S 

Donc le produit r/c/,. . . d,i tend vers une limite 
Sv'S 

Note. - La même question a été résolue par MM. Lacombe et G. 
Barra n. 
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R H É T O R I Q U E ; 

PAR M. P. GIAT, 

Élève du lycée Saint-Louis (classe de M. Lucas). 

Un tronc de cône est tel que sa hauteur est moyenne 
proportionnelle entre les diamètres de ses deux hases. 
On propose : de démontrer qu on peut inscrire une 
sphère dans ce tronc de cône; 2° la hauteur h étant 
donnée, de déterndner les rayons des deux hases, de 
manière que la surface totale du tronc de cône soit 
équivalente à un cercle de rayon a. Discussion. 

1° Tout revient à démontrer que l'apothème du 
tronc est égal à R - f - r ; car alors le trapèze obtenu en 
coupant le tronc par un plan passant par l'axe sera tel 
que la somme des côtés non parallèles soit égale à la 
somme des bases, c'est-à-dire sera circonscriptible. 

Or, d'après l'énoncé, 

(i) = 

Maintenant 

d'où 
A = R -f- r . c . Q . F . D . 

La surface totale du tronc est égale à 

On a donc 
( R - H R ) 2 - I - R 2 _ I - / 2 = A 2 , ou 

A2 
2 ( R A' y — a - -4 î 
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<11 rem arquant que 

d'où 

(2) R -F- I 
1 

Les équations (i) et (2) donnent le produit et la 
somme des quantités R et /-; ces quantités sont donc les 
racines de l'équation 

4 

Discussion, — Pour que ces racines soient réelles, il 
faut que 

d'où 
^ - /l2 >0 , 

3 // 2 

Le produit des racines étant positif, les deux racines 
sont de même signe; leur somme étant positive, elles 
sont positives. 

Dans le cas oi\ a- la surface totale est mini-•1 
muni, R = /', et le tronc de cône devient un cylindre. 

Hemarque, — liC volume du tronc est égal au pro-
duit de sa surface totale par le \ de sa hauteur : on le 
démontrerait sans difiiculté. 

S E C O N D E ; 

PAU M . ÉMILI: BÉNÉZEGH, 

Elève du Prvlanée militaire. 

Soit un carré ABCD ; par deux sommets opposés 
A et C de ce carré^ on mene, d'un même côté par rap-
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port au plan du carré, les droites AK, CL perpendi-
culaires ¿1 ce plan. On prend sur AK un point A' dont 
la distance au centre du carré est égale au côté du carré 
et, sur CL, un point G dont la distance au point h! est 
égale au double du côté du carré, 

1° Démontrer que la droite K!QJ est perpendiculaire 
au plan BDA' ; 

Former, en appelant a le côté du carré, l'ex-
pression du volume de chacun des tétraèdres K! k B J), 
C C B D , C A ^ B D . 

Soit O le point cFintersection des deux diagonales 
AC et BD. 

Pour démontrer que la droite C'A^ est perpendicu-
laire au plan BDA^, il sufiit de constater qu'elle est per-
pendiculaire aux deux droites OA', DA' qui passent par 
son pied dans le plan. Or on a 

v/2 

puis, menant A'E parallèle à AC, on a 

CE a y/î, 
et, par suite, 

donc 

G G - 1 ? ; 
yj-i 

9 a'̂  G'Q-^ ^ ^ __ ^ 5^2 ^ OA'V C'A', 

ce qui prouve que C'A' est perpendiculaire sur OA'. 
On a encore 

2 2 2 2 
donc 

11^2 3^2 
r/D"— DA'= - ±11- C'A'. 2 2 
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La proposition est par conséquent démontrée. 
Les valeurs précédentes de AA', C C permettent de 

calculer sur-le-champ les volumes des tétraèdres dont il 
s'agit dans l'énoncé, et Ton a 

vol . A A ' B D = = 77-—-? 

v o l . G ' G B D ^ 2 ! - ^ 
^ \/2 '1 v/2 

v/^ ^ 3 

j\ote. — La même question a été résolue par M. Léopold Maison, 
élève du Prytanée militaire. 

CONCOURS D'AGREGATIOi\ DES SCIENCES MATIlEMATIftllES 
EX 1884. 

C O M P O S I T I O N S D A D M I S S I B I L I T E . 

Mathématiques spéciales. 

On donne une ellipse et une hyperbole situées respec-
tivement dans deux plans rectangulaires P et Q , et pour 
chacune desquelles la droite d'intersection de ces deux 
plans est axe de symétrie : 

I'' On considère tous les plans R tangents à la fois à 
l'ellipse et à l'hyperbole, et l'on propose de démontrer 
qu'il existe une infinité de surfaces du second ordre S 
tangentes à la fois à tous les plans R. 

Trouver le lieu des centres des surfaces S et déter-
miner la nature de chacune de ces surfaces suivant la 
position occupée par son centre. 

Trouver les conditions nécessaires et suffisantes 
pour que les surfaces S soient homofocales. 
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Mathématiques élémentaires. 

Trouver les angles d'un quadrilatère circonscrit à un 
cercle de rayon z*, connaissant trois cotés consécutifs a , 
by c du quadrilatère. Entre quelles limites doit varier r 
pour que le problème soit possible, les côtés a, c res-
tant constants? On distinguera deux cas, celui où les 
points de contact des côtés du quadrilatère avec la cir-
conférence sont situés sur les côtés eux-mêmes, et celui 
où ces points de contact sont sur les prolongements des 
côtés. 

Composition sur certaines parties, désignées à l'a-
vance, du programme de la licence es sciences mathé-
matiques. 

Théorie. — Dire ce que l'on entend par intégrale 
complète, intégrale générale, intégrale particulière, in-
tégrale singulière, d 'une équation entre n variables 
indépendantes, une fonction inconnue z de ces varia-
bles et les dérivées partielles du premier ordre de ^ par 
rapport aux mêmes variables. 

Montrer comment la connaissance d'une intégrale 
complète peut conduire à l'intégrale générale. 

Étant donnée une équation de la forme considérée, 
non linéaire^ exposer une des méthodes d'intégration 
qui lui sont applicables : le choix de la méthode est 
laissé à chaque candidat. 

Application. — Intégrer l'équation 
—y){p — q)— 100 ~ o, 

dans laquelle on désigne par m une longueur donnée, 
par p et q les dérivées partielles de c: par rapport à .r et 
par rapport à 
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COMPOSITIONS FINALES. 

Mécanique. 

On donne un hélicoïde représenté, en coordonnées 
rectangulaires, par l'équation 

^ = m arc tanff - : X 

un point matériel non pesant, assujetti à rester sur la 
surface parfaitement polie de l'hélicoïde, est attiré vers 
TaxeOz par une force dirigée suivant la perpendicu-
laire abaissée du point sur l'axe, et inversement propor-
tionnelle au cube de cette perpendiculaire. Déterminer, 
dans le cas général, la loi du mouvement du point con-
sidéré, la pression sur l'hélicoïde, et les diverses formes 
que peut aifecter la trajectoire. Examiner les cas parti-
culiers où la projection de la trajectoire sur le plan jcOy 
peut être représentée par une équation où n'entrent que 
des fonctions algébriques, logarithmiques, exponen-
tielles ou circulaires. 

Calcul. 

Si l'on désigne par a le demi-grand axe d'une ellipse, 
par e son excentricité, par ^s la longueur de l'arc de 
cette courbe compris dans l'angle obtus formé par les 
deux demi-diamètres conjugués égaux, on démontre que 

le rapport ~ est exprimé par la série suivante 

.V T: 7r--t>, —8 , 
— — - — e^ e* a 4 i6 9.56 

1 5 7 1 - 4 4 2 5 ( 2 1 7 1 - 6 1 ) 
3 0 7 2 1 9 6 6 0 8 

71 étant le rapport de la ciiconférence au diamètre. On 
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donne ^ — o , j 8 , el l 'on demande de calculer, par la 

méthode des approximations successives, la valeur 
de e avec l'approximation que comportent les Tables de 
logarithmes à 7 décimales. 

Epure, 

On donne un tétraèdre régulier SABC, et l'on pro-
pose de construire l'intersection de deux cônes définis 
de la façon suivante : le premier a pour sommet S et 
pour base le cercle inscrit dans ABC; le second a pour 
sommet C et pour base le cercle inscrit dans SAB. 

L'arête du tétraèdre a la face ABC est située 
dans le plan horizontal; AB est parallèle à la ligne de 
terre et située à au-dessous de cette ligne. 

Pour distinguer les parties visibles et les parties invi-
sibles, on regardera les deux cônes comme opaques et 
limités aux parties intérieures du tétraèdre. Le tétraèdre 
est transparent. 

SUJETS DE LEÇONS. 

Ces sujets diffèrent très peu de ceux qui ont été 
traités en 1881, 1882 et i883. 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE 
EN i m Cl 

COMPOSITION DE MATHÉMATIQUES. 

Soient les deux paraboles données 
— ip^x — i = o, 

y'̂  — i p ^ x — 4 ¿r -h 3 = o. 

C ) Questions données à plusieurs élèves qui n'ont pu composer 
que plus tard. 
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On demande : 

1° De trouver les relations du second degré en u et v 

qui expriment que la droite 
UX vy \ = o 

est tangente soit à Tune, soit à l 'autre de ces courbes ; 
2" De trouver les racines de l'équation du troisième 

degré en [JL qui exprime que la combinaison linéaire 

f\ -H V-f-i = o 

se décompose en deux facteurs linéaires en u et 
Démontrer que, Tune de ces racines fournissant 

une décomposition de la forme 

u{aLU-^ -H Y) = 

a, ¡3, y sont les coordonnées homogènes du point de ren-
contre P des deux tangentes communes à distance finie 
des deux paraboles. 

COMPOSITION DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

Représenter, par ses projections, un cylindre plein, 
de révolution, que limitela surface d'un hyperholoïde de 
révolution à une nappe. 

L'axe du cylindre est mené parallèh^ment à la ligne 
de terre à o"',o6 au-dessus du plan horizontal, et à la 
même distance en avant du plan vertical. Le rayon est 
de o'",o5. Le centre de l'hyperboloïde sè trouve sur la 
génératrice inférieure du cylindre. 

L'axe est vertical, le cercle de gorge a o'", o5 de rayon. 
Les génératrices font avec l'axe un angle de • 
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ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE (CONCOURS DE 1 8 8 4 ) . 

Mathématiques. 

a et è désignant les coordonnées rectilignes rectangu-
laires d'un point M, quelle est, pour chaque position de 
ce point, la nature des racines de l'équation 

3 H-8 ai^ — 12 4 o ? 

On construira, en particulier, le lieu des positions 
du point M pour lesquelles l'équation admet une racine 
dotible, en calculant les coordonnées d'un point du lieu 
en fonction de cette racine. 

Physique. 

1. Un fil métallique est tendu par un barreau de 
cuivre horizontal que l'on fait osciller, et la durée de 
l'oscillation est 9. Le fil est en équilibre quand le bar-
reau est perpendiculaire au méridien magnétique; on 
remplace le barreau de cuivre par un barreau ai-
manté qui se met alors dans une position faisant un 
angle a avec la première. On fait osciller le barreau ai-
manté autour de cette position d'équilibre, et l 'on trouve 
que la durée de l'oscillation est t. Quelle est l'équation 
qui lie les trois variables Q, ¿et a ? 

2. Une lunette, dont l'objectif a une longueur focale 
égale à f., est pourvue d'un oculaire négatif à deux 
verres, dont le symbole est i , 2, 3, c'est-à-dire que le 
verre oculaire, celui qui est tourné vers l'œil, a un 
foyer le verre de champ, celui qui est tourné vers 
l'objectif, a un foyer 3 f , et la distance des verres est 
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égale à ' if . La lunette est réglée pour un objet infini-
ment éloigné et pour un œil inlinimimt presbyte. On 
demande : i® la mise au point, c'est-à-dire la distance 
de la lentille de champ par rapport au plan focal de l'ob-
jectif-, le grossissement; la position du cercle de 
ilamsden, ou sa distance à la lentille oculaire; 
grandeur de ce cercle, ou le lapport de son diamètre à 
celui de robjectif. 

3 . Que savez-vous sur les grandeurs électriques et 
sur les unités qui servent à les mesurer.^ 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE CENTRALE. 

PREMIÈRE SESSION, JUILLET 1 8 8 4 . 

Géométrie analy tique. 

On donne l'équation 
«2 _ lyl <̂2 ¿,2 ^ o 

d'une hyperbole rapportée à son centre et à ses axes, et 
l'équation 

y — kx — o 

d'une droite menée par le centre de cette hyperbole : 
Former Téquation générale des coniques qui pas-

sent par les points réels ou imaginaires communs à 
l'hyperbole et à la droite données, et qui, de plus, sont 
tangents à l'hyperbole en celui des sommets de cette 
hyperbole qui est située sur la partie positive de l'axe 
des X. Discuter cette équation générale et reconnaitre la 
nature des coniques qu'elle peut représenter. 

Trouver le lieu des centres des coniques représen-
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lëes par l'équalioii générale précédente. Ce lieu est une 
conique A. Chercher un nondjie de points et de tan-
gentes suffisant pour déterniijier géoniéti iqueuient cette 
conique A. 

Trouver le lieu des points de contact des tangentes 
menées à la conique A parallèlement à la droite de coef-
iicient angulaire quand on fait varier A. On vérifiera 
(pie l'équation de ce dernier lieu, qui est du troisiènu' 
degi'é, représente trois droites. 

Calcul trigonoinétricjae. 

On donne deux côtés d'un triangle et l'angle compris : 
a — 2") 17'", 453, 

/> == 842:^'", 7 6 1 . 

On demande de calculer l(\s trois autres éléments A, 
H, c du triangle, et sa surface. 

Qéo ni ci lie d esc / ipt ive. 

Lne droite de front dont réloiguenient est 
égal à o'",8o et dont la trace horizontale & se trouve 
à o"™,o5 de la proposition horizontale de son point de 
rencontre ^^^^ plan bissecteur du premier 
dièdi e, engendre, par sa rotation autour de la verticale 
du point (.9, s'), un premier cône de révolution. 

Un second cône a pour sommet le milieu de la 
droite / fi') ; sa trace horizontale est un cercle, dont 
le centre c se trouve en avant de la droite s^h dont le 
rayon est égal à la longueur de cette droite, et qui passe 
par les extrémités 5 et 8 de cette même droite. 

On demande de construire les projections de la partie, 
snpposée solide et opaque, des deux nappes du premier 
cône, qui, placée à l 'intérieur des deux nappes du second 

Jnn. de Mathém., 3*= série, t. IV. (Juin i885.) If) 
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i-ôiKî Cl (Icrricrc le plan de front F , dont l'éloignement 
est o"", i4, se trouve comprise entre le plan horizontal 
de projection et un plan horizontal P' à la cote o"", 215. 

On indiquera à l'encre rouge les constructions d 'un 
point quelconque de l'intersection, de la tangente en ce 
point, et celhîs des points et des droites remarquables. 
Ces constructions seront succinctement expliquées, à 
l'aide d'une légende placée au bas de l 'épure. 

liire extérieur. — Géométrie descriptive. 
litre intérieur. — Intersection de deux cônes. 
Placer la ligne de tern? parallèlement aux petits côtés 

du cadre, à du petit côté inférieur, et le point 
au milieu de la feuille. 

Physique. 

r* Un espace \ contient un mélange d'air et de va-
peur d'eau à une température i, et sous la pression 
totale H. La vapeur n'est pas saturée et possède une 
tension /'. On demande de calculer la pression totale x 
du mélange, si l'on ramèjie la température à être en 
distinguant le cas où il y a condensation, et le cas où 
ce phénomène ne se produit pas. On désignera par F' la 
tension maximum de la vapeur d'eau à la tempéra-
ture t'. 

Cn récipient fermé, de capacité invariable et égale 
à i'"^, contient de l'air humide dont la température 
est '23'\ et à Fétat hygrométrique 0,75. La température 
descend à 5® dans cet espace. Quel sera le poids de la 
vapeur liquéfiée P 

Tension maximum de la vapeur à sS*"... 20""™,888 
Tension maximum de la vapeur à . . . 6""",534 
Densité de la vapeur d'eau 0,622 
Poids du litre d'air à 0° et à 760"''" 
Coefficient de dilatation des ^az o,oo3(>65 
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Chimie. 

Indiquer les dillérenls cas dans kîsquels l 'ammo-
niaque et les composés ammoniacaux prenaient naissance. 

2" On donne loo^^ ,̂ mesurés à o" et sous la pression 
760"'"% de gaz oxyde de carbone. On demande : quel 
volume d'oxygène, à o'' et sous la pression ¡760"""% il faut 
employer pour en produire la cond)ustion complète;; 

quel est, dans les mêmes conditions, le volume de 
gaz acide carbonique produit . On demande de résoudre 
le problème par la méthode des équivalents en poids et 
par celle des équivalents en volumes. 

. É(iuivalcnts 

en poids, en volumes. l^oids du lilrc. 

CO 14 2 
0 8 I 1 , 4 3 

CO^ 2 1,9774 

SECONDE SESSION. OCTOBRE 1 8 8 4 . 

Géométrie analj tique. 

On donne, daus un plan, deux axes de coordonnées 
rectangulaires Oxy O j et une droite quelconque cou-
pant ces axes respectivement aux points A et B. 

On prend sur cette droite un point m dont les coor-
données sont a et 3 et l 'on construit , dans le plan, un 
point correspondant M, ayant pour coordonnées 

f et g étant deux longueurs constantes données. 
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(Jlcla [)()S(' : 
1' On cliMnandc d'éciirc J'équation du lieu des 

points M, lorsqiuï le point 7?i se déplace sur la droite 
indélinie AB. Ce lieu est une hyperbole qu'on désignera, 
dans ee qui va .Suivre, par la lettre H. 

On demande de déterminer les éléments néces-
saii'cs à la déiinition complète de cette hyperbole H et 
d'tîn construire géométriquement un point quelconque, 
ainsi qu(îla tangente en ce point. 

On sup])Ose que la droite AB se déplace dans le 
plan, (le iaron telle que la somme des inverses de ses 
eooi'données à l'origine rester constante, soit de façon que 

, ' A ïïï! = 7 

A clia(pi(; ])!)sili()n de la droite ré[)ondra une hyperbole 11. 
On deinandi; de montrer qne tont(îs ces hvperboles 

ont une (M)r(le eoinninne et de trouver le lieu des [)(jles 
de cette corchî relalivemiMit aux diverses bvperboles 
( c\;st-à-dire le lien des points pour lesquels elle est 
eoidci de eoiUact des tangentes menées de ce point à 
Tune des hvperl)oies). 

4" On projette le eentreCde l'iiyperbole 11 réjîondant 
à la droite AB, sur cette droite, en D; et l'on demande 
di' trouver le lieu des ])oints D lorsque la droite AB se 
déplac(\ non pins seloii la loi ci-dessus définie, mais en 
restant parallèle à elhvnième. 

CaIcal L/ igononukvique. 

Calculer les angles et la surface d'un triangle dont o 
les trois côtés sont 

a 4356,742. 
h 3754,6<S>., 
c =->571,754. 
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(rcofiiétrie desci iplis^c. 

Intersection d'un cône de rcvoluiion et d^ui cy-
lindre, — Dans un plan horizontal P', à la coin 
on trace deux cercles : le premier o), to' est la directrice 
du cône, il a o"',o5o de rayon et son cenlic O, O' S(Î 
trouve à o"*,o64 en avant du plan vertical ; le second 

oj'̂  est la directrice du cylindre, il passe par lecentrt; 
O, O', par le point le plus voisin du plan vertical 
et par le point plus à droite d ' d u premier cercle. 
Le sommet / du cône a pour cote 0"%075, et les géné-
ratrices du cylindre sont paiallcles à la droite sdys'd\ 

On demande de construire les projections du cor[)s 
constitué par la partie des deux nappes du cône, sup-
posées pleines t;t opa([ucs, placée à Fintéricur du cy-
lindre et comprise entre un plan liorizontal ayant 
une cote de et le plan horizontal de projection-

On indiquera, à l'encre rouge, les constructions d'un 
point quelconque de l'intersection, de la tangente en cc. 
point, et celles des points et des droites remarquables. 

Ces constiuctions seront succinctement cxpliqué(;s à 
l'aide d'une légende placée au bas de l 'épure. 

Titre extérieur. — Géométrie descriptive. 
Titre intérieur. — Intersection d'un cône et d'un 

cylindre. 
Placer la ligne de terre parallèlement a u x g r a n d s côtés 

du cadre à o'",i i5 du grand côté inférieur, et la droite .̂ .s' 
au milieu de la feuille. 

Physique. 

On donne une masse d'air humide dont le volunu; 
est de i"'®, l'état hygrométrique la pression totale 
de 7 6 0 " ' " ' de mercure, et la températtire ^ô^'C. 
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On demande quel est le poids juaximum d'eau qui 

pourra se réduire en vapeur dans cette masse d'air, si l'on 
maintient la pression totale constante égale à jGo^"* 
de mercure, et si l'on porte la température à 35"C., aussi 
Lien pour l 'air que pour l'eau qui s'évapore. 

On donne les forces élastiques maxinia de la vapeur 
d'eau : 

A 25° 23™"», 09 
A 35" 40™'",4o 

On donne : 

Le cociTicient de dilatation des gaz o,oo367 
Le poids de d'air sec à o"C. et 760"^"'. i8'',293 
La densité de la vapeur d'eau 0,6235 

Cl lin lie. 

i. Préparation du brome et de l'iode. 
II. On fait passer dans l'eudiomètre '200'^'' de prot-

oxydiî d'azote et Boô '̂  d'hydrogène. Après le passage 
de l'étincelle, il reste Soo'''- de gaz. On ajoute loo'^'' 
d'oxygène et l'on fait passer de nouveau l'étincelle ^ on 
obtient un résidu de 

Déduire de ces données la composition en volume du 
protoxyde d'azote. 

ÉCOLE FORESTIÈRE (COA'COl'RS BE i 8 8 i ) . 

Math ématiq lies. 

\ . Etant données deux droites non situées dans le 
même plan, déterminer le lieu géométrique des milieux 
de toutes les droites qui joignent un point de la première 
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droite à uu point de la secoïule. Indiquer îa marche à 
suivre pour représenter ce lieu à l'aide des procédés de 
la Géométrie descriptive. 

2 . Trouv er, par la suppression des facteurs communs, 
c'est-à-diie sans employer le procédé de la division 
directe, le quotient de l'expression 

a^ — a x^ -t- a'^ x — a^ 
a^ — ax'* a'*X — x'^— \''x ( a'*x — à^x"^ -i- a^x-— ax*) 

3. L'escompt(^ d 'un billet de est 65. Si 
l 'échéance était rapprochée de 55 jours et le taux aug-
menté de 1,5 pour ioo, l'escompte resterait le même. 
Trouver le taux et l'échéiftice. 

Trigonoinctrie et calcul logarithmique. 

i . On donne, dans un quadrilatère inscrij_)tible ABCD, 

B =87"38'47", « = 7i3'", 08576, b = 357"', 3487'") ; 
d ~ c = 3o™,335, 

calculer c*. A, R et S. 

2. Variations de 
(1 sii i.r )-

s i n . r ( i — s in . r ) 

3. Un paratonnerre AB, d'une longueur égale à 
8'", ¿64, est placé sur un édifice de hauteur AE. En s'ar-
rètant à 82'", 656 du pied de l'édifice et à une hauteui' de 
15^^,467, au-dessus du sol, on a vu le paratonnerre 
sous un angle de ' ¿ j ' 2 7 . On demande; de calculer la 
hauteur de la pointe B du paratonnerre au-dessus du 
sol. 
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ÉCOLE SPÉCIALE MILITAIRE (COSCOlIRS BE 1 8 8 4 ) . 

C ont position (Je M alliêmatiqnes. 

1. On donne nn angle aigu ZOX et un point A sur 
OX ; d'un point M pris s u r O X , entre O et A, on abaisse; 
la perpendieulain; MP sur OZ, et Ton considère la lon-
gueur donnée par la formule 

r = V O M . M A - H ' iMP . 

On demande comment y varie quand le point M se 
tléj)Iace sur OX de O jusqu'à A. Courbe figurative. 

Dans un triangle isoscèle ARC, on connait la 

base <7, la bissectrice [J de l'angle à la base B^ calculer 

l'angle ])isculer; rendre calculable par logaritbmes 

1 a fo r m ul e ob ten n e. 

3. Connaissant dans un triangle ABC le coté a et les 
angles B (;t C, calculer la hauteur abaissée sur le 
côté a. Données numériques : 

a — 13908"', 3, = 56" I5'47",5. = 39̂ " 16' ri'. 

Epure. 

On donne, dans le plan vertical de projection, un 
cercle tangent à dont le rayon égale Si*"™. Le penta-
gone régulier inscrit dans ce cercle, et dont un sommet A 
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est sur jry^ est la base d'un prisme droit. Uu eone droit, 
dont le sommet est situé dans le plan de profil du point A , 
à 84°"™ au-dessus du plan horizontal et à (>9'"™ en avant 
du plan vertical, a pour base, sur le plan horizontal, un 
cercle dont le rayon est de ôo"""*. On demande rintersec-
tion du cône et du prisme. On indiquera le tracé des 
constructions elfectuées jDOur trouver un point quel-
conque de l'intersection et la tangente en ce point. 

Dans la mise à l'encre, on représentera la portion du 
prisme qui est contenue dans le cône. 

m n SUR LE DÉVELOPPEMENT D ' i l DÉTERMIMOT; 
PAR M. E. HUMBERT, 

r^'ofesseur de Mathématiques spéciales au lycée de Nancy. 

Je me propose d'exposer dans cette Note une méthode 
très simple pour obtenir le développement d'un déter-
minant à l'aide des mineurs relatifs à K lignes quel-
conques. Cette méthode n'est pas nouvelle^ je crois 
seuhîmcnt l'avoir exposée très simplement. 

Je désignerai par A le déterminant 

AJ A? Aï 
AJ A | A? 

j 

et par A^^ x le dél(;rminant mineur formé avec les élé-
ments des ligues horizontales ( lignes)d'indices a, 
et ceux des lignes verticales (colonnes) d'indices a', 

. . . , A', en nombre égal aux précédents. 
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Je suppose qu 'on veuille développer A en mettant en 

évidence les déterminants mineurs formés avec les élé-
ments des K lignes dont les indices sont ¿z, è , /, que 
je suppose rangés par ordre de grandeur. J'appelle ci, 

. . . , m ' l e s indices des lignes qui restent, rangés aussi 
par ordre de grandeur. 

Un terme quelconque de A est alors 

N désignant le nombre total des inversions formées par 
les indices supérieurs entre eux et les indices inférieurs 
entre eux. 

Comptons d'abord le nombre des inversions formées 
par les indices inférieurs^ a, . . / entre eux ne 
forment pas d'inversions \ de même pour h\ . . ., l'. 
Mais il y a a — i nombres inférieurs à a et placés après 
lu i ; b— 2 nombres inférieurs à b et placés après lu i ; 
/ — K nombres inférieurs à / et placés après l u i ; donc 
il y a 

a h -i-,. l ~ i — 2 —.. . — K 
O U 

, , ; K(K-i-.) 
a -4- - f - . . . i J 

1 

inversions formées par les indices inférieurs. 
Maintenant, comptons le nombre des inversions for-

mées par les indices supérieurs. 11 y a d'abord P inver-
sions formées par les indices a, ¡ii, . . . , ) . entre eux; 
Q inversions formées par les indices a', . . . , ij.' entre 
eux. Il n 'y a plus qu'à compter les inversions formées 
par les indicées a, ¡3, . . . , X avec les indices a ' , • • 
) / , Ul'. Pour cela, on peut ranger les indices a, . . . , A 
par ordre de grandeur a i , ¡î,, . . . , . Alors il y a a, — 1 
nombres inférieurs à a» et placés après lu i ; ¡î  — 2 
nombres inférieurs à ¡3, et placés après lui ; — K nom-
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bres inférieurs à et placés après lui. Donc le inombre 
total des inversions formées par les indices supérieurs 
est 

P + Q + a + ¡ 3 . X -

en remarquant que 

AI -+ - - + - . . . - H AL — A - 4 - ^ - H . . • H - X , 

et l'on a 

N a H- ¿> - H . . / -4- a p - H . . . - f - X 4 - P + Q - K(K -4- i). 

Le terme général de A peut alors s'écrire 

car K (K + i) est un nombre pair et peut être enlevé de 
l'exposant d e — i . 

Si l'on écliauge entre eux d'une manière quelconque 
les indices a, . . A et aussi les indices a', p.', 
on obtient tous les ter tues du produit 

et, enfin, en posant pour a, [i, . . . , \ K nombres quel-
conques parmi les n nombres i , 2, . . . , zz, et de toutes les 
manières possibles, on a 

C'est le développement annoncé. 
Si Ton voulait mettre en évidence les mineurs formés 

avec les éléments des K colonnes d'indices a , 
on raisonnerait d'une façon toute semblable et l'on ar-
riverait à 
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Première iLpplicalion. — Si l'oii développe le déter-

minant 
a\ a\ .. ,. a'{ p\ P\ • .. p'I 
«1 a\ . . . a ï p\ P\ • .. p'i 

«A .. a'k Ph Pi . .. Pi 
O o o K b\ . .. b'{ 
O o , . o b\ b\ . .. b'i 

O o o b\ bl . .. K 

en se servant des mineurs des 7i premières colonnes, on 
trouve immédiatement 

c = 

«1 a\ .. 
al .. 

. a'I 
.. a-

«A al .. .. al 

h\ .. .. b'I 
h\ h\ .. .. b'i 

bl . .. br 

L'exposant de — i est 

- i - 2 -

e'est-à-dire un nombre pair. 
Si l'on développe de la même manière le déterminant 

b'i 
b'i 

G' = 

ou trouve 

O 0 0 b\ b\ 
o o o b\ 

o o o bl bl 
«I a\ .. .. a'I P\ P\ 
«J al . .. a'i P\ Pi 

< p}, P% 

K 
P't 
p'i 

Pi 

C'= ( ->) ' ' 

«i a\ ., 
ai . 

.. a'I 

.. a'i 

a), al . •• < 

bl b\ . .. b'I 

b\ bl . .. b'i 

b}. bl . 
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L\;xp(#saiil de — i est iri 

7i I — / i — 2 . . . H- / i 1 - h 2 - 4 - . . n ; 

en enlevant un nombre pair 2 ( i - f -2 + . . .-f-/z), il 
se réduit à /z-, qui est de la même parité que n. 

Seconde application. — Considérons les matrices 

«1 a? . .. a'i b\ b\ .. b't 
al al . .. al 

•> 
b\ bl , .. . b'i 

aj, . .. a'}, 1 K bl .. .. b'I 
et le déteriiiiliant 

a\ a\ 
a-} al 

a a 
o o 
o o 

n 

a, I 

O 

O 
¿•f 
¿1 

b'i, O o . . . o 

Développons-le en mettant en évidence les nn'neurs 
des p premières colonnes. Pour cela, prenons p lignes 
painii les n premières, et soient a, , , k leurs in-
dices, on aura 

o o . . . — I o . . . o 
o o . . . o — I . . . o 

X 
o o 
b\ b\ 
b\ bl 

b], bl 
désignant le déterminant d 

, A p colonnes d'indices a, [i, 

o 
b'i 
b:^ 

ordre/? formé avec les 
ans la njatricc A. 
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Dans le déterminant 

C) O . — I o . . . o 

o o <> — I . . o 

o o ( ) — î o 

K ... h^l 
hl .. • ... lyi 

K bj. .. . . . . Op 

il y a « — p lignes, les premières, qui ne contiennent 
pas les éléments Z>, et C(Î sont celles qu'on obtient en 
supprimant dans les 7i colonnes de droite du détermi-
nant C les lignes d'indices a, ¡B, donc, dans clia-
cune d'elles, —i est situé dans une colonne d'indice 
autre que a, ¡i, . . Si donc on développe ce der-
nier déterminant en mettant en évidence le mineur 
des n — p premières lignes, qui n'est pas nul, et qui est 
égal à ( — p u i s q u e les seuls termes dilïérents 
de zéro sont les termes situés sur la diagonale principale 
et égaux à — i , on trouve pour ce déterminant 

Donc, finalement, on a 

Remarque, — Si p est plus grand que /z, chacun des 
déterminants Aaß...),, Baß...), contient une ligne de zéros 
et est identiquement nul ; C est donc nul. 

Les deux applications que nous venons d'indiquer 
conduisent, comme on sait, facilement aux théorèmes 
relatifs à la multiplication des déterminants et à la mul-
tiplication des matrices. 
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S I R LA S É R I E I IARMONIQIIE; 
PAR M. E. CESARO. 

1. Désignons par 11,̂  la somme des /? premiers termes 
de la série harmonique. Si l'on pose; 

I l I I I I 
3 5 n^ 7 71' 

on a, d'après une formule connue, 

J n 1 
l — h l U n - l ' n — i n 

Si, dans cette formule, on change n en n — i , n — 2, ..., 
3, 2, on obtient, par addition, 

, 7f ( /1 i I \ / X 
/ — == 2 - - i - - - 1 - f - U n - i ) 2 3 71/ 

ou bien 

d'où 

(I) 

2. Pour calculer S«_4, étudions la série - -m 
. On a 

I / I I 1 \ I / Ï I 31 \ 

3 ^ - j ^ 6 i^n^T - ^ T P ^ . - n ) ' 

On obtient, par addition, 

< -- -12 6 n{ 71 -{- I ) 
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Donc Sfi . \ tend vers nne limite Sy inférieure à Les 
itermes élant positifs, on a 

S. : _ : 

D'autre part, on trouve de la même façon 

s - S „ _ , = u„ + - . . . < ; 

d'où 

(3) ' 6 n[/i I ) 

Des illégalités (2) et (3), il résulte (]u'on peut poser 

0 

• • 

Q étant compris entre o et i . 

3. Si, dans (i) , on remplace S,/ ^ par sa valeur, on 
obtient 

- ^̂  , - ^ - -fv n {7i — i ) 

b i e n 

0 ( \ ) C / / / i ( n -- I ) H- 7. 6 n ( u -I- I ) 

C est une constante. Celte constante, qui porte le nom 
de constante d'Ealet\ est égale à o, 577215664. . . . 

Reniara ue. — La formule (4) donne H/̂  avec une 

erreur moindre que - On trouve, par exemple, 

I H - -1- . . . H = ï 4 , 
•J. J LOOOOOO 
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OUELOUES RÉFLEXIONS SUR L'ÉTUDE GÉOMÉTRIQUE DES 
COURBES GÉOMÉTRIQUES ET THÉORÈMES POUVANT Y ÊTRE 
UTILES 

( SUITE ) ; 

PAR M. J . -E. ESTIENNE, 

R E L A T I O N ENTRE H U I T PLANS SEPTAIRES. 

Une simple transformation par polaires réciproques 
conduit au théorème suivant, analogue à celui de Brian-
chon : 

< 

T H É O R È M E . — Si les huit faces d^un octogone gauche 
sont septaires [c'est-à-dire telles que toute quadrique 
tangente à sept le soit à la huitième)les quatre droites 
qui joignent les sommets opposes sont les génératrices 
d'un hyperholoïde. 

D E LA CUBIQUE GAUCHE. 

Une courbe très utile dans Tétude des quadriques est 
la cubique gauche. On se contentera d'en rappeler 
brièvement les propriétés et Ton s'attachera à faire 
ressortir ses analogies étroites avec la conique plane. 

D É F I N I T I O N . — La cubique gauche, ou courbe gauche 
du troisième ordre, est telle qu'un plan quelconque la 
coupe en trois points. 

Celte définition donne une première analogie entre 
la cubique gauche et la conique, analogie intime, quoi-
que d'apparence puérile ; 

La cubique gauche est coupée par un plan en un 
nombre de points égal à celui qui détermine un plan. 

Ann. de Mathémat., 3" série , t. IV. (Jui l le t i885 . ) 10 
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De même, la eonique est coupée par une droite, 'eu 

un nombre de points égal à celui (pii détermine une 
droite. " : - . • . 

De la définition de la cubique gaucke, on dedruit suc-
cessivement et sans peine les théorèmes suivants : 

i" La perspcctU'e (Vune cubique gOLuclie, quand on 
prend le point de vue sur cette courbe, est une 
conique. 

Une cubique gauche est Vintersection de deux 
cônes du second ordre qui ont une génératrice commune, 
ou, plus généralement, de deux quadriques qui ont 
une génératrice commune. 

'y\Six points quelconques de l'espace déterminent 
une cubique gauche et une seule. 

Ce qui précède permet de trouver la relation double 
qui existe entre sept points d'une cubique gauche. 

On va la rappeler et la démontrer : 

T H É O R È M E . — Un plan quelconque coupe les faces 
d^tin tétraèdre A B C D , inscrit dans une cubique gauche, 

Fis. H. 

4 / 
A 

4 - " \ 

suivant le quadrilatère 4.5.7.9, et la cubique en trois 
points 1.2,3-, le quadrilatère 4-5.7.9 et le triangle 
1.2.3 sont circonscrits à une même conique [fig- 3). 
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Ell «ii'et, de A, OIL voit les points R.C.D.> 1 . 2 . 3 . , 

sur une conique*, les triangles 4• 3 .6 et 1 . 2 . 3 sont 
donc inscrits dans une conique, et, d'après un théorème 
connu, leurs côtés sont aussi tangents k une conique. 
Une perspective faite de B montre de même que les 
triangles 4*8.9 et 1 . 2 . 3 sont circonscrits à une co-
nique. Le théorème résulte dès lors de ce que les droites 
4 . 8 et 4«9 sont respectivement les mêmes que les 
droites 4 . 5 et 4-6. 

On peut considérer la cubique gauche à un autre 
point de vue, en remarquant que huit quelconques de 
ses points sont septaires, puisque toute quadrique qui 
coupe une cubique gauche en sept points contient cette 
cubique tout entière. 

Si donc sept points sont sur une cubique gauche, 
on a la relation qui les lie^ en exprimaiU que leur hui-
tième point septaire est mal déterminé. 

C'est ainsi que la construction faite (Jig. 7) pour 
trouver le huitième point septaire ne donnerait pas un 
point unique si les points a, a ^ y, y' étaient tels 
qu'on pût faire passer par ces points les côtés de deux 
et, par suite, d'une infinité d'hexagones définis comme 
on l'a dit. L'heptagone A . B . C . D . E . F . G . serait alors 
inscrit à une cubique gauche. 

On va donner entre sept points d'une cubique gauche 
une autre relation, analogue à une de celles qu'on peut 
établir entre six points d'une conique. 

Le théorème plan est le suivant : 

T H É O R È M E . — Les polaires de torn les points d'une 
conique, par rapport aux côtés d'un triangle inscrit 
Cl cette conique, passent par un même point. 

Ce théorème se démontre facilement par projection, 
ou analytiquement comme il suit : 
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L'équatioof en coordoanées triUtères d'une conique 

circonscrite au triangle, est 

a b c 
- H h - = O. X y z 

X Y Z 
Elle exprime que la polaire — 4- - H- - = o d'un 

point ^ de cette conique passe constamment par 
lé point qui a pour coordonnées a , c . 

T H É O R È M E CORRESPOKDAWT SUR LA C U B I Q U E G A U C H E . — 

Les plans polaires de tous les points d'une cubique 
gauche y par rapport auxfaces d'un tétraèdre 
inscrit, passent par une droite fixe. 

D'après ce qu'on a vu, une cubique gauche passant 
par les points A , B , C , D est l'intersection de deux 
cônes ayant leurs sommets en A et B, par exemple, et 
passant par les quatre points. 
' ABCD étant le tétraèdre de référence, on a donc, pour 
les équations de cette courbe, 

b c d 
• i h - o y z ç 

et 
a! c' d 1 1 = 0 
X z V 

Elles expriment que le plan polaire 

X Y ^ Z y _ 
X y ' z ^ ^ ~~ 

du point ayant pour coordonnées z, passe con-
stamment par la droite joignant les points ayant pour 
coordonnées : o, c, ii et o, c', d!, 

On pourrait prendre pour base de la théorie des 
cubiques gauches la féconde relation de Bobillier entre 
huit plans septaires. 
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Ce géomètre a démontré si huit plans sont sfep-

caires, on peut déterminer les doefficîenls X/, d?e telle 
sorte que, P^ = o étant l'équation de l 'un des plans, on 
ait r identité 

i = l 

En faisant de cette identité deux mecobres coiitenant 
chacun quatre termes, on a le remarquable théorème 
suivant : 

T H É O R È M E . — Si les huit faces de deux tétraedres 
sont septaires, ces deux tétraèdres sont autopolaires 
par rapport à une même quadrique ; de plus, on voit^ 
en prenant cette quadrique comme quadrique de trans-
formation par polaires réciproques, que les huit som-
mets des deux tétraèdres sont aussi septaires. 

On reviendra, a propos d'une autre question, sur le 
théorème correspondant de la théorie des coniques. 

Il résulte du théorème précédent que le huitième point 
septaire des sept points A, B, C, D, i , 2, 3 s'obtient 
en prenant le pôle du plan i , 2, 3 par rapport à la qua-
drique, à laquelle le tétraèdre A, B, C, D et le triangle 
I, 2, 3 sont respectivement autopolaires. 

ABCD étant le tétraèdre de référence, et a/, ¡3/, 5/ 
les coordonnées d'un des sommets du triangle i , 2,3, 
l'équation de cette conique est 

(,2 

T1T2 O1O2 
«2 «3 P2I33 Y2Y3 O2S3 
«3«! P3P1 Y3Ï1 §301 

Pour que le tétraèdre et le triangle soient inscrits à 
une cubique gauche, il faut que le pôle du plan du 
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triangle 1 . 2 . 3 , par rapport à cette conique^ soit ihal 
déterminé, ce qui exige que la quadrique soit mal dé* 
terminée. 

On verrait sans peine que cette condition se réduit â 
ce que deux déterminants mineurs soient nuls ; par 
exemple 

«1̂ 2 Ï1Ï2 
«2̂ 3 pîPs T2T3 
«3̂ 1 Ï3Ï1 

et 
aia2 01̂ 2 
«2^3 O2O3 
asa, O3O1 

On peut écrire cette double condition par les deux 
équations 

T I I I I I 
ai F". ai 
I I I I 

»2 F. 72 
= 0 et 

Si 
I 1 I 1 I I 

«3 fa Ta «3 03 
Elles expriment que les plans polaires des points 

1, 2 et 3, par rapport au tétraèdre ABCD, plans ayant 
pour équations 

.r 
«1 

, I V — 0, 

X -h — -i-
T2 

V 
== 0, 

X 

«3 T3 
C 
O3 — 0, 

passent, comme on le savait déjà, par une même droite. 

A U T R E ANALCX^IE EWTRE LA CUBTQUE GAUCHE 

ET LA C O N I Q U E . 

La courbe du second ordre est aussi de seconde classe, 
et ce fait ne se reproduit pas pour la courbe générale 
d'un ordre supérieur à 2. 
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De nièuie, la courbe gaucke xlu troisième ordre, ou 

cubique gaucke, est de troisième classe, eu convenant 
que la classe d'une courbe gaucke est marquée par le 
nombre des plans osculateurs qu'on peut lui mener par 
un point de l'espace. 

Celte proposition résulte immédiatement du tkéorème 
qu'on va démontrer : 

T H É O U È M E . — La surface dèi^eloppable, fonuée par 
les tangentes à une cubique gauche, est du quatrième 
(yidre et de la troisième classe. 

L'ordre étant marqué par le nombre des points d'in-
tersection d'une droite quelconque D avec la suilace, 
nous allons ckercker ce nombre ou, ce qui revient au 
même, le nombre des plans tangents à la cubique qu'on 
peut mener par la droite D. 

Projetons parallèlement à la droite D la courbe 
gaucke sur un plan quelconque. La projection est une 
cubique plane ayant un point double. 

Les plans tangents à la cubique gaucke menés par D 
coupent le plan de projection suivant les tangentes 
menées à la cubique plane, par le point d où D coupe 
le plan de projection. Or la cubique plane, ayant un 
point double, est de quatrième classe, et les tangentes 
menées par d. par suite les plans tangents menés par D 
sont au nombre de quatre^ la première partie du tkéo-
rème est démontrée. 

On en déduit immédiatement : 

Coiî pLLAiTiE.— Les traces des tangentes à une cubique 
gauche sur un plan osculateur à cette courbe sont 
une conique. Cette conique est aussi l'enveloppe des 
traces des plans osculateurs ci la cubique, 

La seconde partie du tkéorème est dès lors facile à 
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démontrer^ fjar, sidai^sle plan oscillatetir à uoeoubiquc 
gauche on jxrend un paiut quelconque A, on pout^a pa r 
ee point luener à la courbe deux nouveaux plans oscu-
lateurs seulement, dont les traces sur le premier seront 
les tangentes menées de A à la conique du corollairè* 
précédent. 

On termine ici Tétude des cubiques gauches; on se 
contentera d'ajouter les remarques suivantes : 

i" Une cubique gauche et une droite qui la coupe 
en deux points sont ci Vintersection de deux quadrir 
ques. 

Par suite, si l'on donne sept points, leur huitième 
point septaire est sur la droite qui est menée par l 'un 
d'eux et coupe en deux points la cubique gauche dé-
terminée par les six autres. 

Par une cubique gauche et deux points quel-
conquis de l'espace on peut faire passer en générai une 
et une seule quadrique. 

Il résulte de là que, si neuf points sont sur la courbe 
gauche du quatrième ordre, intersection de deux qua-
driqnes, la cubique gauche déterminée par six d'entre 
eux coupe le plan des trois autres en trois points, ces 
six points sont sur une conique. 

D I G R E S S I O N SUR LA COINDITIOIN S I M P L E D U P R E M I E R O R D R E , 

LA P L U S G É N É R A L E , A L A Q U E L L E 01» P E U T A S T R E I N D R E 

U N E C O N I Q U E . 

Nous dirons qu'on astreint une conique à une condi-
tion simple du premier ordre, quand on donne entre les 
six coefficients de son équation en coordonnées carté-
siennes ou trilatères une relation homogène du pre-
mier degré par rapport aux coefficients. 
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G ritinsi qu'iMi astai'eint une couique k une condi-

t i i^if imple du premier ordi-e, quand on lui impose de 
passer par un point, ou encore, d'être conjuguée par 
rapport à deux points. 

On se propose de trouver la forme générale de la re-
lation géométrique à laquelle correspond cette condition 
analytique. 

On peut poser le problème d'une façon un peu diffé-
rente, mais plus nette, en disant : 

Trouve?' la condition géométrique ci laquelle satis-
font toutes les coniques C, dont Véquation est 

G XiGl-h X2G2-Ì- X3G3+ X4G4-+- X3G5, 

Cl, CoîCs, C4, Cg étant les équations de coniques quel-
conques et > 1 des coefficients quelcon-
ques, 

La solution de cette question et de celles du même 
genre est fort utile dans l'application de l'analyse à la 
Géométrie. La difiiculté qu'on rencontre à étudier la 
Géométrie au moye^ de l'Algèbre consiste souvent, en 
eifet, moins à poser les équations et à les combiner, qî i'à 
interpréter géométriquement le résultat analytique 
trouvé. On a fait, pour ainsi dire, mie version de la 
langue géométrique en langue analytique, pour poser 
les équations primitives du problème: il faut faire un 
thème pour donner un sens géométrique aux équations 
finales ; le thème est souvent plus difficile que la ver-
sion. 

C'est ainsi, par exemple, que de la relation, si facile à 
écrire, entre les coordonnées de dix points d'une qua-
drique, on n'a pas encore pu déduire leur relation de 
position. 

Il est très utile de pouvoir conclure immédiatement 
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de ce fait aiialjtique que l'équatioîi d'une couii^e ne 
contient qu'un seul paramètre variable au premier 
degré, le fait géométrique qu'elle passe par un certain 
nombre de points fixes. 

Jl serait à désirer qu'on eût aussi la solution dails le 
cas oùréquation contient un nombre quelconque de para-
mètres au premier degré. C'est, comme on l'a dit, cette 
question qu'on va traiter, pour les seules coniques mal-
heureusement. 

La voie qui mène à la solution est un peu détournée. 
Considérons dans l'espace cinq points quelconques 

et un plan. Toutes les quadriqnes passant par ces cinq 
points coupent le plan suivant une conique. Cette co-
nique n'est évidemment pas quelconque; elle satisfait à 
la condition simple, du premier ordre, la plus géné-
rale. 

Car, l'équation générale des quadriqnes passant p i r 
ces cinq points contient quatre paramètres arbitraires 
au premier degré ; la conique d'intersection du plan fixe 
donné avec cette quadrique renferme encore dans son 
équation ces quatre paramètres au premier degré, et ils 
y sont distincts. 

Le problème revient donc à trouver la condition pour 
qu'une conique et cinq points quelconques soient sur 
une quadrique. 

L E M M E . — Si cinq points quelconques de l'espace, et 
une conique sont sur une quadrique, on peut trouver 
sur cette conique une infinité de systèmes de trois 
points qui, avec les cinq points de Vespace forment un 
sjstème septaire. 

En effet, si par les cinq points et un point cpiel-
conque A de la conique on fait passer une cubique 
gatudie, cette cubi(|ue coupe le plan de la conique en 
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deux nouveaux points; la droite qui les joint coupe la 
conique eadeux points B et C, qui avec le point A et les 
cinq points de l'espace forment un système septaire, 
puisqu'ils sont à Tintersection de la quadrique donnée et 
de la quadratique (intersection de deux quadriques) 
constituée par la cubique gauche et la droite BC. 

T H É O R È M E . — Si un pentagone gauche et un triangle 
ont pour sommets huit points septaires, le triangle 
est autopolaire par rapport à une conique détermi-
née, quand on connaît le pentagone et le plan du 
triangle. 

Si, en eifet, on se reporte au théorème déduit plus haut 
de la relation de Bobillier, on voit que cette conique est 
l'intersection du plan d(mné avec la quadrique définie 
comme il suit : Le tétraèdre ayant pour sommets quatre 
des sommets du pentagone gauche lui est autopolaire ; 
de plus, le cinquième sommet de ce pentagone adniét 
par rapport à elle, pour plan polaire, le plan donné. 

On peut déduire de là une définition plane de cette 
conique, et dire avec P . Serret : Cette conique a pour 
polaires de chacun des sommets du pentagone plan, 
intersection du plan donné avec le pentagone gauche, 
les côtés opposés de ce même pentagone. 

Mais ce qui nous importe, c'est que cette conique est 
définie quand on donne le plan et le pentagone gauche. 

De ce théorème et du lemme on déduit immédiatement 
la proposition suivante : 

T H É O R È M E . — Si une conique située dans un plan 
donné est sur une quadrique passant par cinq points 
donjiés dans Vespace, on peut inscrire ci cette conique 
une infinité de triangles autopolaires pur rapport à 
une conique déterminée par les données. 
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De ce théorèifije on conclut la solution du ptoblème 

proposé : 

T H É O R È M E . — La condilion simple du premier ordre 
la plus générale à laquelle on puisse astreindre une 
conique est de lui imposer d'être telle qu'on puisse lui 
inscrire une infinité de triangles autopolaires par rap-
port à une conique donnée. 

Cette condition parait au premier abord n'être pas 
simple; elle l'est cependant, puisqu'elle n'est qu'une 
transformation d'une condition simple. Le théorème 
suivant ne laisse d'ailleurs aucun doute à cet égard. 

T H É O R È M E . — Si deux coniques sont telles qu'on 
puisse inscrire ci Vune un triangle antopolaire par 
rapport à Vautre, on peut en inscrire une infinité, satis-
faisant il la même condition. 

Cette proposition peut se déduire, comme le célèbre 
théorème de Poncelet, dont elle est l'analogue, del ' iden ' 
tité de Bobillier, qui exprime que six droites Dj, 
D2 , . . . ,De sont tangentes à une conique : 

H- X 2 D I + X 3 D I = X , D | + X 5 D I + XEDL 

Cette identité exprime que, si deux triangles sont 
circonscrits à une conique, ils sont autopolaires par 
rapport à une seconde conique, et aussi (par transfor-
mation par polaires réciproques) inscrits à une troisième 
conique. 

On retiendra seulement, pour la démonstration du 
théorème énoncé, que si deux triangles sont inscrits à 
une conique, ils sont autopolaires par rapport à une 
autre conique. 

Cela étant, soient deux coniques cp et et ABC un 
triangle inscrit dans la conique et autopolaire par rap-
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port' à kt ce'i»ique <pi i Pffenons par rapport à' • là conî^ue 

la polaire d 'un point quelconque D de la conique^^ç 
soient E et F les points où cette polaire coupe la conique 
(p; les deux triangles ABC et DEF sont inscrits à la 
conique cp ^ ils sont donc autopolaires aune même conique 
qui n'est autre que la conique définie par les condi-
tions suffisantes, qu'elle soit autopolaire par rapport au 
triangle ABC et qu'elle admette la droite EF, comme 
polaire du point D. 

La démonstration analytique de ce théorème conduit 
à un calcul intéressant qui donne l'équation homogène 
et du premier degré par rapport aux coefficients de l'équa-
tion de laconique cp, qui exprime que les coniques cp et f i 
sont dans la dépendance indiquée dans l'énoncé. 

Si la conique cp se réduisait à un système de deux 
droites, il est évident que ces deux droites seraient con-
juguées par rapport à la conique cp,. 

On peut, à l'aide de cette remarque, démontrer les 
élégants théorèmes de P . Serret sur les quadriques et les 
quadratiques. 

Q U E L Q U E S T H É O R È M E S SUR LES Q U A D R I Q U E S A Y A N T LEURS 

A N A L O G U E S DANS LA T H É O R I E DES C O N I Q U E S , E T P O U V A N T 

S E R V I R A LA RECHERCHE D E LA R E L A T I O N E N T R E D I X 

P O I N T S D ' U N E Q U A D R I Q U E . 

T H É O R È M E . — Dix points étant sur une quadrique, 
si par six d'entre eux on fait passer une quadrique 
(a), et par les quatre autres une quadrique (¿) 
passant par Vintersection de [a) avec un plan fixe 
quelconque, le plan de Vautre conique commune aux 
quadriques {a) et [b) passe par un point fixe quand [a) 
varie. 

Prenons les quatre points du second groupe pour som-
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mets du tétraèdre de référence ; soient P, P i , P2, P3 les 
équations de quatre surfaces du second ordre passant 
par les six-autres points; Féquation générale des qua-
driques passant par ces six points est 

XP vPa-f- pP3=:t). 

Le déterminant suivant, égal à o, exprime qu'on 
peut déterminer les coefficients X, fx, v, p de telle sorte 
que la quadrique passe par les sommets du tétraèdre de 
référence 

P.r2 r.x'^ P3 '̂2 

P o - p^r' 
Pz^^ P,^^ P3^2 
PC2 P,C2 

Dans ce déterminant, est le coefficient de x -
dans réquation P^=: o. 

Si 

le déterminant devient 

A 

Al 
A, 
A3 

A' 

A', 
A" 
A". 

A; A'; 

A"' 
AT 
A'; 

A» A3 A '̂ 

Cette relation exprime que les dix points donnés sont 
sur une conique. 

Soit P / = o l'équation de la quadrique ( a ) de l 'é-
noncé; cherchons l'équation de la quadrique ( ¿ ) cor-
respondante. 

Soient 

px qy / z Si) = o 

réquation du plan fixe donné et 
OLi X -r- 3/7' - -1- O/C = O 
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l'équatiofi du plan variable de la seeonde conique d'in-r 
tersaçlioii des surfaces (a) et{//) . 

L'équation générale des quadriques passant par Tin^ 
tersection de ( a ) avec chacun de ces plans est 

Â J V 2 - f - . . . 
^-(px-i- qy -4- -f- ^¿y -f- ^¿z -h o; 

pour que cette quadrique soit la quadrique ( è ) , il faut 
qu'elle passe par les sommets du tétraèdre de référençe, 
c'est-à-dire que les coefficients a/, ŷ ^ S/ soient déter-
minés comme il suit : 

= A'i^q^i, A'-= soi. 

En remplaçant A/, AJ, . . . par ces valeurs dans le 
déterminant écrit plus haut, et divisant par pqrs, on a 
un déterminant nul, qui exprime que les plans 

aix -f- ^¡y -f- -(¿z -h r= o 

passent par un point fixe. 
Corollaires, — En prenant pour les quadriques P/ 

quatre systèmes de deux plans passant par les six points 
et pour plan fixe le plan de Tinfîni, on a la proposition 
suivante : 

Si les six sommets d^un octaèdre et les quatre som-
mets d'un tétraèdre sont sur une quadrique, les quatre 
paraholoïdes hyperboliques circonscrits au tétraèdre et 
ayant respectivement pour plans directeurs les faces 
opposées de Voctaèdre coupent ces plans directeurs en 
deux droites d'un même plan Î ces quatre plans passent 
par un même point. 

En gardant le plan de l'infini pour plan fixe et lais-
sant aux quadriques P/ toute la généralité qu'elles com-
portent, on a cette autre proposition : 

Si un hexagone gauche et un tétraèdre sont inscrits 



à une même quadrique, les plans d'intersection de deux 
quadriques homothétiques, dont Vune est circonscrite 
à Vhexagone et Vautre au tétraèdre, passent par un 
même point. 

Ce théorème a pour analogue dans le plan le théo-
rème suivant : 

T H É O R È M E . — Deux triangles étant inscrits à une 
conique, si Von circonscrit à Vun une conique C et à 
Vautre une conique C^ et que ces coniques C ei C< se 
coupent en deux points sur une droite fixe, la droite 
qui joint leurs deux autres points d'intersection passe 
par un point fixe. 

On démontrerait, comme le précédent, cet autre 
théorème : 

T H É O R È M E . — Sept points de Vespace et trois points 
d'un plan P étant sur une quadrique, si Von mène 
par les sept points une quadrique et par les trois 
points du plan P une conique, qui se coupent en deux 
points sur une droite fixe, la droite qui joint leurs deux 
autres points d'intersection passe par un point fixe. 

On peut retenir de ce théorème cette importante con-
clusion : 

On considère les trois coniques C^, Co, C3 d'intersec-
tion de trois quadriques avec un plan P ; si les huit 
points d'intersection de ces trois quadriques (ils sont 
septaires) et trois points A, B et C du plan P sont sur 
une même quadrique, il existe entre les coniques Ci, C2, 
C3 et le triangle ABC une relation de position. Par 
suite, trois quadriques quelconques passant par les co -
niques C^, C2 et C3 se coupent en huit nouveaux points 
septaires qui sont sur une quadrique passant par les 
points A, B, C. 
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Ce théorème est à ee point de vue Tanalogue du théo-

rème plan de Desargues, qui consiste essentiellement 
en ceci : 

On considère les points d'intersection de deux coni-
ques Ci et Co, avec une droite D; soient a^ et 
«2 et ces points. 

Si les quatre points d'intersection des coniques Ci 
et C2 et deux points A et B de la droite D sont sur une 
même conique, il existe entre les points A, B, , , ao, a'̂  
une relation de position. On en conclut, sans avoir 
besoin de connaitre cette relation, que deux coniques 
quelconques passant l'une parles points et a\, l 'autre 
par les points a^ et a!,, se coupent en quatre points qui 
sont sur une conique passant par A et B. 

On peut déduire de là le théorème de Pascal, ou plus 
exactement une démonstration synthétique du théo-
rème de Pascal, qui suppose la connaissance préalable 
de son énoncé. 

Soit en elFet PQRS un quadrilatère dont les côtés op-
posés constituent les coniques C, et Co {/fg- y) . (Ces 

B 

notations et les hypothèses sont indiquées plus haut.) 
D'après ce qu'on vient de dire, les points R, S et les 
points P', Q^ où une droite passant par a^ coupe les 
droites PS et QR, sont situés sur une conique passant 
par A etB. 

Or, si l'on prend pour le point Q', le point d'intersec-
y4/i/i. de Malluinutt., 3" sî rio, t. IV (Juillot iSSj). 2 1 
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tioli de la droite QR.avec ^̂̂^̂̂^̂̂  IJS^JI jr.a trpi3 de 
ces six points, qu'on vient de voir ^^tre sur une conique, 
qui sont en ligne droite 5 ce sont les points B, .3 et Q' . 
Les trois autres points A, R et P ' s o n t donc aussi en 
ligne droite. Si dès lors on appelle i le point .A^ 2 le 
point R, 3 le point Q, 4 point P , 5 le point S et 6 le 
point B, on voit que les côtés opposés de Thexagone 
1. S i . 3 . 4 i n s c r i t a une coîïiqiib se coupenteîi trois 
points P', Q^ d^ en ligne droite. 

Ge ti'est pas poursa valeur intrinsèque qu'on a donné 
cette démonstration ; c'est pour indiquer le parti qu'on 
peut tirer, dans la recherche de la relation entre dix 
points d 'une quadrique, des théorèmes qui précèdent. Ge 
n'est vraisemblablement pas par analyse qu'on arrivera 
à cette relation symétrique inconnue; c'est plutôt par 
une supposition habile, faite a priori sur sa forme. Les 
théorèmes précédents pourront alors être employés avec 
fruit pour vérifier l'exactitude de cette supposition. 

On va donner un dernier théorème assez intéressant 
par ses applications à la quadratique. 

On sait que le plan polaire d'un point P de l'espace 
par rapport à toutes les quadriques qu'on peut mener 
par sept points donnés passe par un même point. Si 
l 'on ne donnait que six points, le plan polaire serait en 
général complètement indéterminé, sauf dans le cas par-
ticulier suivant : 

T^HÉOIŒME. — Les plans polaires d'un point O pris 
sur Vintersection de deux plans X ei Y par rapport à 
toutes les quadriques passant par six points fixes situés 
dans ces deux plans passent par un poipt fixe. 

Si, en efî'et, an prend ces deux plans pour plans des x 
et des^'- et un troisième plan passant par O pour plati 
des et que P — o, Q = o, R — o soient les équations 
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de trois quadriqties passant par les six points donnés, 
ré^tiatîon générale des quadriques qui passent par ces 
six points est 

Le plan polaire de loriginé a pour équation 
XPi-4- {JlQÎ-i- VR' rr: o 

( P r e s t í a dérivée du polynôme P rendu homogène par 
l 'introduction de la lettre i ) . 

Cette équation ne contenant que deux paramètres 
arbitraires, le théorèpae est démontré. 

Si donc on donne, dans chacune «des faces X, Y, Z 
d'un trièdre dont O est le sommet, trois points, on peut 
construire, au moyen de trois de ses points, le plan po-
laire du poitit O par rapport à la quadrique déterminée 
par les neu! points donnés. 

Si les neuf points donnés sont sur une quadratique, 
ce plan polaire est mal déterminé ; par suite, les trois 
points qui le déterminent dans le cas général sont en 
ligne droite. 

On pourrait peut-être, de cette forme de la relation 
double qui lie neuf points d'une quadrique, passer à une 
relation plus simple et plus élégante, à la. relation pas-
calienne. 

On voit, eii résumé, que .dans la seconde Partie de ce 
Mémoire on n'a résolu qu'une seule des trois questions 
qui en sont l'objet principal. De plus longs développe-
ments, q u u n résultat précis ne couronnerait pas, 
seraient oiseux. 

Je me suis appliqué à citer îes auteurs à qui j'ai fait 
des emprunts. Si j 'ai énoncé comme niiennes des propo-
sitions déjà connues, je prie qu'on impute cela à mon 
peu d'érudition, et je mets ma loyauté à la disposition 
de toute i éclamation fondée. 
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GÉKÉRAHSATI05Î BE LA. SÉRIE DE LAGRANGE; 
PAR M. E. CESARO. 

Dans le J ornai de Sciencias mathematicas, physicas 
e naturaes (n'̂ ' XXVIII, Lisboa, 1880), M. Teixeira 
est parvenu à une formule extrêmement remarquable, 
permettant de développer, suivant les puissances crois-
sante de x^ la fonction z, en supposant que l'on ait 

- ^ / ( r ) ^ y = ^ — 

Nous allons rattacher cette question aux principes 
précédemment exposés dans nos articles sur le Calcul 
isobarique. 

Posons 

Il — xoi (y x^o^, (y ) x^ cŝ  (y )-+-.... 

Cette fonction dépend de x et y : notis désignerons 
par u\ ¿/^ . . . ses dérivées successives, relatives à x. 
Cela étant, observons que 

dy , du dy dy du dy 
dx ~ dy dx^ da~ ' dy da^ 

d'où 
dy _ , dy 
dx da. 

A cause de 
dz d^ dy dv _ dz dy 
dx dy dx ' da dy da ' 

on a aussi 

'h - 'il 
^^ dx ^^ da 

Cette relation sert de point de départ, dans la dé-
monstration de M. teixeira. 
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Rappelons, d'aulre part , la propriété fondamentale 

de ralgorithme 

Elle consiste dans l'égalité 

ainsi que nous l'avons fait voir dans nôtre article sur 
les dérivées des fonctions de fonctions, 

La relation (2) est toujours vraie, pourvu que l'on 
convienne de prendre U^^v = o, lorsque v n'est pas 
compris entre i et inclusivement. 

Cela posé, nous allons démontrer l ' importante formule 
que voici : 

( :V) I dPz 
¡} \ dxi' 

V I I / V - I /dz 
7 î d a y - ^ \ d c t 

Cette formule est vraie dans le cas de p - - i- car elhî 
se réduit, alors, à l'égalité ( i) . La formule (3) sera 
donc établie si, en la supposant vraie pour la valeur 
on démontre qu'elle subsiste pour la valeur p 4- i . Or, 

A 
dx 
l ¡dz \ d /dz\ dz ,r/U/;,v\ 

ou bien, en tenant compte de (i), 

i ( £ ^ ^ ''' cta ^ ' 

ou enfin, en vèrtu de (2) , 

d /dz 

d / dz \ dz . -
7ra [7n: "•') "''Zi. 
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La dérivation de (3) donne donc 

dP^^z 
y = p 

(/» -f-1 ) ! dxP^ 

I d^ {dz 
v ! 

p ^ 
d^-^ fdz^. 

-r IJ, ( y — i ) ! da -^ -yVdx 

Les deux dernières sommes s'entre-détruisent, à 
l'exception du terme 

IĴ ^y, n'est autre chose, en effet, que Donc, enfin, 
V prh 1 

1 V 
i)! dxP^^ 

v = i 

r ^ II 

C'est ce qu'il s'agissait de trouver. 
Maintenant la question du développement de ^ est 

bien facile à résoudre par l'emploi de \dL formule de 
Maclaurin, Remarquons d'abord que, pour x= o, on a 

Conséquemment, la formule (3) devient 

Ip ^ 

V ^ 1 \ \ p y 
v! ¿/av-i 

Tel est le coefficient de ^ / ' / dans lé développement 
cherché. 

Soit, par exemple, 

z = . f ( r ). . V —- a- - h T o { y ) . 
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Dans ce cas, poura: = o 

o, en générai, ^ 
Q / ^ ' a ) , pour V p. 

La formule ( 4 ) donne donc / 

Puis, par le tliéorème de MâçSâurin, 

CQSIXB. formule de Lagrange, 
Voyons ce que devient la formule (4)dans d'autres 

cas particuliers. Soit à développer la fonction satis-
faisant à la relation 

où 

>h(.v )= 4- «2 -+- • 

Dans ce cas 
V 
p 

pourvu que l'on pose 
V 

r 
La formule (4) devient 

Jo Zi] LV ^«^Jj-
V - 1 

Soit, par exemple 

y =: a -hie^'—Oey. 
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On sait que 

p 
Par conséquent 

/ dP y \ ^ 'i^^ (oP) , 32A8(o/M , ^ o/M / ^ ^ .... \dxPj,, ^ 1.2-;) 

Encore une application. Soit à clierclier le développe-
ment delà f o n c t i o n s a t i s f a i s a n t à la relation 

Dans ce cas 
y ~ a ^ H-J')-

et régal i té (4) devient 
V /; 

( J) p I V dxP dcC^ U L i/' — U! J 

Les propriétés de l'algorithme W , étudié dans la 
Note sur les dérivées des fonctions de fonctions, per-
mettent de donner, à l'égalité (5), la forme suivante : 

V ^ 1 \ 
L ( ^ - 1 ) ! J 

/> - h V - 1 

Soit, par exemple, de sorte que 

r — a H- xe^^y. 
On sait que 

s ga 
—i)!j (7> —v)! 

Par suite, la formule (6) devient 

dxP 
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Tel est, dans le developpementdej , lecoeliieientde ~ • 
On trouve ainsi 

.r-5 J' = a r^ X ( e'f — e-^^ )x- ( 4 -f-, 3 e'^^ ) — 

-f- ( e' ' -i- i 2 -f- 9.7 -f- 04 ) — 
() 

Dans tout ee qui précède, on n 'a pas tenu compte de 
la convergence des séries qui résultent de l'application 
de la formule de Maclaurin. On sait que rétablisse-
ment des conditions de convergence constitue un impor-
tant et délicat sujet d'études : il en est de même de la 
question de savoir quelle valeur de y doit être consi-
dérée comme représentée par la série de Lagrange géné-
ralisée. 

S l l l m THÉORÈME DE M. LiGÏERRE; 
PAR M. E. GESARO. 

L 11 s'agit de la Question 1389 (3® série, 1.1, p. 
dont nous croyons devoir modifier légèrement l 'énoncé, 
en démontrant que : 

Si l'équation f{ = o, i/e degré n, n admet que des 
racines réelles et simples. 

L'équation f^{z) -i- k-f''{z) = Oj oii k est réel, 
a toutes ses racines imaginaires ; 

Dans chacune de ces racines, la vcdeur absolue du 
coefficient de i ne surpasse pas la valeur absolue de hn, 

IL Puisque les racines «2, • • • ^ ^̂ n de = o 
sont simples, il est clair que l'équation 

/•'M c ) --/•- f"-{ Z) — o 



( 32a ) 
n 'a pas de i^adne^ en commun avec o, et^ par 
suite, elle peut être mise sous; la forme 

n 
/ ' ( : ? ) I 

. /{Z) ^Jmdz — a., " "" 7c 

Remplaçons z par x H- i j , et, après réduction des deux 
membres à la forme normale, égalons entre eux les 
coefficients de i. Il vient 

. r V , I 

La somme qui figure dans le premier membre est une 
quanti té essentiellement positive-. Elle est finie; car, en 
vertu des hypothèses, il n'est pas possible d'avoir simul-
tanément X = ayy y o. Cela posé, le second membre 
étant différent de zéro,j>^ ne peut etre nul, résultat évi-
dent a priori. 

m . 2 ' Soient Y, K les valeurs absolues de >, A . On 
doit avoir 

i 
KY Jimà(x~ «v -f- Y2 ^ Y2 ' 

I 

d'où 
Y<K/i. 

IV . Remarques. — On voit sans peine qu'il faut 
prendre le signe d'inégalité ou celui d'égalité, suivant 
que n est supérieur ou égal â l 'uni té . 

I l est nécessaire qiie les racines de == o soient 
sîtiip^les. 11 est aisé d e t o i r comment se modifie l 'énoncé 
du théorème, dans le cas de racines multiples. 

S"" Si l 'on ti^aCe, à la distance Kn de Taxe des x, les 
deux parallèles à cet axe, tous les zéros de la fonction 

-j- f ^ ' ( z ) sont compris entre ces droites, mais 
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aucun d'eux n'est sîluc sur axe des Tel est, em Té* 
sumé, le théorème de M.' Laguerre. ' 

4« Ce théorème est susceptible de généralisation, soit 
au point de vue des condition«' qu'il exige, soit aussi 
dans la nature des fonctions auxquelles il est applicable. 
C'est ce que nous montrerons, so^s peu, dans nos Fon-
dament.i per la Teorica delle funziojii olomovfe, cU 
genere qualanqae. 

V. Cependant, tout en restant dans le domaine des 
fonctions algébriques, nous exposerons dès maintenant 
un essai d'extension fort naturel. Soient . . . , 
les zéros d e f ( z ) ^ supposés simples, mais distribués ar-
bitrairement dans le plan. Nous voulons savoir comment 
sont situés les zéros àiif[z)-\~ M.f'[z)^ où M est l'affixe 
d'un point quelconque. A cet effet, cherchons les racines 
de l'équation 

r A - ¿n 
J\z ) ^ _ ov " iM "" A2-V- B2 

Si l'on pose 

- == Îy, (\ = «V -7- iby, 0; = ( <4— x K — y y-, 

la dernière équation se dédouble en 
n n 

ay—T A ^ by—y _ B 

1 1 
Considérons un zéro Q de l'équation proposée. En 

chaque zéro d e d é p o s o n s ; une masse, inversement 
égale au carré de la distance à Q. Soit G le centre de 
gravité de ce système, et appelons Tj ses coordonnées-
Les relations obtenues en dernier lieu deviennent 

ç — _ _ ~ y _ I 
" H ~ (Â -̂4- B2 )fx' 
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¡JL étant la masse résultante. Conséquemment, les droites 
QG, OM 50/ZÎ En outre, 

OG.OM 

D'après eiila, le point G est complètement déterminé. 
On voit qu'i7 ne coïncide jamais avec Q , et qu'// est 
d'autant plus près de^ ce dernier point que [JL est plus 
grand, 

M . Supposons que les zéros de J {z) soient alignés 
sur une droite A, de sorte que l'on ait, pour toute va-
leur de V, 

Pv cos Ci — av sin o = JI. 

Par combinaison linéaire des équations obtenues dans le 
paragraphe précédent, on trouve 

{y c oso — X sin o — = — B costp — A sin cp 

Menons, par l'origine, la parallèle D à A. Si TT̂, ^ sont 
les distances respectives des points Q, M aux droites A, 
D, la dernière équation montre que, en considérant ces 
distances comme positives lorsqu'elles sont dirigées en 
sens inverse, on a 

p 

et, par conséquent, nr et p ont même signe. En d'autres 
termes. 

Suivant que M est ou n'est pas situé dans La partie 
du plan limitée par D et contenant A, les zéros de 
l'équation proposée sont ou ne sont pas situés dans la 
partie du plan limitée par A et contenant D ; 

Si M est sur D, les zéros de la même équation 
sont nécessairement alignés sur 
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VIL Considérons, pour qn instant, cc dernier cas. La 

condition de parallélisme des droites OM, A donne 

— — hsZZ - — _ 
A ~ H ^ 

et, par suite, les deux égalités de ravant-dernier para-
graphe deviennent 

n 

jUoy v/A -̂hB-̂  

Prenons, sur A, une origine, à partir de laquelle ou 
compte les distances X,, • • - ^ des zéros de 
et la distance A d'un point variable. L'équation précé-
dente peut s'écrire ainsi 

—- const. 
^ Â V - A 

1 

Il est évident que, lorsque X varie depuis une des quan-
tités jusqu'à la quantité immédiatement supérieure, 
le premier membre varie de — co à H- oc , en croissaitt 
constamment, car sa dérivée par rapport à \ est positive. 
11 prend donc une fois, et une seule fois, la valeur con-
stante du second membre. On peut, en conséquence, 
énoncer ce théorème : 

Si les zéros de f { z ) sont situés sur une droite A, il 
en est de même des zéros de f { z ) pourvu 
que le point M se trouve sur la parallèle a A, passant 
par r origine. Les zéros des deux fonctions s'alternent, 
sur A, de manière que, entre deux zéros consécutifs 
de l'une des fonctions, il existe toujours un zéro de 
Vautre fonction, et il nen existe quun, 
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VIII. Plus généralement, il est facile de démontrer 

que : 

Si les zéros de f { z ) sont situés sur une droite A, 
celle-ci contient aussi les zéros de f ^ f { z ) + 
pourvu que l'angle des droites OM, ON égale Vincli-
naison de A sur l'axe des x. Les zérôs des deux fonc-
tions se succèdent sur A, suivant la loi de Rolle, 

On obtient, comme cas très particulier, le théorème 
de Rolle, en supposant N ~ o , M = i , A = Oa:. 

IX. Remarques. — Revenons au cas de ]N = i , et 
M arbitrairement situé dans le plan. D'après ce qui a 
été vu plus liant, le centre de gravité d'un système de 
masses, appliquées aux zéros dey(i?), et variant en rai-
son inverse du carré de la distance à un zéro Q de 
f { z ) se trouve à Tintersection de A avec la 
parallèle à OM, passant par Q. Dans le cas particulier, 
considéré par M. Laguerre, ce centre de gravité n'est 
autre que la projection de Q sur Taxe des x. 

Tout ce qui a été dit précédemment est applicable 
aux fonctions liolomorphes, du genre zéro^ douées d'un 
coefiicient exponentiel de la forme m étant quel-
conque. Moyennant quelques modifications, les mêmes 
théorèmes peuvent être transportés aux fonctions liolo-
morphes d'un genre quelconque. 

X. Nous allç>ns maintenant généraliser la seconde 
partie du théorème de M. Laguerre, en cherchant une 
limite supérieure de m. Observons, à cet effetj que, à 
cause de 8vS 'OU a 

( -i- B"̂  
V^ I . n 
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(ïoïl , I .1 'I : 

A2-H- B5 

XL On peut répéter les mêmes considérations pour la 
fonction f { z ) — Mf^{z), En les réunissant aux précé-
dentes, on a cette^généralisation du théorème de La-
guerre : 

I® Si les zéros de f [ z ) sont situés sur une droite A, 
les zéros de f - (2 ) — M-/*'^ (z ) soJit ou ne sont pas si-
tués sur la même droite, suivant que le point M 5e trouve 
ou ne se trouve pas sur la parallèle à A, menée par 
V origine. 

2® Dajîs le dernier cas, les zéros de la seconde fonc-
tion sont situés, de part et d'autre de A, entre les deux 
parallèles à cette droite, menées à une distance n fois 
plus grande que la distance de M au point d'intersec-
tion des perpendiculaires aux droites OM, A, passant 
respectivement par O, M. 

XIL En particulier, si les droites OM, A sont perpen-
diculaires entre elles, on a A^ H - B - = ^^ par suite, 
ny < np. Conséquemment : 

Si f [z) a ses zéros alignés sur une droite et M 
est l'affile d'un point, situé sur la perpendiculaire à 
A, passant par V origine, les zéros de f ^ ( z ) — M^ / ' - ( z ) 
ne sont pas situés sur A, mais leurs distances à cette 
droite ne peuvent être plas grandes que n fois la dis-
tance de W à l'origine, • 

Plus particulièrement encore, si l'on fait coïncider A 
avec l'axe des ^r, on retrouve le théorème de M. Laguerre. 
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SOLUTION DE LA QUESTION 1 3 3 8 ; 
PAR M . E . C E S A R O . 

IJèijuation ^ ( x ) = o a toutes ses racines réelles; 
soient a et [B deux racines consécutives de cette équa-
tion, La dérivée s annule pour une valeur iù comprise 
entre OL et démontrer que cettje ualeur est comprise 
entre 

—j)^ (/¿ —i)a—S 
• - et — — ^ ? n n 

n désignant èe degré de Véqnation. ( L A G U E R R E . ) 

Pour runiforxnité des développements qui suivent, 
nous changerons de notation. Soient c^, <.2, C;,, . . 
les racines de Féquation proposée, rangées par ordre de 
grandeur croissante. Soii r la racine àc, f ( z ) ~ o, com-
])rise entre Cp et C^+Î. A cause de 

f K^) ___ ^ _ __ ' _ ^ J ^ 

z — Cl ' ^ — Ci ' z — C^i ' " z — Ca ' 
nous devrons avoir 

I I 1 r — ('i r — c-i r — c ̂  
i I 

Cp^.2~ r Ca—r 

Si Ton obs(?rve que les termes du premier membre ne 
voiijt pas en diminuant, taudis que ceux du second 
membre ne.yont pas en augmentant, on peut écrire 

P t ^ _ = ^^—P 
r — Cp^Cp^i—r r — Cp" Cp^x-r-r^ 

d'où 
î _ r — r,, 

n - -p ^ 
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A plus forte raison peut-on remplacer les deux limites 

par —- y 72 — I, respectivement, et conclure 
Cp _ _ Cp^i — Cp c -H f ' . ! Cp-Hi ^ . 

^ n ^ ^ ^ n 

En d'autres termes, ayant partagé Tintervalle c^c^.^, 
en segments égaux, on peut affirmer que, dans les seg-
ments extrêmes, la fonction dérivée ne s'annule pas. 
C'est le théorème de M. Laguerre. 

Hemarque / . — Si l'on suppose plus généralement 
qu(î z représente la variable complexe x -f- ¿j , et qu'on 
ait on peut écrire 

-Zàz-c.-Zk 1} '2d ai ' 

en désignant par Oy la distance du zéro Cs au point 
Lorsque z est un zéro de / ' ( z ) , on doit avoir simultané-
ment 

.r — rte y — ŝ-

Ces équations montrent que, si, aux zéros de /^(z), on 
appliqne des poids inversement proportionnels aux 
carrés de leurs distances respectives à un zéro P de 

le centre de gravité d'un tel système esj; précisé-
ment P. 

Remarque II. — D'après la remarque précédente, 
étant donnés les zéros d e / ( z ) , ceux de f [z) doivent être 
situés de telle sorte que, si, par un quelconque d'entre 
eux, on tire une droite quelconque, celle-ci ne laisse 
pas tous les zéros d e f ( z ) du même côté. On en déduit, 
par exemple, que, si les zéros d e f ( z ) sont les sommets 
d'un polygone convexe, les zéros de J'{z) sont situés à 
l ' intériimrdn polygone. 11 en est de même d(îs zéros des 
dérivées snivantes, jusqu'à la [ii — i)' dont runicjue 

J/iff. (/,' MathcnuiL, V .̂ (''rip, f. IV (Juillet î88,j). 22 
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zéro n'est autre que le centre de gravité du polygone. 
lleiTiarquons encore que, si les zéros àef[z) sont alignés 
sur une droite, c^ll^e^ci icohsiënt éÀI^Me^ 
Dans ee dernier cas, il est. aise 4e reconnaître que la 
propriété signalée par M. Laguerre, pour le cas des zéros 
alignés sur l'axe des quantités réelles, ne cesse de sub-
sister en général. ^ * 

Remarque 111. — Par rapport à une fonction donnée 
/( ir) , à chaque point P correspond un point Q , centre 
de gravité d'Uii système de poids, appliqués aux zéros de 
f\z) avee un(î intensité qui varie en raison inverse du 
carré de la distance à P. Nous avons vu que, lorsque P 
est un zéro de f'{z le point correspondant Q coïncide 
avec lui. En général, il (!xiste, entre les affixes Zy L 
des deux points et leur distance 5, la relation 

(jiii donne lieu à plusieurs observations intéressantes. 
Remarque l f \ — Les résultats piécédents n'appar-

tiennent pas exclusivement aux Ibnctions algébriques. 
On peut consulter, à ce sujet, notre article : Remarques 
sur les fonctions liolomorphes, inséré au Journal de 
RattagUni 

J-a inùmc ([uestion a été résolue par MM. Morel-Blaiir cL Jnhel-
Rénoy. 

ERRATA. — Page 4o, ligne <!, au lieu de \ lisez 

ligne 7, au lieu de lisez Page 4.̂ , ligne G, en remon-
lanl, au lieu de £, v - i £ / v-i-i,. Usez s,. _ s,, -̂i ^ . Page li-
gne IL», au lieu de lisez c, ;. Page âo, ligne au lieu de li-

sez { — ly-yti.. Page (u, ligne n, au lieu de lisez 

Page a-jo (lu tome préeédent, ligne 9 en remoniant, au lieu de 

r.^ Usez (—11"', ' —• 
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mn S«R 14 DIS€«liTIN«rrÎ B E ^ m i N E S SÉIUES ; . 

Dans mon Élude sur le théorème d'Abel', piiïbliée eii 
avril 1885 par l e & j ' a i ^ d 
démons^ratioB ; à'odju il xesitkeraîl qu !un e sérii^, don t les 
termes sont foifétions contmwes d e ^ , vaiie ejjerillème 
nécessairement d 'une manière eai,3;t i nue , avec a*̂  taj^t 
qu'elle est convergente. Soient ) ; la sowinie des u 
premiers termes, ) le reste; tant que la î î Hie est 
convergea te, sa somme est une i'onciion Hléterminée 
de X, , • . ' . i , - . 

( j ) Ff.-ï-l^ ^l(x). 

Or, dit-on, prenons n assez grand, quoique lini, pour 
que reste, en valeur absolue, moindre qu'un 
nombre donné s, aussi petit qu'on veut; ip(ir), soriSme 
d'un nombre fini de fonctions continues de à:, est dk^-
mênie fonction continue de ¿t:', ainsi que F', ptiisquè 4 
est négligeable. J'ai dit pourquoi ce raisonnement lie me 
sendjle pas concluant. M. Catalan m'adresse à éé sirjét 
les observations suivantes, auxquelles l'autorité du Sa-
vant Géomètre donne un intérêt incontestabhi : 

« Vous dites, m'écrit !\i. Catalan, que de l'égalité (i) 
on ne peut tirer 

(2 ) • - ' ' ' 

h étant la valeur extrême de x . Pourquoi? Contestez-
vous que la limite de là somme de deux quantités soit 
égale à la somme des limites de cellc^-ci ? 

» Lorsque de l'ég^alité (i ) ou déduit l'égalité 
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est, bien entendu (/ue ' f ( x ) varie d'une manière con-
tinue de X à X ^ h si, pour x'— ¿^ o(x) est dis-
continu, il n'y a plus ni démonstration, ni théorème. 
C'est ee qui arrive pour la série olioisite par vous 

OÙ, pour X I, S,¿ est égal à L(i -f- x)-— s, et, pour 
. r = I, à I L ( i 4 - r ) — s'-, vousavezdoneapplic|tiémoli ( ? ) 
théorème à un cas fortncllement ex:clu^ et, trouvant un 
résultat inadmissible, vous concluez que le théorème 
est faux. Est-ce bien raisonné? » 

tlomme on ne peut guère différer d'avis sur la vérité 
d'une proposition de Mathématiques, lorsqu'on s'est bien 
(intendu sur les termes dans lesquels elle est formulée, 
je vais essayer de bien préciser ce cpie j'ai voulu dire. 
Assurément, si, pour une valeur quelconque de w, 'f est 
iintî fonction continue de x , comme le demande M. Ca-
talan, F ( x ) aura nécessairement pour limite F ( ¿ ) 
(|uand X tend vers b. Mais, dans Ténoncé de la propo-
sition que je discutáis, je supposais seulement que les 
tenues de F( . r ) fussent des fonctions continues de .r, et 
je disais précisément que cela n'ernpêidie pas ç ( ^ ) de 
présenter cette discontinuité que M. Catalati exclut, et 
(pii entraîiie la discontinuité de F ( x ) . Et encore récla-
merai-je contre l'épithète àii discontinue (^e mon savant 
m a î l r e applique á o ( x ) dans la série (3 ) ou dans les 
séries analogues ; tant que n reste fini, ne présente 
pas de discontinuité, daos le sens strict du mot. Pour 
la série (3), est une fonction entière de degré 
4 // — I ̂  c'est-à-dire essentiellement continue : quand x 
tend vers i, ) varie d'autant plus rapidement que AZ 
est plus grand, mais sans discontinuité; quand x est 
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très voisin de i , par exemple égal à i — ^rF^ j t ; ) esl 

bien égal à L (iH-JF)vînais ç n'en est plus une va-
leur approchée* En somme, cp(^r) ne présente pas de 
caractère de discontinuité avertissant que la série (3) 
sera discontinue. Ne peut-on craindre que pareil fait ne 
se présente pour la série d'Abel qui, à la limite, arrive 
à la région dangereuse des séries semi-convergentes, et 
ne doit-on pas exiger pour le théorème d'Abel une dé-
monstration absolument rigoureuse ? 

Mais voici une nouvelle objection, peut-être plus 
fi appante, au raisoiniement que j 'ai critiqué : c'est que, 
pour certaines séries, il n'est pas possible d'assigner à 7i 
une valeur déterminée telle que ^(.x:) reste inférieur à 
un petit nombre donné £, lorsque x varie dans les li-
mites pour lesquelles la série est convergente. Considé-
rons la série (3) et un terme iip^ de rang éloigné, dans 
cette série ^ ce terme est négatif pour les valeurs de a* 

. ^ , ^ I . a comprises entre zéro et — envnon^ pour x — i — - ? 

a étant un nombre fini, il est sensiblement égal 
à — ^ ( c'est-à-dire de l'ordre degrandeur 

de ^ ; pour x ^ i — ^ > Up esl positif et tend vers 

pour 07 = 1. Cela posé, donnons à u n e valeur aussi 
grande qu'on voudra, mais déterminée, et voyons ce que 
devient quand x croit de p à i : tant que i — x 
n'est pas très petit, ^ ( x ) est négatif et visiblement 
très petit en valeur; absolue^ mais, quand x atteint 

les valeurs de la forme i ¿ ( o ? ) renferme un grand 

nombre de termes de grandeur comparable à ceux 
de même rang dans la série harmonique, et il cesse 
d'être très petit, et cela tant que x n'a pas atteint la va-
leur I, pour laquelle ' i (x ) , et non 'f présente une 
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di^cd'i^itii iiitéV le nombre iiiiiai de-ses 
léFrrïès * ce'sont lié̂  Valeurs iiëgàtiviis de tji qui fcouipen-
sent l 'exiî^s 'de^^.r) sur r H^^) iquand .r tend vers 
Tunité. Mais pour aucune valeur déterminée de //, 

ne reste Irès petit; il ne resterait tel qu'à la condi-
tion d(i Caire v a r i e r q u o i qu'on fasse, un des termes 
de la déinonstration que je discute tombe en défaut pour 
certaines séries, et ou doit, ce me semble, toujours être 
sur ses gardes pour les autres. 

S l i l l LES C O M P L E X E S L I X E A I R E S ; 
P A U M. L:. J V G G Î . 

Dans le numéro du mois de février dernier des Nou-
velles Annales, j 'ai donné une démonstratiou géomé-
trique de ce fait, que les normales aux trajectoires d'un 
solide dont le déplac<iment est assujetti à cinq condi-
tions forment un complexe linéaire-, eu voici ime dé-
monstration analytique. 

1. Je prends pour axe des l'axe commun à tous les 
éléments d'hélices trajectoires correspondant à l 'instant 
considéré. Si K est le pas comnmn à toutes ces hélices, 
leurs équations pourront s'écrire 

X'̂  ^y ' i r-, z = arc tang 

d'où je tire les équations générales de ces courbes 

' y ^ K 
Soient 

y —h z-^q 
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les équalimis d'uin^ droite queltjoniijue. Les çosiuus di-
recteurs de cette droiteét«i>tpnopQi?tiounels i,paur 
que cette droifce sort une nonHale, on doit avoir 

adx b dy -h dz = o, 
c'est-à-dire 

ay-^ b x K = o 

ou, en tenant compte des équations de la droite, 

( 2 ) aq — bp = K, 

équation d'un i^omplexe linéaire rapporté à son axe. 
Donc : 

Les normales aux trajectoires de tous les points d 'un 
solide de forme invariable, dont le déplacement est 
assujetti à cinq conditions, forment ci chaque instant 
un complexe linéaire dont Vaxe coïncide avec Vaxe 
instantané de rotation glissant du déplacement, et 
dont le paramètre est égal au pas commun des hélices 
trajectoires. 

La réciproque, démontrée par M. Picard, s'obtient 
facilement en intégrant les équations ( i ) qui résultimt 
de ce que toute droite {abpq) du complexe (2) est nor-
male à la courbe i^xjz). 

2. Je vais maintenant donner quelques nouvelles ap-
plications des théorèmes précédemment démontrés. 

Considérons un corps solide de forme invariable aux 
divers points duquel sont appliquées des forces quelcon-
ques et supposons d'abord que, par l'action de ces 
forces, les différents points du solide décrivent des 
courbes trajectoires. Partons d'une position d'équilibre 
du corps. Tout déplacement virtuel infiniment petit du 
corps à partir de cette position sera un déplacement héli-
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œvdal pour kquel les normales aux n.-owbes trajectoires 
foi^meront un c o m p l u e linéaire. ^̂  

On jieut dmic énoncer immédiatement le théorème 
suivant : ^ 

T H É O R È M E I . — Si les lignes d'action des forces ap-
pliquées aux différents points d'un solide qui décrivent 
des coki'hh^ ttixjéctmre^'j^nh^ ukh linéaire, 
le solide sercven équilibre, / ; 

Cette condition est suffisante, mais non pas nécessaire. 
Le théorème général sera celui-ci : 

T H É O R È M E IL — Quand le.s divers points d'un so-
lide décrivent des courbes trajectoires sous Vaction de 
plusieurs forces qui y sont appliquées y la condition 
nécessaire et suffisante d'équilibre est que les diverses 
résultantes des forces appliquées aux différents points 
dit corps appàrtiennent ti un complexe linéaire. 

Ce théorème peut encore s'énoncer ainsi : 
On fie trouble pas l'équilibre ou le mouvement d un 

solide de forme invariable dont les points décrivent 
des courbes trajectoires, en appliquant en ses divers 
points des forces dont les diverses résultantes appar-
tiennent et un complexe linéaire, 

3. Si maintenant, sous l'action des forces qui leur 
sont appliquées, les différents points du solide décrivent 
des surfaces trajectoires, on sait qu'à chaque instant les 
normales aux surfaces trajectoires, en tous les points 
du corps, forment une congruence linéaire (même 
tomeç.p, 85 ) ; par conséquent : 

T H É O R È M E IIL — Si un corps solide déformé inva-
riable se déplace de manière que ses points décrivent 
des surfaces trajectoires sous l'action des forces qui 
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leur sofU upplbffméesile ii^^ àméq^mlitNrpU^^es 
les fois que les diverses résUltmé^ d^^ 
quées ^ax di^er^ fH^itht^ da corp^ (ippaìtÌGn(irQ\it à )Line 
congruence linéaire. 

S i R M M l BB « E S S P » I S i p Ç f l C I P Ï S 
DANS LA FORMULE ftUv WNftME; V 

M . F Q U R E T . 

Dans Je développement de ( a - f - / ? t ? d f ^ i g ^ i a i U u n 
nombre entier positif, Je terme qui en a apiès lui 
et q = m — p avant lui peut, comme chacun le sait, 

s'écrire a / ' L e terme qui en a q après lui et / j 

avant lui est pareillement Comme il a le 

même coefiicient que le précédent, on en conclut que les 
coefficients des termes à égale distcuice des extrêmes 
sont égaux. 

En conservant U même fornie aux termes ^ u déve-
loppement, ou peut établir immédiateuient, comme on 
vale voir, la loi bien connue de variation des coefficients, 
sans qu'il y ait de distinction k faire relativement k la 
parité de Fexposant 7?i. t 

En eifet, le coefficient du ter ine qui en a après 

lui, et par conséquent <7— i avant lui, é t a i i t ^ ^ 

en le multipliant par ^ ? on en dédwti le p^qefficjij^pt 

du terme suivant. Par suite, îpour que ce ii<>UVéau îd^ef-
iicient soit supérieur à celui qui,le precedi?, il fi^uttCt il 
suffit que p ne soit pas inférieur à <7, c'est-à-dire que le 
terme auquel il appartient n'ait pas moins de termes 
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a p r è s l u í q u a v a n t I t i i . D o n c , les coefficwnts du déve--

^ lopperrmnt de (a H- ¿ vont en cpopssanl ju^squau 
milieu de ce développement; pour déàmitre ensuite, 
en reprenant les mêmes valistirs dm^s Voi'dr^^ invers 

COXSTRIJCTIOM NOIIVELLE DES POINTS D'INTERSECTION 
DTNE DROITE ET D'UNE CONIQIE ( M ; 

P A R M . E R N E S T L E B O N . 

1. Soit un cône de révolution à axe vertical, de 
sommet f ^ f f {fig- 0? la trace horizontale a pour 
diamètre la droite de front ac. Coupons ce cône selon 
une ellipse par le plan de bout aa!h'. Oo sait que la 
projection horizontale de la section est une ellipse dont 
ah csl le grand axe et / ' ini foyer. 

Soit une droite //¿//, c^V située dans le plan aa!h', 
D'après la solution connue pour trouver les points d'in-
tersection d'une droite et d'un cône, il faut obtenir la 
trace horizontale du plan auxiliaire déterminé par la 
droite et le sommet du cône. Le point où mn 
coupe a 'a , est un point de cette trace. On en construit 
un second c^, en menant la droite passant par le sommet 
j\ f et par le point Z/, ĥ  de La trace horizon-
tale ayCi du plan auxiliaire coupe celle du cône en î  et 
en y, : les droites^/i'^ et f j ^ rencontrent mn aux points i 
et y, projections horizontales des points d'intersection 
de la droite et du cône donnés. 

Remarquons que les points ¿et 7 appartiennent à la droite 

Exposée à la Société ma thématique dé France (séance du 
21 janvier i885). 
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nifii^í àj 'dlipsi? ^e^i 'and axe 
explication^ précédentes sont applicables au cas 
plan sécant a^i ' i 'déte imine dau^ le cône d<; révolutí^u 
une hyperbole ou line parabole. ; . . ^ .̂ 

11 résulte des épures précédentes une construction des 
points d'intersection d'une droite etd 'une conique, dont 
on connait, en position, un foyer et les sommets situés 
sur Taxé ibcaï. Voicf cette ttonvelW consWucttdn^ 'qui 
est plus simple que ccHes qûe l'on connaÍÍ,^ífotamment 
dans le cas de la parabole. 

Soient une droite nin {fig- i) ( ' ) et une ellipse 
définie par son grand axe ab et un foyer y . On décrit 

Fig. r. 

_ ^ \d 

une circonférence fa , , de centre ayant pour rayon Ik 
distance du foyer / ' à un sommet a\ elle; coupe «A et^ él 
Ou mène sur ah, aux points Vz, c, les perp^ndîc'u-

Les lignes en traits pointillés sont inutiles pour la construc-
tion. 
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Jaiipii^Tzhi, ^frj , Lia droite mn iCoupe aa^ en a^ et 

en ft,-, ./^i coupe cc, eut Cj. La circonié-
reuee/rz est rencontrée par la droite V î points «j 
et / i : les droites /Î , et confient /ftit aux points i et 
j communs à cette droite et à Tellipse. 

La construction est la même dkus le cas de i^hypei -
hole définie par son axe transverse ét tin foyer. 

Dans le cas de la parabole [fig. 2), la construction 

se simplifie, parce que, le sommet b étant rejeté à l ' in-
fini, la droiteyèi devient une parallèle fc^ h mn. 

3. La démonstration du n" i exige que l'on con-
naisse la Géométrie descriptive et la Géométrie ana-
lytique. Dans ce qui suit, nous donnons une démonstra-
tion fondée sur cette propriété que l'on peut démontrer 
élémentairement : le rapport des distances d'un point 
d'une conique à un foyer et à la directrice correspon-
dante est constant. 

Soient une droite mn {Jig. i) et une ellipse dont le 
grand axe est ab, dont un foyer est y' et la directrice 
correspondante dk. Nous obtenons sur mn le point i 
par la construction du n" 
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Pour démontrev que le pqiiît i appartient à l'ellif)i3e? 

donnée, nous nienpns : pî V^Je point i la parallèle iV 
à «jCo eoupant EIX çit L^ .pariillèler% à aiy ÇOUT 

pant aa^ en g\ par le pojiut ¿t la parallèle ¿1 Ai à 
eoupant a«! en A. . ¡ M 

Les parallèles ie k axC^,.^ ig à dans les triangltîs 
rti Cl, /^i/¿, perinettqnt d'écrire 

_ _ , ,1 -1 . r J? 
_ (i\hi ci\Î}\ bill y 

a^i Cl c a^i ¿^ ' 

d'où l'on tire, (;n rtîinar(|uant que ĥ  h égale nh^ 

Ifr : Cl e 

On a de même, dans les triaïigles cfc^, i^fc^, 

C\bx _ cb iii OyC 

et, par suite, / 

(.) c^e iix. 

En appelant ia le grand axe et 2c la distance (Jes 
loyers, les égalités (i) et (2) donnent 

Ux c 

Maintenant prolongeons ^¿jusqu'à sa rencouYe en Â  
avec la directrice àk. Appelant cp et 0 les distances / / 
et i'Â' de i à / ' e t à i/A, et remarquant que 

fi^r^ a gk = ddr=±-{à-\-cy-

nous avons - • -H 
« , s i s 
C 

d'où l'on lire, en vertu de l'égalité (3) et après les té-



( ) 

cp c '>•' 
• 8 ^ â ' • • -

Celle égalité montre que le point i appartient à l'ellipse 
considériéc. 

Pour Vhypevbole, la démonstration est analogue à la 
précédente. 

Pour la parabole, déiinie par son sommet a et sou 
ïo^cv f [Jig. 2), dk étant la directrice, on mène la per-
pendieulainî ig sur aa^^ et l'on a, d'après la similitude 
des triangles iga^ e t / ¿c , , puisiiV^< 

if'i ^ fil 
ia^ fc^ ' ia^ fc^ ' 

d'où l'on tire ii^ = ig,̂  et par suite cp = o. Donc le point /' 
appartient à la parabole considérée. 

Le cas de la parabole mérite surtout d'être remarqué 
pour la simplicité de la construction et de fa démonstra-
tion . 
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L. L remonadirecteur de l 'Ecole d'applieation des 
Ingénieurs à Rome. Ouvrage précédé d'une I N I T I O -

DUCTION du D'̂  Giuseppe Jung, professeur à l'Institut 
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à Rome. Traduit i^ar Louis Bossut, capitaine du Génie, 
(ir . in-8, avec atlasde34 planches, 1885. Prix : 5^'',5o. 

La Statique graphique a pour objet l'étude des méthodes 
ijui permetterli de résoïirhe, au moven de ronstruclion« géo-
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métriques, Íes priueijjales questions qui ont trait 
ringénieur. Parmi ces diilérentes méthodes. Tune des plus 
fécondes est, sans contredit, celle des diagrammes réciproques, 
dont on fait le plus grand usage lorsqu'on s'occupe des poutres 
ou des trûvures rctickilaîrésl ' ' ^ > ) 

L'Ouvrage que nous présentons est une traduction iFèn 
célèbre Opuscute xle Gr̂ awoiiâ , qué l'^n a fait suivre, d'un 
Appendice extrait des Mémoires de M. Saviotti, professeur à 
l'Ecole des Ingénieurs à Rome. Nous demandons aux lecteurs 
des Nouvelles Annales de Mathématiques permission de 
leur donner un aperçu sommaire dès diiïerentes niatièrés qui 
srmt traitées dans ee travaiL ^ > ^ 

Dans son Opuscule sur les figures réciproques, M. Cremai»^ 
après avoir rappelé sommairement les principales propriétés 
des droites réciproques, des pôles et des plans polaires, donne 
la définition des polyèdres-réciproques, et il démontre que le 
polygone des forces et le polygone funiculaire peuvent se 
ramener à deux diagrammes réciproques. Cette façon de con-
sidérer ces deux ligures lui permet de retrouver de la façon la 
plus élégante les théorèmes fondamentaux de la Statique 
graphique. • 

L'Auteur montre ensuite qu'il existe certaines surfaces poly-
édriques réciproques, dont les projections sur le plan ortho-
graphique ne sont autre chose que les diagrammes réciproques 
correspondant à certaines classes de travures (\\l('.%réticulaires. 
lî nfin il indique la façon de cónstruii'c les diagrammes réci-
proques et, après avoir parlé sommairement de deux méthodes 
auxiliaires de calcul des travures réticulaires, à savoir : la 
méthode des sections et la méthode dos moments statiqiies, il 
termine par plusieurs exemples destinés à bien fixer les idées 
sur la valeur de la méthode des diagrammes réciproq^jes, 
appelée aussi méthode géométrique. 

Comme la lecture de l'Opuscule suppose la connaissance 
préalable de la théorie des ligures réciproques, on a conservé 
l'excellente Introduction que M. le D'' G. Jung, professèhr à 
l'Institut technique de IMilan, a composée pour la troisième 
édition de l'Ouvrage italien et qui contient la tliéorie précitée, 
déduite des propriétés d'un système gauche de forces. , ^ 

L ' A p p e n d i c e , ext r a i t d e s t r a v a u x d e Saviotti e t d e s Notes 
( p r i l a l ) i en v o u l u n o u s c o m m u n i q u e r , s e divi i^e e n ciirq C h a -

p i t r e s . 
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bans le Chapitre I, on a traité la question des coniques des 

lorces et des coniques funiculaires par la méthode mécanique 
et par une métliode purement" géométrique, en considérant 
ces courbes comme les projections de figures réciproques dans 
l'espace. 

Dans le Chapitre 11, on a étudié la génération des travures 
réticulaires strictement indéformables, autrement dit les deux 
questions suivantes : 

1® Etant donné un ensemble de points, comment pourra-t-on 
les relier au moyen d'une travure réticulaire indéformable? 

Etant donné un ensemble de barres, ou plusieurs groupes 
de barres, comment les reliera-t-on d'une façon invariable? 

Dans le Chapitre 111, on a exposé les différentes méthodes 
que l'on peut employer pour le calcul des travures réticulaires, 
et l'on a insisté plus particulièrement sur celles de ces méthodes 
dont il n'a pas été question dans l'Opuscule, à savoir : la 
méthode dite de fausse position et celle dite du polygone funi-
culaire. 

Le Chapitre IV est réservé à l'étude des travures réticulaires 
strictement indéformables chargées aux nœuds et sur les barres 
et dont, par conséquent, les différentes pièces sont soumises 
tout à la fois à des efforts longitudinaux et à des efforts de 
flexion. Le problème des trois points, dont on développe la 
solution, permet, dans ce cas, de trouver les actions qu'exer-
cent les différentes barres sur les charnières d'assemblage. 
Cette détermination permet par suite de trouver les actions 
([ui s'exercent sur les diiférentes sections des barres. 

Enfin, dans le Chapitre V, on traite dans ses différents cas 
le problème des trois barres qui s'énonce ainsi qu'il suit : 

Un corps ou un système indéformable est lié à un autre 
corps au moyen de trois barres : on se propose de trouver 
toutes les forces qui sollicitent chacune des trois barres ou, 
( e qui revient au même, de déterminer les actions qui s'exer-
cent sur tous les nceuds de liaison. 

Telles sont, sommairement, les principales questions qui 
sont traitées dans l'Appendice et qui donnent à l'Ouvrage un 
caractère d'actualité qui ne peut qu'être apprécié par les 
[)ersonnes désireuses de se tenir au courant des progrès de la 
Statique graphique. L. B O S S I T . 



LIBRAIRIE DE GAUTHIER-VILLARS, 
55, Quai des ôi-ands-Augustins. 

EDTOI franco DAAS tout« l'Union postale contre mandat de poste ou taleur sor Pari». 

TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

D'ÉLECTRICITÉ 
PAR 

JAMES C L E R K M A X W E L L , 

PRÉCÉDÉ 

D'UNE NOTICE SUR SES TRAVAUX EN ÉLECTRICITÉ, 
P A R WILLTAM G A R N E T T . 

TRADUIT DE L'ANGLAIS. 
PAR GUSTA.VE RICHARD, 

Ingénieur civil des Mines. 

I N - 8 , AVEC FIGURES DANS LE T E X T E ; 1 8 8 4 . — 7 FR. 

Préface. 
La Science de rElectricitô est cultivée depuis longtemps, avec beaucoup 

d'ardeur et de succès, dans la patrie de Faraday. Les compagnies privées 
qui ont posé au fond de toutes les mers leurs câbles électriques ont dû la 
réussite de leurs entreprises au concours actif d'un grand nombre d'ingé-
nieurs électriciens qui étaient en môme temps des savants distingués, dont 
les travaux et les recherches ont jeté sur la science anglaise un vif éclat. 

Le professeur Maxvell occupe une place éminente parmi les savants qui 
honorent son pays ; mais la lecture de ses Mémoires, pleins d'aperçus origi-
naux, offre quelques difficultés aux personnes qui ne sont pas initiées à sa 
manière d'exposer les questions. Nous avons donc jugé utile d'offrir au 
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ÂTis de rÉditenr. 
Les Leçons sur la Philosophie chimique professées, en i836, au Collège de 

France par M. Dumas, ont été rédigées à cette époque et publiées par M. Bi-
neau, devenu plus tard professeur à la Faculté des Sciences de Lyon. 
M. Dumas avait reconnu la fidélité de la reproduction de ces Leçons impro-
visées. La première édition étant épuisée depuis longtemps, nous en faisons 
paraître une seconde.avec la permission de l'auteur. Il n'y avait rien à 
changer à une rédaction qui devait conserver son caractère historique. 
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ou Conférences ayant pour objet des questions de Philosophie chimique, 
recueillies dans les Cours de M. Dumas, par ses élèves, pendant les trente 
années de son enseignement à l'École Polytechnique, à la Sorbonne, à la 
Faculté de Médecine ou à l'École Centrale des Arts et Manufactures, ainsi 
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de VAcadémie des Sciences. • 
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vues émises successivement par M. Dumas et devenues pour la plupart 
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rie électrochimique de Davy. Théorie d'Ampère. Théorie de Berzélius. Expé-
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COMPOSITION MATHÉMATIOUE POUR L'ADMISSION 
A L'ÉCOLE POLYTECIIXIOIE EX 1 8 8 3 ; 

S O L U T I O N G É O M É T R I Q U E 

PAR LX ANCIEN ÉLÈVE DE MATHEMATIQUES SPÉCIALES. 

Par les deux foyers d iuie ellipse fixe on fait 
passer une circonférence variable, 

i" yi quelle condition doit satisfaire cette ellipse, 
pour que la circonférence puisse réellement la rencon-
trer en quatre points, et dans quelle portion du petit 
axe doit-on placer le centre du cercle pour qu'il j 
ait effectivement quatre points réels d'intersection? 

En chacun des points d'intersection, on mène 
les tangentes de Vellipse. Ces quatre droites forment 
U7i quadrilatèi e. Quel est le lieu des sommets de 
ce quadrilatèi e quand le cercle varie? 

Quel est le lieu de Vintersection des côtés de 
ce quadrilatère avec ceux d'un autre quadrilatère, 
symétrique du premier par rapport au centre de Vel-
lipse? 

(Jn considère les tangentes communes au cercle 
et à Vellipse. Quel est le lieu de leurs points de contact 
avec le cercle? 

i" Parmi toutes les circoiiiérei)ces qui passent par 
les deux foyers F , la plus petite est celle qui a 
pour diamcnre F P . L'ellipse dont le petit axe est égal 
à FF^ est doublement tangente à cette drconférence et 
remplit la condition de la rencontrer en quatre points 
réels (confondus deux à deux). Cette ellipse ne peut 
être rencontrée en quatre points réels par aucune autre 

¡ftn. de Maihémnt.. 3'- só i io , t. IV ( A o û t î8S5) . 
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eircoiifémiee passant par F et F^^ mais, si le petit axe est 
plus petit qtie F F ' , on a une ellipse satisfaisant à la 
condition demandée : cette condition est donc b c ^ c . 

Supposons qu'il en soit ainsi. Les centres des circon-
férences satisfaisant à la condition demandée occupent 
la portion du petit axe comprise entre les centres des 
circonférences qui passent respectivement par FF^ et 
par l 'une des extrémités du petit axe. Appelons a le 
demi grand axe de l'ellipse. Le rayon de ces circon-

ierences est égal a 

Par suite, le segment demandé du petit axe est égal à 
c2—¿î ( S - ' ) ou b 

Pour résoudre les dernières parties de la question 
proposée, nous nous appuierons sur cette propriété : 
DUin point (Vune circonférence qui pas^e par F , F', on 
mène des tangentes à Vellipse : les angles compris 
entre ces droites ont pour bissectrices les droites qui 
joignent ce point aux points oit la circonférence coupe 
le petit axe. Si l'on prend un des points M oii la circon-
férence coupe l 'ellipse, les droites MT, MiV sont Vune 
la tangente. Vautre la normale ¿i Vellipse en M. 

D'après cela les tangentes à l'ellipse, issues de N, 
touclient c<itte courbe aux points M', iVF où elle est 
coupée par la circonférence M F F ' . Ces tangentes rencon-
trent TiVI aux points H, il' qui décrivent une courbe ( H ) 
lorsqu'on déplace M sur l'ellipse. 

Une tangente TM donne lieu à un seul point N, d'où 
partent deux tangentes à l'ellipse. 11 y a alors sur TM 
deux points du lieu (H). 11 n'y a que ces deux points, 
puisque deux autres tangentes à l'ellipse ne peuvent se 
couper sur la tangente TM. La courbe (H ), n 'é tant 
rencontrée par la droite TM qu'en deux points, est une 
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conique. Celte conique a évidemment pour axes les axes 
de l'ellipse. 

Prenons la circonférence décrite sur FF ' comme 
diamètre et appelons C, G les points où elle coupe le 
petit axe. Les tangentes à l'ellipse, issues de ces poinls, 

...W \ r.'i i- LJ.i. 

forment un parallélogramme. Les côtés opposés de ce 
parallélogramme donnent des points à l'infini sur(H)^ 
donc : La conique (11) est une hyperbole. Les asym-
ptotes de cette hyperbole sont les parallèles menées du 
centre O aux côtés de ce parallélogramme. 

L^es sommets A^ A' de ce parallélogramme, situés 
sur le grand axe de l'ellipse, sont les sommets de 
l'hyperbole (H). 

La portion G A de la tangente à Vellipse, issue de C 
et comprise entre les axes, est égale à la demi-distance 
focale de [H). 

Prenons le point N', symétrique de N par rapport 
au centre O. Les tangentes à l'ellipse, issues de jV', 
encontrent la tangente MT aux points I, F qui appar-
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lieimeiil à la courbe demandée dans la troisième partie 
de la question. Sur TM, il n'y a que ces deux points de 
cette courbe : donc c'est une conique. 

Il est facile de voir que sur l 'une des tangentes à l'el-
lipse, issue de C, les points de cette conique sont C et le 
point de contact de cette tangente, c'est-à-dire C et 
l 'un des points où l'ellipse est rencontrée par la cir-
conférence C F C F ^ La conique lieu des points 1 con-
tient donc C, C et les points de contact des tangentes 
à rd l ipse issues de ces points. Ces six points appartien-
nent à la circonférence CFC'F^-, donc : Le Lieu des 
¡yoints tels que I est la circonférence décrite sur FF^ 
comme diamètre. 

Autrement. — Par F , F' , 1 faisons passer une cir-
conférence et appelons, pour le moment, Ô  son centre. 
Les droites qui joignent I aux points où elle coupe la 
droite BIV sont les bissectrices des angles formés par IJN^ 
IT : alors O ' T x O ^ N ' est égal au carré du rayon de 
cette circonférence. On peut écrire alors 

(OT -f- 00')(0N'-i- 00'):= O'F' 

ou, en développant. 

OT X 0()'(0T -4- 0!N')+ 00 ' = c^-i-OO' . 
Mais 

OT X OT X 0N=: 

La relation précédente donne alors 
00'(OT o. 

Le segment OO' doit donc etre nul. Ainsi O' se con-
fond avec O, etc. 

On arrive au même résultat si l'on suppose O' au-
dessus du grand axe de Tellipse. 

z}" La polaire de N, par rapporta rd l ipse , est la per-j 
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peudiculaii'c M'G' abaissée de M^ sur le petit axe BB'. 
j^es points JN', B, G', B' forment alors une division har-
monique. Menons de ces points des perpendiculaires au 
petit axe. Ces droites rencontrent la tangente NxM' aux 
points E, M', E' et alors N, E\ M', E forment une divi-
sion harmonique. Le point R étant le milieu de EF/, 
on a 

RM'x RN = WK = KK' . 
Mais 

RM' X RN - RF X RF'. 
Donc 

RF X RF' == RÍÍ = RE'. 

Par suite, E et FJ sont les points où iN M' est touchée 
par des circonférences qui passent par F et F ' , c'est-
à-dire que E et E' sont les points de contact d'une tan-
gente commune à ces circonférences et à l'ellipse. 

Le poijit M' étant arhitraive^ on x^oit que le lieu de-
mandé dans la quatrième partie se compose des tan-
gentes BE, B^E' à Vellipse, 

ylutrement, — Menons une tangente commune à 
l'ellipse et à une circonférence qui passe par F , F^ 
Soit E le point de contact de cette tangente et de cette 
circonférence. De ce point menons l'autre tangente à 
l'ellipse. Les bissectrices des angles compris entre ces 
deux tangentes sont les droites qui joignent E aux points 
de rencontre de cette circonférence avec le petit axe. 11 
résulte de là que la tangente à l'ellipse, qui n'est pas 
tangente à la circonférence, doit être perpendiculaire 
à BB', c'est-à-dire qu'elle est la tangente en B ou en B' à 
l'ellipse, d'où, etc. 

Remarques. — On a 

OT X ON 
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Mais 

OT X OG = ON X OM' 
doiK! 

OG X ÔG'Wconst. 
Ainsi : 

Le produit des ordonnées des points de rencontre 
de Vellipse et d'une circonférence qui passe par F, 
F' est constant, quelle que soit cette circonférence, 

2® Le lieu des points tels que 1 ne dépendant que de 
la distance focale, on peut, dans la troisième partie de 
l'énoncé, substituer k l'ellipse donnée une ellipse qui lui 
est homofocale. 

Ou encore l'on peut dire : Si Von prend sur le petit 
axe des points T , JN' tels que OT X O N ' = c-, les points 
de rencontre tels que I des tangentes ci V ellipse restent 
sur la circonférence décrite sur FF' comme diamètre,^ 
lorsqu'on fait varier l'ellipse en lui conservant F 
et F' comme fojers. 

Si d'un point quelconque d'une circonférence qui 
passe par F , F' on mène des tangentes à l'ellipse, ces 
droites comprennent entre elles des angles dont les bis-
sectrices passent par les points où cette circonférence 
coupe le petit axe de Tellipse. Par suite, ces tangentes 
coupent de nouveau cette circonférence en des points 
qui sont symétriques par rapport à ce petit axe. 

Prenant les symétriques de ces tangentes par rapport 
au petit axe, on voit que Von peut inscrire à la circon-
férence des quadrilatères qui sont en même temps cir-
conscrits à Vellipse. Cette dernière propriété m'a été 
signalée par Fauteur de la question proposée^ il en avait 
déduit l'énoncé de la quatrième partie de cette question. 
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S I R L'I \TERP01ATI0 \ AU MOYEN DES FONCTIONS CIRCULAIRES; 
P A R M . F . G O M E S T E I X E I R A , 

Professeur à l'Université de Coimbra. 

L 

Le problème de la détermination de la fonction/"(x) 
qui reçoit les valeurs ĵ  i, 7 /s? • • • quand on donne 
à la variable x les valeurs a , , a^j . . a^, est indé-
terminé. On y peut satisfaire au moyen d'une fonction 
entière, homogène de sin a: et coso:, et nous avons alors 
la formule (Cours d'Analyse de M. Hermite) 

/ ( s i n , r , c o s ^ ) = - - a ^ ) - • • - a n ) 
^ s i n ( a i — «2 ) sin(<2j — « 3 ) . . . s i n ( a i — ¿i«) 

s i n ( : r — « 1 ) sin — « 3 ) . . . s in ( . r — ) ^ 

s i n ( a 2 — «1) s i n ( « 2 — « a ) . • • s i n ( a 2 — a n ) 

sin (.r — « i ) sinC^r — « 2 ) . • • sin(a? — ) 
sin(ii,i—ai) sin(a,i—a2)... s i n ( a , i — ) 

Inversement , / ( s inx , cosx) étant une fonction entière, 
homogène du degré n — 1, nous avons une formule d(; 
décomposition d'une fraction en des fractions simples, 
à savoir 

/ ( s i n ^ , c o s ^ ) 
sin(a^- — « 1 j s i n ( . r — « 2 ) . • • s i n ( x — a , i ) 

/ ( s i n c t i , cos a i ) , 1 
~ s i n ( a i — a2 ) sin ( a i — a a ) . . . sin ( a i — a n ) s in ( . r — a f ) 

/ ( s i n a 2 , c o s a ^ ) i 

sin(a2—ai)sin(a^—<23)... s i n ( a 2 — s i D ( u 7 — a2) 
-+-

Nous allons considérer, dans cette iNote, le cas où 
quelques-unes des quantités â .̂  a . . . sont égales, pour 
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clierclier la formule de décomposition et la formule cor-
respondante d'interpolation. 

I I . 

En supposant premièrement a^ = a^ et en détermi-
nant la somme des deux premiers termes de la formule 
précédente par le chemin qu'on a l 'habitude de suivre 
dans les questions de cette nature, c'est-à-dire en posant 
«2 = -H w, on a le résultat 

.sin(.r — a , — w ) s i n ( ^ _ « g ) . . . s\n{x — a,,) . y = F(aO 

s inw L \ i / \ 1/ 

sin (.r — a i ) s i n ( ^ — a^ — to), . . sin — a^,) 
sin ( <7;, — a i ) sin (<7-3 — «1 — (0 ). . . sin (ag — a n ' " ' 

où 

si n ( a i — aa ) sin ( a i — a-, ) . . . 

et, par conséquent, 
= . ¿ ( « ^ ^ 

sin(a2— a3) sin(a2— ,, 

et où Ton représente/ (s ino: , cosx) p a r y ( x ) . 
Cette formule donne, en la développant suivant les 

puissances de (o et en y posant ensuite co = o, 

y = cos(a7 — a i ) s in( .r — a a ) . . . s in( .r — a , , ) F ( a i ) 
-f- sin(jp — a-i) s i n ( ^ — « 3 ) . . . sin(^î; — a , i ) F ' ( a i ) 

s i n - ( . r — a i ) sin(,T ~ a . ' , ) . . . s in( .r — a , i ) 
sin2(a3— ai ) sin(a3— a^).. . sin(a3— an,/ 

-H 

Cette i'orinule détermine la fonc t ion / ' (x ) , étant données 
les quanti tés /'( <7, ), f {a^), f {a.), 
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Cela posé, nous allons considérer le cas général. Soit 

s i n ( ^ — a i ) s i n ( ^ — a ^ ) . . . s i n ( . r — a / ) 

X s i n ( ^ — • . s i n ( ^ — a n ) 

k = n 

s i n ( a / c — a i ) s i n ( « a — « 2 ) . • • s i n ( a/,. — a / ) 

X s i n ( a / , ^ - - a / ^ - i ) . . . s i n ( a / , . — a , ^ 

sin(57— ai) sin{a; — a^)... sïn(x — ai),. . 
X s i n ( a? — a n ) 

en posant 

s i n ( a ^ . — a i ) s m { a k — a ^ ) , , . s i n ( a A : — « / ) . 

X s i n ( « > ; : — a n ) 

A^k) 

/ ( « A ) , 

Si l'on fait maintenant 

« 2 = « 1 H - w , « 3 = « 1 - f - 2 03, 

a/,.— ai-\-(k — i)w, ai = ai-^ (i — i)(x), 

la première ligne de que nous appellerons P, 
prend la forme 

--^(-ly-' 

"sin(iP — ai)sin(a7 — ai — to). .. 
X s i n ( ^ c — a i — ( i — i ) w ) . . . 

X s i n ( a 7 — a n ) . 

A = 1 
s i n ( Â : — i ) c o s i n ( / : — 2 ) 1 0 . . 

X s i n co s i n t o , . . 

x s i n ( i — / c ) t o 

Donc la limite de P correspondant à w = o, que nous 
appellerons A, sera le coefiicient de dans le déve-
loppement de P X en série, c'est-à-dire 

) 
s i n (¿p — ) s i n ( . r — a i — t o ) . . . 

x sin(a7 — ai — (i — i)a))(o'-' 
_ X F(ai - f - ( / t — ijw) 

A = 

s i n ( X : — I ) W s i n ( X : 2 ) 1 0 . . . 

X s i n w s i n to s i n 2 0 ) . . . 

X s i n ( t ~ - ^ ) a j 

A = 1 
dco '̂i 

X s i n ( , T — a / + i ) . . . s i n ( ^ ' — a , , ) . 
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On doit remarquer que, dans cette expression, on ue 
doit pas écrire sin ( x — Ui ) quand A = i -, on ne doit pas 
écriresin(a: — — a>) quand /r = 2, etc. 

Pour obtenir A, nous employons la formule de Leib-
nitz, et nous avons 

k^i 

< = i 
{ k - i ) \ { i - k ) \ 

X < — a i — w ) - 4 - s i n ( a 7 — a^ — i m ) - ^ . . . 

• r / • (A: — i)w 
- i - sin - «t - ( t - i)a>] -. - -

{k — 
sin( k — '2 j w 

{i — A) to 

sin (A: — i)to 
to 

sin to sin to 

sin {I —A:) CD ] 
X sin(:p — . . sin(a; — an) 

on 
A = l 

A — ̂  (— 1 y-̂ "' ^ ^̂  ' s in (^ — a i ) sin(;r— a / ^ i ) . . . sin(j7 — a,/) 
A = i 
X 

(i-^k) 

X sin I ¿F — - h a ^^ . . . sin — ai - h X ^ 

X u\p \ q \,. .m\ 
(A —i)to 

sin (A: — i)to Jeo=o s i n ( I — A:) to 

où a, . . . , A, u, </, . . . , rn représentent toutes les 
solutions entières positives de l'équation 

D'un autre côté, nous avons 

w=o 

dP{x cosécx) 
= 2(2^-» — 

(piand p est un nombre pair, et 
dP{x coséca?) 
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quand p est un nombre impair, en représentant par 
les nombres de Bernoulli. Donc 

A sin(iP — a i ) sin^j? — «1-+-a^^ — 

X sin — X ^ ^ s i n ( ^ — ai^i ) . . . s in( ir — a , i ) , 

où 

( ̂  — I ) ! ( A - I . I ' i p . . . ( . - I )>> .. 
X (¿—Aoîaî u\p\q\...m\ 
X {k—i)P{k — 2)^7... 1.1.. .{i—ky^ 
X — i ) . . I ) F ( ' ^ ) ( a i ) , 

en donnant à a, ¡3, y, w, . . . , m, k toules 
les valeurs entières et positives qui vérifient l'équation 

où /r ne peut pas être supérieur à i, et où p, q^ . . . , m 
doivent être des nombres pairs. 

En appelant B la limite correspondant à to = o de la 
deuxième partie de l'expression de on peut écrire 

k^n 

B — ^ — a i ) s i n ( 3 ? — a , - 4 - i ) . . . sin(ar — a ; , ) x 

A-= ¿-1-1 

Jin substituant les expressions de A et B que nous 
venons d'obtenir dans la formule 

on a la f o n c t i o n / ( x ) qui prend les valeurs données 

/ ( a i ) , / ' ( a i ) , / ' ( a O , 

Avec un simple changement de notation, en supposant 
que les fonctions données sont 

f i a ) , f'{a),f'\a), ..,,/UHa), 
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A s i n ( a ? — a) sin ^x — a -h OL ^ 

X s i n ^¿F — a - h X ^ ^ s in (a? — ¿ > 1 ) . . . s i n ( ; r — b n ) , 

^ s i n ( 6a- - a ) s in ( - 6 / ) . . . s i n ( 6 . — b ^ Y ^ kz=i 
En posant 

¿ > 2 = 6 i - 4 - w , 6 3 = 6 1 - H 2 w , = ( y — i ) t o 

dans les formules précédentes, on trouve la formule qui 
correspond au cas où sont données les valeurs suivantes : 

fia), f i a ) , f"{a), ....f^^c^), 

f'(M), f"ib,), 
f{bj-^i), f(:bj^3), 

Considérons maintenant le cas général. Si l'on donne 
les valeurs suivantes : 

f{a), f'{a), f i a ) . 
f(b), f \ b ) , f"{b), ,,.,fy^(b), 

/ ' (^X /"(e), 
et si Ton clierclie la fonction f{ jc) , on peut employer 
la formule suivante 

= A - f - B + G - i -

où 

A = s i n (¿F — a ) s i n — a - h a ^ j • • • 

X s in ^ ^ — a H- X s in^(a7 — b) s i n ' ( i F — c ) . . . - - e), 

B sin^'(a7 — a ) s i n ( i F — ¿>) s in — ¿> - f - a ^ ^ • • 

X s i n — 6 -4- X ^ ^ s i n ^ ( x — c ) . . . — e ), 

G s i n ' ( a ; — a) sinJ{x — b) sin{x — c) s in ^ ^ — c + a ^ j » • • 

X s in (^x — c H- X ^ ^ . . . s i n ' « ( ^ — e ) . 
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el où les quantités X , , Xo, . . . dérivent de X par le 
changement de i en y et de F(rt) en F^ (è ) pour X^, et 
de i en l et de F (a ) en F2(c) pour X2, etc., étant 

, 
sin-/(a — ¿> ) s in ' ' ( a — c ) . . . s in"«(a — 6 ) ' 

P ̂
^ ^ — a ) — c ) . . . s i n ' « ( ^ — e ) ' 

Ainsi les quantités a, p, . . . , X, u^ p^ . . . , m, k repré-
sentent les solutions de l'équation 

k étant inférieur à i i en X, à y-f- i en X | , à / -f- i 
en Xg, etc. 

Nous devons remarquer qu'en A on ne doit pas écrire 
sin(x' — a) dans le terme correspondant k k = i, on 

ne doit pas écrire sin(^x — « 4- a ^^ dans le terme cor-
respondant à k =1, etc. La même chose arrive en B, 
C, . . . relativement à c, . . . . 

Nous devons encore remarquer que le nombre des 
quantités a, j3, . . . , \ est i — i en A, mais que, quand 
k = i ^ manque [i-, quand A = 3, manque y, etc. On 
doit faire la même observation à l'égard de B, C, Le 
nombre des quantités />, <y, . . . , jh est i — i . 

Enfin, quand quelqu'une des quantités a, 
/r — I, i — A , u est nulle, le facteur correspon-

dant ne doit pas exister dans la formule. 
Les formules que nous venons de trouver résolvent la 

question d'interpolation proposée, c'est-à-dire qu'elles 
déterminent une fonction circulaire, qui prend, elle et 
ses dérivées, des valeurs données. Nous allons donc con-
sidérer maintenant la décomposition de la fraction cor-
respondante. 
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1 1 1 . 

Soit f{s\nx, cos J:?) une fonction entière, homogène du 
degré / -4-y -4- / 4 - m — i . La formule de décom-
position qui résulte de la formule précédente est 

/ ( S I N ^ F , COSÎF) 

s i n ' ( — a ) s i n / ( — c ) . . . sin'"(a; — e) 
_ Al A2 cot(37—a) A/cot'-U^ — «) 

sin(37 — a) sin(a7 — a) sin(^ — a) 
Bl Bo cot(.y — b) BjCoV-Hx — b) 

s in(5' — b) s in(ir — b) sin(j7 — b) 
-f- , 

et nous connaissons les coeliicients A4, A2, A3, . . . , B,, 
B2, . . . . 

Nous allons indiquer rapidement deux autres méthodes 
pour trouver les coefficients précédents, analogues à 
celles employées dans la décomposition des fractions ra-
tionnelles. 

En posant 

~ siny(:r — 6 ) sin^(.r — c ) . . . sin'''(a? — e) , 

nous avons 

/ (s ina?, cos .r ) . . . , 
^ A, — a ) 

-f-A2Cos(a7 — a ) s in' -2( .r — a ) 4 - . . . 
-h Ai cos'-i (¿F — a) -h K cos^'(x — a). 

Celte formule donne 
. _ / ( s i n a , cosa) j\ / — t ^ . 

En la différentiant, on trouve le résultat 

^ / ( s in^F, oos r ) 

sin'-2(.r —«)cos(57 — 

-h A/_i cos'-^(x — a) 
-h (i — I ) A/ COS'- 2 ~ a ) sin (.r — a ) - t - . . . , 
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(jui donne 

sin a , cos a ) 
^ 

J)e la même manière on trouve les autres coefficients en 
continuant les differentiations. 

On peut aussi calculer les coefficients A,, Ao, . . . au 
moyen des équations qu'on obtient en égalant les coeffi-
cients des mêmes puissances de h dans l'identité sui-
vante : 

f (sin a, COS a ) - î — ^ / n 

' da 1 da^ 
— ( A l sin^-i h A2 cos / i s in ' -2 / i - i - , . . _f- A,- cos^-i 

X [cp(a) -h Acp'(a) M- |-A2çp"(a) - f - . . . ] , 
qui donne 

/ ( s i n a , cos a ) = Â - a>(a), 

/ ' ( s i n a , c o s a ) = A/_i cp(a) -h A/ ' f ' (a ) , 

Les formules précédentes appliquées au Calcul intégral 
donnent une formule de réduction d'intégrales. 

En effet, au moyen de ces formules, on réduit l 'inté-
gration des fractions 

/ ( s i n ^ , cos^r) 
sin'(a: — a ) sin^(a7 — b), . . ' 

/'(sin07, cosx) étant une fonction entière, homogène du 
degré i -i-y -f-. . . H- — i, à l'intégration des fonctions 
de la forme 

cos^(a7 — a ) 
— a) 

qui sont le sujet des formules de réduction qu'on trouve 
dans tous les Traités de Calcul intégral. 

On peut encore employer, pour l'intégration de cette 
fraction, la formule 

f cos^ix — a) , r cot'(a7 —a) _ 
Jsinf+'(.r—a) J ^ j colHx — a) ^ 
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\ O T E S I K LA S Ï M É B I A N E 
PAR M . MAURICE D ' O G A G N E , 

I n g é n i e u r d e s P o n t s e t C h a u s s é e s . 

1. Je ferai, dans ce qui suit, usage de deux définitions 
proposées par M. JNenberg 

Etant donné un point dans le plan d'un triangle, 
on joint ce point aux trois sommets du triangle et l'on 
prend les symétriques des droites ainsi menées par rap-
port aux bissectrices correspondantes des angles du 
triangle. Les trois droites ainsi construites concourent 
en un même point qui est dit transjormé isogonal du 
premier par rapport au triangle considéré. 

11 est bien évident que ce genre de corrélation entre 
deux points est réciproque. 

Ainsi, l'ortliucentre (point de rencontre des hauteurs) 
et le centre du cercle circonscrit sont conjugués isogo-
jiaux; de même, le centre de gravité et le centre des 
sy médian es, ou point de Lemoine. 

Par conséquent, toute propriété générale de la trans-
formation isogonale conduira à une propriété du centre 
des sy médianes. 

Exemples : 

Si une conique est inscrite dans un triangle, ses 
foyers sojit conjugués isogonaux par rapport à ce 
triangle, 

La propriété qui résulte de là pour le centre des 
symédianes a été signalée par M. E. Lemoine ( - ) . 

C ) Voir Nouçetles Annates, 3® série, t. II, p. 45o. et t. I l i , p. 25. 
( - ) î o / / - n o t r e i l e u x i è r n e N o t e , p . ':>.-. 
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Les pieds des perpendiculaires abaissées de deux 

pointSy conjugués isogonaux par rapport à un trian-
gle, sur les côtés de ce triangle, sont sur un cercle 
(jui a pour centre le milieu de la distance qui sépare 
ces deux points. 

La précédente propriété a donc lieu d'une part pour 
le centre de gravité et le centre des syniédianes, de 
l'autre, pour l'ortliocentre et le centre du cercle circon-
scrit; dans ce second cas, le cercle n'est autre que le 
cercle des neuf points. 

Le centre du cercle inscrit est son propre conjugué 
isogonal. Tout point du cercle circonscrit a son conjugué 
isogonal à l'infini, d'où résulte qu'í¿A í̂? conique inscrite 
dans un triangle et ay ant un fojer sur le cercle circon-
scrit Cl ce triangle ne peut être qu'une parabole. 

La méthode fort élégante par laquelle M. Astor a 
déduit les propriétés des courbes unicursales du qua-
trième ordre de celles des coniques est une ti'ansfor-
mation isogonal e. 

2. Voici maintenant la seconde définition de M. jNeu-
berg : 

Etant donné un point dans le plan d'un ti iangle, 
on joint ce point aux trois sommets du triangle; les 
droites ainsi menées déterminent sur les côtés du trian-
gle trois points dont on prend les symétriques par rap-
port aux milieux des côtés correspondants; on joint 
enfin ces trois nouveaux points aux sommets opposés ; 
les trois droites ainsi obtenues concourent en un même 
point qui est dit transformé isotomique du premier par 
rapport au triangle considéré. 

(') Nouvelles Annales, série, t. i i i , p. 181. 

Ann. de Mathvniat3'" s«'rie, t. h ' (août i885). 
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Coiniiie le préct^rent, ce ĝ tMire Je corrélation est 

réciproque. 
Le centre du cercle inscrit a pour conjugué isoto-

niique le point que nous avons appelé ailleurs le centre 
des anti-bissectrices (*). Le centre de gravité est son 
propre conjugué isotomique. 

(jrràce à cette déiinition, nous pourrons énoncer très 
simplement le théorème suivant, qui vient de nous être 
communiqué par M. R Tucker, de i.ondres : 

Le conjugué isotonnifue de V orthocentre d^ui trian-
gle est le centre des sjniédianes du triangle formé 
par les parallèles aux côtés de ce triangle, menées 
respectivement par ses trois sommets, 

AL 7'ucker a en outre remarqué que, si Ton considère 
une série de triangles inscrits les uns dans les autres et 
tels que les sommets d(î chacun d'eux soient les milieux 
des côtés de celui qui le précède, c'est-à-dire tels que 
le centre des symédianes de cbacun d'eux dérive de. 
l'orthocentre de celui qui lui est inscrit, ainsi qu'il a été 
dit dans le théorème précédent, les centres des symé-
dianes de tous ces triangles sont en ligne droite. 

D'ailleurs la limite de ces triangles est un point qui 
est leur centre de gravité commun; donc, l'axe qui 
contient les centres des symédianes de tous ces triangles 
passe par leur centre de gravité commun. 

Nous pourrons encore énoncer ainsi ce résultat : 

Le centre de gravité, le centre des sy médianes et le 
conjugué isotonùque de l'orthocentre d\in triangle 
sont en ligne droite. 

C) Journal de Afat/iéni a f it/ites élémentaires, t. IV, p. i58. 
(••') La réiiartion <lr rrllr Notr rrrnontp an mois de mai T88|. 
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3. Soit K uii point donné dans le plan d'un triangk' 

ABC. Menons par le point K une droite A 'B 'C coupant 
le coté BC au point A', le coté AC au point B̂  et le 
côté AB au point C^ 11 existe sur la droite ainsi menée 
deux points M et M,, centres d<is moyennes harmo-
niques du second ordre des points A',B', C , par rapport 
à l'origine K. 

On sait que, lorsqu'on (ait pivoter la droite A 'B 'C 
autour du point K, les points M et M| se déplacent sur 
une conique circonscrite au triangle ABC, et qui est 
dite polaire conique du point K^ par rapport au triangle 
ABC. 

Ou sait en outre qu'en chaque sommet la tangente à 
cette conique est conjuguée harmonique de la droite 
qui joint ce sommet au point K, par rapport aux côtés 
adjacents. 

Dès lors, si le point R se confond avec le centre des 
syniédianes, on voit, d'après un théorème énoncé dans 
notre deuxième INote sur la symédiane,que les tangentes 
à la polaire conique du point R aux points A,B,C se 
eoiifondent avec les tangentes au cercle circonscrit. 
Cette polaire conique, ayant en commun avec ce cercle 
trois points et les tangentes en ces points, se confond 
avec lui ; par suite : 

La polaire conique du point de J^enioine d'un 
triangle par rapport ci ce triangle est le cercle cir-
conscrit au triangle. 

Or, d'après une propriété bien connue, si le point M 
est centre des moyennes harmoniques du second 
ordre des points A', B', C , par rapport à l'origine R, ce 
point R est centre des moyennes harmoniques du pre-
mier ordre des points A', B', C , par rapport à l 'ori-
gine M. 
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De là ce théorème : 

Si l'on prend sur le cercle circonscrit à un triangle 
ABC un point ISl quelconque, et si Von joint ce point M 
au point de Lemoine R du triangle ABC, la droite MK 
coupant les côtés du triangle aux points A', B', C^, le 
point K est le centre des moyennes harmoniques des 
points A^, B', C! par rapport à l'origine M. 

C'est-à-dire que l'on a, en tenant compte des signes, 

- J _ 
M K M T M B ' " ^ M C ' 

A. Nous rappellerons maintenant un théorème que 
nous avons démontré dans les Nouvelles Annales 

série, t. 11, p. 256) et qui s'énonce ainsi : 

Une corde AB d'une courbe quelconque est vue d^un 
point fixe O sous un angle constant. Si la corde AB 
touche son enveloppe au E, et si les tangentes h la 
courbe aux points A et B se coupent en T , les 
droites OT et OE sont symétriques par rapport à la 
bissectrice de Vangle AOB. 

Si la courbe considérée est une conique et si le point 
O est son centre, la droite OT passe par le milieu de AB^ 
par suite la droite OE est symédiaue du triangle AOB, 
(̂ t l'on a ce théorème : 

Si une corde AB d\ine conique est vue du centre O 
de cette conique sous un angle constant, on a le pointYj 
oit cette corde touche son enveloppe, en prenant la 
symédiane OE du triangle AOB. 

Lorsque l'angle AOB est droit, la symédiane OE est 
perpendiculaire sur AB. Dès lors, toutes les normales à 
renveloppe de AB passant par le point O, cette enve-
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loppe est un cercle de centre O. On retrouve ainsi un 
théorème bien connu. 

o . Prenons une conique rapportée à ses deux dia-
mètres conjugués égaux ( O x et O j ) , 

La polaire d 'un point P (a , ¡3), par rapport à cette 
conique, a pour équation 

ax-h = a^. 

Cette droite coupant O x eu A, O j cn B, on a 

a ^ 

Si PU et PK sont les distances respectives du point P 
à O x et à O j , on a, 9 étant l'angle des axes, 

Pli ¡¿sinô, PK == asinÔ; 
par suite, 

PK ~ a ~ OB' 

ce qui montre que la droite OP est symédiane du 
triangle OAB. Donc : 

La droite qui joint un point quelconque au centre 
d'une conique est symédiane du triangle formé par la 
polaire de ce point, relativement h cette conique, avec 
les deux diamètres conjugués égaux de la conique, 

6. Si les points A et B ont respectivement pour in-
verses par rapport au point O les points Â  et IV, les 
droites AB et AMV sont anti])arallèles, par rapport à 
l'angle AOB; par suite, la médiane du triangle OAB, 
issue de O, se confond avec la symédiane du triangle 
OA'B^ et vice versa. 

( ' ) V o i r Nouvelles Annales, 3" séi-ie, l . I I , p. l l i é o r è m e II. 
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Celle nîinarque permet d'obleiiir, par la méthode d'in-

version, des propriétés de la symédiane. 
Par exemple, l'exercice IV (3® série, t. 11, p. 463) de 

notre première Note sur la symédiane conduit à la pro-
priété suivante : 

Les cercles décrits sur AB et sur AC comme cordes, et 
ayant respectivement en B et en G des tangentes paral-
lèles (i la symédiane du ti iangle A^C^ issue de A.^ se 
coupent sur la médiane issue du même sommet. 

Autre exemple : 
Prenons sur les cotés AB et AC d'un triangle les 

points IV et C inverses respectivement de B et de C, par 
rapport à A. La symédiane du triangle ABC, issu(; 
de A, passe, d'apiès ce qui vient d'être dit, par le mi-
lieu M' de IV C^ Par IV meuons une parallèle à AC, 
par Ĉ  une parallèle à AB ; ces droites se coupent en D' 
sur A M' (ît l'on a 

AD'=:2AM'. 

L'inverse de la droite IVD^ est le cercle qui passe par 
A et B et qui est tangent en A à AC ; l'inverse de C^D' 
est le cercle qui passe par A et C et qui est tangent en 
A à AB. Ces deux cercles se coupent en D, point inverse 
de ly, par rapporta A ; ce point se trouve, par suite, sur 
la droite AM'J^ symédiane de ABC. Soit M le point (in--
versi; de M') où cette droite coupe le cercle circonscrit 

à ABC. Puisque Aîï = 2 AM', il en résulte que AD = ^ ^ • 
De là ces théorèmes : 

1 '' Le cercle passant par les sommets A et B et tan-
gent en A au côté AC, et le cercle passant par les som-
mets A et Q et tangent en A au côté AB, se coupent 
en D sur la symédiane issue de A. 



( 3 6 7 ) 
2" Si cette symédiane coupe en M le cercle circon-

scrit au triangle ABC, /e point D est le milieu de A M. 

On sait, d'ailleurs, que le point M est le centre Ijar-
nionique des points B et C relativement au point A, et 
quii les tangentes au cercle circonscrit à ABC en A et 
en M se coupent sur BC. 

On voit, par les exemples précédents, les services ([ue 
peut rendre la méthode d'inversion pour trouver de 
nouvelles propriétés de la symédiane. 

7. Nous énoncerons eniin le théorème suivant facile 
à démontrer : 

Prenant sur le côté BC les points H et I tels que AU 
soit parallèle à la tangente en B aa cercle circonscrit 
(ï ABC, et que Al soit parallèle à la tangente en C (i ce 
cercle, si par le point H on lire une parallèle à AB, et 
par le point V une parallèle à AC, les droites ainsi me-
nées se coupent sur la symédiane issue de A. 

SCOllES POUR W TIIEORÈJIE DE FERMAT; 
PAR M . S . R É A L I S , 

Ingénieur à Turin. 

T H É O R È M E . — Si le nombrecompris dans In forme 
linéaire 4<7 -f-1, ^st premier, ou composé de facteurs 
premiers de cette forme, p est la somme de deux 
carrés. 

Dans la démonstration qu'il a donnée, le premier, de 
cet admirable théorème de Fermât Euler a signalé 

(') Voir Nouveaux Commentaires de Pétersbourg, t. ÎV, p. 3, 
el t. V, p. 3. 
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ce corollaire, que : p étant comme il vient d'être dit.^ 

le nombre q ^ ! est la somme de deux nombres 
' 4 

triangulaires (dont r u a peut être nul) . 
En eiïet, dit Euler, le double de p est la somme de 

deux carrés impairs, et l'on peut poser 
-h '2 (2a -f- 1)2, 

ce (|ui donne 
a f) 

A ces importantes propositions de Fermât et d'Euler 
on p(;ut ajouter les remarques suivantes, qui leur servent 
de complément. 

i" Un nombre donné p =z \ étant la somme de 
deux carrés on peut poser, en nombres entiers 
a, b, X, J , 

— a — b—y, 

et tontes les solutions entières de l'équation indéterminée 

sei'ont fournies par l'identité 

c'est-à-dire 
{ a b ly^{a — by-={a'^-h a b ' ^ b ) \ , 

en attribuant à « et ¿̂  des valeurs convenables (à savoir, 
des valeurs entières telles que le second membre de 
l'égalité se réduise à la valeur de / ; ) . 

La détermination des deux carrés en lesquels se 
décompose p se trouve ainsi ramenée, d'une manière 
directe, à la détermination des deux nombres trian-
gulaires en lesquels se décompose q. 

11 est facile de voir (|ue cela a lieu lors même (pie p 
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rciifcruierait dos facteurs premiers de la forme 4'/ -H 3, 
pourvu que chaque facteur de cette espèce soit élevé à 
une puissance paire, et que p renferme au moins un 
facteur premier ^q - \ - i plus grand que l 'unité. En ce 
cas, X el y ne seront plus premiers entre eux. 

Pour = — 3 - . 5 , par exemple, on a, en prenant 
rz = 4, h = 

62-4-32=. 4 ( io -M)-h i 45. 

Si un nombre donné impair, ou double d 'un 
impair , est décomposable en deux carrés premiers entre 
eux, en sorte que l 'on ait 

p = 

les racines JC, j^des carrés composants seront exprimées 
par le système de formules 

f m'^ — m n'^—ji X = p — [ i 
^ \ 1 2 

— ni 712 n 
2 

ni et 71 étant deux entiers convenablement déterminés. 
Prenant , pour fixer les idées, les valeurs de , m, 

71 avec le signe positif, on énonce ce résultat avec plus 
de précision en disant que, dans les circonstances indi-
quées, / a / ' a c i / 2 e . r est égale au 7W7nb7'e p, di7ni7iué de 
la so7n7nede deux 7i077ih7'es t7dangulai7'eSy et la l aci/iey 
est égale au 7nênie 7iomb7'e p, diminué de la somme de 
deux 7iomb7'es t7'iangulai7^es, do7it tim est égal au plus 
g7'a7id des t7 ia7igulai7 esp7^écéde7its, et l'autre est consé-
cutif à l'autre triangulaire précéde7it, A quoi il y a 
lieu d 'ajouter que les 7iombres m, n sont tous deux 
impairs, ou tous deux pairs, selon que p est lui-
même impair, ou le double d un impair. 
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Exemples : 
m 3, i ^ 

— 5 - ( 3 - ^ 0 ) = 
P ~ 5 ; 

- ( 3 - ^ 0 ) = 
? 

n i ; L Y = 5 - ( 3 - f - i ) ^ i ; 

m 4, ( ^ 10 - ( 6 + 0 - 3, p ~ 10; 
4 , 0 -

n = 2; 1 Y = 10 - ( 6 + 3 ) - I ; 

i 3 ; ' 
m ( X — i 3 — ( 10 H- 0 ) - 3, 

p = i 3 ; ' 
i 3 

— ( 10 H- 0 ) -

n 1 ; ( Y = i 3 — ( 10 -f- 0 = 2; 

[ ?n — X ^ 7 — ( 10 - h 3 ) = 4 , 
p = ' 7 ; j 

î 3; : i y nr ^ / - ( 1 0 + 6 ) - i ; 

j f7l = 7, X r= 2 5 — ( 2 1 - h 0 ) - 4 , 
p = •25; < 

! ^̂  rr: i ; y = 25 — ( 2 1 3; 

/n 6 , ( X — 26- - ( I 5 - h 6 ) 5, 
p = 26 ; n 4; \ y — 26 - ( 1 5 + 1 0 ) = = 1; 

3" Soit p un nombre impair résultant de Taddition de 
deux carrés .r-, 7 - , premiers entre eux. 

Ou aura, en ajoutant à la valeur de 
/> 4- — 3^2 H-

où le second membre, en y supposant ^ premier avec 3, 
représente un nombre appartenant à la forme linéaire 

Cela résulte d'un autre théorème de Fermât, 
démontré par Euler. La supposition de y premier avec 
3 n'a ici rien d'arbitraire, vu que, x et r n'ayant pas 
de facteur commun, l 'un de ces nombres peut toujours 
être supposé premier avec un nombre premier donné. 

Nous pouvons donc poser 
p -h = 6 ii -f-1, 

c'est-à-dire 

et nous conclurons de là ce corollaire, que : selon que 
le nombre considéré p, diminué de l'unitéest ou n est 
pas divisible par 3, l'un des carrés en lesquels se 
décompose p est ou nest pas divisible par 9. 
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L'utilité de cette proposition est évideule, lorscpi'on 

se propose de déterminer, par des essais successifs, les 
deux carrés dont la somme doit former le nombre con-
sidéré. 

Il est visible que des remarques analogues à la 
précédente s'appliqueront utilement, en certains cas, à 
des nombres que l'on sait être décomposables en carrés 
selon des formes quadratiques autres que celle dont il 
vient d'être question. 

Qu'il s'agisse, par exemple, de satisfaiie à l'équation 
indéterminée 

par des valeurs de x Giy premières entre elles, p étant 
un nombre donné, dont tous les facteurs premiers sont de 
la forme 8<y-hi. L'équation est toujours possible, 
comme on sait, et j sera nécessairement un nombre 
impair, x un nombre pair. 

Pour assigner une condition qui assujettisse d'une 
manière plus spéciale la valeur de .r, mettons la proposée 
sous la forme 

Nous en inférerons, en supposant y premier avec 3, 
l'existence d'une relation telle que 

p - I - — 6 , ^ 
c'est-à-dire 

(/? — !), 

d'où nous conclurons sur-le-champ que x admettra ou 
n'admettra pas le diviseur 3, selon que p — i admet ou 
n'admet pas ce diviseur. 

Nous avons supposé y premier avec 3 ; quand il en 
est autrement, x est nécessairement premier avec 3. 

Soit pris, comme application, 

p = ' ¿ 6 8 9 = 8 . 3 3 6 H - I . 
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Le nombre p — i étant divisible par 3, el x devant 

être un multiple pair de 3, les valeurs de à essayer, 
pour opérer la décomposition demandée, devront être 
prises dans la suite 6, 12, 1 8 , . . . ; d'après cela, on recon-
naîtra aussitôt que la valeur x = 12, à laquelle corres-
pond y = 49? satisfait à la question. On a, en eiïét, 

2689 = a. -h 49-. 

Le nombre p ainsi décomposé étant premier, on est 
assuré qu'il n'y a pas d 'autre solution. 

Les nombres = -}- i que nous venons de consi-
dérer appartiennent, comme cas particuliers, à la classe 
des nombres 4 ^ 4 - i dont il a été question plus hau t ; 
ils admettent par conséquent, en même temps que la 
représentation par la forme la représentation 
par la forme X ' - f - j C ' e s t ainsi que, pour p = 2689, 
on a, outre l'égalité déjà écrite, l 'égalité 

2689 = 4o2-i-332, 

à laquelle sont applicables les remarques exposées pré-
cédemment. 

SUR LA CISSOIDE DE DIOCLÉS; 
PAR M. L. MIRMAN, 

É l è v e d u l y c é e S a i n t - L o u i s . 

On sait que le lieu des symétriques du sommet d 'une 
parabole par rapport aux tangentes à cette courbe est 
une cissoide de Dioclès. Yoici de cette proposition une 
démonstration géométrique très simple. 

Soient DTy la directrice, F le foyer, S le sommet, 
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TT' une tangente, P le symétrique du foyer par rapport 
à cette tangente, M un point du lieu. 

Je prolonge SM jusqu'à sa rencontre en Q avec la 

parallèle à l'axe menée par le point P, on a 

P Q = . S F = S D ; 

donc Q est sur la parallèle à la directrice menée par S, 
symétrique du sommet. Cela élanl, je décris un cercle 
sur SSi comme diamètre; la droite SQ le coupe en N. 
Joignons ND, on a évidemment 

D N : = D S = S F = M P = P Q ; 

de plus les angles MQP et NSD, alternes-internes, sont 
égaux. Donc les triangles DJNS, MPQ le sont aussi 5 par 
suite 

M Q = N S 

ou, en ajoutant la même longueur MN, 

S M N Q . 

Le point M décrit donc la cissoide relative au cercle 
considéré. 
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Eu cliaìigeaut (¡uelques mots au raisoniieineut précé-

dent, on démon trierait que, réciproquement : 
Toute cissoide de Dioelès peut être engendrée par le 

symétrique du sonnnet d'une parabole par rapport aux 
tangentes, la parabole ayant pour directrice le diamètre 
du cercle paiallèle à l'asymptote de la eissoïde, et pour 
sommet le point double. 

CORRESPONDANCE. 

J. — Extrait d'une Lettre de M. d'Ocagne. 

Voulez-vous me permettre d'ajouter quelques mots 
aux remar([ues très intéressantes qui ont été faites par 
mon ami M. Cesaro au sujet des coordonnées axiales 
[i\o ave lies Annales, même tome, p. 256)? 

.Mes reclierclies sur les Transformations axiales, 
auxquelles M. Cesaro fait allusion dans la Note qui ter-
mine son article, sont résumées dans la INote III de ma 
brochure Coordonnées parallèles et axiales, qui vient 
de paraître à la Librairie Gauthier-Villars, et dont la 
majeure partie, grâce à votre obligeance, a vu le jour 
dans les Nouvelles Annales 

Dans cette Note ( p. 87), je fais remarquer que l'iden-
tité de Viïiversion axiale avec la transformation par 
senù-droites réciproques résulte du théorème que j'ai 
démontré pour cette dernière transformation dans les 
ISouvelles Annales {Z^- série, t. 11, p. 249). 

A la liste des géomètres (jui se sont occupés des 

C ) L e s p a r t i e s i n é d i t e s d e la b r o c h u r e s o n t le Procédé nouveau 
de calcul graphique déduit de la considération des coordonnées 
parallèles ( p . 70 à 81) , e t d i v e r s e s N o t e s ( p . 82 à 9 1 ) . d o n t la N o t e 
Sur les transformations a.riales. 
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coordonnées cixiales, il convient crajouter le nom 
(le M. Casey, professeur à l'Universilti catholique de 
Dublin, dont les belles rechendies font l'objet d 'un Mé-
moire étendu publié dans les Philosophical Transac-
tions of tJie Royal Society of London (vol. CLXVll , 

i>- 367). 
La courbe que j'ai étudiée au n" oO de mon Mémoire 

[Développante d'hypocycloïde, d 'après MM. Brocard 
et Cesaro) a déjà été rencontrée par un assez grand 
nombre de géomètres à l'occasion de recherches diverses -, 
c'est M. Brocard qui nous l'a fiiit savoir dans une Note 
intéressante {Nouvelles ylnnales, même tome, p. i44)-
Aux mathématiciens cités en cet endroit, il faut joindre 
AL Collignon qui a eu aussi l'occasion de considérer 
cette {Association française. Congrès d'Alger, 
p. '219). 

Nous terminerons par la remarque suivante : l'équa-
tion axiale de la tractrice {Nouvelles ylnnales, 3® sé-
rie, t. m , p. 553 ) conduit immédiatement à une curieuse 
propriété de cette courbe qui a été signalée par M. Colli-
gnon ( ^ ) : 

Si y par le point ou chaque tangente t à une tractrice 
coupe l'asymptote 0 de cette courbe, on élève une per-
pendiculaire p h 0 et que Von inscrive ¿1 côté de p la 
valeur de Vangle que p fait avec i, oji obtient une 
projection de Mercator dans laquelle les droites p re-
présentent les parallèles, Vangle inscrit à côté de cha-
cune de ces droites faisant connaître la latitude corres-
pondante, 

La simple comparaison de l 'équation axiale de la 

C) Mémoire inlilulé : Mesure des lignes sur la sphère terrestre. 
dans Ihdletin de r Association française {Con^rH de Blois). 
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tractrice avec réquatioii fondamentale bien connue de 
la projection de Mercator conduit à ce résultat. 

Les remarques faites par M. Cesaro au sujet des ra-
cines imaginaires des équations dans le numéro de 
juillet (p. 329) se ramènent immédiatement au curieux 
théorème que voici : 

Si les affixes des racines d'une équation algébrique 
figurent des centres d'attraction, de même masse y atti-
rant un point mobile en raison inverse de la distance, 
les positions d'équilibre de ce point mobile coïncident 
avec les affixes des racines de Véquation dérivée. 

Ce théorème, dû à M. Félix Lucas, a été communiqué 
par son auteur à l'Académie des Sciences dans la séance 
du 28 juillet 1879. M. Félix Lucas en a déduit diverses 
conséquences importantes pour la théorie des racines 

11. — Lettre de M. Réalis. 

Les propositions que vous m'avez fait l 'honneur d'in-
sérer aux lYouvelles Annales (p. 370, i883), et dont 
on n'a pas encore envoyé de dénionstration, me font 
j)enser qu'il ne serait peut-être pas inopportun de les 
faire suivre de quelques autres énoncés analogues, et 
fondés de même sur des considérations arithmolo-
giques. 

Je me borne en ce moment à la Question ci-jointe, 
faisant partie d'une série de questions du même genre, 
que j'ai rédigées, et queje m'empresserai de vous trans-
mettre, si vous croyez que cela puisse intéresser vos 
lecteurs. 
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Question. 

a, V étant des nombres entiers, et [ii étant prender 
avec 5, aucujie des équations 

_ -I- ( 4 a^. : : Ŝ  — ^ + ^ ( j rb 4 ^ ^ o, 
.r'̂  — a.r̂  - ( \ a'̂  d- 4 ^̂  ) - _ 3 3̂2 3 ( 5 -a- / ) ^ 

(o/V les signes se correspondent) ne peut avoir une ra-
cine entière. 

De même pour l(^s équations 

a.H ( 4a2 i - -- -f- A : . o, 
- - a - ( i a- -i- 2 ) — 2 a3- .r - A — o, 

3 ,32) .3a ,32 .r - A — o, 
-- a.r'"-; (4a^ 3 f- A r:: o, 

.r'« - - a.r^- ' " ~ - B : - o, 

.r̂  - a -K 4 a2 .r̂  - - 4 aŜ  .r - P> r- o, 
a ^ — [:i2 _ == o , 

ozV /'o/? a fait, pour abréger. 

Solution de Jet question proposée. 

Ni l'une, ni l'autre des formes //--}-
lesquelles u et v sont premiers entre eux, ne peut 

représenter un nombre divisible par 5. 
( E U L E R , L A G R A W G E . ) 

La propositioji subsiste évidemment si l'un des nom-
Ann. dt' Mathémat s é r i e , t . IV. ( A o û t i 8 8 5 . ) 2 5 
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bres u^ V e.sL praniiei' avcc 5, lors même qu'ils auraieni 
(les fadeurs communs. 

Cela élaiil, les relaiioiis 

— — Ji«;̂  ), 

\ y- -V- 'X a .r -Jt 3 - .1- X ( 2 3 ^ )-

-- - H- -JtfiV); 

( . r ^ - r - ^ a . r - : - 'i 3^ 

5i a./* ' • - -- 3y'' 
{.r^ -x y.x •• • X 3 - ^ ( 2 P .r 

> (• a./'-' • •• 7. 3- ./•- - a32.7- — 

l̂a.f-'̂  3 .̂7-2—a3 .̂r — liiv ĵ, 

: ..M a./"'^ ' x ' - p - x - - - a 3 ^ r — - - 3^ ), 

( - -- •>a.r 3̂  îi 3.r)2 
- )( - 3M. 

( ^̂  • 3̂  a( 

5 ( a.r^ "Jl 32 .r̂  _ v̂:̂  ), 

cesi-à-dire les équations pio posées sont impossibles 
en nombres entiers, si ¡^ [et par conséijuent x) est pre-
nne!' avec 5. 



( 379 ) 

SOLliTIOXS DE OtESTIO^S 
PROPOSÉES D A \ S LES \01JVEILES ANNALES. 

Question 1 4 o l 
• voir 3* série, t. Il, p. .13.1): 

PAR M . F A U Q U E M B E R G U E , 

P r o f e s s e u r au l y c é e d e N i c e . 

Démontrer que si les deux racines de l'équation 

z - — 3 a ^ — (' y.-' — ) — o 

sont ejitiéj'es, V équation indéterminée 

( A ) 

dans laquelle on a pris 
/.- [{ a -, - I l'̂  - ( O 1 I 

admet toujours une solution entière. (RT^.ALIS. ) 

Posons p T ; - a - - -G, 1' -- O -

a, ê, ^ désignant trois CTItiers indéterminés. 
L'équation (A) pourra se mettre sous la forme 

I . ... ( ..... 3 ^ 3 5(2 3 ^ y ê ) z. 

On voit qu'elle sera vérifiée, si l'on a, à la fois, 

z - — 3 a iî — ( OL̂  — ) — o 
et 

A- ( __ 3 a z ~ 3 3 a — 2 g ) ^ ; 

ou, en tenant compte de la première de ces deux équa-
tions. 
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ce (jui revient à 

Le théorème énoncé est ainsi démontré. 

Question 1504 
[ voir 3' série, t. lll, p. Mr,) ; 

PAR M . N . G O F F A R T . 

Le triangle ABC rectangle en A est inscrit dans 
line hyperbole équilatère, les tangentes à cette courbe 
aux points B et C se coupent en T ; la normale au point B 
coupe le côté AC au point B', la jiormale au point C 
coupe le côté AB au point C . Démontrer que Vangle 
B ' T C est égal à l'angle des tangentes. ( D ' O C A G W E . ) 

Soient xy — i l 'équation de l'hyperbole, et [a^a^)., 
(¿ , /y ) , (c, c') les coordonnées des sommets A , B , C . 
1^'angle A sera droit si l'on a 

(1 ) a~ b c -t- I o . 

Les équations des tangentes BT e t C T sont respecti-
vement 

¿>Y H- / / \ '2, c Y c ' X 

Ces tangentes se coupent au point T, dont les coor-
données sont 

b ~ c b ^ c 
On a 

1)1 

Or l'équation de la normale en B est 
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et cello du coté AC 

ac \ -i-X = a c; 

l 'équation d 'une droite passant par leur point d ' inter-
section est 

À ( ¿>' Y — b \ -r- b- — b'-) -I- ac Y - f - X — ( a - F c ) — o . 

Cette droite passera au point T si 

Le coej'ijcient d'inclinaison de B'T est donc 

h--'>[a -h — c) — \ 
( ab — bc a c ) -h ab'* c 

et l'on a celui de C/T par symétrie 

c'^ (a — b — c) - - I 
(ab — bc ac) abc'* ' 

d'où résulte 
{h-^--c^)ia — b)ia- - r;)i ¿>2-4-/>r-- r-'M 

I a n ̂  B T G = , - - -,-77 tt yi, 1 ¡i -^ ( 1 62 c2 )(a — )(a — c)(¿>2 ¿ÎC -f- c2 ) 

- tan-BTG. 
C. Q . F . D. 

\(Ua. — l .a i i iè inc q u e s t i o n a é té r é s o l u e par ÎNI. M o r e t - B l a n c . 

Question 1506 
(voir 3* série, t III, p. 44-), 

M. JUHEL-RÉNOY. 

Soient CA, CB deux demi-diamètres conjugués d'une 
ellipse ; et P , Q deux points RFECA, C B prolongés., tels 
que A P . B Q = 2 C A . C B . Démontrer que B P EI A Q 

coupent sur r ellipse. ( G E N Î Î S E , M . - A . ) 

Prenons pour axes de ( ooidonnées les deux droites 
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CA, CB^ et soient 

= CB ~ = Bq = ¿'. 

L'équation de l'ellipse est 

a- 1 - — b-J - ¿,2^ 

et les équations des droites BP, AQ sont 

b.r (a l ) r bia-'r- l ) 

( b r ) ./• - ar a ( b - - ) ; 
d'où 

bj- ar — ab -- l ( b — j ) , 

b jc -i- a y — ab -- l { a — ^ ) ; 

niultipiious ces deux dernières équations, membre à 
membre, et introduisons la condition / / ' = 2rti>^nous 
aurons l'équation de l'ellipse donnée 

l .a l u è i n e ( | u c s l i o n a é l é r é s o l u e par M. l ' a h h é B r e l a u d e a u , p r o f e s -
s e u r au c o l l è g e de l î a u p r é a u ( M a i i i e - e t - I . o i r e ) ; e t par MM. L e z ; 
L a u n o y , p r o f e s s e u r au l y c é e de P u y ; G o i î a r t ; M o r e l - B l a n c ; E r n e s l 
l i ar i s i en ; D u p i n , l y c é e de H a r - l e - D u c ; F a r i s a n o ( i i o v a n n i , é l è v e i u g é -
u i e u r à T t ^ i i v e r s i l é de N^iplcs; V. i^isaui. 

Question 1507 
voir 3" sér ie , t. 111, p. iiS); 

VM\ M. M O R E T - B L A I N G . 

PQ est un dianiène d'une hyperbole equilatere ; un 
cercle décrit du point P comme centre avec P Q pour 
rayon rencontre Vhyperbole en trois autres points 
L, M, N : démontrer que le triangle LMN est équila-
téral. 
(Extrait du Tournai anglais The educational Times.) 

Soie ut 
(I) .ryT::,.k-
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réquat ion de I'Ijy[)eîl)olc équilatère; ^o? J)« les (Mior-
(lonnées du point P , celles du point Q é tan t— r,), —j} o ; 

( - -t-( 
ou 

( 2 ) .r'^-^ r- — — 'iVoV - - > (•'̂ "y" -+-.>'0" ) 

sera l'équation du cercle décrit du point P avec le 
rayon P Q . 

Eliminantj) entre c(îtte équation et (;elle de l 'Iiypei-
bole, on a, pour déterminer les abscisses des points 
d'intersection des deux courbes, l 'équation 

• — 2 J'o — ^ (-^'J J'o ) ~ -4- A » — o . 

Cette équation devant ètr(i véi'iliée par l'ab.scissi^— Xo 
du point Q, son piemier meml)re est divisil)l(^ par 
.r -h Xo ; eltectuant la division, il vient 

éipiation qui donne les abscisses des points L, M,jN. 
On aura Féquation qui donne leurs oidoiniées en per-
mutant les X et les J , d 'où 

r - '^yoj'- — '̂ 'o Ĵ 'o = o. 

La moyenne des abscisses, ou l'abscisse du centre de 
gravité du triangle LMN, est XQ, sou ordonnée (\st y ^̂  
le point P est, à la fois, le centre de gravité du triangle 
LMÎN et le centre du cei cle circonscrit au ti iangle^ donc 
les médianes se confondent avec l(»s hauteurs, ci le tr ian-
gle est équilatéral. 

La n ièn)e q u e s t i o n a éJé j é s o l u e ])ar M.M. Bar i s i en ; Go irar l ; J n h c l 
B e n o y ; P i s a n i ; L a u n o y . p r o f e s s e u r au l y c é e de P u y ; l i î re laudeau : 
L e z ; C a r o n n e t ( T h . ) . é l è v e rie M a t h é m a t i q u e s s p é c i a l e s au colléj»c 
C h a p t a l ; et par un A n o n y m e . 
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Question l o l 2 
(voir r sèrio, t. IH, p. ); 

P A R M . J . I U C H A I U ) , 

l'JcNii à l'Ecole Noiiiiale sii[)crieui'e. 

Ti'ouvei' re/is'e/of)j)e d'une ¡)araboie dont le foy er F 
et un point, P , de la, directrice sont fixes. ( D ' O C A G J N E . ) 

Ou sail (juc Ja directrice est le lieu des symétriques du 
Joyer |)ar ra[)port aux tangentes. Donc, si l 'on joint le 
point li\e P de la dii'eetric(î au i'oyei', et si, au milieu de 
la dioite PF, on élève une perpendiculaire, cette per-
pendieulain; sera constamment tangente à la parabole 
variable;; c'est doijc renv(dopj)e chercliée. 

La(jéoniétrie analytique conduit au même résultat. 
Prenons le point J ' pour origine, et FP pour axe des x . 

Soit F P 
1/équation générab; des paraboles, dont F est le 

foyer'et P un point de la dir(i('trice, peut s'écrire 

Fn égalant les dérivées des deux membres, par rap-
[)ort à cp, on a 

{2 } —•( •/' - - U I sili O COSO O. 
Pour avoir l'ecpialion de renvelo[>pe, il faut élimi-

ner Q entre les équations (i) et (2), ce qui se fait en les 
élevant au carré et ajoutant; on obtient alors 

( ./• — CA )- : ] - = T - , d ' o ù = - • 
2 

A o l d . — La l ï i è t i i c q u e s t i o n a c t c r é s o l u e p a r M M . ( l o d a r l ; M o r e l -
H l a u c ; L e z ; G e i i e i . v - M a r t i n ; L o u i s M . ; E r n e s t B a r i s i e n ; J u l i e l He-
n o y ; B r e t a u d e a u ; D u p i n , l y c é e d e B a r - l e - D u c ; M i r m a n , é l è v e e n 
s p é c i a l e s , a u l y c é e S a i n t - L o u i s ; A u g u s t e D a l l o t ; C a r o n n e t ( T h . ) , 
é l c v c <Mi M a l h c u i a t i q u c s s p é c i a l e s au c o l l è g e C h a p t a l ; e t p a r u n 
\ n o n \ n i r . 
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Question J o l i 
(voir . i ' s é r i e , t. III, p. 4<)(i) ; 

P A R M . L E Z . 

Par les sonmiets cVan triangle ABC, on niene aux 
cotés opposés des droites AI), BE, CF se coupant en un 
même point O'.^ on a 

^ œ • 
A D H E C F ~ 

De même, si, par les sommet s d'un tétraédre ABCD 
on mené aux faces opposées des droites AE, BF, CG, 
1)11 se coupant en un même point O, on a 

\ ( ) HO C O 1 > 0 

TE " ÏÏÊ " CG DlÎ " '' 

( G E ] S ' T Y . ) 

Le triangle ABC se décompose eu trois triangles ayant 
un sommet commun au point O, et poiu^ bases les cotés 
du triangle. 

Or les triangles ABC, BOC ayant même base BC sont 
(îutre eux comme leurs hauteurs, ou dans le même rap-
port que les segments AD, 01), c'est-à-dire que 

x n c A D 

Bïx: ~ U D ' 

On peut donc écrire 
AP>C B O C . A D — O D A O 

A B C A D ' A D ' 

De même, 
^ ^ - ^ C tiO 

A B C " " B E ' 

A B C — A O B _ Ci) 

âfTC " CV ' 

Additionnant, on a 
V\BC VRC _ _ ^^ BO CO 

xñc "" ^ ~ ÂD "" M "" 
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í^ar analogic, le lélraèdre se décompose en 
(jualie lélraèdres ayant pour sommet commun le 
point O, et [>our bases chacune de ses faces. 

Orles tétraèdres ABCD, OBCD ayant même base BCD 
sont (^ntre eux comme leurs hauteurs, ou dans le môjne 
rap])ort (jue les segments AE, OE, c'est-à-dire que 

MUA) A E 

ïjvûA) o í r 

On peut donc écrire 

A t K : i > — O B O I ) A i : — O E 

AHCD" AE ÂË' 
De u ICI ne 

\ ] ] { \ \ ) O A C I ) B O 

A i u : i ) B F 

\\u:\) i)\VA) CO 
A B C D C G 

\ H C D — ( ) \ B C m ) 

" A B C D " Ï ) Ï Î ' 

Additionnant, on a 

A B C D — ( < ) | } C D - O \ C D • ( ) \ D H ^ O A B C i 

' TliClT""" 
\ 0 B O C O D O 

\ E n v C G D l i 

Ao/e. — La m ê m e (|IK'SLÍ()1I a éLé r é s o l u e p a r M M . G o f i a r t ; 
M o r e L - B l a m - : ( i e n e i x - M a r t i n ; M i r n i a n ; B i c h a i d : P i s a n i ; C o l l i e r , 
é l é v e e n s e c o n d e a u P r y l a n é e m i l i l a i r e : e t pai- u n A n o n y m e . 

Ouest ion 
viiii' série, t. IV, p. ; 

P u ; M . F . P A B I S I E N . 

Si du poin! O on voi/ le colè HC du ti iangle AB(i 
siuis un an^le è^a! a A dugnieiitr de ()o", on a enWe 
les côtes a, h, r du l il an gir rt 1rs disfajicrs a, y du 
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point O aux sonunets A, B, C la relation 

( n'OcAGINE.) 

Les triangles ABC et OBC (-) donnent les égalités 
( I ) a - - - b' - c- — 1 bc r o s A , 

( 2 ) rt 2 ê Y 2 S i n A. 
qui pei niettent de déterminer eos A et sin A rationnelle-
ment en fonction de a, c et de a, 6, y. 

En désignant par x l'angle OBC, on pourra aussi dé-
terminer rationnellement sin.r et cos x . En eiïét, on a 

^ s i l i . r c o s A 
~ a - - o - o i'i )^ .r e l — ; 

donc 
^ c o s ./• : 

a- • - o- - ' 

e t 

co>i \ ( ()- ; c - - a- ) 
i n . ^ ' _ ' a 'xatic 

Or, dans Je triangle AOB, 

a - - c - !AO r c o s i l> — X ) 

ou 
a - 1 -- r - -- c o s B c o s ^ c -- s i n s i n . r ) . 

Mais 
(( '- -- r - - h -

( 4 ) C O S B : - '1 av 
et 

. ^siiiA />( r / 2 — Y " ) 
( ' ) ) S I N B RR: , 

a ^ a 67 

en tenant compte de l'égalité [1). 

( ' ) E n s u p p o s a n l , t o u t e f o i s , q u e le p o i n t O e t le s o m m e t A s o i e n t 

s i t u é s d ' u n m ê m e c o t é d e la d r o i t e B C s u r l e p l a n d u t r i a n g l e , c a r 

a u t r e m e n t l a p r o p o s i t i o n é n o n c é e n e s e r a i t p a s e x a c t e - ( C , . ) 

L e l e c t e u r es t p r i é d e f a i r e la f i g u r e . 



( 388 ) 
En rcniplaranl dans l'expression de a-, sin B, cos B, 

s inx , cosx par les valeurs (3), (4) et (5), il vient 

, ( a:^ - — ) ( <7/2 g2 _ ) 
a- o'- — c- r ^ •ICI-

•ICI-

Cette expression développée et réduite devient 

( () ) a- — o^ -- c- Y". 

lieincLrijae. — En éliminant A entre les équations ( i ) 
et ( on a la relation 

( Ŷ  .. . ^2 V2 (' 1,1 f̂ l ; 
— = 

On sait, en elïet, qu'il existe une relation entre les 
distances mutuelles de quatre points O, A, B, C. Dans 
le cas particulier qui nous occupe, cette relation se dé-
double en les deux égalités (6) et ('j), 

La i i iù/nc q u e s l i o n a c l é r é s o l u e par MM. G o i i a r l ; L a i s a n l ; e l 
( l a e l a u o de M a r c o , é l é v e de T t n i v c r s i l é de N a p i c s . 

A o / c . — S u r le p lan du I r i a n g l e A l î C , le l i eu géoin<Hrique d 'un 
p o i n l O , dé i in i p a r l a r c l a l i o n 

IL' a- : b- 6- c^ 

e s t u n e c i r c o n f é r e n c e q u e T é q u a l i o n 

X' y — ax — a t a n g A . o 

r e p r é s e n t e , en p r e n a n t p o u r o r i g i n e d e s c o o r d o n n é e s r e c t a n g u l a i r e s 
le s o m m e t U d u t r i a n g l e , e t d i r i g e a n t T a x e d e s a b s c i s s e s s u i v a n t la 
d r o i t e l iC . 

Les p o i n t s B e t C a i ) p a r t i e n n e n t é v i d e m m e n t à c e t t e c i r c o n f é -
r e n c e ; le e n t é BC p a r t a g e le c e r c l e e n d e u x s e g m e n t s : F u n d ' e u x 
s i t u é , par r a p p o r t à BC, d u m ê m e c ô t é q u e l e s o m m e t A , e s t c a p a b l e 
d 'un a n g l e de 90 ' - i - \ ; l 'autre s e g m e n l e s l c a p a b l e d 'un a n g l e 
d c 9 < v - \ . ( G . ) 
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Question 1521 
( v o i r 3" s é r i e , t. IV, p. ); 

PAR M . L E B O U L L E U X , 

P r o f e s s e u r de M a t h c m a l i q u c s à G e n è v e . 

Le point M étant pris d'une manière quelconque sur 
le côté HC du triangle ABC, on projette orthogona-
lement en B', C ( fig, i) les sommets B, C, sur AiVI : 
démontrer quon a la, relation 

B C . A M M B . A C - M G . A B ' . 

( D ' O C A G ] \ E . ) 

Je remarque d'abord que la similitude des triangles 

Fi|ï. 1. 
i.' lì 

rectangles BB'M, CC M {fig. i), donne 
M G . M B ' ^ M B . M C : 

on a d'ailleurs 
B C . A M -4- M C ) ( A B — M B ) 

M B ( A B ' - - M B ' ) -;- M C . A B ' - ^ M C . M B ' ; 
ou, parce que 

M G . M B ' = M B . M C , 
on a 

B C . A M ^ M B ( A B ' - - M B ' - f - M G ' i H- M G . A B ' 

^ M B . A C ' - M G . A B ' , 

ce qu'il fallait démontrer ( ̂  ). 

E n d é s i g n a n t par A B C , A B C , ACB' les s u r f a c e s des t r i a n g l e s 
A B C , A B C , ACB' , l é g a l i t é p r o p o s é e BC.AINI = M B . A C - h iMC.AB' 
r e v i e n t à ce l le -c i : A B C = A B C - f - A C B ' , parce q u e les produ i t s 
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: \ o / e . La i i ir i i ie ( j u e s t i o n a é té r é s o l u e p a r MM. P i s a n i : Gof fart ; 

L a i s a n t ; ( i e n e i x - . M a r t i n ; L e z ; M o r e t - B l a n c ; B a r i s i e n ; G a e t a n o d e 
Marco , é l è v e de T L n i v e r s i t é de N a p l e s ; P u e c l i , é l è v e en M a t h é m a -
t i q u e s sp(''cial<^s au Ivcée de B c i i n c ; . 

B ( ^ A M , M B . A C ' , M C . A B ' s o n t p r o p o r t i o n n e l s a u x s u r f a c e s d e s t r ian-
jiles A B C , A B C , ACB' . 

Oi-, on a é v i d c i i i n j e n t ( / ¿ g - i ) 

\ B ( : \ B C + A C B ' f MCB' M B C , 
m a i s P é g a l i t é 

M C . M B ' M B . M C 
d o n n e » 

MCB' MBC . 
d o n r 

A B C A B C A C B , 

rc qu'i l f a l l a i t d é m o n t r e r . 
P o u r g é n é r a l i s e r la f o r m u l a proj iosée 

B C . A M M B . A C M MC. \ B ' , 

il f a u t , commi^ d a n s t o u t e s l e s f ) r o p o s i t i o n s de ce g e n r e , a v o i r é g a r d 
a u x s i g n e s d e s s e g m e n t s A B ' , A C ; l eur d o n n e r le m ê m e s i g n e , ou 
d e s s i g n e s di iTérents , s u i v a n t q u ' i l s s o n t d i r i g é s d a n s le m ê m e s e n s , 
ou en s e n s cont i -a ire , à p a r t i r du p o i n t A . s u r la d r o i t e A M , i n d é f i -
n i m e n t p r o l o n g é e . 

Si l 'on c o n s i d è r e c o m m e j>ositifs l e s s e g m e n t s d i r i g é s d a n s le s e n s 

Fig . :>. 

B 

. \ 

AM. il f a u d r a p r e n d r e n é g a t i v e m e n t un s e g m e n t d i r i g é d a n s le 
s e n s c o n t r a i r e . 

L o r s ( | u e , p a r e x e m p l e , l ' a n g l e M A B es t o b t u s ( f g . 2 ) le s e g m e n t 
A B ' est n é g a t i f , e t , en v a l e u r s a b s o l u e s , o n a 

R C . A M M B . A C - M C . A B ' . 

c o m m e il est fac i l e de s 'en a s s u r e r . ( G . ) 



( ) 
QliESTIOXS. 

Pour (juclles valeurs de x rexpressioii 
1 . ' 2 . 3 . i . . . . r - i - I 

esL-elle un earré pariait? (BKOI:AIU). ) 

1533. /z étant un nombre entier positif, 
32//-3_u4o./2 - '27 

e s t divisible par (>4. ( VVOLSTF.MIOLMK. ) 

153i. l^e lieu (les loyers des eoni(|ues doublement 
tani^cntes à de\i\ eereles donnés se compose de eiiK] 
c e i ' c l e s . ( r i î i : r i \ . ) 

1535. J.e produit des distances des loyers d'uiu; 
ellipse à une noitiiale à cette courbe est égal au carré 
du demi-diamètre perpendiculaire à celte normale moins 
le carré du demi petit arc. ( D ' O C A Î I M : . ) 

153(). Dans la parabole, les segments déterminés sur 
deux tangentes issues d'un même point de Taxe, par 
deux tangentes quelconcpies, sont égaux. ( D'0<:Ar;]NK. ) 

1537. On considère les pieds des (juatre normales 
menées d'un même pointa une ellipse : démontrer que 
le rapport de la moyenne géométrique des abscisse> de 
ces quatre pieds, à leur moyenne arithmétique, est cou-
stant et égal au grand axe de l'ellipse. 

Le même rappoi t relatif aux ordonnées est égal au 
petit axe. (BAKJSIEW . ) 

1538. L'aire du triangle formé par les centres des 
trois cercles ex-inscrits à un triangle est égale au produit 
du périmètre de ce triangle par le rayon du cercle circon-
scrit. ( B A I U S I E J V . ) 



( ) 
1539. L(! lieu des l'oytirs des sections faites dans un 

ellipsoïde de révolution aplati, par un faisceau de plans 
passant par une même droite parallèle à l'axe de révo-
lution, (ist une podaire d'elli])se. (l 'oi I\KT. ) 

1540. Le lieu des foyers des sections faites dans un 
cylindre parabolicjue par un iaisceau de plans passant 
par une même droite perpendiculaire au plan diamétral 
principal du cylindre^ est une podaire de paral)ol(\ 

( J^'oriiKT. ) 

l o i l . Trouver le lieu des points, tels que les (piatre 
normales menées de ces points à une ellipse donnée 
forment un l'aisceau liarmonique. ( L. Aii ivvi ) 

15il2. Etant donnés deux plans iixes, on considère 
deux sphères de mêmt^ rayon, tangentes entre elles et 
touchant chacune un des deux plans. 

Le point commun à Tune des deux sphères (;t au 
plan corr<\spi)ndant étant donné, on demande le lieu du 
point commun aux deux sphères lorsqu'on fait varie r 
leur rayon. ( A. ( J I : M : I X - M \ T \ ri?s. ) 

1513. Ou donne Tune des deux asymptotes d'une 
hyperhole équilatère, une tangente et un point de la 
courbe, déterminer le centre et les autres éléments de 
la courbe. (Solution géométrique.) 

1544. On donne une parabole et un point dans son 
plan^ par ce point on mène une sécante quelconque, et 
sur la corde ainsi déterminée, prise comme diamètre, 
on décrit un cercle^ trouver l'enveloppe de la polaire 
du sommet de la parabole par rapport à ce cercle. 

( WoLSTEIN HOLME. i 
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mi\ m NOUVELLE PROPRIÉTÉ D' l ] \ SVSTÉME TRIPLE DE 
SURFACES QlARTIQl]E$ HOUOFOCALES, COMPREM^T COMME 
CAS PARTICULIER LA SURFACE DES 0 \ D E S ; 

PAR M . A . L E G O U X , 

l^rofesseur à la h ' a n i l t é î les S c i e n c e s de T o u l o u s e . 

Si l'on considère les surfaces représentées par l'équa-
tion 

.y- y- ^ _ 

^ ' ^ p — a ^ p — ô ^ ' ^ p _ c" 

où p représ(inte un paramètre variable et où 

on a un système triple, car par un point donné on peut 
faire passer trois surfaces de ce système. Ce système 
triple jouit des propriétés suivantes : 

i" Il comprend, comme cas particulier, la surface des 
ondes ordinaire, si l 'on donne au paramètre p une va-
leur plus petite que les constantes a- , c'est en 
eifet la surface des ondes qui dérive de l'ellipsoïde 

- p p 

Toutes les surfaces du système ont pour enve-
loppe une développable focale du huitième ordre et de 
(juatrième classe; on trouve en eifet la même enveloppe 
pour les surfaces (i) que pour les quadriques homofo-
cales 

.r̂ -
^ ; - 7 . -4- : == i; K — a- h — b- K — c-

donc les surfaces (i) sont homofocales aux surfaces 
Ann .de Matiiêmat,, s é r i e , t . IV. ( Seplenfibre »885 . ) 2 6 
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(juadriijues précédtmtes. On arriverait à la même eonehi-
sion si, à la place de / dans l'équation (i) , on mettait 
uiic fonction quelconque de 7 , z. 

3" Les sections principales des surfaces du système se 
composent d'une famille de cercles ayant pour centre 
Torigine, et d'une famille de coniques homofocales. Sur 
le plan XOY les équations de la section sont 

,.2 p _ o 
(cereri es), 

-4- —t: ~ I fyl — p ' — p 

(coiiiijiies homolixîales ). 
On sait que la (considération des systèmes triples ho-

mofocaux de surfaces du second ordre a permis d'étu-
dier bien aisément les couibes tracées sur l 'une de ces 
surfaces, eu prenant pour lignes coordonnées, sur cette 
surl'ace, ses intersections avec les deux autres, l.e but de 
ce travail est de montrer que le système triple de sui-
faces du quatrième ordre se prète avec une grande faci-
lité à l'étude des courbes tracées sur une surface d'onde 
ordinaire. Nous trouverons l'expression de l'arc iniini-
nuMit petit en fonction de deux paramètres et nous 
remarquerons la simplicité de cette expression et son 
aïialogie avec la même foriuule relative aux courbes 
tracées sur l'ellipsoïde. Nous donnerons les équations 
dilïérentielles des ligues de courbure, des lignes asym-
ptotiques, sur une de ces surfaces d'onde. 

Soient p, p I, po les Irois valeurs du paramètre p qui cor-
respondent à un point de l'espace ( x , j , 3), ou les trois 
racines de l'équation (t) lorsqu'on y suppose x , y , z 
connus et p inconnue. A Tune de ces racines corres-
pondra une surface d'onde ordinaire dérivant de l'el-
lipsoïde; aux deux autres correspondront des surfaces 
quai'tiqnes homofocales à la précédente et dérivant de 
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deux liyperboloïdes représenlés par l'équation ( -a). Nous 
désignerons ces trois surfaces par la meme dénomination 
de surfaces cVondes, sans distinguer celle qui dérive de 
Tellipsoïde des deux autres qui lui sont con juguées ; nous 
les appellerons les surfaces p, pi, pj. 

Enfin nous terminerons cette étude, en montrant que 
toutes les propriétés descriptives communes aux sur-
faces ( i) s'appliquent à un système triple formé par des 
surfaces de Kummer à seize points singuliers, dont les 
surfaces d'ondes ne sont que des cas particuliers. 

F O R M U L E S R E L A T I V E S A U X C O U R B E S T R A C É E S 

S U R U3NE SUTIFACE 

L'équation (i) peut être écrite sous la forme sui-
vante 

3 7 2 ( ^ 2 - 4 - p — ¿ > 2 ) ( r 2 - H p — c a j - t - j H ^ ' - ^ p — c 2 ) ( / - 2 - i - p — 

= p _ a 2 ) ( , . 2 H _ p _ p — c2) 

— 2̂ 2̂ ̂ 2 _ 2̂ a'^ yt _ ^2 /;,2 2̂ __ 2̂ ^ o. 
Posons 

7-2 —a"-= 1:-, 

l'équation devient, en ordonnant relativement à T, 
T 3 — A T 2 - f - B T — ( a 2 _ ¿ , 2 ) ( « 2 _ o . 

Mais nous avons appelé p, p,,p2 les trois racines de 
l'équation en p : on aura donc 

( - f - p — a 2 ) ( r 2 p ^ _ ) ( 7-2 -4- P2 — ) 

et 
7-2 - I - p _ <72 - f - 7-2 - f - p J — (72 - f - 7-2 p g — « 2 — ,-2 
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On tire de la seconde 

2 __ ¿»̂  p Pi H- P2 ^ 
p — 

et, en substituant dans la première, il vient 

p —P1-P2 _ ^ P1-P-P2 
< ' \ 

) 
/ a '^- i-b^c^ P2—P — Pi 
\ 2 2 

«2 

de simples permutations de lettres donneront 

^ P -P l —p2 , Pl —p —p2 

j j 

^¿>2 •4,̂ 2 ^ p —pt-p2 _ ^ p t - p - p 2 _ ^̂ ŷ  

Si l'on pose, pour simplifier l'écriture, 

^ ^ g-̂ +¿>2-4-02 p — pl — P2 ^ 

. ^ pl —P2— p 
^ 2 2 

__ a'-H- ¿)2 p2 p p, 
~ 2 2 ' 

les formules précédentes deviennent 

(3) 

2̂ ^ (A — C2)( ¡J. —C2)(v — c2) ^ 
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Ou remarque que ces formules ont la meme fonne 

que celles obtenues en définissaut la position d'un point 
de l'espace par l'intersection des trois surfaces quadri-
(pies homofocales suivantes : 

072 y2 
l-a'-^ " X - " 

X-
\ 

- 2 

¡JL — a^ 1 H 
|X — C-' 

, r2 
h 

V — 

On remarquera aussi que X, ¡x, v sont des fonctions 
linéaires des coordonnées p , p i , p 8 , ce qui permettra de 
passer facilement d'une équation entre les premières 
coordonnées à l'équation entre les secondes. 

Si nous posons 

on trouve aisément 

d'où 
f'ib^y 

dx = ' d\ ¿¡X dx = l JJL ^2 

dy = y( ' d\ dlJ. 
dy = \ IX- b^-

dz = dl d\x dz = 
•A l-c'- ' -

d^ \ 

_d 

d 

et 

/ (>0 / ( V ) 
et, coniun; 

cCK ^ P — ^ P i " ^Pi ^ 

% 



( 39» ) 
OU a 

Proposons-nous maintenanl d'étudier les courbes tra-
cées sur la surface d'onde pî = const.^ on aura, pour 
l'expression d'un arc de courbe tracé sur cette surface, 
)es lignes coordonnées étant les traces sur la surface Oo 
des surfaces conjuguées p et p,, 

(' dp^ --i- dp ) 

dpdpi. 
j a ) ' fii^) / (^oJ 

r „ ¿ i A ] _ ¿ i l } 

La forme particulière de Texpression de ds nous con-
duit à faire les remarques suivantes : 

Les deux surfaces d'onde p et p, coupent la sur-
face po suivant deux systèmes de courbes, du douzième 
ordre ( ' ), qui se rencontrent sous un angle variable. Le 
système triple précédent est donc seulement liomofocal, 
il n^est pas orthogonal ; par conséquent les lignes d ' in-
tersection de P2 avec p et p, ne sont pas les lignes de 
courbure de la surface p?. 

Si l'on fait, dans la fornmle précédente, 

pl = ?2= C, 
on aura l'enveloppe des surfaces pf et po : cherchons la 
forme du ds- sur. cette enveloppe-, on a 

. _ p — 5 , p i a ^ - ^ b ^ - ^ C ' 

— p ¿>2 
— ^ 

V ^ 
2 

1 1 

' ) Voir la no te p l a c é e au bas de la p a g e 
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d'oii 

et 

C'est précisément la forme qu'alfecte le ds^ d'une 
courbe tracée sur une développable focale; donc l'enve-
loppe des surfaces du système est bien une telle déve-
loppable, ce qu'on a déjà vu directement. Cette déve-
loppable est du huitième ordre et de quatrième classe. 

On saura déterminer sur chaque surface p̂  les 
lignes de longueur nulle; leur équation dinérentielle 
est 

ds -^ o 
ou bien 

IfO^) 
ÏÀli 

Ai^) ' / (v)J 

fO^) /W 
¿ l l l d p d p i — o . 

Olì pourra aussi écrire les équations de l'arête de 
rebroussement de la développable focale circonscrite 
aux surfaces du système-, il suffira de faire 

d'où 
P - P, - P2. 

C l 

posons 

(A — ¿2)3 
( 62— ) 

(À—C2)3 
i c2— a2)(c2— b^)' 

M == (a- — 62 )( b- — c2 )( c- — «2 ^ 
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el éliminons entre les trois é(|uations précédentes; il 
V ient 

C (ÎST une ligne du douzième ordre. 
5'' On peut déterminer l'intersection de la dévelop 

pable focale précédente avec la surface p -̂ surface 
p̂  a aura avec cett(î développable focale deux séries 
de points communs : l c e u x qu'on obtiendra en fai-
sant p = Pl ̂  ceux qu'on o])tiendra en donnant à p ou 
à p, la même valeur a. Les prcîiniers points constitu(ml 
renv(;lo[)pe des coui bes que ti acent sur Oo les deux sys-
tèmes de surfaces con juguées p et pi. 

Faisons p rzz p, dans les formules générales (3), on 
aura d'abord 

a - - - b ' - î - c - p.2 

•2 2 

p.7 a — — î 
2 2 

a b -C- p.7 

les valeurs de .r-, j -, z^ piendront la forme 

où A, A', B, LV, IV' sont des constantes. 
On en tire 

c'est une courbe du quatrième ordre, intersection de 
deux cylindres du second ordre. 

Les seconds poinls sont sur la courbe limite, inter-
seclion de la surface d ond(^ o., avec la surface infinimeni 
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voisine de po ? obtient en faisant p ou p̂  = p2 = a. 

Soit, par exemple, p, = p^— a; des formules géné-
rales 

a^ b'i - h p 
A = : a -I- ^ , 

1 

on déduit 

il 
2 '1 

^ a + ^ 

en posant 

Ces trois équations, dans lesquelles on considère p 
comme un paramètre variable, représentent une courbe 
gauche du douzième ordre ( ' ) , de telle façon que Fin-
tersection de la développable focale circonscrite avec la 
surface p̂  se compose : d'une courbe du quatrième 
ordre ; d'une courbe du douzième ordre qui compte dou-
ble, qui équivaut par suite à une ligne du vingt-quatrième 
ordi e; du cercle de l'infini qui compte double égale-
ment; ce qui forme en tout une intersection du trente-

C ) S o i t \ x ^ B y C z — D r c ( | u a t j o i i cruri p lan q u e l c o n q u e , 
l^our t r o u v e r le n o m b r e d e p o i n t s de la c o u r b e q u i s o n t s i t u é s d a n s 
c e p l a n , il su f f i t de r e m p l a c e r z par l eurs v a l e u r s en f o n c t i o n s 
de p, ce qui d o n n e r a u n e é q u a t i o n q u i , r e n d u e r a t i o n n e l l e , sera du 
d o u z i è m e d e g r é en p; d 'où Ton c o n c l u t qu' i l y a d o u z e p o i n t s d a n s le 
p l a n . U n c a l c u l pare i l m o n t r e q u e d e u x s u r f a c e s du s y s t è m e p c l 0, 
se c o u p e n t s u i v a n t u n e l i g n e d u d o u z i è m e o r d r e . 
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deuxicMiie ordre. Coiiiine la développable focale est du 
liuitième ordre, son intersectiiui avec la surface pa 
eirectiveinent du trente-deuxième ordre. 

Considérons un point O de la surface ps et les deux 
courbes d'intersection de 02 avec p et p̂  ; soient p et p̂  
les coordonnées du point O, p -j- i/p, p» 4- ¿pi les coor-
données d'un point IM infiniment voisin de O. On peut 
considérer M et O comme les deux sommets opposés d'un 
parallélogramme dont les côtés OA et OB sont dirigés 
suivant les lignes p et p̂  qui passent par le point O. 
Posons OA r / c r , , V ) B == rfcr, AOB = cp. 

cfÏA ) O'(JJL) 
U 0 < ) / ( I ^ ) / ( V ) J 

" /O^ ~ jW) "" 7F).. 
o n a u r a 

i/îTi ~ y/li:r/pj, i / j = coscp — 

ds^ = di^ -h dc j -h Q.d(yd(Ji c o s o . 

Cherchons les équations des bissectrices des angles 
formés par les deux courbes p et p̂  qui se croisent au 
point O sur la surface po, on aura 

d<j =z d<s = — di[ 
ou 

p — p , ^ C , p - T - p i = : C/. 

Si, dans les formules générales (3), on fait p p, = C , 
ou a /'2 = const.-, et, en combinant cette éi{uation avec 
l'équation (i) , on voit que Ton a une conique sphérique. 

Si l'on fait p — A et sont constants-, la 
courbtî est par suite une courbe du quatrième ordre, 
intersection de deux quadriques homofocales. 

J)'oii il résulte qu'en chaque point de la surface po il 
passe : une coiiique sphéi i(|ue; une courbe duqua-
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irièiiie ordre, intersection de deux quadriques homofo-
cales. Ces courbes sont bissectrices des angles des deux 
courbes p et p, ; (îlles constituent donc un système ortho-
gonal sur la surface p2. 

Or les formules relatives aux courbes tracées sur une 
surface sont beaucoup plus simples lorsque Ton rap-
porte les points de cette surface à un système ortho-
gonal tracé sur la surface. Nous prendrons désormais 
pour variables nouvelles les quantités u et liées aux 
précédentes pai* les relations 

p H - pt = p — p i = c . 

11 est bien évident d'ailleurs que l'on passera sans dif-
iiculté d'une équation entre et à une équation entre 
les p et p , . 

Posons, pour simplifier l'écriture, 

m = ¿,2 c2— p^^ p z=z a^^ b'-^ p2, 

on aura 
ru V _ m V _ p u 

c^ -

^ _ ^ , _ ^̂  V — - • 

8 M 
[m 

O iVl 

P, P', P '̂; A, Â', Â 'f /, /•, /'• désignant des constantes et 

Ces dernières formules, qui donnent , z en fonc-
tion de deux paramètres u et w, nous paraissent les plus 
simples que l'on puisse trouver pour étudier la géomé-
trie des ligues tracées sur uue surface d'onde po-



On en déduii a 
( 404 ) 

' du dw \ 
u — l w - u y 

' du X 
w - k y 

du dw \ 

l'I 
Edu^-^ Gdw^, 

en posant 

^ u — l II — l li—V 
I (V — ( u m — / ) 

(V) 
'X ( u — p -1- '1 a'- )( w —/J -4- 2 ¿>2 w —/> -h '1 c- ) 

w — A (ï' — k w — k 
1 ( -f- ) ( w -4- M ) -f- L - m II 

•2 [w — {ni — 2 a 2 )2 ] [ w — ( 771 — 2 ¿>2 )-2 ] ^ _ ( fji _ .j» )2 ] 

L et H désignant des constantes. 
Adoptons les notations de Gauss, c'est-à-dire posons 

dx =z adua'div, dy = b du -\-b'dw, dz = cdii-i-c'dw, 

il vient 
X I , y i Z I a — — ï ? o — T. J c — jj: : 
2 u — l 2 i i — / 2 u — / 

. r i J, y i , z i 
a — r? b'=' 7-,, -

2 iv — k '1 KV — k ' 2 iv — /i " 

Posons aussi 
d-x = oidii'^ -f- 'ly! dudw y!' dw-, 

diy ^ dudw 
d'^ = Y du^ - h 2 y ' dw - t - Y dw^ ; 

on aura 
a — 

4 
, __ X l 

4 

• _ ^ ~ i ((r - - A )-' 
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i {u-l'){w - k') 

4 {iv-ky 

_ ^ I 

„ _ ^ I 

Soient A = bd — cb\ \\=zca^— ac\ C — ab'— ba', il 
vient 

I I 
ay) 

G = xy 

I 
-k") {u-

L ( « - - k ) {11-
I l 

{u — /)((v — k') (u — l'){»^ — k) 

Enfin posons 
/ A a -hB^ -I- G Y, 

(7) 

on trouvera aisément 
I 
I ^ 

r - r 

{ybù) t6 
¡ci'^/c'i.^ Je' r — k" r -4- r i -

{u — l){u — v){u — l"){w — k){ w — k'){ w — k") 
k - k" 

i6 {w — kf{w — /:")2 {ii — r ) 
k' — k 

k"~k' 
( (V — k" )2 ( (V — k' )2 (?/,— / ) 
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É Q U A T I O N D I F F É R E N T I E L L E DES L I G N E S DE C O L l l B U l l E 

D ' U N E SURFACE D ' O N D E . 

On sait que l'équation ditiérentielle des lignes de 
courbure d'une surface est (voir S A L M O N , Géométrie y 
p . ^ 5 3 ) 

dw"^ —dudiv du^ 
E F G 
K' V (V 

ou, en développant, 

( 8 ) G d w ^ H- ( GI— ) du div — E V du'' = o ; 

et, si l'on remarque que l'on a 

d^i = \/E du, d^ = \JG dw, 
y/EG F' ( O E ' - EG' ) i/ac/ji - /ËG F' ̂ cr? = o. 

ÉQUATION D l F F É l l E N T I E L L E DES L I G N E S A S Y M P T O T I Q U E S . 

L'équation différentielle des lignes asymptoticjues 
s(ira 

E' du'^ 9.Y' du dw H- G' dw"^ — o 

(SALMOJV, ihid., p . 2 5 6 ) . 

RAYON DE COURBURE D U N E SECTION N O R M A L E . 

l^a formule qui donne le rayon de courbure d'une 
section normale à la surface d'onde p2 passant par le 
point zi, vv et par le point infiniment voisin u--\-du, 
(r -f- est 

_ Gdw'^)\ 
® " EV/«2-h 2 V du dw -r- G'dw-i " 

où 
\ = /KC. 

( S A L M O N , ihid., p . 2 5 5 ) . 
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GÉIVltRALlSATIOÎi DES R É S U L T A T S Pl lÉCÉDElNTS. 

Toutes les propriétés descriptives démontrées pour 
les surfaces précédentes s'étendent aux surfaces obte-
nues par une transformation honiographique. Or M. Gay-
ley a démon tré que la surface des ondes ordinaire n'est 
(|u'un cas particulier d'une surface qu'il a nomméii 
tétrnédroïde et dont il a donné l'équation en coordon-
nées homogènes. Le tétraédroïde n'est autre que la 
transformée homographique de la surface des ondes. 

On peut donc conclure de ce qui précède que, si l'on 
transforme par riiomographie les surfaces d'ondes étu-
diées précédemment, on obtiendra un système triple de 
tétraédroïdes, lesquels seront inscrits dans une même 
développable du huitième ordre et de quatrième classe. 

Mais le tétraédroïde de M. Cayley n'est lui-même 
(ju'un cas particulier de la surface de Kummer du qua-
trième ordre à seize points singuliers. Il y a donc lieu 
d'étendre les résultats précédents à ces dernières sur-
faces. 

On sait, en effet, que la surface de Kummer à seize 
points singuliers est la surface des singularités d'un 
complexe de droites du deuxième degré, c'est-à-dire le 
lieu des points de l'espace où le cone complexe du se-
cond degré se décompose en deux plans ( K L E I N , Maxhe-
matische ^mialen, t. I l , p. 216). On sait aussi que si 
ce complexe du second degré est formé par des droites 
telles que l'on puisse mener de chacune d'elles deux 
plans tangents rectangulaires à un ellipsoïde, la surface 
des singularités est la surface des ondes ordinaire 
( P A I N V I N , Bulletin des Sciences mathématiques, t. Il , 
p. 3 6 8 ) . 

Le travail précédent me parait établir un lien entre 
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les complexes du second degré el les systèmes de sur-
faces homofocales. 

«E LA PARTITION DES NOMBRES; 
PAR M. J.-B. POMEY. 

Soit proposée Téqualion 

Xj -î- 2X2 -h 3 X3 - h . . . -f- jn = n, 

A,,Xo,. . 1 >v/i lie pouvant recevoir que les valeurs o ou i . 
J'appt'lle A'Ĥ  le nombre de systèmes diilerents de va-

leurs pour A,, Ao, \ni qui vérifient cette égalité. 
Vutr emeut dit, SJ^ est le nombre de solutions de l'équa-
tion 

i—m 

(i) ^iki^n. 

Voici quelques propriétés des nombres hJ^ : 
Prcinicvc proposition. — A tout système de valeurs 

A,, )w, . . . , correspond un système de valeurs , 
A,, , . . , Â ,̂ , tel que l'on a, quel que soit Â  — 1. 
Dès lors, à la solution . . de l 'équation (1) 
correspond une solution de l 'équation 

I = m 
V^ .. jn{in -h i) * ^ n, 
i = 1 

et cette solution est A,, X,, . . et réciproquement. 

On a donc A;;' = A^' pour /z + / / = ' i i l Z ? ^ ) . 

Deuxicme proposition. — l .e nombre h'H est égal au 
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nombre de solutions de Téquation 

i — m — 1 

/ = 1 
augmenté du nombre de solutions de Téquation 

i = m —l 
^^ îlizzz n — m; 
i= 1 

car Xn ne peut avoir que les valeurs o et i . Nous avons 
ainsi partagé les solutions en deux groupes : dans le 
premier, o; dans le second, i- Donc 

A m _ A , — ^/i ^ ^11-ni' 

Troisième proposition. — J'attribue aux \ toutes les 
valeurs qu'ils peuvent avoir; j'aurai alors A^̂  fois le 
nombre o. A'/' fois le nombre i, A^ fois le nombie i et 

^̂ ^̂ ^ nombre en formant toutes les 

combinaisons des deux signes H- i et o pour les A dans 
li-Jr 2X2-4-. . .-hnilrri' 

Or je formerai le Tableau des diverses combinaisons 
obtenues pour 

en écrivant tous les nombres de la numération binaire, 
et ayant soin de remplacer par des zéros les chiffres 
manquant sur la gauche-, je m'arrêterai au nombre 
I I I . . . I, le nombre des unités étant m. 

J'aurai le Tableau suivant : 

^m ^//t-2 ^̂2 
O O O . . . 0 0 0 0 

O O O . . . o f) o 1 
o o o . . . f) o I o 

. . . o o I I 
An/i. de Mftihênuji ..i*"aéi'ie. i. IV. ( S e p t e m b r e i 8 8 5 . ) 
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u 1 o 

< > I (J 

o I I 

0 I i 
1 () <) 
1 

1 o I 

1 o I 

I I I 

Dans chaijuc colonne, j'ai le même nombre crunilés : 
' .Donc 

et, par suile, j ai 

\ i » A I A -> -X- -4- A "' 
f 

— 1 ( , ^ 3 _ . j 

On a donc 

m (m \) 

m ( m - i - I ) •J. 

/ - 0 

Quatriciîic fyj'oposition. — On vient de voir, dans le 
conrs d(; la piécédenle démonstration, (jue le nombre 
des lignes du Tableau cjui y a été formé est D'où 

( '///</pro/fosition. — Si l'on a / — et 
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qu'on remplace X| par i — A,, valeur aussi admis-
sible pour dans le syslcMiie total des valeurs que peut 
prendie à toute valeui' IN paire coi iespondra pai* 
(îette substitution une valeur impaire IN', et réciproque-
nient. On a donc 

O ; 

le nombre des valeurs paires obtenues est égal au nom-
bre des valeurs impaires. 

Sixième pi oposiiion. — Supposons que 

Xi -f- 2X9-1-. . .-f- m\,„ 
# 

donne une valeur paire et soit Ao-H^ ' i^ i? alors 
-f- -4- . . . -H m\„i doniuîra la valeur /^n-^-

ou n ~ /\ fi — 2, suivant que 7.2 '̂st nul ou égal à i . Celte 
simple remarque montre que le nombre diis valeurs pai-
l ement paires de Si A/ est égal au nouibre de ses valeurs 
impairement paires. Donc 

A ' o " — A i " — . . . ^ o . 

De même le nombre de ses valeurs delà forme 
est égal au nombre de ses valeurs de la forme 4 4 - ou 
bien • 

A '̂H- Af — O. 

Septième proposition. — Je remarque (pui, en ajou-
tant d= 3 aux nombres 6 z h i , GmdL 6// izh3, on 
obtient des nombres de la forme 6m ± 3 , (im — 9, 
6m zp 1, 6m. 

A une valeur de - f - . .-4- m A,« donnant un 
nombre de l'une des formes (dm ou Giìizìi i correspond, 
pour -f-X/g = I, un nombre de l 'une des formes 
6m dz 3 et 6m zL et réciproquement. Donc 

za;", 

si i parcour t tous les nombres de la forme 6m ou bien 
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j parcourant tous les nombres de la forme 

6ni ± 3 ou bien 6 m ± 2. 

Huitième pj'oposition. — Celle-ci est la plus impor-
tante de toutes. 

On a 

(i x){i x^).. m{/n + i) 

Cell(î identité est évidente. 

Kn ( liangeant x en i et comparant les résidtats, en 

faisant j' — — i*ou x — /— i ou x = i , ou en prenant 
la dérivée des deux membres, on obtient aisément tous 
les lésultats qui précèdent. 

Neuvième proposition. — Je pose 

f i x ) ^ (i4-.r)(i — 
t roù 

lo o- /-( .r ) = log ( I .r ) - f - I o g ( H - ) _ . l o g ( ^ m 

/ ' ( . r ) I mxf^--'^ 
jyx) ~~ \ X T -f- .r2 ' T -h .r'« ' 

Oi' on a 
p xP 1 

- xP = (i xP -i- .T2/' — x^v -i- . . . 

n xP' * 
' ' ^^ — pxP-^ — p.T'-P-'^ -hpx'^P-^ — 

(^)uand le ternui en x^ ^ peut-il provenir du dévelop-

pi'ment de il faudra qu'on ait 

kp 1 ~ i — I ou i =r /y?, 

c'cst-à-diri; (jue p soit un diviseur de cl alors est 
affecte du coefiicient (— 
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Ou a donc 

Ax) ' 

eu posant 

la sommation portant sur les nombres p moindres que 
ijL ou au plus égaux à m et qui sont des diviseurs de z. 

Remarquons que, si le nombre des facteurs m croit 
indéiiniment, p désignera un facteur quelconque de i, 

ainsi que^> et que, alors, on a 

G parcourant tous les diviseurs de i. Or, en chassant le 
dénominateur^( .r) et égalant les coefiicients des termes 
en , on a 

ikT = k^Bt, K^^IU Af + .. ktx 
ef 

k = i-i 
¿VimAP= V l imA^BfVi (pourm = oo); 

k-^Q 
er, en posant limA7'=î= A/, = iB/, on aurait 

/. / -1 
^ A/,B/_A_I= o. 
k r- 0 

Cette formule de récurrence fait connaître les A en fonc-
tion des B supposés connus : et ces B représentent l'excès 
de la somme des inverses des diviseurs pairs de i sur 
l'excès de la somme des inverses des diviseurs impairs 
de i. 

Dixième proposiLion. — Autre série récurrente. On a 

—-— = 1 — Xi> -î- x'-P — ¿V'^n -+-...; 
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ainsi, en conservant la signitication donnée plus haut 
h f { x ) , 

= (l X -h X- — x^ . . .)( \ — x^ -h x'* ~ X^ . . .) 
X (l~ X^ -h x'' ...)...(! — X"^ -^X-f"., 

et, en posant 

f(x) 
on aura 

A,, )s2, . . A,;/ étant des entiers positifs piis de toutes 
h;s façons, tels qu'on ait 

Al - h 'X À2 f - . » . -4- m X„i = i . 

Ai-h A.j-h. . . - h le nondjre des particîs égales ou 
inégales, niais non sn[)éiieuies à dont la somme f a i t / , 
(;t est l'excès du nombre des décompositions en un 
nombi'c pair de parties sur le nombre des décompositioiis 
en un nombie impair de parties. 

On aura, (MI chassant le dénominateur, 

= I. g;" Ail' -4- Gi" Âf = o, . . . 
et 

Vi, .V „ ^ ^ i/ J /A 1 ^ . . . -T- F\ , — o. 

I\xcnij)lc / . — On a 

i I — .r 
1 I ; . i " I - X - ) I X * 

{ I — . r j ( I - - . r ^ ) ( I — . z ' ^ ) . . . 

= I — X - r - x'* — X^ -h X^ — X^ - T - . . . , 

vl Ton deduit de la : le nombre des paititions paircs 
(telles (pu" le nombre d(\s pai ties soit pair) du second 
ordi'c d un nombre de la forme /\n 1 on /\ii 3 est 
('gal a ((dni de ses partitions impaires. 
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Mais, si le nombre est de la iorme ¿̂ n ou 4 " 

l'un de ces nombres de partitions surpasse l'autre d'une 
unité. 

Exemple II. — On a 

u - r - I - h )( IH- ( I -h .r )- I - + - I — X -i- x'^ 

On a, d'ailleurs. 

•x)-^ \ I-h ( H - ) - \ I - h a ? y 

= ( \ X — X- .., )'— \ — 'IX — - ... , 

1 1 

ô 

Or ou a 

et enfin 

— I y / 

et, par suite. 

y y ( 
Zà 3 ^ Zà 3 

Cela posé, en appelant A l'excès du nombre des parti-
tions paires sur le nombre des partitions impaires, on 
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aura le Tableau suivant : 

/ w , ( - ' n~b/n A = (—i)'^— h — 6 2 6 2 
«Zli + i 

— A = h - ^ (ex,:n — y, 

/i-i-3 ( -1)2 (-1)=^ n — b /n 2 A = " 

Al = 6 m -+- 3 A = — 

6 
/ H - 3 

, Al -f- 3 (— I {— I) ^ /I — () A/1 -f- , A = — ^ 1-6 -2 3 

/¿-f-3 + ̂  /I — t) //I -h > 1 — — 6 3 

Jicm(Lr(/uc / . — On a identiquement 

I 1 a'^ 
( I - « )( 1 -- ) . . . ^ 1 a ' M ( I -f- a ) . . . (I a'^-i ) ( i -i- ). ..(i -i- a'i ) 

1 I aA 1 
( I -h iO ' • • n ' ) ( I « ). ., ( I -+- a"-'- ) ( n - iT j . . . ( i -f- a'^-^) 

I -1- f/ 

d'où 

( I -+- <7. ), . . n -+- a'' ) ( i rr. ). . . ( I -H ) 

( I -î- a) . . .(i -I- ) 

Doue, en appelant C '̂ l'excès du nombre de manières 
dont on peut décomposer ¿en une somme d 'un nombre 
pair de parties entières, égales ou inégales non supé-
rieures à 72, sur le nombre des manières dont on peut le 
décomposer en une somme d'un nombre impair de par-
ties entières, égales ou inégales non supérieures à ri, on 
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aura la formule suivante, pour i ^ n, 

el, pour i il faut supprimer les termes dont les 
indices sont négatifs. 

Remarque I I , — Considérons les m nombres i , 
3, . . . , m ; on peut les combiner a à n d'un nombre de 
façons égal à 

m( m — i). . .{m — /i -h i) 
i ,2.. .m 

Soit a -h -I- y - j- . . , 0 = / une de ces combinaisons, 
a, ¡î, y, . . . , 0 désignant 7Í nombres pris parmi les Ji pre-
miers nombres entiers. De même, je combine par addi-
tion les nombies de chaque combinaison. Soit A/ le 
nombre de fois que h; nombre i se trouve répété. Le 
signe ^portant alors sur tous les nombres analogues à 
on aura 

m{m— i)...(//I — /I -h i) Y 

Donnons à n les valeurs o, 1 , 2 , . . . , /n, et ajoutons 
les égalités semblables à la précédente, nous aurons, en 
nous rappelant que la somme des coefficients du binôme 
est égale à et en désignant par B, le nombre des fa-
çons de décomposer i en une somme de parties entières 
inégales non supérieures à m, 

Z B/. 
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GÉNÉRALISATION DE L'IDENTITÉ DE MM. TCHÉBYCIIEW 
ET DE POLIGNAC; 

PAR M. E. CESARO. 

1. p{x) étant le produit des nombres premiers, non 
supérieurs ci x, soit 

il) =P {xr)p { p { x ' ^ ' ) .. 

on a identiquement 

{'!) P, n n n 
I '1 3 

V̂ T i- •> . . . = 1 2 3 . 

Dans celte égalité, l \ ( x ) représente la quotité des 
nombres entiers, non supérieurs à .r, et n 'admettant 
pas de diviseurs, autres (jue i , qui soient des puissances 

mes parfaites. 

2. Sintf{x) une fonction de x , généralement égale 
à l 'unité, sauf lorsque x — ny étant uu nombre 
premier quelconque, et m étant divisible par /• : dans 
ce cas, f {x) = TT5. Cela posé, désignons par <7, c , . . . 
tous les diviseurs de x, et évaluons, en lonction des 
facteurs premiers u^ v, . . . de x^ le produit 

Soit X = u^ v^w^^.... On a 

' j ^ 

11 est évident qu'il n'y a pas d'autres diviseurs de x 
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pour lesquels la fonction f soit diU'érente deTunité^ 
par conséquent 

f - i rËi f{ci')f(b)f{c). . . = i/L ' 1 c L /-J L' J . . . = dr{x), 

pourvu que l'on représente par le plus graïul 
diviseur de x\ puissance parfaite. Si l'on observe 

(pie les nombres ^ » f ' ' ' ' ^̂ ^̂ ^ égaux, dans un cer-

tain ordre, aux nombres c, . . . , on peut écrire 

3. Dans la dernière relation, faisons successivement 
X = 1, 3, . . . , 72, et multiplions membre à membre 
toutes les égalités obtenues. Le nombre t entre, dans 
le premier membre, en dénominateur, pour les valeurs 
suivantes de .r, 

i, 31, . . . 

et, par conséquent, il donne lieu au produit 

/ / 

" n t 1 

égal à P, - ? si l'on pose 

( 3 ) Vr(x) = f (J )/( 2 )/{ 3 ) . . . / ( ./• ). 

Faisant varier depuis i jusqu'à /z, on obtient 

( i ) P, = dr{l) dr(2) . . . dr{n). 

i . La fonction IV est définie par la relation ( 3 ), que 
Ton peut mettre sous une autre forme. A cet eifet, 
distinguons parmi les .r premiers nombres naturels : 
i " ceux qui sont des puissances parfaites de nondjres 
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premiers, el dont les racines /•» scml, par consé([iienl, 

tous les nofuhres piemieis, non supéiieurs à a:' ', ces 
nomhi es donnent lien, dans le second membre de (3), au 

produit p {x ' )'̂  ceux qui sont des puissances ( 
parfaites de nombres premiers, et dont les racines 
(2 /•)"'"®®sonl, par conséquenl, tous les nombres premiers, 

I 
non supérieurs ci ; ces nombres donnent lieu, dans 

le second membre de (3), au produit p^x ' -^ '^ 3" etc. 
D'après ('cla, on peut écrire 

P,{.r ) p [x-] p i^X^) p [x~r) . . . , 

ainsi que le suppose la relation (i). 

3. Transfoiinons aussi le second membre de l'éga-
lité (4) . A cet eifet, observons que, pour avoir î/,. ( x ) = i, 
il faut d'abord que x soit un multiple de t^ : il faut, 
(Misuite, que le quotient de x par t^ n'admette pas de 
diviseurs, autres que i, qui soient des puissances 
parfaites. Le nombre d(;s valeurs de x , non supérieures 
à pour lesquelles ( l , .{x)=zt , est donc égal à la 

quotité des nombres, non supérieurs à ~ et n'admettant 

pas de diviseurs autres que 1, qui soient des puissances 
,.i('mes parfaites. L'identité (2) est donc démontrée. 

6. Remarquer. — Pour / ' = i , on a = 
pourvu que x ne soit pas nul. Dans ce cas, on a tou-
joursF,.( o ) = o. Conséquemment, l'identité (2) devient 

Pl • • • = 1.2.3... Al. 

C'est l'identité de MM. Tcbebycbew et de Polignac. 
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11 est probable que ridenlité ( 2 ) conduit aussi à 
une généralisation des intéressants résultats auxquels 
MM. Tcliebycliew et de Polignac sont parvenus, dans 
le cas particulier de / ' = i . Il convient, toutefois, de 
faire observer que Pr n'est pas une fonction essentiel-
lement nouvelle, car elle dépend de P^ par la relation 

La formule (2) exprime donc une propriété de la 
fonction Pi (x) = sur laquelle nous reviendrons 
ultérieurement, en la considérant comme le plus petit 
multiple commun des x premiers nombres naturels ( * ). 

7. On reconnaît aisément que, si Ton représente 
par TïT,, nT2, 7ÎT3, . . . la série des nombres premiers 2 ,3 , 
5, . . . , on a 

(5) 

X 

X 

Sr' 

A symptotiquement, 

Nous déduisons de là ce théorème : 

La probabilité quun nombre entier fi admette pas 
de diviseurs, autres que i, qui soient des puissances 
parfaites, est exprimée par Vinverse de la somme 
• + + + 

En particulier, pour r = 4, on trouve c^xxil y a envi-

C) X ( ^ ) ^^^ ^^ fonction de Tchehychew. D'après M. Halphen, 
elle est nsymptotique à x. 
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j'on douze à parier contre un qu un nombre entier^ 
pris au liasardy n'admet pas de diviseurs bicarrés, 
autres que Vunité. 

8 . L a formule (5) peut être mise sous la foriue 

el Ton peut alors en déduire, avec plus de rigueur, 
Texpression asymptotique de Observons, à 
(;et eif(;t, que, dans le second membre, les termes dont 

I 
le rang est supérieur à x'' sont nuls. On peut donc, à 

chaque quotient > substituer car, en opérant ainsi, 

on vient à négliger une quantité certainement infé-

rieure à la valeur absolue de ¡JL ( i ) -h u ( 2) -f- . . .4- I 
et, partant, d'un ordre non supérieui- à celui de x'\ 
Conséijuennnent, si surpasse i , on peut écrire 

COMPOSITION MATHÉMATIQUE POUR L'ADMISSION 
A L'ÉCOLE CENTRALE EN I 8 8 . > 

( PREMIÈRE SESSION): 

S O L U T I O N P A R M . E . B A R I S I E X . 

On donne deux axes () .r , O) , un point A sur O x , 
un point B sur Oj : 

( ' ) La Î o n c l i o n é g a l e à zéro l o r s q u e x a d m e t d e s d i v i s e u r s 
rancs, a u t r e s q u e l ' u n i t é , e s t e^a le , d a n s l es a u t r e s e a s , à l i r i , 
s u i v a n t ((ue le n o m b r e d e s facteurs premiers de ^ est pair ow impair. 
( \ oir Premier Mémoire d'Arithmétique. ) 
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Former ré(/uation générale des paraboles telles 

(pie, pour chacune d'elles, Oy soit la corde de contact 
des tangentes menées du point A, et Ox la corde de 
contact des tangentes menées du point 

Trouver le lieu des points de rencontre de cha-
cune des paraboles avec celui de ses diamètres qui passe 
par un point H donné sur Oy. 

On déterndnera un nombre de conditions géomé-
triques suffisant pour pouvoir tracer le lieu y et l'on 
cherchera comment doit être placé le point H, pour que 
le lieu se réduise ci des droites, 

3" Déterminer le paramètre variable que renferme 
l'équation générale du de façon quelle repré-
sente une parabole passant par un point donné P, et 
cherche]' dans quelles régions du plan doit se trouver 
le poijit P, pour que le problème soit possible. 

Soient OA = on OH = h. 
J. équation générale d'une paral)ole est 

( I ) ( A .r -f- By)^ - 4 - 2 0 ^ - 1 - 2 E r -4- i == o. 

La polaire d'un point [x^y) a pour équation 

( A.r -4- Bj){ AX H- BY ) + D (X -f- .r ) Ji( Y j ) -f-i == o: 

l'équation de la polaire du point A est, par suite, 

AaiAX -h BY) -4- D i X a ) -+- KY -4-1 = o 
ou 

X(A2r t - f -D) H - Y ( A B a - 4 - E ) - h D«-4- I = o. 

Pour que cette droite se eonfonde avee l'axe des r , il 
i'aut (pie Ton ail 

i'Â) r>,7 -4-1 — o. 
( i ) ABu E = o. 
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Pour que la polaire du point B soit l 'axe des x , il faut 
que l 'on ait de meine 

( 4 ) Eb-i-i = o, 
(5) AB6-f-Dr=:o. 

11 semblerait que les quatre relations (2), (3), (4)? (5) 
vont donner les valeurs de A, 13, D, E ; mais, en tenant 
cîompte des équations (2) et (4) , les équations (3) et 
(5) rentrent l 'une dans l 'autre. Nous avons 

a b 

L'équation générale des coniques satisfaisant aux condi-
tions de l 'énoncé est donc 

(6) ( A : r + B r ) 2 _ — 

a b 

A et B étant liés par la relation 

(7) ABab = i. 
IL 

( A x - l - B ) ) = o représentant la direction de l'axe 
de la parabole, l 'équation d 'un diamètre passant par le 
point H est 

(8) = o. 

Pour avoir le lieu demandé, il sufiit d'éliminer A et B 
en t r e (6) , ( 7 ) e t ( 8 ) . Or 

^ _ 5 _ _ s/ÂB _ I 
~ ^ "" ^ ~ ^x{h ~-y) " >/äbx{h-y)' 

Donc 

ab {h —y) 

En égalant cette valeur de ( A.r H- Br )- à celle donnée 
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par réquation (6), il vient, pour Téquation du lieu, 

h^x _ iix iy \ 
ab{h—y) ~ V"^ T" 7 

ou, en ordonnant et réduisant, 

(9) ihxy — hx{ib — h) — ay{b -H 2 A) H- abh = o. 

Ce lieu est donc une hyperbole passant par les Irois 
poi n ts 

7=0, / ab x = o, 
y 

Les équations du centre sont 

iby ~ h{2b — h) = 0, 
ibx \ ay — a{b ^ ih) — o. 

On construira donc facilement le centre et, par suite, 
les asymptotes dont les directions sont parallèles aux 
droites représentées par l'équation 

y{bx-{-ay) — o. 

Calculons le discriminant A de la conique représentée 
par l'équation (9). 

On a 

4 4 
et, eu réduisant, 

11 en résulte que l'hyperbole se réduira à deux droites : 
î * Pour h = o, l'équation (y) devient 

y('îbx-{-iay — ab) = o. 

'A'' Pour h = l'équation (9) devient, dans ce cas, 

( ' 2 j — b){bx ay — ab) — o. 
4uu. de Mathémnt.y 3® sér ie , t. IV. ( S e p t e m b r e i88f). ) 18 
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III. 

Exprimons que la parabole passe par un point donné 
P ( a , ß). On a 

(lo) ( Aa-h Bß)^— — — ̂ - f - 1 = o, avec AB = . ^ ^ ' a h ah 

Ne conservons que le paramètre variable A. L 'équa-
tion ( lo ) devient 

Z A a - + - - 1 - V - — + ^ — I 

\ kah) a h 

et, en réduisant et ordonnant par rapport à A, 

A^a2 62a2_ A2a¿»(2^>a-h ' laß — — o . 

Celte équation en A - n 'aura ses racines réelles que si 

('2 a M-2 a ß — a è — 2 a ß ) 2 — 4 a 2 ß 2 ^ o 
ou 

( iaß — — 2aß -i- ab){'iby. -f- 2aß — ab) < o 
ou 

(•2 a — a)(p.ß — s a ß — a è ) < o. 

Si le point (a, est sur une des trois droites a b . J ( 1 ) .r = ? y — -, xbx lay — ab = o, 

il ne passe par ce point qu 'une seule parabole satisfai-
sant h la question. 

Soient A' le mib'eu de OA, B̂  le milieu de OB et C le 
milieu de AB. Les côtés du triangle A'B'C^ représentés 
par les équations ( i) , partagent le plan en deux régions. 
Si le point P est dans l ' intérieur du triangle AMVC, ou 
dans lès angles opposés par le sommet aux angles inté-
rieurs du triangle, il n 'y a pas de parabole réelle. Si le 
point P est dans le reste du plan, il passe deux para-
boles réelles par ce point. 

La m ê m e ( jucst ion a é t é r é s o l u e par >L More t -B lanc . 
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QUESTIONS PROPOSÉES PAR M. RÉALIS 
( Toir 3* si-rie, t. II, p. 370); 

S O L U T I O N S D E M . F A U Q U E M B E R G U E 

P r o f e s s e u r a u I v c é e d e N i e e . 

ï . L'équaliou 
— 2 a2 372-h 4 ap^ H-a'^-4-— o, 

dans laquelle a est un entier quelconque et ^ un entier 
différent de zéro et de du ^̂ ^̂  P^s de racine entière. 

Cette équation peut se mettre sous la forme 
( 2 a : r ) 2 — ^ 2 ) 2 == (2a.r-t-

Or, on a identiquement 

Il eu résulterait donc 

équation impossible, car la différence de deux bicarrés 
ne peut être un carré. 

11 y a exception pour .r- — a- o, x a, avec la 
(•ondition ^ = o ou fi = ± : /j a-. 

Note. — On peut consulter, au sujet de la proposi-
tion que nous venons de rappeler et de celles que nous 
rencontrerons plus loin, le Tome H de la Ihéovie des 
ISomhres, de Legendre, ou un îMémoire de i^ebesgue, 
inséré dans le Journal de Liouville ( i853), sur la réso 
lution des équations biquadratiques 

On y trouve, par exemple, que les équations 

sont impossibles en nombres rationnels. 
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f.a plupart dit ces propositions sont également dé-

montrées dans les Jiecherches sur V Analyse indéter-
nnnér, de M. E. Lucas (Moulins-sur-Allier, 1873). 

IL L'équation 

x'* — 1 a-x'̂  •+• X -I- OL'* — 2 = o, 

dans laquelle a est un entier quelconque et p un entier 
dilièrent de zéro et de dz 2 a-, n'a pas de racine entière. 

On voit immédiatement que l'équation peut s'écrire 

— ¡3)2. 

Sous cette forme, on reconnait qu'elle est impossible, 
excepté pour .r — ±: a et (â = o, ou ^ = dz 2 a'-. 

IIL L'équation 

dans laquelle a est un entier quelconque et ^ un entier 
différent de zL a- et de 3a", n'a pas de racine entière. 

(Jlette é(|uation revient à la suivante 

(¿r-h l'ix-^-h a.27 — 

dont l'impossibilité est connue. 
Il y a exception pour x = o^ ^ = dz a- et .r = — a, 

IV. L'équation 

2a(2a2+ (3)^ —(a'»—¡32) = o, 

dans laquelle a est un entier quelconque et ^ un entier 
différent de zh a-, n'a pas de racine entière. 

On peut l'écrire 

(x — ol)'-*-\- ix* ~ ( 'XX'— %x — j3)2 ; 

elle n'est possible que pour x = o, = dz a-. 
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V. L'équation 

a2 -f- 3 â  — 32 
a ( a 2 - f - ^ - i - o , 

OÙ a et P sont des entiers de meme parité, ^ étant diffé-
rent de ± : a^, n'a pas de racine entière. 

En la mettant sous la forme 

on reconnaît (pi'elle n'est possible que pour a: = o. 

SOLUTIONS DES MÊMES QIESTIO^S; 
PAR M . S . R É A L I S . 

J. La forme j — ou j et. z sont diffé-
rents de zéro, ne peut jamais représenter un carré. 

(EüLfíU.) 
Cela étant, l'équation 

{x -i- a)^— Ç>{x -4- a)2(,r — a)2-f- {x — 4(2aj; fi)2, 

c'est-à-dire 
x'* — 4a[¿¿r -h a^-f- — q^ 

est impossible en entiers a, ¡B, x , excepté : 
I Pour X = — a ; d'où 

o u P = 

2" Pour j: = a d'où 

< ^ = 0 o u 4 a 2 . 

De là l'énoncé L 

IL La forme > -h 6} H- dans laquelle y et z 
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sont dij)èrenls do zéro, ne jmut jamais représenter un 
carré, ( E U L E R . ) 

Donc l'équation 
(x-\- oifix — OL)^ {x — xf = ie>{oix — 

c'cst-à-dirc 
—'2 a 2 4 a;-f-a^ — 2 — o, 

est impossible en entiers a, jS, excepté : 
I® Pour X = — a; dans ce cas, on a 

¡îi = o ou = — 

Pour X auquel cas on a 

^ = 0 ou 

111. La forme S dans laquelle x et j sont 
différents de zéro, ne peut jamais représenter un 
carré, ( E U L E U . ) 

Donc l'équation 

c'est-à-dire 
.r^-T- ( 5 a 2 - f - 2 a ( 2 a 2 - i - -h ol* — = o, 

est impossible en entiers a, ¡î, excepté : 
Pour .r = o; d'où p = zh a- ; 
Pour X — — x^ d'où 

x2 ou 

1\ . La formç 2x''-f-j'', clans laquelle x est diffé-
rent de zéro y ne peut jamais représenter un carré. 

( E U L E R . ) 

D'après cela, l'équation 

IX'* {x — = (2372— y^x — p)2, 
c'est-à-dire 
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ne peut être vëriliée en nombres entiers a, ¡3, x , excepté 
pour .z- == o ; d'où ^ = ih a^. 

V. La forme — dans laquelle x est dij^'érent 
de zéro, ne peut jamais représenter un carré, 

( E U L E R . ) 
Donc l'équation 

c'est-à-dire l'équation à coefficients entiers 

¿r̂  ^ ==0, 

où nous supposant cpie o: et sont des nombres entiers 
de même parité, est impossible pour x entier, excepté 
poura: = o, 

mn m LES SOLUTIONS, EN NOMBRES ENTIERS, 

DE L'ÉQUATION 

OD L'ON SUPPOSE ^ IMPAIR C ) . 
Pour que — représente un nombre entier, il faut 

évidemment que le chiffre des unités simples du nombre 
impair x soit 7. 

Eu posant 
^ = ton -i- 7. 

il vient 

— lo'̂ n^H- 3.7.I02/I2-H 3.7'-. I0 71 H- 345. 

C ) Q u e s t i o n p r o p o s é e p a r un A b o n n é a u x Nouvelles Annales. 
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Les deux termes lo^/i^, 3.7.10-/2- sont divisibles par 
52 et 

3.72.10/1 + 345 = (3.72.2/^-1-69)5 = (72.2/n- 23)I5; 

il faut donc que 7-. 2/1 4- 2 3 soit multiple de 5. 
Or Féquation 

72.2/1-1-23 = 5.^ 
est vérifiée par 

/ / = 4 e t ^ = 8 3 ; 
d'où 

/I = 4 -h 5^ 

nombre entier quelconque-, par suite, 

i o n = i o - ^ 5 f , l o / i - H 7 = 4 7 - 1 - 5 o / ; donc 
a? = 4 7 + 5 o i . 

Ainsi, les valeurs positives de .r forment une progres-
sion arithmétique dont le premier terme est 47, et la 
raison 5o. 

L^équation (i) fait connaître les valeurs correspon-
dantes de y\ 

On voit que 47 est le plus petit nombre positif, im-
pair, dont le cube augmenté de 2 est divisible par 20. 

( G . ) . 

SOLUTIONS DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 

Question 1456 
(voir r série, t. II, p. 336); 

P A R M . D R O Z . 

Soient rt, h, c, c' les points d'intersection 
d'une conique et des côtés BC, CA, AB d'un triangle 
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ABC; démontrer que les six droites An, A a', Bé, Bi^, 
Cc, Ce' enveloppent une autre conique. 

( H . SCHROETEU.) 

Solution. 

Ou sait que les tangentes, menées des sommets A, 
B, C d'un triangle ABC, à une courbe de iV̂  classe, 
rencontrent les côtés opposés BC, Cz\, AB respective-
ment, suivant des groupes de n points a, a \ . . . , 

• • • î c'̂ , . . . , tels que la relation 

aB a ^ 6G 6'G cA c'A _ 

est vérifiée. (CHASLES, Gréométrie supérieure, deuxième 
édition, p. 355, § 508.) 

Les cinq droites A«', Bè, BZ>', Cc, Ce' enveloppent 
une conique déterminée; on peut lui mener du point A 
une seconde tangente, et, en désignant par X le point 
de rencontre de cette tangente et du côté BC, on aura, 
d'après la relation générale qui précède, 

XB a'B bC b'C cA C'A 
(I) XG a'G bA b'A cB c'B 

Mais, entre les segments déterminés sur les côtés du 
triangle ABC par cette conique, on a, d'après le théo-
l'ème de Carnot, 

aB a'B bC b'C cA c'A _ 
^^^^ aC' a'C'lA' b'A' CB' c'B ~ 

« 

Les égalités (i) et (2) donnent ^ = il en faut 

conclure que les points X, a coïncident : donc les six 
droites Aîï, Aa' , B&, Bè', Cc, Ce' enveloppent une co-
nique. 

Note. — La même question a été résolue par M. Moret-BIanc. 
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Question 1 4 6 1 
(Toîr 3» série, t. II, p. 382); 

PAR U N A N O N Y M E . 

Paj' un des points d*intersection A {fig- i) de deux 
hyperboles équilatères, de même centre O, on mène 
une sécante qui rencontre les deux courbes en B, B'; 
de ces points on abaisse des per pendiculaires BC, B 'C 
sur les tangentes aux deux courbes, au même point A 5 
démontrer que Vangle C O C est quadruple de Vangle 
des asymptotes. ( E . F A U Q Ü E M B E R G U E . ) 

Tout se réduit à faire voir que l'angle COC {Jjg- 1) 
est le double de l'angle CAC' des tangentes AC, KG'\ 
car on sait déjà que ce dernier angle est le double de 

Fig. I . V\q. 2. 

celui des asymptotes [ voir S"" série, t. I l , p. 332). Or 
l'égalité COC^= 2CAC'' résulte des considérations sui-
vantes. 

Soient A {fig' 2) un point d'une hyperbole équilatère 
dont O est le centre^ AC une tangente; M le milieu 
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d'une corde AB, issue du point A-, C la projection de 
l'extrémité B de cette corde sur la tangente. 

L'angle AOM des droites OA, OM, uienées du centre 
au point de contact A et au milieu M de la corde AB, 
est égal à l'angle CAM de la tangente et de la corde. 
C'est une proposition connue ). 

Mais, le point M étant le milieu de l'hypoténuse AB 
du triangle rectangle ACB, l'angle CAM = ACM; donc 

AOM = ACM, 

il s'ensuit que les quatre points A, M, C, O appartien-
nent à une même circonférence. Dans cette circonfé-
rence, les cordes AM, MC étant égales entre elles, les 
arcs sous-tendus AM, MC sont de même égaux; donc 
l'angle 

A0G=2GAM = 2GAB. 

Ainsi [fig- i), on a AOC = 2CAB, de même 
A O G ' = 2 G ' A B ' = ' 2 G " A B ; 

d'où 
G O G ' = 2 (GAB-h G"AB) = 2GAG^ 

c . Q. F. D. 

Note. — MM. Moret-BIanc et Barisien ont résolu la même ques-
tion au moyen des calculs de la Géométrie analytique. 

C) En voici la démonstration. Soient D et D' les points de ren-
contre de l'une des deux asymptotes de l'hyperbole équilatcre, et 
des droites CA, MA prolongées. On a Al) — OA, M D ' = : 0 M ; par 
suite les égalités d'angles : 

AOD = ADO, M0D'r= MD'O, M O D — A O D = MD'O — ADO, 

ou 
AOM = DAD'=^ CAM. ( G . ) 
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"Sous avons parcouru avec intérêt et signalons avec plaisir 
ce Mémoire de M. tarnest Lebon, où sont réunis en un seul 
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T I R A G E S A PART. 

Nombre exact des variations gagnées ou perdues 
dans la muìtiplicaiion du polynôme f {^x) par le binóme 

a ; p a r M . Í ) . A N D R É , 2 8 j u i l l e t 1 8 8 4 . , 
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Abaissement des limites fournies par la règle des 

signes de Descartes ; par M. D . A N D R É , SÎ8 juillet I 8 8 4 

(Extrait des Comptes rendus). 
Note sur les raccordements paraboliques ; par 

M. D ' O C A G N E (Extraits du Matliesis, t. V, i885). 
Procédé nouveau de calcul graphique ; par M. D'O-

CAGNE [Añílales des Ponts et Chaussées,, uoveinbre 
I 8 8 4 ) . 

QUESTIONS. 

1543. Si l'on considère les trois normales menées 
d'un point à une parabole et le triangle formé en me-
nant les tangentes à leurs pieds; si l 'on suppose ensuite 
que le point, d'où l'on mène les normales à la parabole, 
se déplace sur un diamètre de la courbes : 

i® Tous les triangles des tangentes ont leurs somuiets 
sur une même hyperbole équilatère; 

Tous ces triangles ont même point de rencontre 
des trois h au leurs; 

3® Les cercles des neuf points de ces triangles passent 
par le sommet de la parabole; 

Les centres des cercles des neuf points sont sur un 
même diamètre. 

Enfin, comme généralisation du 
Si l'on considère trois normales quelconques à une 

parabole (ne se coupant pas au même point), le point 
de rencontre des hauteurs du triangle .des normales et 
le point de rencontre du triangle des tangentes sont sûr 
un même diamètre. ( C H A U L I A C . ) 
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LOI DE PROBABILITÉ DES ÉCARTS; 
PAR M . P E T I G O L , 

C a p i t a i n e d ' A r t i l l e r i e d e M a r i n e . 

Nous étudions cette loi pour des expériences d'un 
genre particulier, pour lesquelles la probabilité de 
chaque écart peut être facilement calculée, sans que 
l'on ait besoin de recourir à aucune loi préconçue, ni à 
aucune bypotlièse; puis, cette loi une fois ti ouvée, pour 
ce cas particulier, nous l'appliquons par anaiogiiî à 
toutes les expériences. 

Voici en quoi consiste cette expérience : nous jcîtons 
en l'air m pièces de monnaie (pour cette tbéoiie, il faut 
supposer m pair), et nous comptons à terre le nombri' 
de piles et le nombre dc faces. 

L'expérience type est celle qui donnera autant d(; piles 
que de faces ; quand l'expérience donnera n piles et ni — n 

i'aces, elle présentera un écart égal à ^ — n : ainsi, si 

l'on jette dix piècîcs en l'air et que l'on tourne trois ])ilcs 
et sept faces, l'écart de cette expérience est deux. Le 

plus grand écart que l'on puisse rencontrer est ^ : il a 

lieu quand on tourne tout pile ou tout face. 
Voyons maintenant la probabilité de tourner n piles 

ci ni — /¿faces. La probabilité d'obtenir une combinai-
son déterminée des n pièces supposées numérotées 1 , 2 , 
3, . . . , ///, telle, par exemple, que la première pièce soit 
une face, la deuxième une pile, la troisième une pile, etc., 

est évidemment — • cjtn 

D'autre part, le nombre des combinaisons (pie l'oji 
/inrt. </(' Mdtfiémdt., S'" série, f. IV. (Oclobre I<S8J.) 2 9 
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peut former avee m pièces, en en tournant n piles 
et m — n faces, est 

m {m — \ ).. .{m — /i -+-1 ) ^ 
i.1.3 ... n * 

car ce nombre est égal au nombre des combinaisons 
de /«^lettres n h n. 

Par suite, la probabilité P/̂  de tourner Ji piles 
et 771 — 71 faces dans une expérience est 

I ???(m — i)(m — 2) . . . (/?i — TU-i) _ 
^ ^ ^ ~ ~ I . 2 . 3 . . . / 1 ~ 

Cas j)ai iiculie7s. — Pour avoir la probabilité de 
tourner autant de piles que de faces, il faut, dans cette 

ibrmule, faire /z = ^ , ce qui donne 

jn{m — i ) ( w — 2 ) . . . -4-

La probabilité de tour ner 7n piles et o face est • 

En résumé, les probabilités de tourner 7ri piles et o 
face, 711—I piles et i face, etc., jusqu'à i pile et 7ii— i 
faces, et o pile et 711 faces, sont données par les fractions 

1 I m I m{in — i ) 
.y m • .ym J ' c^m j ^̂  ' ' ' ' ' 

m ( m — i) ( — -4-1) I ^ ^ \ 2 / \ m \ 
JY\, ' ' ' ' T ' ^ ' 

1 . 2 . . . — 2 

On reconnaît là les coefiicients du binôme multipliés 

par • On vérifie que la somme de toutes ces probabi-
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jités est égale à i , car on a 

2 m _ (, , y« = , ^ _ ^ —L ., 

et, en divisant par 

m 
. H h I 

I 

I 
rym cytn 

m 
I 

Applications, — Appliquons ces formules au cas 
o ù m = 6. Les sept combinaisons possibles sont 

6 piles. r)piles. 4pi les . 3p i les . 2pile8. i p l l e . opilo. 

É t a n t l e s p r o b a b i l i t é s . . . - L ^ ^ | o i | ^ 

Sur une droite horizontale, à droite et à gauche d'un 
point O, pris comme origine, portons successivement trois 
longueurs égales représentant l'écart i : en chacun de 
ces sept points, élevons des ordonnées proportionnelles 
aux probabilités, et joignons tous les sommets des or-
donnécîs par un trait continu : nous obtiendrons la courbii 
ci-a près. 

20 

/ 

î 1 • 1 1 ^ • 1 ! ' ' \ / 
A / «yi ~ ' 

j ! 1 \ 

1 i ' 
\ 

1 CA ^^ Ai 
3 

/' [ 

/ 1 
1 { \ écart { 1 i V à 

Telle est la représentation graphique de la loi des 
écarts pour m = 6. 

Écart nioycn. — Pour avoir l'écart moyen dans 
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J'exemple piécédent, on multipliera chaque écart par sa 
probabilité, et l'on fera la somme de tous ces produits ; 
ainsi l'écart 3, correspondant aux six piles, sera multi-
plié par l'écart 2 par —, . . . . Il y a un autre écart 
3, correspondant aux six faces et o pile, etc., en sorte que 
l'écart moyen, dans ce cas, est égal à 

6_ 6 4 . 2 4 . 3 0 _ f. 0 _ 1 5 G * ^ tj 4 6 4 16" 

Nous allons traiter la même question pour m quel-
conque; pour cela, il faut multiplier tous les écarts par 
leur probabilité respective, et faire la somme de tous ces 
produits. Observons que, chaque écart se reproduisant 
deux fois avec la meme probabilité, suivant que c'est le 
nombre des faces qui surpasse celui des piles ou inverse-
ment, il revient au même de ne le prendre qu'une fois 
et de doubler la fraction qui représente sa probabilité. 

J.'écart c x t i c m e e s t . — 

Vxùs . 

[>uis. 

Puis 

Et onfin. 

Ensui te vienl l 'écart . — — 1 
•2 

m 

?n 

rrobiil)ilité. 
'1 

'1 //I 
I 

1 7U { m — f ) 

2 m [7)1 — 1)1/̂ ? — '>.) 

V / 
.¿m 

1.2 . . . ( - - 2 

(771 \ 

h 2 ^ / 
/ tn \ 
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L'écart moyen est donc égal au produit 

m 2 I \ / \ 2 \ 1 / ' 

/?2(/?i — l) . . . ^ ^ -h 2 

Faisons la somme des quantités entre parenthèses : 
Additionnons d'abord les deux premiers termes 

m m (m \ _ m(/?i —i) 
2 I V / 

Ajoutons le troisième à ce premier total 

m{m — i) m. [m — \ ) [ m \ _ m{ m — \ ) {m — i ) 
1.-2 Va / 2 . I 

Faisons de même pour le quatrième 

m ( m — i )( m — -x) m ( m -- i)( m — i ) ( m 
'1.1.1 1.2.3 

__ m{m — \ ){ m — 2) ( tn — 3 ) 
~ 2.1.2.3 

En continuant ainsi de suite, on trouvera, pour la 
somme des quantités entre parenthèses, la iraction 

/ m \ 
^̂ ^ { m — I ) ( m — 2 )( m — j ) . . . I — -t- f j 

Par suite, l'écart moyen ¡̂ni ("st égal à (l'indice m est 
mis pour indiquer qu'il s'agit d'une expérience avec 
m pièces) 

{m — \ )( m — 2)( — 3 ) . . . ( ~ i ^ m 
^ Q / ''' 1 . 2 . 3 . . . — 
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L'expression de l'écart moyen peut se mettre sous 

une autre forme. Changeons, dans la formule qui 
donne m eu m 2. Nous aurons 

m 
h 2 _ m'1 m \ ni m — i 2 

1 

Par suite, 

_ ( m - h '2)( /n -+- 1 ) __ m -4- i ^ 

2 
ni \ 

Or y 2 = par suite. 

Enfin 

- : 

3 .5 .7 . . . - I) 
2 2 .4 , G . . . ( m — 2 ) 

Quand ni augmente indéfiniment, "̂ ni tend vers oo ; 
en effet, on peut écrire 

En eifectuant les muhiplications, on voit que Ton a 

I i 
6 

La somme des termes entre parenthèses augmente in-
définiment avec m; donc c'st infini pour ni = co. 
Mais, quand m tend vers GO , il en est de même de l'écart 

extrême Ainsi, quand on ne fixe pas de limite à l 'é-

cart extrême ^ et qu'on admet qu'il peut devenir in-

finiment grand, Lien qu'ayant une probabilité infiniment 

petite j ^ j l'écart moj^en n'a pas non plus de limite et 
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tend vers l'infini. Ce résultat était d'ailleurs évident a 
priori. 

Quand on fait varier le nombre m des pièces de mon-
naie, le rapport de l'écart moyen à l'écart extrême, que 
nous appellerons K;,^, varie également. On a 

1/ _ ï'« __ i.3.5.. .(/?i —i), î /w — i m 2.4. o . . . m 
1 

ainsi 

On peut remarquer que K,,̂  est égal à c'est-à-dire à 
T 

la probabilité de tourner autant de piles que de faces, 
varie de ^ à o, quand m varie de 2 à 00 . 

Considérons maintenant les écarts qui se produisent 
dans d'autres espèces d'expériences moins mathématiques 
que celles que nous venons d'étudier. Supposons qu^il 
s'agisse de trouv^er la loi de répartition des écarts qui se 
produisent en portée, quand on tire un canon sous un 
angle constant. Les différentes mesures que l'on fera 
donneront l'écart moyen et l'écart extrême-, on prendra 
le rapport de ces deux quantités, soit, pour fixer les 
idées : ^ le rapport trouvé. Nous avons vu, en calculant 
le tableau des valeurs de que On con-
clura, par analogie, que les écarts se répartissent dans 
le tir d'un canon sous un angle constant de la même 
façon que dans l'expérience de six pièces, c'est l'expé-
rience que nous avons étudiée en détail {voir la figure) ; 
0x1 représente l'écart extrême en portée. 

On se sert habituellement, pour représenter la loi de 
probabilité des écarts, de la courbe 

due h Laplace. 
Cette formule suppose ({ue les écarts peuvent devenir 
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iiiiiiiis. Cost iiiadiuissible; aussi allègiuî-l-on que si la 
foi mule suppose des ëearts très grands, elle leur donne 
uiKi probabilité très petite, et qu'elle peut être admise 
< onuue formule d'approximation. 

Aous ne croyons pas cette approximation aussi grande 
(ju'on veut bien le dire. En eilét, l'équation 

tout en supposant des écarts infinis, donne un écart 
moyen lini, et nous avons trouvé le contraire pour l'expé-
rienei; d(;s pièces de monnaie. 

On pourrait objecter à notre tbéoricî qu'il est bien 
diiiicile de connaître l'écart extrême, par suite K;;/; et 
(ju'on sera embarrassé pour savoir à quel nombre de 
pièces de monnaie correspondent les expériences que 
l'on a en vue (tandis qu'avec la formule de Laplace on 
n'a pas cette difiiculté). 

Nous répondrons que notre théorie ne permet pas 
plus de résoudre un problème dont les données sont mal 
délinies, que la Géométrie ne peut donner l'aire d'une 
surface dont les contours sont indéterminés; cela n ' in-
(iîwne (Ml rien son exactitude. 

C)UESTIOXS PIIOPOSÉËS PAR M. E. CESARO. 

1 . Si d'un point quelconque d'une circonférence on 
mène des perpendiculaires aux côtés d'un triangle 
inscrit à une circonférence concentrique, le triangle 
formé par les pieds de ces perpendiculaires a une aire 
eonstante. 

Soit ABC un triangle. D'un point P, pris sur la 
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bissectrice de l'angle A, on abaisse les perpendiculaires 
PA', PB', PC aux côtés. Démontrer que les droit(is PA', 
B 'C se coupent sur la médiane issue de A. 

Déduire, au moyen de cette propriété, la construc-
tion du rayon de courbure des coniques, due à M. Mann-
heim, de la construction due à M. Catalan. 

3. Il y a une infinité de polyèdres, à sommets 
trièdres, qui ne difïèrent que par le nombre de leurs 
faces hexagonales; mais il n'y en a pas deux qui ne dif-
fèrent que par le nombre de leurs faces d'un autre ordre. 

11 y ^ une infinité de polyèdres, à sommets té-
traèdres, qui ne diffèrent que par le nombre de leurs 
faces quadrangulaires; mais il n'y en a pas deux qui ne 
diffèrent que par le nombre de leurs faces d'un autre 
ordre. 

11 n'y a pas deux polyèdres, à sommets pentaèdres, 
qui ne diffèrent que par le nombre de leurs faces d'un 
certain ordre. 

i . On considère une infinité de coniques ayant un 
contact du second ordre avec une courbe, en un point 
donné M. Démontrer que, si l 'un des foyers décrit une 
conique tangente en M à la courbe, le second foyer 
décrit aussi une conique tangente cà la courbe au même 
point. 

o. On considère, en un point quelconque d'une sur-
face développable, la génératrice rectiligne et une 
ligne géodésique. La tangente de l'angle de ces d(;ux 
lignes est égale au rapport entre les angles de contin-
gence et de torsion de la géodésiqHC, au point consi-
déré. 

(>. Soient a, f:;, y, . . . les nombres premiers^ qui, 
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diniinués de riiiillé, entrent un nombre inifmir de fois 
daus m L'exeès de ia somme des Ji premiers nom-
hres de Bernoullisur la somme des n nombres sui-
vants, est égal à un nombre augmenté de 

I I I 
- -f- Q H h 
a ? Y 

Il faut encore ajouter dans le cas de n pair. 

7. Si l'on divise par le carré du logarithme de n 
le nombre des cas où l'inverse d'un nombre entier non 
supérieur à n a un développement décimal limité, le rap-
port obtenu tend vers 

- 2 , 3 7 6 . . . , 2 log2 logS 

lorsque n augmente indéfiniment. 

8. Soient X i i l j deux nombres entiers, variant sépa-
rément de i l\ n. 

i'' Si est le nombre des diviseuis communs 
à X etj) , on a 

î i ^ . f . „ . « „ 

lorsque n augmente indéiiniment. 
Si 0(0:, j ) est la différence entre la somme des 

diviseurs communs h x tii y et le logarithme népérien 
de v^xj , on a 

n- 12 2 

( ' ) Cost-à-diro tels que les plus j^rarids nombres entiers contenus 
n in m 

d a n s , TT , , • • • s o i e n t impairs. 
a — I p — 1 Y — 1 
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9. On considère une ligne à double courbure. Dé-

montrer que la surface engendrée par la droite, qui 
joint deux points correspondants des arêtes de rebrotis-
senient des surfaces rectifiante et polaire, est toujours 
gauche. 

10. Soit Oc l'excès du nombre des solutions entières, 
non négatives, de l'équation 

ax by — c 

sur Démontrer que, si n augmente indéfiniment, 

l i m ^3-+-» . ^n __ Ï / £ 
n ' i \ a b 

11. So\if{x)\G nombre des entiers premiers avec ¿r, 
et non supérieurs au reste de la division de n par x . 
Démontrer que l'expression 

tend vers 
A 
TC^ 2 

quand n augmente indéfiniment, 

12. On forme un déterminant de /¿̂  éléments : 
chaque élément est égal à i , ou à o, suivant que le plus 
grand commun diviseur entre ses deux indices est ou 
n'est pas un carré parfait. Soit, d'autre part, a^h^c^ ... 
la valeur du produit 2 . 3 . 4 . . décomposé en ses fac-
teurs premiers. Démontrer que le déterminant proposé 
est égal à (— 

13. On considère les plus grands nombres entiers 

contenus dans — ? ^ ? • • • • Démontrer (lue la somme '2 i 4 1 
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des n — I premiers est égale à la somme de tous les 
autres. 

1 i . La probabilité que deux nombres quelconques 

admettent o pour plus grand commun diviseur est • 

LJ. Soit une fonction, égale à H-i ou à — i , 
suivant que n est composé d'un nombre pair ou d'un 
nombre impair de facteurs premiers inégaux, autres que 
l 'unité. Soit !JL(AZ)==:O, dans les autres cas. Démontrer 
que 

(jL(i)-h . . - + - 3 6 
n m ~ — J 

si fi augtnente sans limite. On suppose |JL{I)= I. 

16. R^ étant le reste de la division de n par/ ; , dé-
montrer que l'on a 

lim ~ f K, -f- R, ^ H3 - h . . . -t- l\u ] = I - = o, 177:>. . . , 

l i m -II Hi + JIU-i- + - H. 

l i m -

= 4 — ^ =o,ioo3..., 12 
lorsque n augmente indéiiniment. C est la constcuilc 
d'Eulei', 0,5^72. . .. 

17. On considère les nombres de Bernoulli et d'Eu-
ler, déiinis par les égalités symboii(jues 

( iî — 
{E -\-i)P-^(E — i)P= o. 

Dénumtrer la lelation symbolique 

/ ( 2 U - . - E ) : : - 2 / 1 B ) - / ( 2 B ) - + - . / ' ( K ) . 
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En particulier, 

18. Ayant posé 

démontrer la formule 

19. Soient S/i la somme des puissances des plus 
grands nombres entiers contenus dans toutes les frac-
tions de numérateur n ; et ¡7,̂  ce que devient cette somme 
lorsqu'on n'y considère que les fractions irréductibles. 
On a 

S/i I 1 1 hm — — I 
nn ' 'iP^^ 

pour n infini. 

20. Soit 
7C 

^̂ ^ ~~ I .-i.v'ntulU.̂  1 ' 

Démontrer que l'expression 

/n — -- y^ 4 - r 2 H- 4- . . . H- J » 
. u h n // 

tend vers 

quand n augmente indéfiniment. 

21. Le rapport entre la somme des carrés des côtés 
d'un triangle et le carré de la somme des côtés est le 
plus fréquemment égal à 

22. Quand une épicycloïde roule sur une droite, le 
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centre de courbure correspondant au point de contact, 
se trouve sur une ellipse fixe. 

23. Quand une développante de cercle, ou une 
chaînette y roulent sur une droite, le centre de cour-
bure, correspondant au point de contact, se trouve sur 
une parabole fixe. 

24. Classer et étudier les courbes telles que, quand 
elles roulent sur une droite, le centre de courbure, 
correspondant au point de contact, se trouve sur une 
conique'fixe. 

25. Ayant brisé une barre en n morceaux, la pro-
babilité que Ton puisse, avec ces morceaux, former un 

polygone, est I — - -

26. 11 y a environ 17 à parier contnî 8 qu'un tri-
angle, de périmètre donné, est ohtusangle plutôt que 
acutangle. 

27. Toute médiane d'uir triangle est le plus fré-
q uenimen t ég al e a u qu a r t d u pé ri m è tr e. 

(A suivre.) 

COMPOSITION MATHÉMATIQUE POUR L'ADMISSION A L'ÉCOLE 
CENTRALE (SECONDE SESSION, OCTORRE 1 8 8 3 ) 

( voir T s é r i e , t. I I I , p. 291) ; 

SOLUTION PAR M. MORET-BLANC. 

On donne dans un plan unrectangleet un point 
quelconque P; par ce point on mène une droite de di-
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reclion arbitraire P R ; des quatre sommets du rec-
tangle, on abaisse des perpendiculaires AA', BB', CC, 
DD' sur cette droite. 

Cela posé, on demande de démontrer : 
Que, parmi toutes les droites PR issues du 

point P, il en existe une, PR', pour laquelle la somme r-
des carrés des distances des quatre sommets du rec-
tangle Cl cette droite est maxima^ et une autre, PR", 
pour laquelle cette somme est minima; 

2" Que les deux droites, PR' PR" sont rectangu-
laires ; 

Que le lieu géométrique des points P pour 
lesquels le maximum de r^ conserve une ualeiir don-
née ¡JL^ est une conique, et que la tangente à cette co-
nique, au point P est la droite PR'; que, de même, le 
lieu des points P pour lesquels le minimum de / - con-
serve une valeur donnée est une coniijue^ et que la 
tangente à cette conique, au point P, est la droite PR" ; 

4'' Que ces deux coniques sont homofocales et que 
leurs foyers communs sont indépendcints des valeurs 
attribuées aux deux paramètres (jl®, Â-. Donner la po-
sition de ces foy ers et (examiner en j)articulier le cas 
où Vune des dimensions du rectangle s annulerait. 

Je prends pour origine des coordonnées reclangu-
laires le centre, O, du rectangle, et pour axes, des pa-
rallèles O x , OJ , aux côtés AB, BC, dont je représente 
les longueurs par 2a , 2 ; a ^ b . 

Les coordonnées des sommets A, B, C, D sont respec-
tivement 

— {a, — b)-, {—a,b). 

Soient a, ê les coordonnées du point P, l'équation 
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d'une droite PR, issue de ce point, est 

y — o = m(T — a ) ; 
d'où 

BB' 

ni'^ - f - 1 

- --

ni^ -+-1 

[ib- - ma) — (6 -— 1711)]-
m 2 - f - 1 

\(h- h ma) — ( ê - 7 7 2 a ) p 

m^ 1 

ni -

en remarquant que Ton peut changer ie signe de la 
quantité élevée au carré. 

Il s'ensuit 

ÂÂ7V ÎÏÏr'-:- CC'\ DÏy' 
_ 4 ( a2 ) 2 — 8 gg 4 ( ^ ) ^ ^ 

¡n - -f-1 
ou, en chassant le dénominateur, 

4 (u- 4- a - -- - ni^ — 8 a o m - f - \ h- - - — j — o . 

ou 

(a'-'- a- - j — 'x-Mo ni - -- j — 

é(juation ([ui do une 

4 10 ±: y / - j a ^ ^ ^ M — 

Décomposons en facteurs la quantité sous le radical, 
et à cet effet cherchons les racines r- de l'équation 

Le coefiicient de / '' étant négatif, la plus grande ra-
cine sera un maximum, et la plus petite, un minimuui. 



On a 

±: 2 / ( a^ + l'̂  -V- a2 -i- _ ^ ( fyi ŷ  ) 
rrr ¿,2 ^ (oA— 

Donc 

o, c ¿,2 ^ ) 2 v/( - 2̂ )2 ^ ^ g2 

est un maximum a - , et 

un minimum A- ( ̂  ). 
Si le point P coïncidait avec le point O, le maximum 

serait /\a- et le minimum ^h'-; en général, le point P 
s'éloignant, le maximum sera plus grand que /\a- et le 
miin'mum sera compris entie ^t 

( ' ) Pour que les valeurs dc 7n soient réelles, il faulque la quan-
tité 

— r' \ ( â  H- ù- -h a- -f- 6- ) /•- — if) ( a' + b'- â  -i- a' G' ) 
soumise au radical soil })osilivc ou nulle, ce qui revient à 

En désignant par ¡J.- et les valeurs de/- 'qui annulent ce dernier 
polynônie, on a 

r ' — 4 ( H- b' -i" H- ) r' -f- r (3 ( a' b' + b' r- -i- a' ) 

où |x- et 7».-sont des quantités réelles, positives et inégales. 
Soit V ; alors la relation 

r'— b--̂ - â H- i6 {a^b'-^ ¿»̂  a-

entraîne évidemment les suivantes : 

( — [JL̂  ) 1 o, — ^̂  ^ O OU /•- < ¡x% et > 

c/est-à-dire que ¡x- est un maximum, et Â  un minimum. 
( G . ) 

Ann.de Mdthèmat.^ 3'" série, t. IV. (Octobre i.SF5.j 3o 
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Pour le maximum, le coefficient angulaire de VJi' 

(iSt 

m = 

9. aê 

— 2aê 

Pour le minimum, le coefficient angulaire de PR'̂  est 

4 «S 

«2 _ ¿2 a2 _ 62 «2 _ -I- a2 — g2 )2 4 g2) 

— 

d'où = — I, ce qui prouve que les deux droites PPi', 
P I F sont rectangulaires. 

3® En regardant A- et comme des constantes 
a et 6 comme des variables, et faisant disparaître les 
radicaux des valeurs de [i.- et X-, on a 

et 
4(X2_ 462)a2-f-4(;A2 _4a2)g2:^(X2_ 4^2)(X2_ 4¿,2). 

Ces deux équations représentent deux coniques dont 
les axes sont dirigés suivant les axes des coordonnées. 
D'après la remarque faite plus haut ), la première est 
une ellipse, et la seconde une hyperbole, le grand axe 
de l'ellipse et Taxe transverse de l'hyperbole sont di-
rigés suivant O y . 

( ' ) Cette remarque est que le maximum {x-est plus grand que^rt-, 
et le minimum V compris entre el 
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Le coellieient angulaire de la tangente à l'ellipse au 

})oint P est 

Désignons, pour abréger Téeriture, par R le radical 

on a 

¡J.2— 4^2 ^ g2_|_ IX 

_ (a2-f- H )[>2-h ¿,2) .__ R j 
[a2^ ¿,2)]2_ R2 

•Jta2 ^ 
et par conséquent 

( !jl2— 4/>2)a 
( 4 

^2 _ ¿2 2̂ _ g2 i/f rt2 — />2 a2 - 2̂ )2 A rj,'! g2 
— ^ ^ ' ^ m'. 

Pour riiypiîj'bole, il suffit de clianger ui- en A-, et R 
en — R; ce qui donne 

(A2_4a2)6 

= — ^ — ^ 771 — 2 ab 

Les tangentes aux deux coniques, au point P , sont 
donc les droites PR', PR". 

L'ellipse et l'hyperbole étant concentriques et se 
coupant orthogonale ment, on pourrait déjà conclure 
qu'elles sont homofocales ; c'est ce que démontre aussi 
la détermination directe de leurs foyers. 

Les carrés des demi-axes de Tellipse sont ^^^—r^ ' 
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leur difference [ a - — h-) est le carré de la dis-

tance de chacun des foyers au centre, ces foyers sont 
situés sur l'axe O 7 , leurs ordonnées sont 

y — 

On trouve les memes valeurs pour les ordonnées des 
foyers de l'hyperbole. 

Lorsque b o, les ordonnées des foyers sont ziz a . 
Lorsque ci z^ o., les foyers sont sur O x , et leurs 

abscisses sont it: h. 
Note. — La nicme queslion a été résolue par INtM. Barisien ; el Gail-

lardoii. Jacques, élève en jMalhéniali(jues spéciales au lycée de I»oucn. 

THÉORÈMES S I R L'ELLIPSE ET L'HYPERROLE É Q l l L A T È R E ; 
PAR M . J U H E L - R É N O Y . 

T H É O R È M E . — On joint un point M dUi/ie^ ellipse aux 
extrèndtés A, h! du grand axe. Soient P, Q les points 
dUnt.ersection de MA' et MA avec la directrice relative 
au fo) er F. 

L'angle PFQ est droit 
Réciprocjuenienty si un segment PQ de la directrice 

est va du foy er F sous un angle droit, les droites QA, 
PA/ se coupent sur l'ellipse. 

En eiïet, l'équation de l'ellipse étant 
a-y- H- Ir^-x- ~ a-b"^, 

les équations des droites MA, MA^ peuvent s'écrire 

(M Le Icclcur est prié de faire la figure. 
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Soit c le point d'intersection du grand axe et de la 

directrice, on a 

et 

donc 
¡y-

})ar conséquent, l'angle P F Q est droit. 
Démontrons la récipioque. 
Soient PC — J l et CQ ~ —j'^. 
On a, par liypotlièse, 

L'équation de PA' est 

7 
7i ^ 

c 
et réquation de QA 

y 

c 

On a donc, pour le lieu du point de rencontre des 
deux droites, 

équation de rellipse considérée. 

THÉOIIÈ:ME. — Soient M et M ' les extrémités de deux 
demi-diamètres cojijugués OM, OM' d'une ellipse, et F 
un fojer, 

La droite M'H parallèle ci MF est tangente au cercle 
décrit sur le petit axe comme diamètre. 

En eiï'et, soient a - j - h ' ^ x - ~ a - b - l'équation de 
Tellipse, et acoscp, ¿sincp l'abscisse et l'ordonnée du 
point M ; les coordonnées de M' seront — a sincp, & coscp. 
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el l 'équaliou de M'H sera 
( i ) hx sin cp —{bc -f- = — { a b -i- cy). 

Pour avoir l 'équaliou de TenvelQppe, prenons la dé-
1 ivée de l'équation ( i ) , par rapport à cp, 
( •¿) ¿>37 c o s c p - f - - f - « j ) s i n cp o. 

Elevons au earré les équations (i) 01(2), et ajoutons-
les-, nous aurons, pour l'équaliou de l'enveloppe, 

¿>2̂  

ee qui démontre la proposition. 

T H É O U E M E . — Soit un triangle rectangle inscrit dans 
une hyperbole écpdlatère : 

Les côtés de l'angle droit AB, AC interceptent sur 
les asyniptotes deux segments dont les milieux sont sur 
le cercle des neuf points du triangle. 

Prenons pour axes de coordonnées les deux côtés AB, 
AC^ et soient AB = a , AC = b. 

L'équation d 'une hyperbole écjuilatère circonscrite au 
triangle sera 

X' — -\-\xy — ax by o. 

Soit r = ex -f- d l 'équation d'une asymptote ; c et d 
vérifient les équations 

I — C^-T- X c = o, 
{\-—'i'C)d — a -\-bc — o . 

De ces deux équations on déduit, en éliminant). , 

( i) ac—¿>c2 — o. 

Or, pour démontrer la proposition énoncée, il suffi t 
de faire voir que le point, dont les coordonnées sont 

^ ~ ^ ~ ic ~ c' 

est sur le cercle des neuf points du triangle. 
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Remplaçons dans la relation (i) d par et c 

par — nous aurons entre les coordonnées x , j Fé-

quation 

qui représente le cercle des neuf points du triangle rec-
tangle ABC. 

La proposition est ainsi démontrée. 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE CENTRALE EN 1 8 8 5 . 
PREMIÈRE SESSION. 

Géométr ie analytique. 

On donne deux axes rectangulaires O x , O r et le 
cercle représenté par l'équation 

{x — a)2-i- (J _ _ r'î. — o. 

On considère la corde fixe AB menée par l'origine et 
partagée par ce point en deux parties égales, et une 
corde mobile CD, de direction constante, dont Je coeffi-
cient angulaire est égal et de signe contraire à celui de la 
corde fixe AB. 

On sait que, parles quatre points A, B, C, D, on peut 
faire passer deux paraboles P, P^ 

Trouver, quand la corde CD se déplace parallèlement 
à elle-même : 

Le lieu du point de rencontre des axes des deux 
paraboles P et P' ; 

Le lieu du sommet et le lieu du foyer de chacune 
de ces paraboles. 
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Epure. 

Un cylindi'c de révolution, dont le diamètre d est de 
o'",o8o, touche les deux plans de projection. 

Un cône, aussi de révolution, a pour trace horizon-
tale un cercle tangent à la ligne de terre, dont le dia-
mètre est égal à et poui; cote de son sommet ~d. 

On propose de construire : 
i" Les deux projections et le développement de la 

partie de la surface du cylindre comprise dajjs les 
deux nappes du cône^ 

La projection horizontale et la transformée par dé-
veloppement de Tintersection dt; la surface S avec un 
[)lan perpendiculaire au plan vertical, incliné de 
sur le plan horizontal et passant par le sommet du cônc. 

On indiquera, à l 'encre rouge, les constructions em-
|)loyées pour obtenir un point quelconque des projec-
tions et du développement des lignes d'intersection, et 
les tangentes en ces points. Ces constructions seront 
succinctement expliquées à l'aide d'une légende placée 
au bas de l 'épure. 

Titre extérieur : Géométrie descriptive-, 
Titre intérieur : Intersection d 'un cône et d 'un cylindre. 
Placer la ligne de terre parallèlement aux grands côtés 

du cadre, à o'", i70 du grand côté inférieur, et les pro-
jections du sommet du cône à O ™ , Î 3 O de la parallèle aux 
petits côtés du cadre, qui passe au milieu de la feuille. 

Triangle. 

On donne deux côtés a el b d 'un triangle, ainsi que 
l'angle C qu'ils comprennent, à savoir 

a = G374I"^,35, 
b = 44623-, 77, 
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On deaiaude dc dclcriiiiner les angles A, B, le côlé c, 

ainsi que la surface du triangle. 

Physique. 

Un corps solide A flotte sur un liquide L à o'', et le 
. rapport de la portion de volume immergée au volume 
total est égal à C. 

Connaissant le coefficient K de la dilatation cubique 
du corps A et le coefficient moyen \ de la dilatation ab-
solue du liquide L, dans les limites de température de 
l'expérience, on demande à quelle température x l 'im-
mersion commencera à être totale. 

Exemple numérique. 
G 0,9635482 
X 0,0011043 
K 0,00002-28 

Nota. — On emploiera les logarithmes. 

Chimie. 

1. Des propriétés chimiques du chlore. Application à 
la décoloration des tissus d'origine végétale. 

2. On décompose totalement du gaz hydrogène bi-
carboné par du chlore; on obtient de l'acide chlorhy-
drique gazeux et un dépôt de charbon. On demande, 
dans le cas où Fou opère sur de gaz hydrogène bi-
carboné mesuré à o" et : 

I" Quel volume de chlore, mesuré à o® et 760""™, il 
faudra employer ; 

Quel volume d'acide chlorhydrique, mesuré à o"" 
et on obtiendra; 

Quel poids de charbon sera mis en liberté. 
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On donne : 

Équiva lents 

vo lumes . 

Hydrogène bicarboné 4 
Chlore. 2 
Acide ehlorhydrique 4 

Équiva lents 
en 

poids . 

G 6 
Gl 3 5 , 5 
II 1 

Poids de i''* ¿10'' et jCc'""" : 

Ghlore 3 , 1 8 
Aeide ch lorhydrique i ,635 
Hydrogène bicarboné i,254 
Hydrogène 0,08958 

On demande la solution du problème par les deux 
méthodes des équivalents en })oids et des équivalents en 
volume. 

CORRESPONDANCE. 

Lettre de M. G. Mittag-Leffler, Membre de r Acadé-
mie des Sciences, Professeur ci l ' Unii^ersité de Stoch-
holm, Rédacteur en chef des Acta Mathematica. 

Permettez-moi de vous faire part de la Communica-
tion suivante qui paraîtra prochainement dans le journal 
Acta Mathematica, dont je suis le rédacteur en che f : 

« Sa Majesté Oscar II, désireuse de donner une nou-
velle preuve de l ' intérêt qu'elle porte à l 'avancement 
des Sciences mathématiques, intérêt qu'elle a déjà té-
moigné, en encourageant la publication du journal Acta 
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Mathematicay qui se trouve sous son auguste protec-
tion, a résolu de décerner le 21 janvier 1889, soixan-
tième anniversaire de sa naissance, un prix à une décou-
verte importante dans le domaine de l'Analyse 
mathématique supérieure. Ce prix consistera en une 
médaille, du dix-huitième module, portant l'effigie de 
Sa Majesté et ayant une valeur en or de mille francs, 
ainsi qu'en une somme de i5oo kronor en or (i krona 
égale 1 franc 5o centimes environ). 

» Sa Majesté a daigné confier le soin de réaliser ses 
intentions à une Commission de trois membres : M. Cari 
Weierstrass, à Berlin; M. Charles Hermite, à Paris; et 
le rédacteur en chef de ce Journal, IM. Costa Mittag-
Leffier, à Stockholm. Le travail des commissaires a été 
l'objet d'un Rapport dont Sa Majesté a pris connaissance, 
et voici les conclusions auxquelles elle a donné son ap-
probation : 

)) Prenant en considération les questions qui, à divers 
titres, préoccupent également les analystes, et dont la 
solution serait du plus grand intérêt pour les progrès de 
la Science, la Commission propose respectueusement à 
Sa Majesté d'accorder le prix au meilleur Mémoire sur 
l 'un des sujets suivants : 

» 1. Étant donné un système d'un nombre quelconque 
de points matériels qui s'attirent mutuellement suivant 
la loi de Newton, on propose, sous la supposition qu'un 
choc de deux points n'ait jamais lieu, de représenter 
les coordonnées de chaque point sous forme de séries 
procédant suivant quelques fonctions connues du temps 
et qui convergent uniformément pour toute valeur réelle 
de la variable. 

)) Ce problème, dont la solution étendra considérable-
ment nos connaissances par rapport au système du 
monde, parait pouvoir être résolu à l'aide des moyens 
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analytiques que nous avons actuellement à notre dispo-
sition; on peut le supposer du moins, car Lejeune-
Diriclilet a communiqué, peu de temps avant sa mort, 
à un géomètre de ses amis, qu'il avait découvert une 
méthode pour l'intégration des équations différentielles 
de la Mécanique, et qu'en appliquant cette méthode il 
était parvenu à démontrer d'une manière absolument 
rigoureuse la stabilité de notre système planétaire. 
Malheui cusement nous ne connaissons rien sur cette 
méthode, si ce n'est que la théorie des oscillations infi-
niment petites paraît avoir servi de point de départ pour 
sa découverte On peut pourtant supposer, presque 
avec certitude, cfue cette métliode était basée, non point 
sur des calculs longs et compliqués, mais sur le déve-
loppenK^nt d'une idée fondamentale et simple, qu'on 
peut avec raison espérer de retrouver par un travail per-
sévérant et approfondi. Dans le cas pourtant où le pro -
blème proposé ne parviendrait pas à être résolu pour 
l'époque du concours, on pourrait décerner le prix pour 
un travail dans lequel quelque autre problème de la 
Mécanique serait traité de la manière indiquée et résolu 
complètement. 

» M. Fuchs a démontré dans plusieurs de ses Mé-
moires ( - ) qu'il existe des fonctions uniformes de deux 

(') Voir p. 35 de Télogc dc Lejeunc-Diriclilet par Krummer, 
Abliandliingen der K. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
j8(K). 

Les Mémoires se trouvent: 
NacJirichten von der K. Gesellschaft der Wissenschaf teil zu 

Göttin gen, février iSSo, p. 170. 
'1° Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 89, 

p. i»')!. (Line traduction de ce Mémoire se trouve dans le Bulletin 
de M. Darboux, série, t. IV.) 

Nachrichten von der K Gesellschaft der Wissenschaften zu 
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variables, qui se rattaclient par le mode de leur généra-
tion aux fonctions ultra-elliptiques, mais sont plus gé-
nérales que ces dernières, et qui pourraient probable-
ment acquérir une grande importance pour l'Analyse, si 
leur théorie était développée davantage. 

» On propose d'obtenir, sous forme explicite, les fonc-
tions dont l'existence a été prouvée par M. Fuchs, dans 
un cas suffisamment général, de manière qu'on puisse re-
connaitre et étudier leurs propriétés les plus essentielles. 

» 3. L'étude des fonctions définies par une équation 
différentielle suffisamment générale du premier ordre 
dont le premier membre est un polynome entier et ra-
tionnel par rapport à la variable, la fonction et sa pre-
mière dérivée. 

)) MM. Briot et Bouquet ont ouvert la voie à une telle 
étude dans leur Mémoire sur ce sujet (^Journal de 
r Ecole Polytechnique, XXXVF Cahier, p. iSS-igS). 
Les géomètres qui connaissent les résultats découverts 
par ces auteurs savent aussi que leur travail est loin 
d'avoir épuisé le sujet diffficile et important qu'ils ont 
abordé les premiers. 11 parait probable que de nouvelles 
recherches, entreprises dans la même direction, pour-
ront conduire à des propositions d'un haut intérêt pour 
l'Anal vse. 

Göttingen., juin 1880, p. 445. (Traduit en français, Bulletin de 
INI. Darboux, série, t. IV.) 

4'' Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 90, 
p. 71. (Aussi dans le Bulletin de M. Darboux, série, t. IV.) 

5" Abhandlungen der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Göttingen, 1881. {Bulletin àft M. Darboux, t. V.) 

G" Sitzungsberichte der K. Akademie der Wissenschaften zu 
Berlin, i883, I , p. 607. 

7° Le Mémoire de M. Fuchs, inséré dans le Journal de Bor-
chardt, t. 70, p. 177. a aussi quelques rapports avec les Mémoires 
cités. 
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» A. On sait quelle lumière a été portée sur la tliéorie 

générale des équations algébriques, par l'étude de ces 
équations spéciales auxquelles conduit la division du 
cercle en parties égales, et la division par un nombre 
entier de l'argument des fonctions elliptiques. La trans-
cendante si remarquable qu'on obtient, en exprimant le 
module de la théorie des fonctions elliptiques par le 
quotient des périodes, mène semblablement aux équa-
tions modulaires qui ont été l'origine de notions entière-
ment nouvelles, et de résultats d'une grande importance, 
(domine la résolution de l'équation du cinquième degré. 
Mais cette transcendante n'est que le premier terme, 
le cas particulier le plus simple d'une série infinie de 
nouvelles fonctions que M. Poincaré a introduites dans 
la Science sous la dénomination de fonctions fuch-
siennes, et appliquées avec succès à l'intégration des 
équations différentielles linéaires d'un ordre quelconque. 
Ces fonctions, qui ont donc dans l'Analyse un rôle dont 
l'importance est manifeste, n 'ont pas été considérées 
jusqu'ici sous le point de vue de l'Algèbre, comme la 
tianscendante de la théorie des fonctions elliptiques, 
dont elles sont la généralisation. On propose de combler 
cette lacune et de parvenir à de nouvelles équations ana-
logues aux équations modulaires, en étudiant, ne serait-
ce que dans un cas particulier, la formation et les pro-
priétés des relations algébriques qui lient deux fonctions 
l'uchsiennes, lorsqu'elles ont un groupe commun. 

» Dans le cas où aucun des Mémoires présentés pour 
le concours sur un des sujets proposés ne serait trouvé 
digne du prix, ce dernier pourra être adjugé à un Mé-
moire mis en concours, contenant la résolution complète 
d'une question importante de la théorie des fonctions, 
outre celles proposées par la Commission. 

» Les Mémoires présentés au concours devront être 
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munis d'une épigraphe, ainsi que du nom el de l'adresse 
de l'auleur, sous pli eachelé, et adressés au Rédacteur 
en chef des Acta Matheniatica, avant le juin 1888. 

» Le Mémoire auquel Sa Majesté daignera décerner le 
prix, ainsi que d'ailleurs le ou les Mémoires que la 
Commission estimera dignes d'une mention honorable, 
seront insérés dans les Aicta Mathematica, et aucun 
d'entre eux ne doit être publié auparavant. 

)) Les Mémoires peuvent être rédigés dans telle langue 
que l'auteur voudra choisir ; mais, comme les Membres 
de la Commission appartiennent à trois pays différents, 
l 'auteur doit réunir à son Mémoire originaire une tra-
duction française, si le Mémoire n'est pas déjà écrit en 
français. S'il n'y a pas de telle traduction, l 'auteur doit 
accepter que la Commission en fasse faire une à son 
usage. 

)) L A R É D A C T I O N DES Acta Mathematica. » 

Lettre de M. A. Mathieu, ancien colonel d'artillerie. 

Veuillez me permettre de faire remarquer que la con-
jugaison isogonale de deux points, dont il est parlé dans 
un article de M. d'Ocagne, inséré au numéro d'aoïit 1885 
des Nouvelles yJnnales,, est identique avec le premier 
des quatre modes de conjugaison de deux points, ou d'un 
point et d'une droite, dont j'ai fait connaître certaines 
propriétés dans ce Journal, en i8()5 série, vol. IV), 
par trois articles publiés sous ce titre : Etude de Géo-
mètrie comparée. J'avais dénonuné ce mode de conju-
gaison : Inversion trilijiécdre, ternie auquel je ne liens 
d'ailleurs aucunement; les théorèmes restent, et c'est 
l'essentiel. 

J'ai été empêché par nu^s occupations de donner la 
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suile (jne j'entrevoyais à ees niétliodes de transforma-
tion, dans lesquelles la eonstruetion d 'une conique, par 
points ou par tangentes, (îst ramenée a la détermination 
d'une droite qui est la conjuguée ou d 'un point qui est 
le conjugué de la courbe; mais je puis assurer aux lec-
teurs des Nouvelles Annales, que le sujet pourrait inté-
resser, qu'ils ne perdraient pas leurs peines en le tra-
vaillant. 

Je vous demanderai de vouloir bien faire rectifier, 
^av errata, plusieurs fautes d'impression qui dénaturent 
quelques-unes des forniules de mon Mémoire de T865. 

J'ai l 'honneur, etc. 

Errata au Tome IV de la deuxième série des « Nouvelles 
Annales ». 

Paj;e /jç)-.?. — Au lieu de {p, q) le eenlre du ccrele conscriL au 
trianj^le, lisez ( P, O) le centre du cercle circonscrit au triangle. 

Par suite, Téiiuation dc la ligne conjuguée ou inverse de la conique 
doit s'écrire 

— Q) cos ( a -h oc' a" ) 
M -i- N 

— (.27 — P ) sin ( a a'4- a") 4- R — o. 

Même page. — Les formules ( 2 ) doivent être remplacées parles 
suivantes : 

('0 

l'age r>3V — Au lieu de 

M M 
N_ 
M~ 
N N I{ :z:r ' , HsCZ A = P, ^ 
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S O L L I T I O K S D E Q U E S T I O N S 

P R O P O S É E S D A N S L E S N O U V E L L E S A N N A L E S . 

Question 1449 
f voir série, t. U, p. 288 ) ; 

PAR M . LOUIS M . . . . 

La somme des restes du nombre entier divisé par 
chacun des nombres entiers qui le précédent, augmentée 
de la somme des diviseurs des nombres non supérieurs 
à 72, est égale ci / / - . ( E . C E S A R O . ) 

Soient • • • ^ l^s quotients, et / o, . . . , r,i 
les restes obtenus en divisant n successivement par i , 

On a 
n = A-i, 
n — < 7 , . r - i . 

n = q„,n 

Ajoutons ces n égalités; il vient, en observant que 
r,, = o, 

n2 = I - H . . . - h -f- -+- - . . 4 -

D'après les égalités ci-dessus, la suite des nombres 
I, '2, 3 n 

contient q̂  termes divisibles par i , q̂ . termes divisibles 
par 2, . . . , et, pour finir, q,i termes par n. La somme 
de tous les diviseurs de cette suite est donc 

L'égalité précédente démontre ainsi le théorème. 

Note, — M. Moret-BIanc a résolu la même question. 

Ann, de Mathémai., série, t. IV (Octobre i885). 3r 
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Question 1509 
(voir 3* série, t. HI, p. /,q".}; 

PAR M. F. P lSANl . 

ABC étant un tr iangle donné, on joint ses sommets 
à un point, O, de son plan, par des lignes droites qui 
coupent les cotés BC, CA, AB en A', B', C^ soient 

a le rnilieu de BC ; a' le milieu de AA'; 
b .. CA; b' » BB'; 
c » AB; c' )) G C ; 

les trois droites aa!, hh\ cc' concourent en un point M, 
centre de la conique qui touche les cotés du triangle 
aux points A ,̂ B', C . 

Cela, posé, on a la relation 

O A . O B . O C Ma.Mb.Mc ^^^ 
o:V' ,0\V. O C M a ' . M b'. M c' 

( H . S C H R Ö T E R . ) 

I® Les points c, a, milieux de AB, BB', BC, sont 
sur la droite ac^ parallèle à AC, et l'on a 

cb' _ AB' 
b'a ~ B'C' 

de même 
ad _ ^ ba' _ CA' 
cb~ ~ ÂT^̂  

d'où 
cb',ac'.ba' _ AB' .BC' .CA' _ 
y a. dbZä''c B 'C .C A.A B ~ * ' 

donc les trois droites aa!,, cd concourent en un 
même point M. 

C ) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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Pour démontrer que le point M est le centre de la 

conique qui touche les côtés BC, CA, AB du triangle 
aux points A ,̂ B ,̂ C , remarquons qu'en prenant pour 
axes des x et des j les droites AC, AB, et désignant par 
a, ê, Y les côtés BC, CA, AB du triangle, les équations 
de hh\cc' sont 

- Ŷ r + I ^ Y - o , 
— ^ y 4- ( A C — Y -1- I = o ; 

d'où l'on tire, entre les coordonnées x , r du point M, 
commun à ces deux droites, l'équation 

qui représente la droite A M. 
D'autre part, l'équation de la droitt; B'C/ étant 

-i- -j-^, - - I — o, 
AB' A G' 

les coordonnées du point de rencontre des droites AM et 
B 'C sont 

ce qui montre que la droite AM passe par le milieu de 
la corde des contacts, B'C^, des tangentes AC, AB; donc 
la droite AM est dirigée suivant un diamètre de la co-
nique qui touche les côtés du triangle ABC aux 
points A', B', C . 

Il est clair que les droites BM, CM sont, de même, 
dirigées suivant des diamètres de cette courbe 5 par consé-
quent, le point M est le centre de la couique tangente 
aux côtés du triangle ABC, aux points A ,̂ B ,̂ C^ 

Les triangles ABA', BCB', CAC^ étant, respective-
ment, coupés par les transversales CC, AA', BB', on a 

O A . A ' G . B G ' = OA'.BG.G'A, 
OB.B'A.GA'==: OB' .AC.A'B, 
O G . G ' B . A B ' = OG' .BA.B 'G; 
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d'où 

O A . Q B . O C _ A B . B C . G A A'B.B 'G.G^A 
OA' .OB ' .OG ' ~ AB ' .BG' .GA' AB' .BG' .GA' ' 

Mais 
A'B.B'C.CA _ 
AB' .BG' .GA' 

donc 
Q A . O B . O G _ A B . B G . G A 

OxV.OB'.OG' ~ AB' .BG' .GA'* 

On ferait voir de même que, dans le triangle a i e , on a 

M a . M Me _ ab.bc,ca 
M « ' . M 6 ' .M c' ~ ab'.bc'.ca' 

et, par suite, 

Ma.Mb.Mc lab .o,bc .o.ca AB.BG.GA 
M a ' . M ¿>'. Me' "" lab'.xbc'.ica' AB' .BG' .GA' 

Les relations (i) et (2) donnent 

O A . O B . O G _ M a . M 6 . M c ^ 
O A'. OB' . O C " M a ' . M è ' . M c ' ' 

c'est ce qu'il fallait démontrer. 

Note. — La même question a été résolue par MM. Moret-BIanc, 
Goffarl, et Louis M 

QnestlOîi 1 5 1 5 
( v o i r 3* s é r i e , t . HI , p . 54-3); 

PAR M. E. BARISIEN. 

On donne une ellipse; les normales à cette ellipse 
aux points P, Q se rencontrent en Fi, de telle sorte que 
les droites OR et P Q sont également inclinées sur les 
axes, O étant le centre de Vellipse. On demande de 
démontrer : 
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I® Que la partie (leV(^.,comprise entre les axes, est 

de longueur constante-.^ 
2® Que les deux autres normales menées rfe R à l'el-

lipse forment entre elles un angle droit. 
( W O L S T E I N H O L M E . ) 

Soient ( ^ n j i) et (^2, } 2) '^s coordonnées des 
points P et Q ; (a, ê) les coordonnées du point 11-, 

(1) ¿,2^2 — 

l'équation de l'ellipse; 

(2) y = ^ n i x - \ ~ n 

l'équation de la droite PQ. 
INous allons clierclier la relation qui lie les coefli-

cien ts /z, en exprimant que la droile OR a pour coef-
iicient angulaire — m. 

Le point R étant à l'intersection des deux normales 
PR, QR, on a, entre ses coordonnées a, ê, les relations 

a'^fx a — b-xio = c-x^yx et — = c^x^yi, 

qui donnent 

( ̂ -iji — '̂172 ) ' X2yi — xiy2 ) ' 
Mais 

y^ = m Xi~T- n et y.i = nix-i -f- n ; 
d'où 

J l —y-i ^ m{xx — x-i) et x^yx — Xxjt ^ — n { x x ~ X i ) , 

et par suite 
— m P c2 

a'^-n ^ ^ b^n 

^ — ^̂  ZlZl, 
a b'^m X1X2 

D'autre part, la résolution des équations ( i ) e t ( 2 ) 
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conduil à 

[à^m'^-r- -f- i.a'^mnx -h — o, 

il en résulte 

et 

j i jr^ _ b^{n^ ~ a-m'^) 

Le coefiicient angulaire de OR est donc 
ô _ n'^ — a2 

En exprimant que ce coefiicient est égal à — m , on a 

11- — a'2 
—7—5 = — fn, 

d'où 

Or la droite PQ coupe les axes en des points dont 
les distances au centre O de l'ellipse ont, respectivement, 

pour valeurs — ^ et ; il s'ensuit que la partie 

de PQ comprise entre les axes est égale h 

n 
y m^ m y 

xMais, d'après l'équation (3) , 

— v/1 -T- m- — Ja'^-h 6*2 : m 

donc la partie de P Q comprise entre les axes est de 
longueur constante y/a^-h 

2° Formons l'équation du quatrième degré qui donne 
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les eoefíjcieuts angulaires des quatre normales à lellipse, 
issues du point R (a, ê). 11 faut, à cet effet, éliminer x 
et y entre les équations 

a'^ y.y — h'^^x — c^xy, 

;jL représentant le cocificient angulaire de la normale. 
Le calcul conduit à Téquation 

Si [JLi et ¡JLo sont les coefficients angulaires des nor-
males PR, QR, et [JL3 et jJL/, les coefficients angulaires 
des deux autres normales, on a, d'après l'équation (4), 

or 

par conséquent 

(6) - p - - • 

Mais 

douíí 
_ gerirò _ «2 ^ — a2m"-
~ ~ ^ \ n'—b^ ) " 62 

En tenant compte de cette valeur de ¡i-ip-a, la rela-
tion (6) donne 

ce qui démontre la proposition énoncée. 
Note. — -M. Launojs professeur au lycée du Puy, el M. Juhel-

Henov, ont résolu la ujéine question. 



( 48o ) • 

Question 1 5 1 6 
(Tolr 3* gé r l e , t. III, p. 5U); 

PAR MM. G. DROUOT ET H. BAGARD, 
Élèves du lycée de Bar-le-Duc (Mathématiques spéciales). 

On mime la normale en un point P d'une ellipse 
donnée; cette normale coupe les axes aux points Q, R ; 
sur QR comme diamètre on décrit un cercle ; par un 
point cpielconque, S, de la tangente CL l'ellipse au 
point P, on mène des tangentes à ce cercle : démontrer 
que la corde de l'ellipse qui passe par les points de 
contact som-tend un angle droit, au point (P) 

( W O L S T E N H O L M E . ) 

Ou sait que les polaires des divers points de la 
droite PS, par rapport au cercle considéré, passent par un 
point fixe A, pôle de PS, situé sur la normale en P à 
Tellipse, et qui contient le centre du cercle. 

Or, d'après le théorème de Frégier, la corde inter-
ceptée sur l'ellipse par les côtés d'un angle droit ayant 
son sommet P sur la courbe, passe par un point fixe de 
normale. Et inversement, toute corde de l'ellipse qui 
passe par ce point fixe sous-tend un angle droit au 
[)oint P. 

Donc, si nous démontrons que la corde correspondant 
dans l'ellipse à la polaire d 'un point particulier S de PS 
sous-tend un ailgle droit au point P , la question sera 
résolue ( - ) . 

C ) Le lecteur est prié de faire la figure. 
Parce qu'il sera ainsi démontré que le pôle A est le point où 

la normale est rencontrée par les cordes de rd l ipsc qui sous-tendenl 
des angles droits en P. 
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Considérons le point S pour lequel la polaire relative 
au cercle est un diamètre HL de l'ellipse. 

Soient C le centre du cercle décrit sur QR comme 
diamètre, et O le centre de l'ellipse. 

On a 

( 1 ) G A . G P = G Q ' = C Ô ' , d ' o ù = 

il s'ensuit que les triangles CAO, COP sont semblables; 
leur similitude donne 

O A _ ^ _ G A 

O P ~ G O ~ G Q ' 

D'autre part, on a, d'après la relation (i) , 

G A _ G Q _ G Q - G A _ A Q _ 

G Q ~ G P ~ G P - G Q ~ Q P • ^ O P ~ Q P ' 

ce qui montre que la droite OQ est bissectrice de l'angle 
AOP ; par conséquent OP == OL ( ^ ). 

Or, OP est la médiane du triangle HPL; donc ce 
triangle est rectangle en P , et la proposition est démon-
trée. 

A^ote. — La même question a été résolue par INIM. Moret-Blanc, 
Launoy, professeur au lycée du Puy, Juhcl-Renoy et Barisien. 

Question 1524 
( voir 3" série, t. IV, p. 1G4); 

PAR M. L'ABBÉ A. G E N E I X - M A R T I N . 

Les points oii les arêtes d'une des faces d'un 
tétraèdre sont rencontrées par les plans bissecteurs 
extérieurs des dièdres opposés sont en ligne droite; 

0 ) C'est une égalité que l'on peut eifectivement conclure de ce 
que les demi-diamètres OP, OL de l'ellipse forment des angles 
égaux avec l'un des deux axes dc la courbe. 
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Cette droite est dans le plan dètemànè par les 

points oii les tr ois autres arêtes sont rencontrées par les 
plans bissecteurs intérieurs des dièdres opposés. 

' E . C E S A R O . ) 

i" Soient 11, P, Q les points où les arêtes de la 
face ABC sont rencontrées par les plans bissecteurs 
extérieurs des dièdres opposés. 

Le plan bissecteur d'un angle dièdre d'un tétraèdre 
dii^ise larête opposée en deux- segments proportionnels 
aux faces adjacentes. Le théorème est vrai aussi pour 
le plan bissecteur d'un angle extérieur au tétraèdre. 
(/^oiV solutions des problèmes d'Amiot, édition 1873, 
p. 2 5 O . ) 

D'après ce théorème, on a 

PC 
ASB M 

RA 
BSG QA ASC. 

ASC RA " ASB QB ~ BSG ' 

d'où, en multipliant membre à membre, 

P B . R C . Q A _ ASB.BSC.ASG _ 
P G . R A . Q B ~ ASG.ASB.BSG 

Donc, d'après le théorème de Ménélaûs, les trois 
points R, P, Q sont en ligne droite. 

Soient M, JN. O les points où les arêtes SA, SB, SC 
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sont rencontrées par les plans bissecteurs iutérûiurs des 
dièdres opposés. On a 

^ _ ^ _ OS _ ASB 
RÂ "" ÂSl ' MS ~ B ^ ' ÔC ~ 'KbC ' 

d'où 
R G . M A . O S _ B S C . A B C . A S B _ 
R A . M S . O C ~ A S B . B S G . A B G 

donc les trois points O, M, R sont en ligne droite. On 
prouverait de même que P est sur le prolongement 
de ON, et Q sur le prolongement de MN. Donc la 
droite R P Q est dans le plan MNO. Ce qu'il fallait dé-
montrer. 

A'ote. — La même question a été résolue par M. Valeri, professeur 
au lycée royal de Modêne. 

Question 1333 
( v o i r 3* s é r i e , t. I V , p . .igr); 

PAR M. J. R O M E R O , à A r a n d a d e D u e r o . 

n étant un nombre entier positif ] 

\on — '1-

est divisible par 64-
( WoLSTEIN H O L M E . ) 

On peut éjioncer la proposition sous la forme sui-
vante, plus générale : 

n et p étant deux nombres entiers positifs 

est divisible par ( — j 

En effet, si l 'on attribue à n les deux valeurs entières 
et positives m et m - f - i , on aura, par soustraction, la 
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congru cru e 

(}) —iJ-4-( ;a2__,)- i^o, | niod.Ca'^—1)2]. 

D'autre part, pour /i = 1, on a 

(•2) a ( a2— i)-4-(a2 — i ) 2 = o, [mod.(«2—1)2] ; 

par conséquent, la propriété énoncée aura lieu pour 
toutes les valeurs entières positives de 72 ( ^ ). 

Note. — MM. Morct-Blanc, .Juhel-Rciioy el Fauqucmbergue ont 
résolu la même question. 

M. Juliel-Kenoy a démontré cette proposition plus générale : l'ex-
pression 

{a •2a)n — {a-\-iyi\ 
dans laquelle a, n, p sont des nombres entiers positifs, est divisible 
par {a'-r- ia)\ 

M. Kauquenibcrgue a, de même, généralisé la proposition de 
M. \V()lslenlioline, en déiii-ontrant le théorème suivant : 

rn désignant a'' — i , l'expression 

^'JM+a ( f^fyi _ ^ a ) _ fjfa 

est divisible par rn\ 
(tj OL,n, /. , m représentent des nombres entiers positifs. 

Question 1536 
( voir 3" sér ie , t. IV, p. .lyi) ; 

PAU m . GIOVANI RUSSO, à Gantazaro. 

Dans la parabole, les segments déterminés sur deux 
tangentes issues d'un même point de l'axe par deux 
tangentes quelconques sont égaux. ( D ' O C A G W E . ) 

Soient AB, AC les tangentes issues d'un point A de 

( ' ) On peut conclure de la congruence ( i ) que, si la propriété 
énoncée existe pour une certaine valeur m de n, elle aura lieu 
encore pour la v a l e u r + 1 de /i et la congruence ( 2 ) montre que 
cette propriété existe pour /? = i ;donc elle a lieu pour toute valeur 
entière positive de n. (G.) 
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l'axe de la parabole considérée ( ' ) : DE, FG deux autres 
tangentes rencontrant respectivement AB aux points D, 
F , et AC aux points E, G, de sorte que les segments dé-
terminés sur AB, AC sont DF, EG. 

On sait que, dans la parabole, la projection de la partie 
d'une tangente variable, comprise entre deux tangentes 
fixes, sur une droite perpendiculaire à l'axe, est con-
stante ( - ) ; donc, en désignant par HM et NLles projec-
tions des tangentes DE, FG sur la droite BC qui est per-
pendiculaire à l'axe, on a 

HM NL, 

et, supprimant la partie LM, commune à ces deux pro-
jections, il vient 

HL = MN, 

c'est-à-dire que les projections des segments DF, EG 
sont égales entre elles. En outre, les deux droites DF, 
EG sont également inclinées sur BC; par conséquent, 
on peut conclure l'égalité des segments DF, EG de l'éga-
lité de leurs projections HL, MN. c. Q. F. D. 

Note. — La même question a été résolue par M. Moret-Blanc. 

Question 1538 
(voir 3« série, t. IV, p. 391 ); 

PAR U N A N O N Y M E . 

IJaire du triangle fot^mé par les centres des trois 
cercles exinscrits à un triangle est égale au produit 

C) Le lecteur est prié de faire la figure. 
Cette projection est précisément la moitié de la projection de 

la corde des contacts des tangentes fixes sur une perpendiculaire à 
Taxe. Cela résulte simplement de ce que le diamètre mené par le 
point de rencontre de deux tangentes divise en parties égales la 
corde des contacts. (G.) 
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du périmètre de ce triangle par le rayon du cercle 
circonscrit, ( B A R I S I E N . ) 

Soient M, N, P les points où les bissectrices AO, BO, 
CO des angles d'un triangle ABC rencontrent la cir-
conférence circonscrite à ce triangle et O', Ô ,̂ O''' 
les centres des trois cercles exinscrits, respectivement 
tangents aux côtés BC, CA, AB ou je vais 
d'abord démontrer que les points M, N, P S(mt les mi-
lieux des droites 0 0 ' , 00% 0 0 ' ^ 

Dans le triangle OBM, chacun des deux angles BOM, 
A B 

OBM est égal à — d o n c MB = MO ; mais, le tri-
angle OBO' étant rectangle en B, MO' = MB-, donc 
M 0 ' = MO, et par conséquent le point M est le milieu 
de OO'. On démontrerait de même que les points N, 
P sont les milieux des droites 0 0 % OO'^'. 

Cicla étant, les égalités 
OM ^ 0 0 ' , ON ^ 0 0 ' , OV 

donnent 

MN = i O ' 0 % MP - PN I 0 "0 ' " 

et, par suite, 
surf. 0 ' 0 ' ' 0 " ' . - 4 M N P . 

Reste à faire voir que, en désignant par R le rayon du 
cercle circonscrit au triangle ABC et par 2p le périmètre 
de ce triangle, on a 

surf. MNP R. 

Soit C le centre du cercle circonscrit au triangle. Les 
rayons C^M, C'N étant respectivement perpendiculaires 
aux milieux des cordes BC, CA, l'angle MC'N est le 

C ) Le lecteur est prié dc faire la figure. 
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supplémeiiL de J'aiigle C*, il eu résulte 

surf. G'MN ^ |H2 gi^G == ^ R s i n C x U = ¡aW. 

Ou aura de même 
C/M1> -^IbFy, G'NP = 

donc 
G ' M N - H G ' M P - f - G ' N P , ou MINP == R. 

c . Q . F . n . 

A'O/e.—La mèrne queslion a élé résolue par MM. Moret-BIanc; Juhel-
Henoy; A. Bussani, professeur au lycée de Padoue. 

QIESTIOXS. 

1546. Par le foyer d 'une parabole on mène trois 
rayons vecteurs faisant entre eux des angles égaux, et 
en leurs milieux on élève des peipendiculaires qui, en 
se rencontrant, forment un triangle équilatéral. 

Démontrer que le lieu du centre et l'enveloppe du 
cercle circonscrit à ce triangle sont des cercles. 

( E . F A U Q U E M B E R G U E . ) 

1547. Soient AA', BB'deux diamètres conjugués d'une 
ellipse^ Mi\r un diamètre quelconque : les pôles des 
quatre droites MA, MA', M'B, M'B' sont situés sur une 
hyperbole qui passe par le centre de Tellipse, et est tan-
gente, en ce point, au diamètre MM'5 le centre de cette 
courbe est situé sur l'ellipse, et ses asymptotes sont pa-
rallèles aux droites AA', BB', respectivement. 

( G E I Î T Y . ) 

1548. Prouver que 

{C2n-2p.n-pX Cip^pY ^ entier. 
^fhp 

(Catala-JV.) 
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1349. Une ellipse de grandeur invariable (demi-axes 
¿) se déplace de façon à rester tangente à une droite 

donnée en un point donné; démontrer que le lieu géo-
métrique du centre de cette ellipse est une courbe fermée 
du quatrième degré, dont Taire a pour expression 

- i a - h y . 
•1 

( E . B A R I S I E N . ) 

1000. Etant donnés un cercle fixe et une droite tour-
nant autour d'un point fixe, on considère un cercle de 
rayon constant tangent au cercle et à la droite; on de-
mande le lieu du point de contact de ce cercle et de la 
droite. ( D ' O C A G N E . ) 

1001. Trouver une courbe plane, telle que le produit 
des distances d 'un point fixe à deux de ses tangentes pa-
rallèles soit constant. 

Les coniques â centre sont des cas particuliers. 
( B A R B A R I N . ) 

1002. On donne une asymptote d'une hyperbole équi-
latère, un point de la courbe et une circonférence tan-
gente »à l 'hyperbole; déterminer ses axes et ses foyers. 

( A . . . . ) 

1553. Soient A, B, a , ¿>, c des nombres entiers posi-
tifs, et l o o a - h i o ¿ - f - c divisible par loA + B : dé-
montrer que c A-— ¿ AB 4-rtB^ est, de même, divisible. 

( C a p . P . - A . M A C M A H O N , R . A . ) 

Extr^iit du journal anglais : The educational Times. 

ERRATIUI. 

Même tome, page 44^, l igne lo, au lieu de question 1543, lisez 
question 1545. 
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P R O P R I É T É S É L É M E N T A I R E S D E S F A I S C E A U X M V O L L L T I O N , 
E T L E L R A P P L I C A T I O N A Q I E L Q U E S P R O B L È M E S R E L A T I F S 
A I X C O U R B E S D U S E C O N D E T D U T R O I S I È M E D E G R É ; 

PAR M. J.-B. POMEY. 

Soient j = .r taiiga, j = .rtai}ga' les équalions de 
deux droites passant par l'origine des coordonnées, les 
axes étant supposés rectangulaires. 

Si, entre a et a ,̂ il existe la relation 

(i) A tanga tanga'-i- B(taiiga -i- tanga ' ) -(- G = o, 

où A, C sont des constantes, ces deux droites sont 
dites rayons correspondants d'une involution. 

L'angle a deviendra égal à l'angle a/, et le coujde de 
rayons correspondants sera dit se réduire à un rayon 
double, pour les valeurs de tanga racines de l'équation 

( 2 ) A .r- -T- 2 .î? -i- G = C). 

Si les deux valeurs de tanga ainsi obtenues sont ima-
ginaires, elles sont conjuguées si A, B, C sont réels. 
Soient a, et a^ les angles dont les tangentes sont les ra-
cines x'̂  de (a) . Si l'angle a, -h y.2 est réel, il en sera 

de même de l'ancjle ï l - Î - ^ , et cela a lieu en réalité, car 
la formule 

• tangai-r-tanp:a2 tan<;<̂ ai -H OLO) = ^^^ ^ 1 — tang â  tang a2 

ne contient que la somme et le produit de deux quan-
tités imaginaires conjuguées. 

Si, dès lors, on prend pour axe des x la direction dé-

finie par l 'une des. valeurs de ^̂  Tautre étant 

Jmi. de yiathéniat., 3'' s é r i e , t . IV. ( ^ i o v e m b r e i 8 8 5 . ) 39. 
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réi|nalioii (i) se changera, comme on le voit 

aisément, en une relation de la forme 

A tanga tanga'-+- G — o. 

En eifet, la nouvelle relation entre tanga et tanga' 
doit encore être du premier degré par rapport à cha-
cune de ces quantités-, car si, auparavant, à un rayon 
y = X tanga n'en correspondait qu'un seul y x tanga', 
ce n'est pas un changiiinent d'axes qui peut lui en fain; 
correspondre plusieurs. La relation ne doit pas non plus 
perdre sa symétrie. De plus, la nouvelle équation (a) 
doit manquer du second terme; car, si l'axe des x est la 
l)isscctrice des rayons doubles, les valeurs de x (x'et 
réelles ou imaginaires, doivent, en tous cas, être égales 
et de signes contraires. 

Soit maintenant Oo-H^fi^ — l ' é q u a t i o n d'une co-
nicpie, mise sous forme d'une somme de termes homo-
gènes en X et j , cp̂  du second degré et du premier 
degré, t étant une variable introduite pour l'homogé-
iiéité, cette conique passant par l'origine. 

Soit alors mx -f- ny ~ t l 'équation d'une droite. 
L'équation + Jiy) = o est l'équation des 
deux rayons joignant l'origine aux points d'intersection 
de la droite et de la conique. Soit 

J — ^ tang a, = ÎF tang a' 

ce couple de rayons. On a 

A m B /i -j- G 
t anga -4- tanga ' = 

tañara taníi a = 

A' m -h B'/i 
A T - f - B , 7Z -

A ' m - i - B ' / i - f - G ' ' 

A, H, C, A', IV, c . A,, B,, étant des constantes; et 
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si la droite passe par un point fixe, on aura 

A . m + Bî/i -t- C2 = o, 

A2, Bo, C2 étant des constantes. Eliminons m et n entre ces trois équations, il vient 

I A' lang a tang a '—A B' tanga t a n g a ' — B C tang a tanga'— C 
I \ ' ( t a n g a + tanga') —A, B'( tanga + tanga') — B, C ( tang a-h tang a') — C, 

B, 

ou eniin 

B' t anga tanga '— B 
B ' ( tanga -4- t anga ' ) — B, 

C tanga tanga ' — C 
G'( tanga tanga ' ) ~ C, 

I A 2 tanga tang a'( tang a-f- tanga ' ) 

— B G ' t anga tanga ' 

B' G' 
B' G' 

— G' ( tanga H- tanga ' ) 
B ' t a n g a tanga ' —G 

B ' ( t a n g a - h tanga ' ) — C i 
— B 

- Bl 
( : 

- c . 

Le premier déterminant 
B' C 
B' C 

étant nul, cette Kîla-

tion est de la forme (i), et le couple de rayons fait 
partie d'une involution. En faisant tourner les axes, la 
relation (i) peut être ramenée à la forme 

t anga tan g a ' = const. 

11 V a lieu de remarquer que, pour a = o, on a a' ~ 
et que les nouveaux axes sont un couple de rayojis 
correspondants rectangulaires. Cela prouve, en pas-
sant, que le couple, ordinairement uni(|ue, de rayons 
correspondants rectangulaires est formé par le système 
des bissectrices des rayons doubles réels ou imaginaires. 
Si nous supposons que, en dehors de ce couple, il y eu 
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ail un autre qui soil rectangulaire, on aura 

t a n g a l a n g a ' = — i , 

et la constante devenant égale à — i , tous les couples 
sont rectangulaires. Mais parmi ces couples rectangu-
laires se trouve celui qui est formé par la tangente et la 
normale à la conique. Or cette remarque prouve que le 
point fixe par où passe la droite mx -\-nj =t est sur 
la normale. 

lléciproquement, si les deux droites représentées par 
'jo-f- Oi [mx -f- Jij) = o sont rectangulaires, en remar-
quant que les coefficients de jr- et de sont du premier 
degré en m et zz, on a une condition de la forme 

A m H- B /I -f- G 
m B'/i -h G' 

relalion qui, étant du premier degré en m et 72, prouve 
(|ue mx -1- nj •= t passe par un point fixe, lequel est 
évidemment sur la normale (théorème de Frégier). 

Considérons maintenant une courbe du troisième degré 
à point double. Mettons l'origine au point double, et soit 

-4- cpoi = ^ l'équation de cette courbe mise sous forme 
d'une somuie de termes homogènes en x et j , 03 étant 
du troisième degré, cpo du second, et t étant une variable 
introduite pour l'homogénéité. Si mx + ny = t est une 
droite quelconcpie, Féquation 

'f 3 -+- 'f 2 ( nix ny ) = o 

est celle des rayons vecteurs menés du point double aux 
points d'intersection de la droite considérée avec la 
courbe. Si a, a', a/' sont leurs angles avec l'axe des x et 
qu'on pose 

St = t a n g a - f - t a n g a ' - f - tanga", 

8 2 = t a n g a tang a'-f- tanga' tang a"-i- tanga' tanga . 

S3 = tang a t a n g a ' t a n ^ a , 
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83 = 

( 493 ) 

A m -4- B n 
A'm -h - G " 
Ai m -h- B i / i -
A'm -i--B'n- ^ G ' 

A2 m -4-- B2 n -V-G2 
A' m -f- W n H- C 

A, B, C, A', B', c , Ai, B,, C,, Ag, Bo, Co étant des con-
stantes qui dépendent de l'équation de la courbe; d'où 

A ' S t — A A ' S 2 — A1 A ' S3 — A 2 

B ' S i — B B ' S 2 — B l B ' S a — B 2 

G' Si — G C S2 — Cl G'S3 — G2 

Le premier membre se décompose en une somme cíe dé-
terminants partiels. Le premier 

A'S i 

B'Si 
C'Si 

A ' s 2 

B' S2 

G'S, 

A'Sa 
B'S^ 
C'S3 

est nul, comme ayant les éléments de ses trois colonnes 
proportionnels. Les déterminants qui contiennent, dans 
deux colonnes, respectivement S, et So ou So et S3 ou 
S3 et Si sont nuls, comme ayant les éléments de deux 
colonnes proportionnels. 11 reste donc une relation delà 
forme 

MSi -+- NS2 H- PS3 -h Q = o, 

où M, JN, p, q sont des constantes. Si je suppose a!' 
constant, un des points d'intersection de mx nj = t 
ne varie pas, et la relation entre a et a' est une relation 
d'involution. De plus, OTI conclut de là que, si, par un 
point d'une courbe du troisiènie degré à point double, 
on peut faire passer deux cordes qui, limitées à leurs 
deux autres points d'intersection avec la courbe du troi-
sième degré, soient vues du point double sous un angle 
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droit cliacuiie respectivement, il en est de même de 
toute autre corde. J'ajouterai que ce point existe et (pi'il 
est unique. En elï'et, la relation d'involutionpeut prendre 
la forme A tanga tang a ' + C = o. Or, comme dans cette 
relation tanga" n'entre qu'au premier degré, la condition 
A -i- C = o est du premier degré en tanga'". Il n'y a donc 
(pi'une direction OL", et à cette direction ne correspond 
(ju'un point sur la courbe du troisième degré, puisqu'il 
est évident qu'on doit faire abstraction du point double 
lui-même. 

Supposons maintenant que l'origine ne soit pas au 
point double et soit pourtant sur la courbe. On aura 
[)Our équation 

^3-r- -h cpi — 

cpo, Cp, étant homogènes en x et j et respectivement 
des degrés 3, 2, i . Si je suppose que t y repi ésente le bi-
nôme mx -I- ^J -, cette équation représentera l'ensemble 
des rayons vecteurs d'intersection de t?ix ny = t avec 
la courbe du troisième degré. Si, entre les inclinaisons 
de ce^ rayons vecteurs, il y a la relation 

a -h a' H- a" = r , 
on aura 

t a n g a -i- t ang a'-i- tanga" — t a n g a tanga ' tanga", 

relation linéaire par rapport aux coefficients de l'équa-
tion cubique des rayons vecteurs et, par suite, du second 
degré e n e t n, 11 en résulte que la droite/;¿x-]-7zj = í 
enveloppe une.conique. 

Si, par un point M d'une conique, on fait pivoter un 
angle droit, la corde d'intersection des côtés de cet angle 
et de la conique pivote elle-même autour d 'un point N 
de la normale. Si O est le centre de la conique, la droite 
OiN est l 'une de ces cordes. C'est un diamètie iVi3 de la 
conique, tel (pie, si l'on construit sur lui comme dia-
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mètre un cercle, ce cercle passera par le point M, el les 
droites AB et MO sont un couple de sécantes communes 
au cercle et à la conique. Il cn résulte que ces droites, 
c'est-à-dire OM et ON, sont également inclinées sur les 
axes. 

Si X, Y et x ^ j sont les coordonnées de N el M par 
rapport aux axes de la conique, en supposanl que celle-
ci est une ellipse, on aura 

et 

avec 

X — r _ 
X ~ y 

t-i 

X Y 
^ - y 

car le point N est l'intersection de la normale en M et de 
la symétrique de OM par rapport aux axes. Soit t la va-
leur commune de — et de • En vertu de 

—y 

on aura 1 équation 

avec 
X2 Y2\ I 

X! - / ^ î i i i ^V" «2 ¿,2 -

On en conclut que, lorsque le point M parcourt la co-
nique, le point N parcourt une conique liomolliétique cl 
concentrique. 

L'équation de celle conique, lieu du point N, donne 
très aisénuMil comme conséipience les rayons de cour-
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bure situés sur les axes. En eiïet, soit P le point où MN 
coupe OX, on a 

ON PN 
OM PM 

En supposant que O, P, M, N viennent en ligne droile, 
cette relation devient, en désignant par p le rayon de 
courbure, 

(f — rr et — p — a — 7-
a ~~ a — {a — p) ' 

d'où Ton lire aisénienl 

Ce calcul peut plutôt être considéré comme une vérifica-
tion. 

Ci; tliéorème j)ermet encore de construire les axes 
d'une conique, d'une ellipse par exemple, donnée par 
deux diamètres conjugués OA, OB. 

En eilet, soient OB' la droite égale el opposée à OB, 
B'AN un angle droit, N le point où la droite AN coupe 

I / u\ ^ \ 

la conique donnée, et P le point où la corde B'N coupe 
la normale en A. Les axes OX, OY sont les bissectrices 
de l'angle AOP. Pour avoir le point N, il sufiit de se 
servir d'un bexagone de Pascal, par exemple celui dont 
les côtés sont : la tangente en A (côté n" 1), la droite AN 
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elle-même (ii'' 2) , la corde cliercliée B'JN (ii" 3), le dia-
mètre B'B (n® 4), la tangente en B (n" 5), et la corde BA 

Le point d'intersection de i et 4 ^st à l'infini sur BB', 
de 2 et 5 est en U, de 3 et 6 est en V, UV étant parallèle 
à BB', et enfin B'V est la corde cherchée. 

Remarque, — Les théorèmes précédents donnent un 
moyen facile de déterminer l'équation des axes de la 
conique, dont l'équation est, par rapport à des axes for-
mant un angle Q, 

En eifet, si, par un point fixe d'une conique, je mène 
les deux cordes qui aboutissent aux extrémités d'un dia-
mètre quelconque, ces cordes sont les rayons correspon-
dants d'une involution. Mais, si une droite a pour équa-
tion y = RTX, l'angle OJ de cette droite avec l'axe des x 
est donné par la relation 

s i n ( 6 — 0 3 ) ^ 

d'où 
cotto = COtÔ • 

a sin 6 ^ 

de sorte que, si a est l'angle que fait avec ox la bissec-
trice de = ax et dey z= a ' x , on aura 

2 cotÔ -J-T ( i -I- ) 
sinu \ a a J 

«A cot6 C0t2() . 
sin 6 a') ' aa! sin^B 

d'après la formule 

, C O t d J - f - c o t t o 
t ang ( to to ) = 

c o t t o c o t t o — I 

Or cherchons, dans l'involution précédente, le couple 
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de rayons rectangulaires. Il est obtenu pour les bissec-
trices des rayons doubles; mais le rayon double est ob-
tenu lorsque le diamètre est devenu tangent à la conique. 
Oi' les tangentes à une conique menées par son centre 
sont ses asymptotes. Leur équation est 

__ _ ^ 

i.a somme des deux racines en - est nulle, leur produit 

c g a l a - . 

Dans la formule écrite plus haut, a désignera doiu-
l'angle d'un des rayons rectangulaiies avec oa*, si l'on 

remplace - -i- —, par zéro et —, par On a ainsi 
^ a a' ^ aa' ' b^ 

¿2 sin-iO 
^ a2-4-¿2 eos 2 6 ' 

mais les directions de ces rayons rectangulaires sont 
celhis d(;s axes; car oX, parallèle à l 'un d'eux MA,coupe 
l'autre MB en son milieu et lui est perpendiculaire. oX 
est donc le diamètre conjugué des cordes MB et est per-
pendiculaire à cette direction de cordes. oXes t donc un 
axe. De même MB est parallèle «à l 'autre axe. 

COMPOSITION MATHÉMATIQUE PO«R L'ADMISSION A L'ÉCOLE 
POLYTECHMOllE M 1 8 8 S ; 

SOLUTION ANALYTIQUE 

P A R M . J U H E L - R É N O Y . 

Par les deux fojers d'une ellipse fixe, on fait passer 
une circonférence variable : 

i" A quelle condition doit satisfciire cette ellipse 
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f)üur que la circonférence puisse réellement la l encon-
trer en quatre points, et dans quelle portion du petit 
axe doit-on placer le centre du cercle pour qiiily ait 
effectivement quati e points réels d'intersection? 

En chacun des points d'intersection, on mène la 
tangente à l'ellipse; ces quatre droites forment un 
quadrilatère; quel est le lieu des sommets de ce qua-
drilatère quand le cercle varie? 

Quel est le lieu de Vintersection des côtés de ce 
quadrilatère avec ceux d\in autre quadrilatère sjmé' 
trique du premier par rapport au centre de Vellipse? 

4" Oji considère les tangentes communes au cercle 
et (L Vellipse. Trouver le lieu de leurs points de con-
tact avec le cercle. 

Soient 
a2Y2-j- ¿2X2— «2^2^ o, 
X2-4- Y2— 2aY — « 

les équations de l'ellipse et du cercle, a étant un para-
mètre variable. L'équation des cordes d'intersection sera 

(i) c2Y2-i-iiè2aY — 

Ecrivons que les quatre points d'intersection sont réels, 
c'est-à-dire que cette équation a ses racines comprises 
entre h et — nous aurons les conditions 

c2_ > — (c2— ¿>2); 

la condition relative à l'ellipse est donc c ^ b . Cetle 
condition étant supposée remplie, l 'ordonnée du centre 
1 , . c2— ¿>2 c2— 62 du cercle pourra varier entre —^— et ^ ^ • 

Soient A, B, C, D les côtés du premier quadrila-
tère. Les côtés A et B, C et D se coupent sur le petilf 
axe, qui iorme ainsi une pai tie du lieu. Soit ^ l 'ordonnée 
du point d'intersection des côtés A et B. L'équation de 
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ces eckés sera 

(2) ¿,2X2_a2Ô2) ^̂  — b'̂  

La corde des contacts avec rd l ipse sera donnée par 
l'une des racines de l'équation 

C2Y2-U 'ib'^y.Y — b'-^o. 

L'équation qui donne les pôles de ces droites s'obtient 

eu changeant Y en y • elle est donc 

c- -4- 2 a Y — Y2 = o. 

Mais ß doit être racine de cette équation, par consé-
quent 
( 3 ) 

Or, supposons que, dans l'équation ( 2 ) , X , Y soient 
les coordonnées du point d'intersection, soit de A et I), 
ou A vX G, soit de B et D, ou B et C. L'équation (2) 
donnera les ordonnées des points où ces côtés coupent 
le petit axe. Elle sera donc ideiitique à l'équation (3). 
Ecrivons donc que le produit des racines de l'équa-
tion (2) en p est égal à —c^. Nous aurons le lieu repré-
senté par l'équation 

a2Y2^_£,2X2=: c2(X2— a2) 
OU 

a2Y2—(c2— ¿,2)X2 = _ a2c2, 

équation d'une hyperbole rapportée aux mêmes axes de 
coordonnées que l'ellipse, et dont l'axe transverse est 
dirigé suivant le grand axe de l'ellipse. 

Soient A', B', C , D' les symétriques des côtés A, 
B, C, D par rapport au centre de l'ellipse. Les côtés A 
et A' sont parallèles, A et B' se coupent sur le grand axe 
qui constitue une partie du lieu. Supposons que X, Y, 
dans l'équation (2), soient les coordonnées du point de 
rencontre de A et C , par exemple. L'équation (2) en [j 
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devra alors avoir les mêmes racines en valeur absolue 
que dans le second cas, l 'une d'elles aura simplement 
changé de signe. Ecrivons donc que le produit des ra-
cines est égal à c-, et nous aurons le lieu représenté par 

OU 
X2-I- Y2=: c2, 

équation du cercle décrit du centre de l'ellipse avec la 
distance focale, c, comme rayon. 

Soit ^ l 'ordonnée du point d'intersection du petit 
axe avec une tangente commune à l'ellipse et au cercle. 
Les équations des tangentes menées au cercle et à 
l'ellipse, de ce point, sont respectivement 

—c2)(X2 + Y2—2aY-c2) = (¡BY-afi - aY —c2)2, 
¿,2X2— a2¿2) «2(pY — ¿2)2. 

Identifions les rapports des coefiicients de X- et de Y-
de ces deux équations 5 nous aurons 

p2— ¿2 ^ 
'¿ap —c2 c24-a2 

ou 
(a2 — H-C^— ¿̂ 2a2 = o. 

En supposant la quantité a - — h - différente de zéro, 
cette équation donne 

Le point de contact avec le cercle est situé sur la po-
laire, par rapport au cercle, du point dont les coor-
données sont X = 0, J = l 'équation de cette polaire 
est 

pY —aP —aY —c2=o. 
Donc 
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et, par suile, 

( a 2 — ¿ 2 ) ( a Y 4 - c^) = —(V - a j a ^ a ±: ¿,(a2-|-c2)( Y — a). 

Celte équatiou peut s'écrire 

[(a2— a2a=p ¿>(a2-H c2)]Y 
H- c2(a2— ¿;2) — a2a2ii= ¿>a(a2^ c2) = o 

ou 
(a2-+-c2)(aq=¿>)(Yq=¿.) = o; 

(Fou 
\ = ±.b. 

Ou voit facileuieut que, en supposant a'- — on ob-
tient des points du lieu situés, de même, sur les droites 
\ - En cñet, on a alors 

et 
dzia'^b'^ c*— b'*= o 

o u 

En éliminant ^ entre ces deux équations, on trouve 

\ = ±b. 

Le lieu se compose donc des deux droites 
c'est-à-dire des tangentes à l'ellipse aux extrémités du 
petit axe. 

(¡OMPOSITION MATIIÉHATIQUE POUR L'ADMISSION A L'ÉCOLE 
CENTRALE EN i m (SECONDE SESSION, OCTOBRE); 

SOLUTION PAR M. E. PARISIEN. 

O/i donne, dn?is un j)lan, deux axes de coordonnées 
rectangulaires Oa:, Oj, et une droite quelconque cou-
jyant ces axes, respectivement, aux points A et B. 
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On prend sur ceiie droite un point ni dont les coor-

données sont CL et et Von construit, dans le plan, un 
point correspondant M ayant pour coordonnées 

f t 

fet g étant deux longueurs constantes données. 
Cela posé : 
i" On demande d'écrire l'équation du lieu des 

points iM, lorsque le point m se déplace sur la droite 
indéfinie AB. Ce lieu est une hyperbole qu on désignera, 
dans ce qui va suivre^ par la lettre H. 

On demande de déterminer les éléments néces-
saires (ï la définition complète de cette hyperbole H, et 
d'en construire géométriquement un point quelconque, 
ainsi que la tangente en ce point. 

On suppose que la droite AB se déplace dans le 
plan, de telle façon que la somme des inverses de ses 
coordonnées à l'origine reste constante, soit de façon 
que 

ï I I - = cons l . 
OA OB / 

A chaque position de la droite répondra une hyper-
bole H. 

On demande de montrer cjue toutes ces hyperboles 
ont une corde commune, et de trouver le lieu des pôles 
de cette corde relativement aux diverses hyperboles 
[c est-h-dire le lieu des points pour lesquels elle est 
corde de contact des tangentes menées de ce point à 
l'une des hyperboles). 

4'* On projette le centre C de l'hyperbole H répon-
dant à la droite AB, sur cette droite, en D, et l'on de-
mande de trouver le lieu des points D lorsque la droite 
AB se déplace, non plus selon la loi ci-dessus définie, 
mais en restant parallèle à elle-même. 
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I. 

Soient OA = a , 013 = ^ {fig- 0 - L'équation de Ja 
droite AB est 

^ , y _ 
a h 

Exprimant que le point m (a, p) est sur cette droite, on a 

(0 
a p 
_ -h f = 1. 
a h 

Les coordonnées du point M étant 

(3 ) 

l'équation du lieu du point M s'obtiendra en éliminant a 

Fig. r. 

et ¡5 entre les équations (i) , (2) et (3) . Cette élimina-
tion se fait avec la plus grande facilité, et donne pour 
résultat 

0-2 /2 
xv — ^ X •—y. 

h a 

équation de l'hyperbole (11). 
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I L 

L'hyperbole H a ses asymptotes parallèles aux axes Ox 
et Oj) ^ elles ont pour équations 

a ' b 

Pour construire ces asymptotes, prenons sur O x (fig- 2) 
une longueur OF ~ et sur Oj une longueur OG — g. 
Décrivons sur OA et OB des demi-circonférences; ra-
battons les points F et G sur ces demi-circonférences. 

Fig. 3. 

en F^ et G^ par des arcs de cercle de centre O, et abais-
sons F'V et G 'Q perpendiculaires, respectivement, à Ox 
et OJ. Ces deux droites qui se coupent au point G sont 

Antt.de Mathémat.y série, t. IV. (Novembre i885.} 3 3 
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Íes asymptotes CX et CY de l'hyperbole H ( ' ). Rappor-
tons, momentanément, l 'hyperbole aux axes CX et CY : 
les formules de transformation de coordonnées sont 

a 

et l'équation de l'hyperbole rapportée à ses asymptotes 
devient alors 

qui se réduit à 
XY = 

ah 
Or 

donc 

Posons 

a ^ h 

X Y == O P X O Q . 

K ^ V / Ô P T Ô Q , 

l'hyperbole aura pour équation XY = A- ̂  rien n'est plus 
facile que de construire A. 

Si A représente le demi-axe transverse de cette hy-
perbole, on sait que 

d'où 
A RRR K S/'L. 

En portant sur la bissectrice de l'angle "XCY une lon-
gueur CS = A, on aura un des sommets de l'hyperbole. 

Pour avoir un point quelconque I de l'hyperbole, 

C ) Les inégalités / < « , g sont implicitement admises dans 
celte constrnction géométrique. 
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d'après une propriété connue, il suffit de mener une 
droite SUV rencontrant CX et CY en U et V, et de 
prendre VI = SU dans Tintérieur de l'angle XCY. 

En joignant I, C et prenant IL = IC, le point L étant 
sur CX, la droite ILR sera la tangente en I, car alors 
1L = ITI, la droite ILR coupant CY en K. C'est encore 
une propriété connue de la tangente à l'hyperbole. 

111. 

D'après l'énoncé, nous avons la relation 

Écrivons, de nouveau, l'équation de l'hyperbole H rap-
portée aux axes Oo: et O j : 

f l 
(H) xy ^ ^x-^ '-^y. h a ' 

De l'équation (4) nous tirons 

I _ I I 
6 = 7 ~ â ' 

et, par suile, l'équation de (H) devient 

OU 

Donc l'hyperbole H passe, quel que soit a^ par Tinter-
section des deux lignes que les équations 

^ (7 — y j = o. f ^ y — = 0 

représentent, c'est-à-dire par les deux points dont les 
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coordonnées sont 

X — O, J = O e t X — y y ~ l' 

La corde commune à toutes les hyperboles H est la 
droite qui unit ces deux points, et qui a pour écjuation 

(5) p y — g^-x = o. 

L'équation de la polaire d'un point (X, Y), par rapport 
à l'hyperbole (H), est 

( 6 ) ax{b\ - Oyi^aX - p ) = ag^X-^ bp Y. 

Pour exprimer que la droite (5) est la polaire du point 
(X, Y), il faut identifier les équations (5) et (6)5 ce (pii 
donne 

S J 
Ces deux relations peuvent s'écrire 

(7) ag-^X-k-bp^Y 

Pour avoir l'équation du lieu des points (X, Y), il faut 
él iminera et b entre (4), (6) et (7). Cette élimination 
se fait immédiatement en comparant les équations (4) 
(6) ; le lieu des pôles de la droite (5) est donc la droite 
qui a pour équation 

X ^ I 
r 

IV, 

L'équation de la droite CD passant par le centre de 
l'hyperbole H, et perpendiculairement à AB, est 
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ou 
(8) a X - b \ = p - s K 

L'équation de AB est 
X Y 

Si AB se déplace parallèlement à une direction donnée, 

de coefficient angulaire zn, on a m = — ou 
(10) b = — ma. 

On aura le lieu des points D en éliminant a al b entre 
( 8 ) , ( 9 ) e l ( . o ) . 

Remplaçant b par — ma dans (9) et (8), il vient 

« V 

Multiplions, membre à membre, ces dernières équations, 
nous avons, pour le lieu des points D, la courbe repré-
sentée par Féquation 

( / ? I X — Y ) ( X -4- m \ ) = m{p— g^). 

C'est une liyperbole équilatère ayant pour asymptot(;s 
les deux droites 

Y = M X , 

(1) On peut remarquer que toutes les hyperboles équilatères ob-
tenues en faisant varier le coefficient angulaire m passent par deux 
points fixes situés sur l'un des deux axes de coordonnées. Car, en 
posant X = 0, ou Y = o, l'équation 

{ m X - Y ) { \ mY) m{ f ^ - g ^ ) 

donne Y y/— ( / ' — ou X — g\ valeurs indépen-
dantes de m. Si f — g, les deux points coïncident avec l'origine des 
coordonnées; mais, dans ce cas, l'hyperbole se réduit aux deux 
asymptotes. 
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C O R R E S P O N D A N C E . 

Extrait d'une Lettre de M. de Saint-Germain, 

J'ai le désir de vous soumettre une observation sur 
la eonslruction du centre de courbure d'une ellipse, 
donnée par M. La Cliesnais, dans le numéro de 
mai dernier. L'idée est ingénieuse, mais elle s'appuie 
sur une proposition erronée : que la développée de 

l'ellipse est la projection de la courbe x'̂  = ^ ^ ^ ' 

supposée placée dans le plan du cercle ayant l'ellipse 
pour projection. En réalité, la courbe qui se projette 
suivant la développée, dans les conditions indiquées, a 
pour équation 

1 ! ¿>2 \ 3 4 
( a^ )M- ( — j j = c^ 

11 est vrai que la développée de l'ellipse serait la pro-
2 t . ^ 

jection de la courbe H - } = , située dans un 

plan qui passe par le petit axe de l'ellipse, el que cela 
permettrait de donner, sous une forme exacte, une con-
struction identique à celle de M. La Chesnais. 

La même observation nous a été adressée par M. Juhel-Renoy. 

B I B L I O G R A P H I E . 

Traité de Géométrie descriptive^ par J U L E S D E LA 

G O U R N E I U E , 5»/ édition5 trois Parties accompagnées cha-
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cune d'un atlas, et se vendant séparément au prix de 
lo fr . Gauthier-Villars, éditeur, Paris. 

L e Traité de Géométrie descriptive d e JULES DE LA GOUR-
NERIE est un Ouvrage complet sur cette science, contenant 
des t racés en harmonie avec ceux ,de la Stéréotomie, qui a 
été t rès favorablement accueilli par le public. En effet, Ghasles 
a présenté cet Ouvrage avec éloge à l 'Académie des Sciences. 
Poncclet, dans son Traité des propriétés projectives des 
figures, le cite comme étant « sans contredi t le Tra i té le plus 
rat ionnel , le plus complet et le plus correct de tous ceux qui 
ont paru jusqu'à ce j o u r » . Publ ié de 1860 à 1864, à présent 
arrivé à la seconde édition, ce Trai té , t rès apprécié à l ' é t ranger , 
est f r équemment cité en France : M. A. Mannheim, dans son 
Cours de Géométrie descriptive à VEcole Polytechnique, 
renvoie souvent le lecteur au Tra i té de Jules de la Gourner ie ; 
M. Darboux, professeur de Géométrie supér ieure à la Sor -
bonne, parle dans son Cours des t ravaux de J. de la Gournerie. 

Aussi, dans cet article sur une œuvre appréciée d 'une manière 
si favorable par d 'éminents géomètres, not re tâche se bornera -
t-elle à indiquer les questions et les méthodes, soit pr inci-
pales , soit nouvelles ou peu connues, qu'elle renferme. 

La Première Partie contient le développement des questions 
exigées pour l 'admission aux Ecoles du Gouvernement . La Se-
conde et la Troisième, rédigées d 'après le Cours que J . dc la 
Gournerie a professé d 'une manière bri l lante, pendant quinze 
ans, à l 'École Polytechnique, conviennent aux candidats à l 'A-
grégation de mathémat iques de l 'Enseignement secondaire 
spécial ; ils y t rouveront les théor ies complètes sur les ques-
t ions de Géométrie descriptive qu'ils ont à résoudre par écrit, 
ou à exposer dans des leçons publ iques . 

Dans la Première Partie sont exposées les théories , avec 
de nombreux exemples et remarques, relatifs aux Figures 
planes, aux Surfaces cylindriques et coniques, aux Surfaces 
de révolu t ion , aux Plans cotés; ainsi que les principes du t ra i t 
des Perspect ives axonomét r ique et cavalière. Cet te dernière 
question se t rouve dans peu d 'ouvrages. P o u r les premières, 
nous ferons remarquer que J, de la Gourner ie considérant , 
avec raison, que la Géométrie descriptive doit ê t re enseignée 
sur tou t au point de vue du t ra i t , a re je té l 'emploi systématique 
des méthodes de changement de plan de project ion et de ro -
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ta l ion, proposé, après Desargues, par Théodore Olivier. Les 
professeurs ont généra lement approuvé l 'opinion de J . de la 
Gourner ic , et, à présent , on n 'expose plus guère de ces m é -
thodes que les cas par t icul iers employés par les anciens appa -
rei l leurs . 

La Seconde Partie contient d 'abord l 'é tude des Ombres 
l inéaires et d 'une question qui s'y ra t tache , la Trans fo rmat ion 
homologique, avec de nombreux et intéressants exemples , se 
r a p p o r t a n t aux project ions or thogonales et aux perspectives 
rapides . Elle renfe rme ensuite une théor ie complète et savante 
des Surfaces développables. La question des Rebroussements , 
impor tan te dans cette théor ie , est l 'objet de remarques n o u -
velles. Les lignes doubles des surfaces d 'ombre , et des surfaces 
d'égale pen te , sont longuement discutées; leurs points limites 
sont indiqués. On sait que ces lignes doubles sont utiles à dé-
terminer , parce qu'elles l imitent l 'ombre dans la surface ou 
l 'é tendue que peut recevoir une excavat ion dont les talus ont 
une pente uni forme. La surface de l 'ombre d 'une ellipse éclairée 
par un cercle est é tudiée en détail . Au suje t de cet te quest ion, 
l 'a t tent ion du lecteur est appelée sur les t ravaux publiés, su r tou t 
par Poncelet et Ghasles, re la t ivement à la développable circon-
scrite à deux coniques. Les discussions qui se r appo r t en t aux 
surfaces du second ordre inscrites à la développable sont facili-
tées par ce théorème dû à l 'Auteur : Toute suif ace du second 
ordre inscrite à la développable coupe celle-ci selon huit 
droites. Jules de la Gourner ie t ra i te plusieurs exemples de su r -
faces d'égale pente et présente, au sujet de celle dont la d i rec-
tr ice est une conique, d ' ingénieux artifices de calcul qui l 'ont 
condui t à des résul ta ts pe rmet tan t d 'é tabl i r avee assez de faci-
lité une épure compliquée. 

La .Seconde Par t ie se te rmine par une théor ie approfondie 
des Surfaces gauches. En é tudiant géométr iquement , tou t d 'a -
bord , le paraboloïde hyperbol ique, le savant Au teur a pu établ i r 
des théorèmes qui ont facilité l 'é tude générale des surfaces 
gauches. Pa rmi les proposi t ions nouvelles que l'on rencont re 
dans la théor ie de ces surfaces, ci tons la propr ié té que pos-
sèdent les lignes d 'ombres des surfaces gauches de passer 
toutes par les poijits singuliers, que Bour a appelés sommets, 
où deux génératr ices consécutives se coupent . Les Gonoïdes 
et le Gylindroïcie, avec leurs applications en Stéréotomie, les 
Surfaces gauches dépourvues de plan directeur et , parmi ces 
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dernières, FHyperboloïde général à une nappe, sont traités 
d'une manière magistrale. Après avoir établi géométrique-
ment les propriétés fondamentales de ces surfaces, J . de la 
Gournerie a complété leur théorie par des considérations 
analytiques, comme il le fait du reste partout dans son Ou-
vrage. 

La Troisième Partie, dont la seconde édition vient de pa-
raître, at t ire l 'attention surtout par la manière simple et élé-
gante dont la théorie de la Courbure des surfaces est exposée. 
Les principales propositions relatives à cette théorie, démon-
trées en général d'une manière nouvelle et sans avoir recours au 
Calcul infinitésimal, ainsi que la démonstration de la formule 
d'Euler, donnant la courbure d'une section normale, ont pour 
base le théorème de M. J. Bertrand sur l'égalité des déviations 
des normales à une surface en deux points infiniment voisins 
d'un point considéré et dans des directions rectangulaires. Le 
théorème de Meusnier sur la courbure des sections obliques est 
complété par une formule, permettant de déterminer les rayons 
de courbure de la section d'une surface par son plan tangent . La 
théorie précédente est appliquée à la construction des rayons de 
courbure et des plans osculateurs d'une courbe donnée par ses 
projections, à celle des sommets des surfaces d'égale pente, au 
tracé des tangentes à l 'intersection de deux surfaces qui se 
touchent , à la détermination des tangentes et des points sin-
guliers d'une ligne d'ombre. Cette dernière question contient 
des considérations qui, sans être entièrement nouvelles, lèvent 
cependant quelques difficultés jusqu'ici non résolues : elles se 
rapportent aux points réels et virtuels d'une ligne d'ombre 
et à la détermination des points limites des arcs réels et virtuels. 
La théorie des Lignes de courbure des surfaces du second ordre 
est exposée d'après les travaux de Charles Dupin. 

En outre, la Troisième Part ie contient l 'étude des Hélicoïdes 
réglés ou non, avec beaucoup de détails sur rHélîcoïde déve-
loppable et les Ombres des Surfaces de vis, faite d'une manière 
généralement nouvelle, en employant des constructions simples 
dues à l 'Auteur et à Bour. Elles ont été adoptées, notamment 
par H. Sonnet dans son Dictionnaire des Mathèmdtiques 
appliquées. 

Cette dernière Par t ie renferme aussi de nombreux développe-
ments sur les surfaces topographiques; la construction du plan 
tangent à ces Surfaces par la méthode de Meusnier est le rc-
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suiïié d'un Mémoire de M. Lalanne sur leur emploi pour rem-
placer les Tables à double entrée. 

Le grand Traité dont nous venons d'esquisser l'analyse est 
encore très remarquable en ce qu'il contient l 'indication pré -
cise, et souvent, le résumé d'un grand nombre de Mémoires, 
dont les Auteurs sont toujours cités avec un soin scrupuleux. 
A cet égard, il est indispensable à toute personne qui s'occupe 
de Géométrie descriptive et même de Géométrie générale. 

Ernest LEBON. 

C O U R S DE G É O M É T R I E ÉLÉMEINTAIBE , à Tusage des candi-
dats au baccalauréat ès sciences et aux Ecoles du Gou-
vernement^ par A l f . Colas y professeur agrégé de 
Mathématiques au lycée Henri IV. 2 vol. in-8". Paris, 
i885, Garnier frères, libraires-éditeurs, 6, rue des 
Saints-Pères. 

Gomme son titre l 'indique, cet Ouvrage s'adresse à la classe, 
de plus en plus nombreuse, des candidats au baccalauréat ès 
sciences et aux Ecoles du Gouvernement. Les deux Volumes 
dont il se compose se rapportent , le premier à la Géométrie 
j)lane, le second à la Géométrie dans l'espace et aux courbes 
(isuelles. Gonformément à l'usage établi, l 'Ouvrage entier est 
partagé en huit Livres consacrés, les quatre premiers à la Géo-
métrie plane, les trois suivants à la Géométrie dans l'espace, et 
le dernier aux courbes usuelles. 

Ges huit Livres constituent un cours très complet, contenant, 
d 'abord, tout ce qu'exigent les programmes du baccalauréat et 
des diverses écoles; ensuite, sous la forme de chapitres spé-
ciaux, de compléments ou d'appendices, plusieurs matières, à 
la vérité non exigées, mais néanmoins très utiles; enfin, une 
(oule d'exercices, les uns complètement résolus, les autres sim-
[)lemenl proposés. 

Les matières exigées par les programmes forment , comme il 
convient, le fond même de l 'Ouvrage. Elles y sont exposées 
avec le plus grand soin, la plus grande rigueur. L 'auteur, 
instruit par sa longue expérience, n' ignore point que beaucoup 
de ses lecteurs sont des commençants et ne présume jamais 
trop de leur intelligence. Aussi entre-t-il , sur chaque point, 
dans de <rrands détails, et fait-il suivre les démonstrations de 
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remarques nombreuses . 11 n'oublie jamais , d'ailleurs, de définir 
ses no ta t ions ; pour rendre le langage plus clair, il ne craint pas 
de placer des chiffres ou des le t t res dans les angles mêmes des 
figures; il cite les inventeurs des théorèmes et met sur chacun 
d'eux., en renvois au bas des pages, quelques notes b iographi -
ques ; enfin, lorsqu 'une définit ion, comme celle de la tangente, 
doit recevoir plus ta rd une fo rme nouvelle, il ne manque point 
de faire connaî t re cet te forme. 

A côté des théories exigées par les programmes, il est des 
matières t r è s utiles, que tous les livres ne cont iennent pas, et 
que les bons élèves sont ja loux d ' apprendre . Ces matières sont 
de deux sortes : les unes consistant s implement en un déve-
loppement des théor ies exigées, les autres const i tuant les p re -
mières not ions de ce qu'on appelle la Géométrie moderne. 
Parmi les mat ières de l 'une ou de l ' au t re sor te qui figurent 
dans l 'Ouvrage que nous analysons, nous devons ci ter : dans 
le livre m , les t ransversales et les t r iangles homologiques ; 
r h o m o t h é t i e ; les faisceaux ha rmoniques ; les pôles et polaires ; 
la mé thode des polaires réc iproques ; les figures inverses; les 
axes r ad icaux ; — dans le livre Yl, les théorèmes d 'Euler et de 
Legendre ; les centres de? moyennes distances et des distances 
propor t ionnel les ; le volume du t ronc de pr isme à base poly-
gonale; — dans le livre Vi l , le théorème de Guldin sur les 
volumes t o u r n a n t s ; des générali tés sur les surfaces, le plan 
tangent et la no rmale ; la construct ion des polyèdres réguliers ; 
r h o m o t h é t i e dans l 'espace ; les pôles et polaires par r appor t à 
la sphère ; le plan radical de deux sphères ; les figures inverses 
dans l 'espace; enfin, une théor ie assez é tendue des figures 
tracées sur la sphère . 

Du commencement à la fin de l 'Ouvrage, chaque Chapi t re 
cont ient , comme applications du cours même, un grand nombre 
d 'exercices proposés ou résolus. Les exercices proposés sont 
très variés : ce sont t an tô t des problèmes à résoudre , t an tô t 
(les théorèmes à démont re r , t an tô t des l ieux géométr iques à 
dé terminer . Les exercices résolus, qui précèdent tou jours les 
exercices proposés , sont nombreux et choisis avec beaucoup 
de soin; on t rouve parmi eux la p lupar t des problèmes posés 
aux examens , le cercle des neuf points , le théorème de 
M. Peaucell ier , etc. , etc. Ces exercices résolus sont tous exposés 
dans le plus grand détail et discutés de la manière la plus 
méthodique et la plus complète ; ce sont au tan t de modèles à 
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iiiiiter : ils consti tuent tous ensemble une sorte de cours, des 
plus instructifs, pour la résolution des exercices proposés et , 
en général, de tous les problèmes de Géométrie. 

En résumé, parmi les Trai tés de Géométrie parus dans ces 
derniers temps, l 'Ouvrage que nous analysons est certainement 
l'un des meilleurs. Il est tel qu'on pouvait l 'a t tendre de son 
auteur, c'est-à-dire d'un de nos professeurs les plus expéri-
mentés et les plus consciencieux. DÉSIRÉ ANDRÉ. 

L E S A P P A R E I L S A CALCULS EXACTS E T I N S T A N T A N É S pour 
simplifier la multiplication et la division, inventés 
par M. Henri Genaille^ et perfectionnés par 
M. Edouard Lucas. 

Ges appareils ont pour but de diminuer le travail de la pensée 
dans la prat ique de toutes sortes de calculs, par la simplifica-
tion et, pour ainsi dire, par la suppression de la multiplication 
et de la division. Au lieu de rechercher des appareils encom-
brants et très coûteux, d'un maniement toujours délicat, les in-
venteurs se sont proposé d'obtenir des appareils portatifs, d'un 
fonctionnement facile et régulier, d'un prix accessible à tous. 

En se basant sur le principe de la division du travail et sur 
la théorie des permutations, M. Henri Genaille a imaginé un 
nouveau système tellement élémentaire qu'il est, en quelques 
minutes, à la portée des enfants et des esprits les plus rebelles 
à la science de l 'Arithmétique. Ges méthodes ont reçu, à diverses 
reprises, les précieux encouragements de VAssociation fran-
çaise pour Vavancement des Sciences, aux Gongrès de Mont-
pellier, de Reims, de Paris, de Rouen et de Blois; perfec-
tionnées par M. Édouard Lucas, elles ont été approuvées par 
les savants les plus illustres de l 'Europe, par tous les ingé-
nieurs, par tous les professeurs, etc. Elles n'ont aucun rapport 
avec la théorie ^es logari thmes. 

I. Les multiplicatrices se composent de onze réglettes 
carrées renfermées dans une boîte de o'^joi d'épaisseur, o" ' , i2 
de largeur et o ^ j i S de longueur; en les plaçant dans l 'ordre 
convenable, on obtient instantanément les produits de tous les 
nombres qui ne dépassent pas dix chiffres par un nombre d'un 
seul chiffre. La prat ique de ces réglettes est aussi facile que 
celle qui consiste à suivre un chemin, à travers un labyrinthe, 
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au moyen de mains' indicatrices dessinées sur des poteaux 
placés aux carrefours, c 'est-à-dire que l'on apprend à se servir 
de ces réglettes en une minute, au plus. Avec deux boîtes, on 
obtient tous les produits partiels de tous les nombres jusqu'à 
vingt chiffres; or, si Ton voulait cataloguer tous ces résultats 
dans des volumes de mille pages à cent lignes par page, il fau-
drait , pour contenir ces volumes, une centaine de jnillions de 
bibliothèques comme la Bibliothèque nationale, en supposant 
que celle-ci renferme dix millions de volumes! Avec trois 
boîtes, on aurait les produits partiels jusqu'à t rente chiffres, et 
ainsi de suite, indéfiniment. 

II. Les multisectrices se composent de onze réglettes carrées 
renfermées dans une boîte de mêmes dimensions que la précé-
dente. Elles donnent instantanément, et sans aucun calcul, tous 
les chiffres du quotient et le reste de la division d'un nombre 
quelconque de dix chiffres au plus avec une seule boîte, et de 
vingt chiffres avec deux boîtes, par les dix premiers nombres . 

III . Les financières se composent encore de onze réglettes 
renfermées dans une boîte semblable aux précédentes. Elles 
donnent instantanément, et sans aucun calcul, tous les chiffres 
du nombre qui correspond à l ' intérêt d'une somme quelconque 
pour un jour , aux taux de trois, quatre, quatre et demi, 
cinq, six, neuf pour cent par an. Elles donnent encore, sans 
aucun effort intellectuel, le douzième et le vingtième d 'une 
somme quelconque. Ces réglettes sont indispensables aux com-
merçants, aux banquiers, aux notaires, aux percepteurs, aux 
employés des banques et des compagnies d'assurances, etc.; en 
un mot, à tous ceux qui s'occupent de calculs financiers et com-
merciaux. 

IV. Les népériennes se composent de onze réglettes conte-
nant sur leurs quatre faces les colonnes de la table de multi-
plication. Elles forment une Table de Pythagore, disloquée 
pour ainsi dire, mais qui révèle les opérations successives de la» 
multiplication et de la division. Elles apportent un perfection-
nement utile et prat ique au Procédé rhabdologique, imaginé 
par l'un des inventeurs des logarithmes, Jean Neper, baron de 
Markinston (Ecosse), en 1617. Elles s'adressent à tous, et plus 
spécialement aux professeurs, aux instituteurs, aux papas, aux 
mamans, dans le but de faciliter et de développer chez les en-
fants l 'enseignement et la pratique des quatre règles dc 
l 'Ari thmétique. 

C'est le joujou calculateur le plus parfait . 
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V. Le cdlendrier perpétuel à roulette donr>e ins tan tané-

ment , sans aucun calcul, le nom du jou r de la semaine qui cor-
respond à une da te quelconque du calendrier grégorien ou du 
calendrier ju l ien. Il est de la g randeur d 'un calendrier o rd i -
nai re ; mais, bien qu'il r enfe rme moitié moins de chiffres que 
le calendrier annuel , il est valable, depuis l 'ère chré t ienne , 
pendant quarante siècles et plus. 

Ge calendr ier est indispensable pour le savant, pour l 'h is to-
rien, dans toutes les recherches h is tor iques , b iographiques , 
b ib l iographiques ; il pe rmet de t rouver le j o u r qui correspond 
à la date d'un fait mémorable des siècles passés. Son uti l i té cs( 
encore incontestable pour l ' homme d'affaires, pour le banquier , 
pour le négociant , dans les calculs financiers et commerc iaux ; 
car on prévoit le jou r de l 'échéance d 'un billet ou d 'une t ra i te , 
d 'une livraison ou d 'un engagement . Sa p ropaga t ion est aussi 
indiquée dans les écoles, car il résume et synthét ise tou te la 
théor ie du calendrier . Enfin, dans la vie ordinaire , il pe rmet de 
re t rouver les jours chers au souvenir , ceux de tel événement 
heureux ou ma lheu reux dans la famille, le j o u r d 'une naissance, 
d 'un mariage, etc. 

Afin d 'évi ter le léger inconvénient qui résulte du déplace-
ment des réglet tes , les inventeurs ont imaginé des apparei ls 
plus parfai ts en reproduisan t les chiffres et les dessins sur des 
toiles glissant au tour de rouleaux. Ges apparei ls , qui seront 
const ru i t s avec le plus grand soin, t rouveron t tout naturel le-
ment leur place dans les bureaux de l ' ingénieur , de l ' a rchi tec te , 
du banquier , de l 'homme d'affaires. 

Les boîtes et les apparei ls précédents représen ten t une pre-
mière série d ' ins t ruments utiles, pra t iques et peu coûteux ( i ) ; 
d 'aut res séries suivront incessamment . Elles fo rmeron t tou te 

(') Les multiplicatrices, la boîte i fr. 
Les muitisectrices, la boîte i » 
Les financières, la boîte r » 
Les népériennes, la boîte i » 

Chacune des boîtes précédentes, franco par la poste au reçu de 
1 fr. 20 en un mandat ou en timbres-poste. 

Le calendrier perpétuel ci roulette o fr. 760. 

Franco par la poste au reçu de i fr. o5 c. en nn mandat ou en 
timbres-poste. 
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une collection préparée en vue de VExposition universelle de 
1889, et dont l'ensenable a pour but de faciliter, de simplifier, 
de soulager, et en même temps de développer, de fortifier, dans 
toutes les combinaisons de la science et de Tart, du commerce 
et de r indust r ie , le travail de la pensée humaine. 

SOllITIORlS DE QUESTIONS 
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES. 

Question 1362 
(voir 2 ' sér ie , t. X X , p. 192) ; 

PAR M . EMILE C H R É T I E N . 

On donne y sur un plan : un point Oy une circonfé-
rence ^ les extrémités a et b d'un diamètre de cette 
courbe et un autre diamètre D. On demande de déter-
miner ^ sur la circonférence y un point m tel que les droites 
ma, mb interceptent sur D un segment vu du point o 
sous un angle droit. ( M A I S I S H E I M . ) 

Lorsque le point m se déplace sur la circonférence, 
les droites ma et mb déterminent sur le diamètre D 
deux divisions liomograpliiques -, soient c et c deux points 
homologues. Joignons c, o, et par le point o menons à la 
droite co une perpendiculaire qui coupera D en un 
point c". Lorsque le point c se déplacera, au rayon co 
correspondra toujours un rayon oc'̂ -, dóneles systèmes de 
points c et c" seront homographiques -, or les systèmes de 
points c' et c" sont homographiques d'un même troi-
sième : donc ils sont homographiques entre eux. 

Pour trouver le point m tel que les droites ma et mb 
interceptent sur D un segment vu du point o sous un 
angle droit, il faudra chercher les points doubles des 
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deux divisions honiographiques déterminées par trois 
couples de points d et c", Un de ces points doubles étant 
déterminé, on le joindra au point b par une droite qui 
rencontrera la circonférence au point/w cherché. Comme 
il y a deux points doubles, il y aura deux points m si 
les points doubles sont réels. 

La même question a été résolue par MM. Frédéric Amoder, élève 
de l'École de Magistero, de Naples; Ferdinando Pisani, professeur 
du Royal Institut technique de Messine; Lez; Herzogue, du Lycée 
de Rouen. 

Question 1489 
(vo ir s é r i e , t. III, p. 3r>i) ; 

PAR M. c a t a l a n . 

p étant un nombre premier, et P un polynôme en-
tier, (I coefficients entiers, l'équation 

(1) {x~>t-y)P—xP—yP = pxy{x 

n^est vérifiée que par 

Solutio7i. — Si l'équation (i) est identique, x et y 
étant quelconques, elle le sera pour x = i , = i . Mais 
alors cette équation prend la forme 

(2) —I = 

iS étant un nombre entier. 
Celle-ci exige que 

= N = 

C ) Mathesis, t. III, p- et 81. 
L'équation 

(•i) — r 
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Remarques, — 1. Eu 1881, j'ai proposé, dans Ma-

thesis, la question suivante : 

D'après le théorème de Fermât, 

Comment doit-on prendre le nombre premier pour 
que N soit un carré? 

Si mes souvenirs sont exacts, la solution due à 
M. Édouard Lucas, publiée dans ce Recueil, diiïère peu 
de celle que j'avais trouvée de mon côté. 

IL Lorsque/^ = Téquation (i) se réduit, tout de 
suite, à 

^o 3 J 5 5 j 3 3 Ĵ o ^ ( ̂  ) P2 ; 

puis à - x'* -h SiP'̂ jK̂  -h — P̂  ; 
etc. 

n i . Eu général, 
{ X y )P — xP — yP 

[Gp-1,3 -r- i^xP-^-y-^-i-.. . -4- [ - 4 - 1 ] rP-3. 

Et si, comme on Ta supposé, p est uu nombre pre-
mier, tous les coefJicientSy dans le second membre, 
sont divisibles par ( ^ ). 

est vérifiée par p — N = i. Mais cette valeur de p ne conduit pas 
à une solution de l'équation (i) proposée, car elle donne P̂ '̂ ^ i. 

Il faut donc admettre l'inégalité p > 3. 
En supposant > 3, on trouve la solution = au moyen d'uu 

calcul qui ne présente aucune difficulté {voir p. 52.3). (G.) 
( ' ) Proposition connue, évidènte à l'inspection du polynôme 

I J.2 ' I 

A/i;i. dc Mathcmat.y 3® série, t. IV (Novembre i885). 34 
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Si, par exemple, i i , on trouve 

( J. _4_ y )Î1 ^11 yll 
-i— ' JK) =113-8-4- 4 4 H - 1 2 1 -f-

- h 2 5 3 - h 2 0 9 ^ ^ 3 1 2 1 

44^77"-+-1178, 
OU 

{x — ¿pli — yii — = -f-457"̂  r-f-11376 r2 10373 y3 
11 -1-7) ^ ^ ^ 

H- 23 M- 19 X'^y^ M- I I 372 j6 

IV. Plus généralement, 

(X -^y z)P — XP —yp — zP 
(x-\-y){y -^z'jiz-i-x) 
= {x y -h z ) P - ^ l l f ( x y -f- z)P-'' 

-f- \\,(x -{-y -f- . .-f-
2 

J)ans le second membre, H, , IL , sont 
(les polvnômes homogènes, dont tous les coefficients 
sont égaux à l'unité^ savoir : 

11, - . r - I - J ] l o = x^-hy^-h z--hyz-h zx-h xy, .... 

Vai particulier, 

(.,/ • y -^z )' — x'^ —y" — 

— ( ./• -hy -h y -4- z)(x -h y -i- z'f 
--{ X^-hy^-h z^-i-yz -h zx-h Ty)(x -+-7 -hz f 

1 J.2 ̂  yz'^-h z^x x'^y -hxy^-^xyz){x -\-y -+- z) 
-i- -- j'* -f- z'-* -h-y^z -hyz^ z^x -{- zx^ -h x^y -h xy^ 
-- x-yz hy^zx -+- z^xy ^2^2 
- - -1-7^ H- -4-72 -2 ̂ 2 272^2) ( 1 

V. î) après une formule connue ( - ) , les nombres de 
termes des polynômes 

H,, lîo, H3, . . . . H/^3 

(M M ('/(in ges mathématiques, t. l , p. 182. 
(M Cours dWnalyse de l'Université de Liège, p. 41-
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sont, icspectivcnienl, 

3, 6, ro, v(/? —1)(7?~2), 

Donc, si l'on suppose x =:j = z = i , on aura 

K 3 / . - 1 I ) 3/̂ -3 3.3/,-4 6.3/^-5 . . . 1 _ a) _ 3) 3 

-H i(/> — - ' - i ) i ( / > - + • - 0 : 

puis, connue le dernier binôme égale f (/^ — i)- : 

\ I . En vertu du théorème de Fermât, le piemier 
membre est divisible par p Le second membre jouit 
donc de la même propriété, laquelle n'est, peut-être, pas 
évidente a priori. 

Note. — La même question a été résolue par iMAI. J. Neuberg, 
Moret-Blanc ; Juhel-i^enoy. 

N O T E . 

Sur la résolution en nombres entiers et positifs de 
r équation 

(l) 2P-1 - I 

oii p représente un nombre premier, plus grand que 3. 

L'équation (i) proposée revient à 

(-2) 

Les deux facteurs - + »), ( a - — i ) sont pre-
miers entre eux, parce qu'ils sont impairs et que leur 
diiïërence est 2. Par conséquent, il faut, d'après l'équa-

) On suppose p > 3. 
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lion (2), que Tun d'eux soit carré exact, et l 'autre, le 
produit d'uu carré par le nombre premier p. 

Or, c'est, nécessairement, le premier facteur i ) 
Pzl 

qui doit être un carré exact, car le second, 2 - — i, est 
un nombre de la forme ^n 3. 

Soit donc 
ILz± 

d'où 
( M - | - l ) ( M - I ) . 

Il est évident que M -h i et M — i sont des puissances du 
nombre 2. Et il résulte de l'identité ( M + i) — (M — 1)=: 2 
que (M — i) ne peut être une puissance de 2 supérieure 
à la première. Donc 

M - 1 = 2 ; M ^ 3 ; M 2 — 1 = 8 = 2 3 ; 

et, par suite, 

, 5 ' = , , , p = : . 

C'est ce qu'il fallait trouver. 

Question 1500 
( v o i r 3* s é r i e , t. III, p. 400); 

Les projections orthogonales d'un point (juelcompie 
d'une hyperhole équilatère sur les côtés d'un tnangle 
inscrit détenninent une circonférence qui passe par le 
centre de la courbe. ( P . T E U R I E H . ) 

Note de M. H . BROCARD. 

Cette proposition n'est pas nouvelle. On la trouve 
énoncée et démontrée par Bobillier, dans un Mémoire 
sur l'hyperbole équilatère, inséré au t. XIX ( juin 1829) 
des Annales de Gergonne, p. 349-359. 
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La déinonstralioii est fondée sur la propriété de l 'hy-

perbole équilatère d'avoir pour polaire réciproque, par 
rapport à un cercle directeur de rayon arbitraire, ayant 
son centre sur le périmètre de la courbe, une parabole 
admettant pour directrice la tangente menée à l'hyper-
bole par le centre du cercle, et pour foyer, le pôle du 
diamètre non transverse de cette hyperbole, perpendi-
culaire à celui qui va au centre de ce cercle (p. 353). 

L'axe et le sommet de cette parabole peuvent être ai-
sément déterminés (p. 354). 

Le Mémoire de Bobillier renferme plusieurs théo-
rèmes, dont quelques-uns, retrouvés par d'autres géo-
mètres, ont servi de base à d'intéressantes recherches. 

On peut citer, par exemple, les suivants : 
L'hyperbole équilatère est sa piopre polaire réci-

proque, par rapport au cercle concentrique bitangent 
(p. 35o). 

Si un rectangle a ses côtés respectivement parallèles 
aux as^^mptotes d'une hyperbole équilatère, et deux 
sommets opposés sur cette courbe, la diagonale qui 
joint les deux sommets restants passe par le centre de 
rhyperbole (p. 358). 

Ce théorème a été rencontré aussi par M. P . -U. 
Schoute, qui a donné au rectangle ainsi déiini le nom de 
rectangle asjmptotique, et en a déduit de nombreuses 
notions relatives à une certaine courbe, du quatrième 
ordre, douée de trois points doubles (voir Bulletin des 
Sciences mathématiques, t. XIX, p. 2 7 8 - 2 8 0 , 1884, 
Congrès de Blois, p. 42-471 1884 ). 

Bobillier n'a pas manqué de généraliser les résultats 
qui précèdent, et de les étendre à une conique quel-
conque (p. 358), mais il vaut mieux les étudier dans le 
Mémoire original. 
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Question 1518 
(voir 3« 8érlo, t . NI, p. 544); 

PAU M. J . RICHARD, 
Élève de l'École Normale supérieure. 

Trouver une courbe plane telle que la projection de 
son rayon de courbure en un point M, sur une droite 
fixe du plan y soit proportionnelle à la partie de la 
tangente au point M, comprise entre ce point et la 
droite fixe. 

Soient X et y les coordonnées du point M de la 
courbe cliercliée, la droite fixe étant prise pour axe 
des .r; soit a Pangle de la tangente en M avec l'axiî 
des .r; i la diilércntielle de Parc au point M. 

On sait que le rayon de courbure a pour expression 

ce rayon étant perpendiculaire à ia tangente en iM, 

sa projection sur l'axe des x est égale à s ina; or, 

ds û\\:l=.dy : donc cette projection a pour valeur 

D'autre part, la partie de la tangente comprise entre le 

point ÎM et Taxe des x est évidemment égale à donc 

on doit avoir, ^̂  désignant une constante, 

dy __ 1 r 
dx ~ n sin 2 

011 
dy _ I <ia . 
y ~ n sina* 

d où, en intégrant, et désignant par ^^logC la constante 
arbitraire, 

l o g j rrr l l o g t a n g * — ^ l o g C , 
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et, par suite, 

Ou a, d'ailleurs, 

ou bieu 

tang^ = O7«. 

dy 
— tanga dx ^ 

n 
, '2 t a n g -

dy __ 
dx „a 

I — lang' -

lleuiplaçaut, daus cette équation, tang- pai* sa valeur, a 
' 2 

il vient 

"" I — G272/1 ' 
d'où 

ou bien 
dx^ 

2 V G 

et, en intégrant et désignant par Xo la constante arbi-
traire, 

_ • Il 
""'-'Aç-i-n i - H / i j 

'Toutefois cela suppose n ^ i ; si H = 1, on a 

l^a courbe proposée est précisément celle que l'on 
trouverait en résolvant la question suivante : 

Un point mobile parcourt une droite OX d'un mou-
vement uniforme ; il est poursuivi par un autre mobile 
qui se dirige constamment vers lui. Le rapport des 
deux vitesses est n : trouver la courbe décrite par le se-
cond mobile. 
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Eu d'autres termes, la courbe que nous venons de 

considérer est une courbe de poursuite. 

La même question a été résolue par Mx\I. Juhel-Renoy, xMoret-
Blanc, Launoy, Bassani, d'Ocagne. 

Question 1533 
(vo ir 3" sér i e , t IV, p. 3(»i) ; 

PAR M. JUHEL-RÉNOY. 

Le p/ ofinit des distances des fojers d'une ellipse CL 
une normale h cette courbe est égal au carré du demi-
diamètre perpendiculaire à cette nornmle, moins le 
carré du demi petit axe. ( D ' O C A G W E . ) 

Soient F, F^ les foyers, O le centre d'une ellipse; MP 
et MQ la tangente et la normale, en M, à la courbe ^ Q et 
Q' les pieds des perpendiculaires abaissées de I ' et F' 

v 

sur la normale; P et P' les projections de F et F' sur la 
tangente; R la projection du centre O sur la normale; soit 
enfin a l'angle de la tangente et du rayon vecteur MF. 

On a 
QF tanga , 

P ' F ' = Q ' F ' t a n g a . 

Or, le produit des perpendiculaires abaissées des foyers 
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sur uue tangente égale le carré du demi petit axe : donc 

Q F . Q ' F ' = = 62 co t2a = S - b'K 
s i n 2 a 

Soil N le point où le diamètre OR coupe l'ellipse. Le 
second théorème d'Apollonius fournit la relation 

M R . 0 N = a 6 . 

Or, R étant le milieu de QQS 

2 M li MQ -f- M Q ' = ( M F -+- M F ' ) sin a = - l a s i n a ; 

par suite, 
a . ON sin a = ab, 

d'où 

s n i a 
et finalement 

Q F . Q ' F ' = = O N -¿>2^ 

ce qui démontre la proposition ( ^ ). 
La Géométrie analytique conduit au même résultat. 

La proposition énoncée est un corollaire du théorème suivant, 
qui est connu : 

Le produit .^fP'.MF' des rayons vecteurs, menés d'un point M de 
l'ellipse aux deux foyers, est égal au carré du rayon ON perpen-
diculaire à la normale au point M. 

Cela admis, soient / , / ' les rayons vecteurs Ml", MF' ; M l'angle 
FMF' ; p le demi-périmètre a c du triangle FMF'. On a, évidem-
ment, 

O F . Q ' F ' = / . / ' . s i n " " . 

Mais, d'après une formule de la Trigonométrie, 

Donc 

QF .Q 'F ' l a f f — b - f j ' — b\ 
C. Q. F . D . 

(G.) 
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Soit, cil edet, 

¿>Y coscp — a X sincp H- sincp coscp = o • 

l 'équation de la normale en M. 
Le produit des distances des foyers à celte normale 

sera, en remarquant que les foyers sont situés de part et 
d 'autre de la normale, 

— c^f c coscp — c o s o - h a ) singes ^ . 
: 1 ! I L S I N ^ C P 

¿>2 C0S2 cp -I- «2 sin2 Cp 

c2 sin^cp = sin2cp H- b^ cos^cp — 

Or n coso, h sincp étant les coordonnées du point M, les 
(Coordonnées de l 'extrémité du diamètre conjugué à OM, 
c'est-à-dire perpendiculaire à la normale en M, sont 
— <7 sincp, — Z>coscp, et, par suite, le carré de ce demi-

diamètre est 
sin2cp -h 62 cos2çp. 

La proposition est donc démontrée. 

Note. — La même question a été résolue par M. Moret-Blanc cl 
M. Bassani, professeur au lycée, à Padoue. 

Question 1537 
(voir 8* série, t. IV, p. 391); 

PAU M. H. BASSANI, 
Professeur au lycée de Padoue (Sicile). 

On considère les pieds des quatre normales menées 
d'un même point ¿1 une ellipse : démontrer que le rap-
port de la moy enne géométrique des abscisses de ces 
quatre pieds à leur moyenne arithmétique est constant 
et égal au demi grand axe de l^ellipse. Le même raj)-
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port, relatif aux ordonnées, est égal au demi petit 
axe ( B A R I S I E N . ) 

Désignons par « - j - -f- b^x- — a-b''= o l'équation de 
l'ellipse, e t p a r x o , To Iî̂ S coordonnées d'un point P ; 
d'où l'on mène les normales à la courbe. 

Soient Xi^^ji 5 2î ^ ^ i j i Jt̂ s coordonnées 
des pieds des quatre normales menées du point P. L'équa-
tion de Fbypei'bole passant par ces quatre points sera 

a^xoy — b^yox — c^xy — o. 
Si l'on élimine ou j) , entre ces deux équations, on 

obtient une équation en a:, ou en du quatrième degré, 
qui doinie les abscisses, ou les ordonnées, des pieds des 
quatre normales. 

On trouve, pour les deux cas, 
(1) — l a ^ c ^ X o c r ^ a ^ x ^ — o, 
( 2 ) '¿b^c^yoy^-^-i^^yi = o; 

d'où Ton tire 
la'^xo a^x'f X i - \ - c r ^ - i - X ! , = — et x 1X2X̂ X1, = c- c* 

^ et 7172737^ = 

et, par suite 

A l 

Ce qui donne 

a^XQ , 

s!x^x^x^xi, v6"i.r273.r4 ^ ^ 
• r i - f - 3 7 2 - f - 3 7 3 - f - ^ 7i-^72-^73-^-74 

2 2 
c. Q . F . D . 

Note. — La même question a été résolue par M. Moret-BIanc. 

On entend ici par moyenne géométrique la racine carrée du 
produit des quatre quantités considérées, et par moyenne arithmé-
tique leur demi-somme. 

(2) En valeurs absolues, c'est-à-dire sans avoir égard aux signes. 
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Quesiiofi 1343 
( voir série, t. IV, p. 3y2) ; 

PAR U N A N O N Y M E . 

On donne Vune des deux asymptotes d'une hyper-
bole équilatère^ une tangente, et un point de la courbe : 
déterndner le centre et les autres éléments de la 
courbe, [Construction géométrique.) 

La solution suivante s'appuie sur cette proposition : 

Les projections d\in point quelconque dhine hyper-
bole équilatère, sur une tangente et sur la droite menée 
du centre au point de cojitact, sont h égale distance du 
centre de la courbe. 

Cela admis, soient OX et CM l'asymptote et la tan-
gente données; P le point donné sur l'IiyperLole; O le 
centre de la courbe; M le point de contact de la tan-
gente CM, et C le point d'intersection de l'asymptote et 
de la tangente ( ̂  ). 

Les droites OM, CM étant égales entre elles, l'angle 
MOC = MCO-, cette égalité fait connaitre la direction 
de la droite OM, et, par suite, la perpendiculaire PA 
abaissée du point P sur la droite OM est déterminée de 
position. 

Soient encore PB la perpendiculaire menée à la tan-
gente CM par le point P, et B' le symétrique du point B, 
par rapport à l'asymptote OX. 

On a d'abord' 
O B ' = : O B ; 

puis 
O B O A , 

d'après la proposition énoncée. ' 

C ) Le lecteur est prie dc faire la figure. 
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Or l'égalité des trois droites OB', OB, OA montre que 

O est le centre d'une circonférence tangente à la droite 
PA en A, et passant par les deux points B', B. La déter-
mination du centre de l'hyperbole est ainsi ramenée à 
celte question de Géométrie élémentaire, dont la solu-
tion est bien connue : Faire passer par deux points 
donnés une circonférence tangente à une droite. 

Le centre O de l'hyperbole étant ainsi obtenu, on 
élèvera en ce point à l'asymptote OX une perpendicu-
laire OY qui sera la seconde asymptote de l'hyperbole, 
et l'on sait comment on détermine les axes d'une hyper-
bole dont on connaît un poinL et les deux asymptotes. 

Note, — La mcme question a été résolue par M. Moret-Blanc. 

Question loU 
( voir r série, t. IV, p. 39?. ); 

PAR M. MORET-BLANC. 

Ofi donne une parabole et un point dans son plan; 
par ce point on mène une sécante quelconque, et, sur la 
corde ainsi déterminée, prise comme diamètre^ on dé-
crit un cercle. Trouver l'enveloppe de la polaire du 
sommet de la parabole, par rapport à ce cercle. 

(WoLSTEN HOLME.) 

Soient J " = Vipx l'équation de la parabole*, a, ^ les 
coordonnées du point donné; — ^ z = z m [ x — a) sera 
l'équation de la sécante. 

Éliminant x entre ces deux équations, on a, pour dé-
terminer les ordonnées des extrémités de la corde inter-
ceptée, 

m y i __ ^py ^ 2/>( ^ — /n a) = o, 
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équation dont les r a c i n e s y " sont déteruiinécs par 

_/> db — 'xpm{ B — ma) 
m 

Ou a ensuite 

y y " _ p 

r'—y" — — m y.) 
'X ~ m 

y'2—y"2 x'—x" sjp'^ — r>.pni ( [i — m a ) 
4p ~~ 2 m-

x'-h x" _ n — — moL) _ p — — m a ) _ 

- ' m ~ ~ 

L'équation de la circonférence décrite sur la corde 
considérée, comme diamètre, est 

j2— 2^137 — -H •+-yi — r^ = O, 

et celle de la polaire de l'origine, sommet de la parabole : 

^ J i J — — y i -i- r2 = o, 

^^'- x'y ^ ^ / - / y _ [(T -f- m2)(p'^- 2pm—m aVI 

llemplaçaut j: , , j i et /'- par leurs valeurs, multipliant 
par /;/-, et réduisant, l'équation de la polaire devient 

(p ~ + 0Lm^)x - h p m y — ( ^ — m a ) 2 — — ma) — o 

ou, en ordonnant par rapport à ///, 

(i) {ax->r'ipa — oL^)m'^->r{py— ^x-ho.a'^ — ^p '^)m-{-px—o. 

On aura l'équation de l'enveloppe, en éliminant m 
entre cette équation et sa dérivée par rapport à m, 

(gt) 2{ax 4- 2/?a — a2)/?n-py — — = 

Ajoutant ces équations multipliées, respectivement, par 
2 et — ///, ou a 

( 3 ) {py — — •+• 2{px^ (̂ 2) o. 
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Enfiiiy rélînrîinatKTn de m entre les équations (2) et 

(3)donne 
{py — pa? 4- — 4a(a7-i- ip — a)(/?iF— == 

La courbe, représentée par cette dernière équation, est 
une ellipse, ou une hyperbole, suivant que Ton a a o, 
ou a o. 

Si a == o, la polaire passe par le point fixe 
^ 33 

Son enveloppe se réduit à ce point. 
Dans le cas général, la courbe est tangente aux droites 

X = Cf. — 21) et X = — : la corde de contact est la droite 
' P 

représentée par l'équation 
py — ^x — 'ip^ = 0 . 

QUESTIONS. 

1554. Si X, z sont trois nombres positifs, dont la 
somme est égale à l'unité, on a 

{ i ~ x ) { i - y ) { i — z)>^xyz. 
{ W O L S T E J N H O L M K . ) 

1555. D'un point P pris sur une strophoïde droite, 
on mène deux tangentes à la courbe; soient T, T^ les 
points de contact. L'enveloppe de la corde TT^ est une 
parabole ayant même sommet que la strophoïde, et 
dont le foyer est le symétrique du point double, par 
rapport à ce sommet commun. ( F A U Q U E M B E U G C E . ) 

1556. Les perpendiculaires aux côtés d'un triangle 
donné ABC, aux points où ils sont rencontrés par une 
transversale quelconque r/, forment un nouveau triangle 
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A'B'C'. Démontrer : que les droites A A', BB', C C se 
eoupent en un meme point M, commun aux circonfé-
rences ABC et A^B'C; que celles-ci sont orthogonales, 
et que les droites de Simson, du point M, par rapport aux 
deux triangles, sont parallèles à d, (J. NEUBERG.) 

1007. Par un point M, pris d'une manière quel-
conque sur le côté BC du triangle ABC, on mène des 
parallèles aux côtés AC, AB. Ces droites coupent, res-
pectivement, aux points B ,̂ CJ les côtés AB et AC. Dé-
montrer que, si la droite qui joint le sommet A au 
point I de rencontre des droites B'C et BC coupe la 
droite B'C au point on a 

M'W _ ^ 
W C ' ~ MC* 

(D'OCAGJNE.) 

1008. Le lieu des centres de toutes les coniques ayant 
un contact du troisième ordre, au même point, d'une co-
nique donnée, est une ligne droite. ( BARISIEIN.) 

1559. Etant données l'arête de base et la hauteur 
d'une pyramide régulière, trouver l'angle compris entre 
deux faces latérales dans les cas suivants : 

r ' La base est un triangle équilatéral ; 
2" Est un hexagone -, 
3" D'une manière générale, la base est un polygone 

régulier de n côtés. ( A . GEWEIX-MARTIN.) 

1360. Trouver le rayon d'un cercle passant par les 
points dont les coordonnées trilinéaires sont (— 
( a , — c ) , (rz, i , — c). (B. HANUMEJNTA-RAU, B. A.) 

Exlrail du journal anglais : The Educational Times. 

Note. — M. Giovanni Russo a résolu la question 1538; c'est par 
oubli que sa solution n'a pas été mentionnée p. '487. 
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DÉMONSTRATION DIRECTE D'UNE IDENTITÉ. 

Dans son Algèbre^ p. 5, M. de Longchamps donne 
Tidentité suivante 

x{x . .(ce y ) {x \ ).. \ x -^y -h i) . . 

_ - f - 1 ) ^ . . — — r ) . . . ( . r — I ) 

- ' 

et ajoute que sa vérification directe présente des diffi-
cultés. On lira donc peut-être avec intérêt la suivante, 
qui n'en présente aucune. 

De l'expression 

}x — l ) x { x - f - 1 ) . . .{X - 4 - J ,) 

-h i ) . . . ( x i j . . . 
-H — y — i}(.z - y ) . . . U - f - i ) • 

retranchons l'expression même où tous les ternies ont 
avancé d'un rang 

x{x i).. .(x -hy — I ) 
(.r -m). . .(.r -4-2) -K. . . 

H- (z —y).. .{z -h i) -4- (x — i)x{x-{~ i).. .(x-hy), 

nous aurons un résultat identiquement nul. 
Or, en soustrayant les termes de meme rang, on a 

x ( x - ^ i ) . . . { x -^y){x -h J -f-1 — ^ H-i] 
{x -h i){x -- 1).. .{x y -^-2 — x] .. 

-r- (z —y). ..z[z-hi — z -hy H- i] 
h-ix — i j x . . .(x-hy) — ( z ~ y ) . . . ( z - h ï ) == o, 

où tous les crochets se réduisent k j 4 - 2 . En divisant 
par + 2, on a donc l'identité proposée. CH. B. 

Jnn. de Mathémat., 3® série, t. IV. (Décembre i885.) 3 5 
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M N SUR L1IERP0LI10D1E 

PAR M . B A R B A R I N , 

Professeur au lycée de Toulon. 

Poinsot a démontré que, quand un corps qui n'est 
soumis à aucune force extérieure tourne autour d'un 
point fixe, son ellipsoïde d'inertie demeure constamment 
tangent à un plan invariable. Le point de contact décrit 
sur rellipsoïde une courbe du quatrième ordre, connue 
sous le nom de polhodie, et trace sur le plan fixe une 
autre courbe, appelée herpolhodie. Les propriétés de la 
première courbe sont bien connues-, c'est une courbe 
fermée entourant sur l'ellipsoïde l'extrémité du plus 
grand axe ou l'extrémité du plus petit; elle se réduit, 
par exception, au système de deux ellipses lorsqu'elle 
passe par le sommet de l'axe moyen, ou aux parallèles 
de rellipsoïde quand celui-ci est de révolution. On sait 
enfin que la polbodie se projette suivant une ellipse sur 
le plan du petit axe et du moyen, ainsi que sur le plan 
du grand axe et du moyen, et suivant une hyperbole 
sur le plan du grand et du petit axe [voir, à ce sujet, 
le Traité de Mécanique de M. Collignon). 

Je me propose, dans cette Note, de résumer les pro-
priétés les plus remarquables de l'iierpolliodie. 

C) Cet article nous a été envoyé par M. Barbarin à la date du 
28 janvier 1882, et nous n'avons malheureusement pu le publier plus 
tôt à cause dc nos engagements antérieurs. M. Barbarin n'avait donc 
aucune connaissance de la Note de M. de Sparre, insérée aux Comptes 
rendus le novembre 1884, lorsqu'il a fait son travail. CH. B. 
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I . — É Q U A T I O N DE L ' H E R P O L H O D I E . 

D'après le théorème de Poinsot, le mouvement est 
réglé en ce que la polhodie roule sans glisser sur l 'her-
polhodie. Si donc on désigne par S et a- les arcs des deux 
courbes décrits dans le même temps, à partir du même 
instant initial, on a 

S — J et dS ~ d^. 

Je déterminerai S et T en fonction des coordonnées po-
laires p, io de l'herpolbodie sur le plan fixe, le pôle étant 
pris au pied P de la perpendiculaire menée à ce plan par 
le centre de l'ellipsoïde. Donc, relativement à cette 
courbe, on a d'abord 

Soit maintenant 
.̂ 2 r2 

^ 62 ci 

Tellipsoïde; si je désigne par S la distance du point fixe o 
au plan fixe, la polhodie est définie par l'équation pré-
cédente et 

.r2 >^2 ^2 J 

Je joindrai à ces équations la suivante : 

(3) œ^-hp-h o2-i- p2. 

J'écarte d'abord le cas où l'ellipsoïde serait de révolu-
tion autour de son grand axe a^ alors 

h = c 
et 

(«2 — 02 )(02 — ¿2) 
P 

l'herpolbodie est alors un cercle ayant P pour centre. 
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11 en serait de même si l'ellipsoïde était de révolution 

autour de son petit axe. 
Soit donc 

a> b> c. 

En résolvant le système des équations (i) , (2) , (3) par 
rapport à z-, je trouve d'abord 

Je poserai, pour abréger, 

( ^ — «2 )( _ /,2 )( $2 _ c2 ) 

J'aurai donc simplement 

( 4 ) 

g U 
- " 1) p̂—r- a2) 

U 
D p 62) 

-cHa^- A2) p2^- U p2^- 02(82 — C2)_ 

équations qui peuvent s'écrire sous la forme 

( 4 ' ) 

— a ( p2 n ) a v e c a - -
D 

o-( a^ ) 

En différentiant ces équations, j'ai 
;r dx — ocp dp, 

z dz — Yp dp : 

donc, pour obtenir l'arc de polbodie en fonction de p. 
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d ' o ù 

a 3 
Ti p2 H- r2 p2 -f- Ta 

L'équation diiïérentielle de l'iierpolliodie est donc 

(5) 
^ ^ 9 V p2-î-r2 p^-h/'a/ 

et la recherche de cette courbe se trouve ramenée ainsi 
à une quadrature. 

En abordant maintenant les simplifications, on a 

[a(A'2-f-r3)-+- p ( 7 - 3 Y r 2 ) — (/',-!- r2-i- 7̂ 3)]?̂  
-i- ( g 7-2 7-3 -f- ¡3 7-3 7-1 -f- Y 7-1 Ta — 7-2 r^ — r^r^— r^ ) p2 — r^ r^ r^ 

(p2-f-7'i)(p2-i-r2)(p2-l-r3) 
1° aH-^-f-Y — 1 = 0; 

f 0i{r2-h 7-3) -+- ̂ (7-3+ 7-1)-+- f'i) — (7'i-}- 7'2-+- 7-3) 
== (P-f-Y — i ) n - + - ( Y p — i ) r 3 

== — + — (Y + — ''2 
= — a 7-i(r2-l- 7̂ 3) — p 7'2(7'3-{- 7̂ 1) — Y Ti); 

or 
ri H- = 

donc 

— ari(7'2-4- 7-3) 

de même 

aHb^-
Do^ 

- a2)(202 — C2 — 

-



( ) 
donc 

— a r^) — ? r^ii'^-^- /'i ) — Y -i- ''2) = — . 
if^ 

L'équation (5) se transforme et devient finalement 

( 6 ) Cko — 0 —r ^ ' , = z r » 

Le problème dépend donc d'une quadrature elliptique. 

I I . — D I S C U S S I O N E T FORME DE LA COURBE. 

Cette forme dépend des diverses circonstances que 
présente l'équation diilércntielle précédente quand on 
y fait varier 0 depuis c jusqu'à a en passant par la va-
leur intermédiaire b. Ce sont ces circonstances que 
nous allons étudier : 

i'' 0 varie de c à b : la polhodie entoure le sommet 
du petit axe. — Au début, pour 5 = c, ri = o, /'2— o, 

( c 2 — ¿ > 2 ) 
u = o, ^ et p = o. L lierpolliodie se 

réduit à son pôle P-, le corps tourne autour du petit axe 
de son ellipsoïde, qui demeure fixe. A mesure que S aug-
mente, la courbe s'élargit progressivement; alors 

d'où 
/•2<o, r 3 > o ; 

le radical, qui est au dénominateur du second membre 
de l'équation (6), s'annule pour deux valeurs distinctes 
de p 

et 
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Du reste, ce radical ue doit pas cesser d'être réel, et, par 
suite, ( p' ) ( p' -H /"i ) ( p - -H ''3 ) d'être négatif, ce qui 
exige (p2 -t- r^ )(p--t- /'o) < o, puisque p--h /•3>- o. 
Donc p est compris entie p, et p.j, 

pl<P<P-2. 
La courbe ne possède de points que dans la bande annu-
laire C, Co formée par les deux cercles concentriques à P 
et ayant pi,p2 pour rayons; de plus, 

dipi) 

ce qui fait voir que : 
Pl augmente depuis o jusqu'au maximum b — c, 

quand S augmente de c à sjbc b ; puis p< diminue pour 
retourner à o quand 5 devient égal a è, 

P2 augmente aussi avec B depuis o jusqu'au maxi-
mum a — c, atteint pour ù \[ac. Lorsque o=zb^ la 

valeur de po est ^ ' ^ ^. 

En tout cas, la bande annulaire, d'abord très étroite, 
s'élargit quand S augmente, puisque p^—p^ augmente^ 
avec 0. 

La courbe est tangente aux cercles PC, , PC2 qui l 'en-
¿/p , 

serrent; car, pour p — p, ou p ~ p2, — o. Les con-

tacts sont périodiques. En eilèt, l'angle M, PMa de deux 

rayons de contact consécutifs est l'intégrale définie 

Of — CO2 — coi = 0 
p̂  p V̂— ( P'̂  + K P'̂  -H r2 ) ( p2 -t- /'a ) 

qui a une vabmr constante pour une valeur fixe de 0. 
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Les rayons de contaet PM^, PiVL, . . . sont des axes 

d(; symétrie de la courbe. En eiFél, soient, de. part et 
d'autre du point Mo, deux points a, de la courbe où 
p a la même valeur : 

[Jl P Mo = M — 

M 2 p ~ to' — — 0 
•'p. 

p v ' - ( p--H '•l ) ( p"-t- }( p--H ,) 

car, de ji. en M^, i/p ^ o, tandis que, de M2 en dp c^O'^ 
donc 

w' = (0 ; 
donc [Jl et ¡x' sont symétriques l 'un de l 'autre par rapport 
à la droite PM2. M,, M2, . . . sont les sommets de la 
courbe^ en chacun d'eux le point de la polhodie qui est 
sur la courbe fixe appartient aux plans principaux de 
rellipsoïde. Je vais déterminer deux limites de l'angle 

iVliPMj — iî'; et montrer que cet angle est, en général, 

> r 
Pour cela, je fais varier continuement p de p̂  à po-, 

dans cet intervalle, p--f-7'3 augmente continuement de 
/'.J — ri à/'s — 7*2̂  d'après un théorème connu, l 'inté-
grale Q^ est donc comprise entre les limites suivantes : 

Limite inférieure : 

\ J — py/—(p2-:- s/rii— r^ 

Limite supérienre : 
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Je calcule l 'intégrale définie P. En posant p - = i , 

on a 

f . 
_ i_ r dt 

dt u r ^ 

Ces deux intégrales indéfinies se calculent aisément; leur 
somme est 

T . '2 i Ti H- r^ Il . — {ri-i- i \ ) t — 2 /'i r2 - arc sin i ^ H — = arc sm î—— ^ — 

I . 2 p2 Ti -f- 2̂ U . ( H- 7̂2 ) P̂  2 2̂ 
= - arc sm i ^ h ^ arc sm —^ , . , ; 

donc la valeur de P est 

Ï . 2 p| -h Ti 7̂2 If . — ( -f- /'2)pi — 2 ri ro p - arc sm î ^ H — = arc sm , . ^^^ — 
2 7-2 2 pi (n—7-2) 

_ I arc sin ^ arc sin " - ^ / ^ O p ? - . 2 

ou 
P = ^ r 

'A o ^ ^ n r j ' 
donc 

pour 0 = c, la valeur initiale de L, est 

C^- -H Sj{ _ c2 )( ¿>2 _ ) 7-
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quanti té supérieure à - ? et sa valeur finale est, pour 

^ 

11 y a lieu de distinguer, suivant que cette valeur est 

< '1 ' 
i" - r - - r > i . La valeur finale de est 

>> Le sens de la variation de L^ est indiqué par le 

signe de ^ ^ ou, à un facteur près qui est constamment 

positif, par le signe du trinôme bicarré 

(«2-4- ¿,2)34— a2(a2_|_ 4¿,2)Ô2_^ (4^2 __ 

Ce trinôme a toujours deux racines réelles et distinctes 
eu 0-, l 'une positive et supérieure à l 'autre infé-
rieure. Désignons-la par d^. 

d i f C-. Le trinôme reste négatif de S = c «à o = L, 
diminue et, par suite, reste t o u j o u r s ^ Afortiori/û 
en est de même de 

ds >• c^. Le trinôme est positif de 3 = c à 3 = c/^, 
puis devient négatif. L^ augmente d'abord, pour diminuer 

ensuite, mais sans cesser d'être ^ Ainsi de Q^. 

. = I. Mêmes conclusions que 

})lus haut. 

3" ^ . I. Pour les valeurs de 3 avoi-

sinant c, L^ et a fortiori Q'; sont ^ mais, pour les 
valeurs de S avoisinant ô, L, devient On ne peut 

donc rien conclure au sujet de Cependant il est aisé 
de voir que, quand o est très proche de 6, Q;' a une très 
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grande valeur absolue. Daus ce cas, en eiîet, si l 'on dé-
signe par E, Ci, £3 trois infiniment petits du même ordre, 
on a 

u 
= ri = £1, l'i = £3, 

et, par suite. 

12f = 0 

En négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur, 
remarquant que, £3 et £< étant de figues contraires, leur 
somme est négligeable aussi, il reste simplement 

or 

p . H P V P̂  / 

et, en posant ~ = ii'̂ , 

r _ j[_ r dii_ 
J - Pl J y / i i ^ 

mais l'intégration par parties donne 

r r ^-— , /—— r w2 du 
I sJ u^ — 1 du — u \ u^ — I — / — : 

J J sju^-i 

de là résulte 

du — - [^u\/u- — i H- ^̂  -f- _ , 
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(!t, par conséquent, 

r ^ _ _L [e! t / £ l _ , . f P! . / p | _ , ^ 1. 
J p3 v/pT=72 V I L p v P̂  H p V p' A ' 

dont 
0 

S 
J l / p i - P' 
2pl - ' P r 

cette intégrale indéfinie étant prise entre les limites 
y / — e t p2. 

Si Bi tendent simultanément vers zéro, o tendant 
vers />, la limite de Of est infinie. 

Donc, en général, quand S varie de c à l 'herpol-
hodie se compose d'une succession de boucles égales 
dont les sommets se déplacent dans le sens où w croit. 

Fig. I. 

I n A " 
/ 

/ 
/ 

/ / 

Cette courbe peut se fermer quand le nombre de ses 

axes est fini, ou que Tangle Qj = IVl̂  PMo est commen-
surable avec l'angle droit; dans le cas contraire, elle se 
prolonge indéfiniment sans revenir au point du départ, 
et le nombre de ses axes est infini. 
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S ^ b : la polhodie est une ellipse passant par 

V axe moyen. — Dans ce cas, 

L'équation (6) se simplifie et devient 

bdg 
pvpI —p' 

d'où 
(,_) — J , 

P2 P 

si l'on compte Tare h partir du moment où p == 02. 
De là, aisément, 

f = " pjCO PjW 

L'herpolliodie est une spirale tangente au cercle PC2 
pour co o, intérieure à ce cercle et se rapprochant du 

Fig. 2. 

\ 

^(s -----
\ 
\ 

\ 
\ 

pôle P, point asymptote autour duquel elle tourne indé-
finiment. Quoique ce point ne soit atteint que pour 
to = oc , néanmoins la longueur de la spirale est finie, 
car elle est égale à celle de l'ellipse polhodie. Supposons 
le corps placé de telle sorte que l'axe moyen de son 
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ellipsoïde d'inertie soit dirigé suivant oP. Si, dans cet 
état, on fait tourner le corps, la rotation persiste indéfi-
niment autour de oP-, mais, si, en provoquant la ' rota-
tion, on dérange légèrement l'ellipsoïde, l'axe instantané 
évolue alors un nombre infini de fois autour de oP en 
s'éloignant jusqu'à ce que son extrémité I, atteignant le 
sommet de la polhodie qui est dans le plan du grand et 
du petit axe, vienne se placer sur le plan fixe au point 
Ca- En vertu de la vitesse acquise, le mouvement se 
continue, et Taxe instantané, dépassant cette position, 
recommence à évoluer un nombre infini de fois autour 
de oP, s'en rapprochant cette fois sur la seconde branche 
de la courbe. L'axe moyen tend à reprendre son orien-
tation première, mais sa direction s'est totalement ren-
versée-, le corps s'est retourné sur lui-même. 

3® 0 varie de b ci a : la polhodie entoure le sommet 
du grand axe. — Dans ce cas, 

§2— <22<0, O2— O2— C2>O; 
d'où 

W<0, /•i>0, r2<0, 7-3 < 0 , P2>P3. 
En faisant une analyse analogue à celle qui a déjà été 
faite quand S était << b, on arrive aux conclusions sui-
vantes : 

La courbe demeure comprise dans la bande annulaire 
formée par les deux cercles concentriques PCa, PC3 
ayant pour rayons po—y/—/'o et p 3 = v — E l l e est 
alternativement tangente à chacun d'eux, et les rayons 
de contact sont des axes de symétrie; p3 augmente pro-
gressivement de o au maximum a — b lorsque ô croît, 
puis il diminue pour redevenir o quand S = a ; po part 
1 1 1 / ( ¿ . 2 _ c 2 ) ( a 2 _ 6 2 ) de la valeur w ^̂  ^ ^, augmentant jusqu a 

a — c si sjac b et diminuant ensuite jusqu'à o, ou bien 
diminuant dès le début si \/ac b. 
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Dans tous les cas, 

la bande se rétrécit donc à mesure que S croît. 

L'angle M2PiVl3 de deux axes de symétrie consécutifs 
est 

.... r 

et, comme 7 | -h p- augmente continuement de r^ — 7'3 à 
Vi — /'o quand, pour une valeur fixe de 8, on fait aug-
menter p de p3 à po, cet angle a encore deux limites : 

Limite supérieure : 

U P A Ê \ ' r^!*' 
\Jri - J^^ p sJ— ( p̂  4- ) ( p2 -

— ^ i 1-A- " \ • 

Limite inférieure : 

La valeur initiale de cette dernière est 
tT 

La valeur finale est 

quantité ^ ^ • 
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Du reste, pour les valeurs de o qui avoisiiient ù l 

a une valeur absolue très grande, et, comme on a 

di. 

quantité toujours positive quand 0 croit de è à a , la li-
mite inférieure Lo ne cesse d'augmenter, et, par suite, 

est, en général, plus grand que La forme de la 

courbe demeure sensiblement celle de la^g^. i . Enfin, 
pour G = a, la polhodie se réduit au sommet du grand 
axe, et l'herpolbodie au point P. 

I I L — M O U V E M E N T SUR L ' H E R P O L B O D I E . 

Pour achever la question, il reste à étudier la vitesse 
du roulement des deux courbes l 'une sur l'autre. Si Ton 
se reporte aux équations d'Euler et à l'analyse de Poin-
sot, on voit que les coordonnées x , j , ^ du point de 
contact des deux courbes par rapport aux axes de 
rellipsoïde sont 

y/H v/H / H 

(J, /•, H ayant les désignations que l'on sait, et que, 
par conséquent, la première des équations du mouve-
ment peut s'écrire 

d'où, en tenant compte des équations (4 ) et en choisis-
sant convenablement les signes des radicaux. 

tt 
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(le là résulte aussi 

la vitesse du point coïncidant sur la courbe fixe est donc 

Y 
P' 
II 

Si l'on se reporte à la fig. Ï , en y suivant le mouvement 

conlinu du point coïncidant de M, en Mo, ^ diminue 
cil 

constamment de oy/U^i H - ^ ^ ^ à S y / i l + p u i s 

augmente de nouveau en oscillant périodiquement entre 
CCS limites-, to augmente et diminue plus vite au voisi-
nage du cercle C, qu'au voisinage du cercle Ço. 

En dérivant, par rapport à p , les deux membres de 
1 équation (i i), on a 

p- J — p P 2 ri] 

11 
— 2p 

P̂  
• 2p«— (ri 4- 7'-^ — /'i/'-i/'a — 

= 2 11 

mais on a vu que r^ r^r^ = donc 

- 2 II p [ 2 p2 ^ ( /•, — r j ) l 

Ann. de Maihcmat.^ 3® série, l. IV. (Dcccnibio i8S5.) 36 
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Pour p = 

pour p = p2, 

do 
mais 

7-2-h 7-3— 02 

^ ^ — 2 H p2( ri — /•£ -H /'3 — ) ; 

2 — 2 ( -f- ¿>2 -I- c2 ) o2 -I- a2 ¿>2 -h ¿2 ^2 

Le numérateur de cette fraction a deux racines réelles, 
l'une toujours ^ aP-. 

I® Si ^ l'^^tre racine qui est positive est 

moindre que c-. Dans ce cas, -h /'2-f- — 0- est tou-

jours négatif quand 0 varie de c à ^ ; ^ s'annule, par 

conséquent, et change de signe pour une certaine valeur 
de p ; mais, dans ce cas, 7-3 — ô  o et — o : donc 

la valeur initiale dé ^ est positive-, par conséquent, la 

vitesse du point coïncident augmente a partir du 
point M, -, mais, suivant les cas, entre ]\L etIV'L, elle peut 
croître continuement ou atteindre un maximum. 

Si ^TZ^T^' ^̂  deuxième racine est supérieure 

à c- : mais alors, à plus forte raison, f ^ , et cette ' ' ^ ' a'- -i- c-
mème racine est inférieure à h'̂ . Désignons-la par 

Quand ô varie de c à Si, r^ -h /-o + /•? — 5- est positif : 

donc commence par être négatif, et, par conséquent. 
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commence par diminuer et diminue sans cesse de Mi 

à M o . 

Si S 84, ^ est encore négatif, et ^ diminue constam-
ment. 

Enfin, quand 0 s'élève au-dessus de S,, -f- — 
devient négatif, et î^- commence par augmenter à partir 
de Mi comme dans la première circonstance. 

L'équation (9) donne 

donc le temps TJ employé à décrire l 'arc M, M2 est 

' " / H X . 

il est aussi compris entre les deux limites 

0 TT 
Limite supérieure . 

V/H 

Limite inférieure — • 
v/H ^ V C ^ » - — o 2 ) 

Les arcs symétriques ¡JLM2, M2 [a' sont décrits dans le 
même temps, et, par conséquent, aux points [ji, ¡J! les 
vitesses sont égales, symétriques l 'une de l 'autre par rap-
port à Taxe PMo, mais orientées inversement. 

Mêmes conclusions quand 0 varie de l? kc. 
Enfin, pour S == on a 

O) ô/ Ï Ï i , 
2p2 

P = • p. y/11 i - Ps/Iir 

l'angle (o croît proportionnellement au temps, et le mou-
vement, qui tend, comme on l'a démontré plus haut, à 
renverser complètement le corps, demande un temps in-
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ÎJiîi pour s'aclicvcr. On a alors 

= Pi - p.) = Hp^ _ , 

donc, pour p = po, 

à partir de cette valeur, ^ diminue continuement si 
¿^^po et atteint, au bout d'un temps infini, sa valeur 
iinale o. Le mouvement se ralentit à mesure que l'axe 
instantané se rapproche de oP. 

Si 1>'<C pli la vitesse augmente jusqu'à ce que 

'2 

et atteint, à ce moment, le maximum donné par 

= n 
4 

puis diminue constamment jusqu'à zéro. 

O I E S T I O ^ S IMIOPOSÉES P A R M. E. CESARO 

[ S U I T E ( • ) ] . 

28. Dans tout triangle, de périmètre donné, il y 
a à parier contre 4 qu'il existe une médiane, et une 
seule, moindre que le quart du périmètre. S'il n'y a pas 
une médiane moindre que le quart du périmètre, il y 
en a deux, ou bien il n'y en a pas, et ces deux cas sont 
également possibles, c'est-à-dire que l'on peut, pour 
chacun d'eux, parier 2 contre 23. 

C) Voir iiiciue Toiuc, p. 'l'i'̂ -
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29. Dans un triangle de périmètre donné : 
i'' On ne doit jamais parier plus de ti contre i qti'un 

seul des cotés est moindre qu'une certaine fraction du 
périmètre. On peut faire le pari maximum quand cette 
fraction est y. 

On ne doit jamais parier plus de 7 contre 6 que 
deux côtés, ni plus ni moins, sont moindres qu'une cer-
taine fraction du périmètre. On peut faire le pari maxi-
mum quand cette iraction est 

30. Ayant brisé une barre en trois morceaux : 
i® On ne doit jamais parier plus de 3 contre 2 qu'un 

de ces morceaux, et un seul, est moindre qu'une cer-
taine fraction de la barre. On peut faire le pari maxi-
mum quand cette fraction est 

2° On ne doit jamais parier plus de 6 contre 1 que 
deux morceaux, et deux seulement, sont moindres qu'une 
certaine fraction de la barre. On peut faire le pari maxi-
mum quand cette fraction est f . 

31. La moyenne géométrique de deux quantités 
quelconques est égale, en moyenne, aux | de leur 
moyenne arithmétique. 

32. i" L'équation 

0) 

ne représente des lignes réelles que si 0 est une fraction 
proprement dite. 

2̂^ Si 9 = cos^cp, l'équation (i) représente les spirales 
logarithmiques, qui rencontrent leurs rayons vecteurs 
sous un angle V, tel que 

(2) tangV = 2 tangcp. 
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3° Donner l ' i n t e r p r é t a t i o n géométrique des équations 

( i ) e t ( a ) . 

Sur les côtés d'un triangle ABC on prend trois 
points A', B', C ,̂ tels que les droites AA', BB', C C con-
courent en un même point. Démontrer que le rapport 
des aires des triangles A'B'C, ABC, toujours compris 
entre o et a pour valeur moyenne 

tts I 
16 1 

34. Le rapport de Taire d'un triangle à Taire du 
cercle isopérimètre est égal, en moyenne, à 

1 : ^ = 0,3758.... io5 ' ^ 

Remarque. — Le rapport en question est toujours 
compris entre o et 

- 0,6046 . . . . 
3 v/3 

35. Si ^ k ( ^ ) ^st le nombre des fractions irréduc-
tibles, de numérateur x , supérieures à K, on a 

a, c, . . . étant tous les diviseurs de n. 

36. La probabilité que, dans la division de la ra-
cine carrée du plus grand diviseur carré d'un nombre, 
pris au hasard, par un nombre fixe a, on obtienne, par 
excès ou par défaut, le reste est 

a2 sin2 ̂Tzr 
a 
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37. Les probabilités que le plus grand diviseur 

carré d'un nombre, pris au hasard, se termine par o 
ou 5, ou par 4 ou 6,» ou par i ou 9, sont respective-
ment 

25 25 25 

38. Il y a 7 à parier contre 3 que la racine du plus 
grand diviseur d'un nombre, pris au hasard, est com-
posée d 'un nombre plutôt que d 'un nombre impair 
de facteurs premiers, égaux ou inégaux. 

39. La probabilité que, dans une division quelconque, 
le cliiffre décimal soit 7-, est 

Ja 20 2 J ^ 

40. Dans toute division, le moyen rapport du plus 
petit resta au diviseur est 

~ H - l o g - ^ = 0 , 2 4 5 7 8 2 . . . . 

41. Dans toute division, le dernier chiffre du quotient 
est moyennement égal au logarithme naturel d e \ / i o . 

42. On partage 72, de toutes les manières possibles, 
en parties égales à i , p , ou p + i. Ces partitions étant 
rangées en deux classes, suivant que le nombre des par-
ties est pair ou impair, démontrer que la différence 
entre les nombres des partitions des deux classes sur-
passe de I le plus grand nombre entier contenu dans ~ ? 
lorsque p est impair, 

43. Soit N^ le nombre des solutions entières et po-
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sitwes des équations simultanées 

L'expression 

N , - N 2 - N 3 - h Ne-Nt-Ng-i-Ng-f- . . . 

égale le nombre des décompositions de n en une somme 
de y carrés. 

N.-B. — Chaque N̂ p a été affecté du signe -f- ou du 
signe —, suivant que p est décomposable en un nombre 
pair ou un nombre impair de facteurs premiers, égaux 
ou inégaux. 

44. Soit un déterminant de [n — 1)- éléments, 
dans lequel l'élément général Uij est égal à la somme des 
carrés des diviseurs communs de i -Ar ^ Gt j i . Dé-
montrer que, lorsque n augmente indéfiniment, 

l im — — -

45. n et V étant deux nombres entiers, démontrer 
que la somme des plus grands nombres entiers contenus 
dans les quantités 

est égale à la somme des plus grands nombres entiers 
contenus dans les quantités 

VX, V x + i ) , V 
2 X -h - J ny 

I n —T ,lx-i 
\ ^ 

46. La somme des inverses des termes de la série de 
Lamé n'atteint pas 2,36. 
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47. i" Les pôles d'une droite I), par rapport à une 

série de coniques homofocales, se trouvent sur la per-
pendiculaire à la droite, élevée au point où celle-ci est 
touchée par une des coniques. 

Les points de contact des tangentes aux coniques, 
parallèles à D, se trouvent sur une hyperbole équilatère, 
concentrique avec les coniques, passant par les foyers 
et ayant une asymptote parallèle à D. 

Lorsque D change de direction, les sommets et les 
foyers de l'hyperbole décrivent des lemniscates de Ber-
noulli. 

48. On a 

\PX -H _ , j i P x n — aP~ -}- n-\-i)P, 

à condition de remplacer chaque puissance a^ par le 

coefiicient de % v dans le développement de — 1.2.0.. . A: ^^ i — e^x 

49. Si p est premier avec Ji el n — i, et si p — i est 
premier avec n — i, Cn^p est divisible par n [n — i). 

50. Démontrer que l'équation 

1 ^ 
I I . '2 

a toutes ses racines réelles. 

m. Soit 
^i—i 

Ui = 

Démontrer l'identité 

Ui 4 - U2+ Ms-h . . . = u\ — UiU\-\- Mj u-i ul — UiU^UzUl-\-

52. Soient respectivement A p̂, B^ les coefficients de 
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xP dans les développements de la fonction 

(i — a x ) { i — b x ) { i — e x ) . , , 

et de son inverse. Démontrer la formule 

aP -h bP cP . . . = Bl -h 2 B2 Ap_2 M- . . . -+- B^. 

53. Démontrer Tidentité 

1 T I « ^ + . . . H X^ v ^ I X I — X^ I T' X 1 ilLtl) 

1 1 
- h . ^ 2 ) . . . ( l - i - I — X ' 

54. La somme des puissances des racines de 
réquation 

est égale à 

- TXÏÏTT]; 

pourvu que p ne surpasse pas n. • 

55. Si les coefficients de l'équation 

satisfont aux relations 

¿ = 1 

la somme des puissances de ses racines 
est nulle, tandis que la somme des puissances (2p — i 
( ̂  m ) est représentée par 

i = p 
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o6. On calcule une double série de fonctions, d'après 
la loi 

avec les conditions initiales Démontrer que la 
somme 

X X x^ 
V-Z 

x^ x^ 
£«,3-H. .. 

I — X \ — x^ I — x^ 

est identique avec la puissance de 

57. On a une suite de fonctions arithmétiques 

M x \ M x ) , M x \ 

liées par les égalités 

La première fonction, généralement nulle, est (— 

lorsque o: a la forme * Démontrer que la somme 

est égale au nombre des diviseurs de x. [On suppose 
fi{^x) = o, lorsque i surpasse x.^ 

58. Soit Ep le nombre d'Euler, Démontrer que 
les sommes, dont les termes généraux sont 

logtang ( -7 H , ^ i ^ arctang 
( 2 A H - I ) ! ^ ^ V 4 2 / ( 2 / I - i - L ) ! ^ 

( n variant de o à = -H oo ), ne diffèrent que par une con-
stante. 
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59. Les seuls nombres entiers qui di fièrent de cinq 

unités, et dont la somme des carrés soit un cube, sont 
47 et 52. 

60. Si la diiïérence de deux entiers est un nombre 
premier, la somme de leurs carrés n'est pas une cin-
quième puissance. 

61. Si p est un nombre premier, de la forme 
i8[Jiii:7, l 'équation 

x'^{x -hpY •= y^ 

est impossible en nombres entiers. 

62. Soit le nombre de Bernoulli, et P,,, 
le m^' "''^ polynôme de Catalan, c'est-à-dire 

p = {l — xy^i^'^ [(l"^ -{- X -h 3072 -t-...)] ; 

démontrer la relation symbolique 

[(i — — [(1 — mP'«-!. 

63. Soit 

Démontrer l'identité 

64. Ayant posé 

Sp=z iP-h 3/^-+-.. ,-hnP, 

démontrer la relation 
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65. Soil My, = I -f- ^ • Démonlrer que, pour n iiiliiii, 

lim 

66. Démontrer aussi que 

ni 
lim y uf^ uf^ uf^ . 43 

67. Soit 

Démontrer que, l o r s q u e t e n d vers l 'unité, le produit 

t e u d v e r s ^ ' 

BIBLIOGRAPHIE. 

T R A I T É É L É M E N T A I R E D E M É C A N I Q U E CÉLESTE, PAR 

M. H, Resaly membre de l 'Institut. 2® édition, Paris, 
Gautbier-Villars ; 1884. Iu-4'' de 460 pages. Prix : 25 '̂ . 

Dans cette édition, comme dans celle qui l'a précédée, nous 
nous sommes proposé d'exposer les principes fondamentaux de 
la Mécanique céleste, en ayant recours à des démonstrations 
assez simples pour qu'elles puissent être adoptées dans rense i -
gnement des Facultés. 

Pour déblayer le terrain et en même temps pour faciliter la 
lecture du texte proprement dit, nous avons cru devoir placer 
en tête de l 'Ouvrage une Introduction où se trouvent traitées, 
d'une manière spéciale, la plupart des questions de Mécanique 
analytique et d'Analyse qui doivent ultérieurement se présenter, 
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et parmi lesquelles nous signalerons les suivantes : dans le 
Ti t re I, nous avons donné les équations de la Mécanique ana-
lytique, dues à Lagrange, Hamilton et Jacobi, suivies de celles 
auxquelles conduit la méthode de la variation des constantes 
arbitraires. Le Ti t re II se rapporte à l'emploi des coordonnées 
elliptiques dans la solution de certains problèmes relatifs au 
mouvement d'un point matériel dans un plan. 

Dans le Titre III , nous avons reproduit les intégrales connues 
des équations du mouvement relatif, par rapport à l 'un de ses 
points, d'un système matériel uniquement soumis à ses actions 
mutuelles. 

Nous avons eu pour objet, dans le Titre IV, d'établir les 
équations du mouvement dans l'espace d'un point matériel, ex-
primées en coordonnées polaires, équations auxquelles on doit 
avoir recours dans la théorie de la Lune. Le Titre V et dernier 
de l ' Introduction renferme les solutions de quelques questions 
d'Analyse dont les énoncés ne peuvent pas être traduits en lan-
gage ordinaire et pour lesquels nous renverrons à la Table des 
matières. 

Nous arrivons maintenant à la part ie essentielle de l 'Ou-
vrage. 

Dans le Chapitre 1, nous nous sommes occupé du mouvement 
elliptique des planètes, de la gravitation, de la détermination 
des masses, de la formule de Lambert et de ses conséquences 
dans le mouvement parabolique des comètes; de la détermina-
tion des constantes introduites dans les formules du mouvement 
elliptique et notamment par la méthode de Gauss, qui n'est 
mentionnée ni dans la Mécanique céleste de Laplace, ni dans 
VExposition analytique du système du monde de Pon-
técoulant; des développements en séries des coordonnées d'une 
planète suivant les puissances ascendantes du temps et de leurs 
applications, ainsi que de la détermination des éléments d'une 
orbite cométaire. Gomme première innovation apportée au 
programme de la prêmière édition, nous avons terminé le Cha-
pitre dont il s'agit en nous occupant du problème du mouve-
ment plan d'un point matériel att iré par deux centres fixes en 
raison inverse du carré de la distance; ce problème, posé pai' 
Euler, a été complètement résolu par Legendre, puis par Liou-
ville, dont nous avons reproduit la démonstration, en raison 
de sa simplicité. 
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Le Chapi t re II est consacré ent iè rement à la théor ie des per-

turba t ions . Nous avons pensé que, pour bien faire comprendre 
le sens du problème que l 'on a en vue, il convenait de faire 
précéder les recherches analyt iques de la théor ie géométr ique 
des pe r tu rba t ions , don t l ' idée première est due à Newton et 
qui a été repr ise plus ta rd par Lagrange, dans l 'hypothèse où 
les planètes circuleraient dans le plan de Técliptique. Dans 
cet te seconde innovat ion, nous avons eu uniquement recours 
aux propr ié tés de l 'accélérat ion, qui, comme on le sait, n 'ont 
été établies que vers le commencement de la seconde moitié de 
not re siècle. Nous avons dédui t t rès fac i lement , des résul ta ts 
ob tenus , les formules de Poisson qui s 'appl iquent au mouve-
ment d 'une planète dans un milieu dont la résis tance est p r o -
port ionnel le au carré de la vitesse. Nous avons exposé ensuite 
la théor ie analytique des pe r tu rba t ions des planètes, en p r enan t 
pour point de dépar t les théorèmes d 'Hamil ton et de Jacobi , 
mé thode qui est beaucoup plus simple que celle de Lagrange, 
lorsqu'on s'est bien assimilé les mat ières contenues dans l ' In -
t roduct ion . Nous avons t e rminé le Chapi t re en donnant les 
formules qui se r appor t en t aux pe r tu rba t ions du mouvement 
elliptique des comètes . 

Dans le calcul de l 'a t t ract ion des corps, qui fait l 'objet du 
Chapi t re III , nous avons reprodui t , à quelques modifications 
près, les démonstra t ions géométr iques que nous avions données 
dans la première édition, en vue d^apporter quelque clar té sur 
cet te part ie de la Mécanique céleste. Nous avons cont inué à 
démont re r a priori, au moyen d 'une double intégrat ion par 
part ies , la convergence du développement du potentiel en fonc-
tions sphér iques dans les cas dou teux auxquels Laplace ne s'est 
pas a r rê té . Nous avons employé, pour dé te rminer la fo rme de 
ces fonctions, la mé thode de Jacobi , à laquelle nous avons 
donné plus de développements , et qui est l 'une des plus élé-
gantes et des plus simples. 

Pa rmi les quest ions t ra i tées dans le Chapi t re IV, relatif à la 
figure des planètes, nous citerons celle de l 'ellipsoïde à trois 
axes inégaux de Jacobi, la discussion des équations qui en ré -
sul tent , établie d 'abord par Meyer, puis modifiée et complétée 
par Liouville ; les hypothèses de Legepdre et de E . Roche sur 
la variat ion de la densité dans l ' intér ieur de la T e r r e ; le t héo -
rème de Liouville sur la stabilité de l 'équilibre d 'une masse 
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fluide animée d 'un mouvement de ro ta t ion , théorème dont nous 
avons donné une démonst ra t ion géométr ique et que nous avons 
ensuite appliqué à la stabil i té de l 'équil ibre des mers . 

Nous avons dédui t ( G h a p . V), de considérat ions géométr iques 
sur le mouvement d 'un point , les propriétés , dues à Laplace, des 
lignes géodésiques t racées sur la surface d 'un sphéroïde . 

Dans le Ghapi t re YI, où nous nous occupons des a tmosphères 
des corps célestes, nous avons no tamment emprun té à E. Roche 
les considérat ions qui, en tenant compte de l 'hypothèse de la 
force répulsive due aux radiat ions calorifiques, imaginée par 
M. Faye, pe rmet t en t d 'expl iquer la fo rme des comètes . 

En tè te du Ghapi t re Yl l , i n t i t u l é o s c i l l a t i o n s de lamer 
et de Vatniosphèi^e, nous avons établi immédia tement les 
équations des petits mouvements d 'un fluide recouvran t un 
noyau sphéroïdal , en nous appuyant un iquement sur le t l iéo-
rème de Goriolis dans le mouvement relatif , et sur le principe 
de l ' indépendance des forces centr i fuges composées avec les 
mouvements composants . Nous sommes parvenu à é tabl i r la 
formule pra t ique relative aux marées, donnée par \Annuaire 
du Bureau des Longitudes, formule qui para î t ê t re due à 
r*oisson, mais dont nous n'avons t rouvé nulle par t la démon-
s t ra t ion . 

Une in te rpré ta t ion géométr ique des propr ié tés du mouve-
ment d'un solide au tour d'un point fixe nous a permis de poser 
presque immédia tement les équat ions du mouvement de la 
Te r re au tour de son centre de gravité (Ghap . Vl l l ) . lî n ce qui 
concerne les déplacements séculaires de la Ter re , nous avions, 
dans la première édit ion, pris pour origine du temps l 'année 
i jSo; mais ici nous par tons de l 'année i85o, et nous met tons à 
profit les chiilVes obtenus par Le Verr ier en discutant les ré-, 
sultats des observat ions de Pe te rs . Une simple considérat ion 
géométr ique basée sur la théorie des mouvements relatifs nous 
a permis d 'é tabl i r faci lement ce théorème de Laplace : Les 
phénomènes de la précession des équinoxes et de la nata-
tion sont absolument les mêmes que si la mer et l'atmo-
sphère formaient une masse solide avec le sphéroïde qu^elles 
recouvrent. 

Les équations du mouvement de la Lune et de l 'anneau de 
Sa turne , coimne celles qui se r appor t en t à la Ter re , ont aussi 
été déduites de considérations géométr iques. 
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La publication de not re Ouvrage sur la Physique mathé-

matique nous a dispensé de reprodui re , dans le Chapi t re LX, 
relatif à la chaleur te r res t re , les développements sur le mou-
vement de la chaleur dans une sphère et sur la chaleur centrale 
du globe, que nous avions donnes dans la première éd i t ion; 
nous n 'avons eu dès lors, à quelques prél iminaires près, à nous 
occuper que de la diminut ion de la durée du jour duc au re f ro i -
dissement de la Ter re . 

Nous avons a jouté au p rog ramme que nous avions adopté 
dans la première édi t ion, et d 'après Laplace dont nous nous 
sommes efforcé de simplifier les démons t ra t ions : 

1° La théor ie des réfract ions as t ronomiques ; 
La théor ie des inégalités du mouvement des planètes dues 

à l 'ellipticité du Soleil, avec son application à Mercure ; 
3® Enfin, pour terminer , les principes fondamentaux de la 

théorie de la Lune, en suivant la vf)ie t racée par Laplace. 
H. R. 

L A T H E R M O D Y J N A M I Q U E ET SES PIIIJNCIPALES A P P L I C A -

T I O N S ^ par M. J. Moutier, exainiiiateur à l'Ecole Poly-
teclinique. Paris, Gautliier-Villars^ i885. Li-8" de 
568 pages. Prix : 12 fr . 

Dans un pet i t écri t , publié en 1872 sous le t i t re à'Eléments 
de Thermodynamique, j 'avais essayé de résumer les principes 
de la Théor ie mécanique de la chaleur et de réunir les for -
mules les plus impor tan tes , dans le but de répandre l 'usage 
d 'une science qui intéresse à la fois l 'é tude des phénomènes 
naturels et l 'art de Tingénieur. 

Depuis une douzaine d 'années, le champ de la T h e r m o d y -
namique s'est beaucoup agrandi ; les applications sont devenues 
plus nombreuses. Le ileuve qui porte les idées nouvelles a élargi 
son cours et s'est infiltré peu à peu dans les terres voisines : 
les riverains s 'émeuvent à la vue de cette crue progressive et 
s ' inquiètent de la marche des eaux. 

Si l ' influence de la Théor ie des effets mécaniques de la cha-
leur sur les progrès de la Physique générale et des sciences 
voisines ne peut ê t re contestée au jourd 'hu i , il faut reconnaî t re 
cependant que les principes fondamentaux de cet te théorie 
sont encore peu répandus, et que lés applicat ions de la théorie 
sont encore peu connues en dehors d 'un milieu t rop restre int . 

Ann, de Mathémat,, V série, t. IV (Décembre j88.>). 
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La notion de l'équivalent mécanique de la chaleur est à peu 
prés la seule qui ait fait son chemin : elle doit ce succès à la 
simplicité de son principe. 

Le retard qu'éprouve l'expansion de la Thermodynamique 
doit être at tr ibué à la forme même sous laquelle la théorie 
est ordinairement présentée. L'appareil mathématique des 
Traités didactiques et des Mémoires spéciaux inspire une 
sorte d'eifroi, qui éloigne de la Théorie de la chaleur et fait 
le vide autour d'elle. Cette crainte doit disparaître; chaque 
jour amène de nouveaux rapprochements entre la chaleur et 
les sciences voisines; les applications se multiplient et les 
liens se resserrent d'une façon plus étroite. Si l'on veut rendre 
l'alliance plus solide, il faut songer à baisser les barrières el 
à ouvrir les portes aux regards qui veulent lire derrière les 
formules. 

Jl n'est personne qui s'occupe de Thermodynamique à qui 
l'on n'ait posé souvent les questions suivantes : 

Qu'est-ce que la Thermodynamique? 
Quel est son bu t? 
Quelle est son uiilité? 
Quelles sont ses principales applications? 

Ce Livre a été composé pour essayer de répondre à ces 
questions. J . M. 

L E Ç O N S UE G É O M É T R I E A N A L Y T I Q U E , à l'usage des élèves 
de la classe de Mathématiques spéciales, par M. E. 
Pruvosty inspecteur général de l'Instruction publique, 
ancien professeur au Lycée Louis-le-Grand. Paris, Paul 
Dupont^ i885. Grand in-8" de 352 pages. Prix : 

Le deuxième fascicule annoncé ici renferme l 'étude des 
courbes du second 'degré sur les équations réduites, les p ro-
priétés générales des courbes du second degré, les pôles et les 
polaires, les figures polaires réciproques, les théorèmes de 
Pascal et de Brianchon, l 'intersection de deux coniques, des no-
tions sur les coordonnées homogènes, la méthode des projec-
tions et les coordonnées polaires. 

Le troisième fascicule est sous presse. 



( ^71 ) 
C O U R S DE M A T H É M A T I Q U E S SPÉCIALES ; II® Partie, G É O -

MÉTRIE ANALYTIQUE A DEUX D I M E N S I O N S , et I IP Panie , 
G É O M É T R I E A N A L Y T I Q U E A TROIS DIMENSIONS ; p a r M . Gr. 

de Longchamps^ professeur de Mathématiques spéciales 
au Lycée Charlemagne. Paris, Delagrave; i885. In-8° 
de 396 pages et de 4 io pages. Prix : et 

Le second fascicule de la II® Partie annoncé ici renferme la 
classification des coniques, la réduction de l'équation générale 
du second degré, les invariants, l 'équation générale des coni-
ques, les foyers et les directrices, les théorèmes généraux sur 
les coniques, l ' intersection de deux coniques, l 'étude des co-
niques d'après les équations réduites, la construction des co-
niques, la construction des courbes, les coordonnées polaires, 
les sections planes du cône et du cylindre, la construction gra-
phique des racines d'une équation donnée. 

La I IP Partie renferme les coordonnées et les premières for-
mules, la transformation des coordonnées, la ligne droite et le 
plan, les droites et plans perpendiculaires, la sphère, les enve-
loppes, la génération des surfaces, le centre, la première clas-
sification des quadriques, la division des quadriques en genres, 
la réduction en axes obliques, les génératrices rectilignes, le 
cône asymptote, les plans diamétraux, les diamètres, plans, 
droites et points conjugués, l 'étude algébrique de l 'équation 
en S, les plans principaux, les plans cycliques, les invariants, 
l 'intersection de deux quadriques, l 'homothéiie et la similitude, 
les théorèmes d'Apollonius, l 'étude de l'ellipsoïde, les focales, 
les hyperboloïdes, les génératrices rectilignes, les paraboloïdes, 
la génération et la discussion des quadriques. 

C O U R S DE M A T H É M A T I Q U E S SPÉCIALES : F® Partie, S U P -

P L É M E N T ; par M . G, de Longchamps. Paris, Delagrave; 
i885. In-8^ de 173 pages. Prix : 3^^ 

Ce Supplément renferme les séries, les infiniment petits, la 
notion de l 'intégrale définie, les quadratures, les différences 
finies et l ' interpolation. 

C O U R S DE T R I G O N O M É T R I E , à Tusage des élèves de 
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Mathématiques élémentaires, avec des compléments des-
tinés aux élèves de Mathématiques spéciales et indiqués 
dans le programme d'admission à l'École Polytechnique 
pour 1886; par M. Ch. Facquant, ancien élève de 
l'École Normale, ancien professeur de Mathématiques 
spéciales au Lycée Saint-Louis, inspecteur général de 
rinstruction publique, et M. A. Macé de Lépinaj, 
ancien élève de l'Ecole Normale, professeur de Mathé-
matiques spéciales au Lycée Henri IV. Paris, G. Masson; 
1886. ln-8" de 4oo pages. Prix : 5 fr. 

MM. Vacquant et Macé de Lépinay viennent de publier un 
Ouvrage qui se recommande tou t par t icul ièrement à l 'a t tent ion 
des professeurs et des élèves. 

La f® Par t ie comprend toutes les matières contenues dans 
les programmes du baccalauréat ès sciences et exigées pour 
l 'admission à l 'Ecole de Saint-Gyr : la théor ie des project ions, 
qui est la base de toute Tr igonomét r ie , y a été exposée avec 
déta i ls ; les ({uestions relatives aux t ransformat ions t r igono-
métr iques, à la résolution des équat ions t r igonomét r iques , à 
la résolution des triangles rectil ignes, ont été développées avec 
soin, et de nombreux exemples indiquent les différentes mé-
thodes . 

Les Compléments cont iennent les questions part icul ières au 
cours de Mathémat iques spéciales des lycées; le Chapi t re relatif 
à la division des arcs a été développé, et la question des racines 
mult iples y est étudiée dans tous ses détails. Nous appellerons 
également l 'a t tent ion sur le Chapi t re relatif à la théorie des 
équations binômes et à leur application à la recherche des côtés 
des polygones réguliers. Enfin le Chapi t re inti tulé : Notions de-
Trigonométrie spliérique, contient , out re l 'établissement des 
formules fondamenta les de Tr igonomét r ie sphér ique, leur ap -
plication à la résolution des t r iangles sphér iques rectangles ; les 
qua t re cas de résolut ion des t r iangles sphériques obliquangles 
qui peuvent être ramenés à la résolution des t r iangles rectangles 
ont été t rai tés par ce procédé, conformément d'ail leurs à l 'es-
pr i t du nouveau p rogramme d'admission à l 'École Pojy technique 
pour 1886. 

De nombreux exercices sont proposés à la fin de chaque 
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C h a p i t r e ; ils c o m p r e n n e n t en pa r t i cu l i e r des q u e s t i o n s p r o -
posées p o u r le b a c c a l a u r é a t d a n s d i f f é r en t e s F a c u l t é s , des 
énoncés d o n n é s soi t dans les concou r s a c a d é m i q u e s , soi t au 
c o n c o u r s g é n é r a l , e t enfin des su j e t s de T r i g o n o m é t r i e p r o p o s é s 
à l ' ag r éga t i on des sc iences m a t h é m a t i q u e s d a n s les d e r n i è r e s 

ERRATA DES TABLES DE LOGARITHMES DE SCHRON. 

Page 3i3. Le logarithme de cotang i8° 19'lo" est 

0,4800.'!75 et non 0,4800475. 

La différence entre ce logarillime et le suivant est 

-706 et non 7o5. 

RECTIFICATIONS. 

Les questions 1533, 1535, 1536, 1538 et 1544 ont été résolues par 
M. P. Rivereau. 

La question 1538 a été résohie par M. Octave Doret, à Orléans. 
La question 1272 est résolue 2® série, t. XIX, p. i33; c'est par erreur 

qu'elle ne figure pas à la table des questions résolues. 
I.a question 1543 a été résolue par M. Demetrio Valeri, à Modène. 
Les questions 1535, 1536, 1537, 1538 et la question posée pour 

l'admission à l'École centrale en 1884 (2® session) ont été résolues 
par M. X. H. 

Les questions 1535, 153G et 1544 ont été résolues par M. E. Barisien, 
lieutenant à l'État-major général, en mission géodésique à Tunis. 

La fin de la question 1546, même tome, p. 487, doit être lue ainsi : 
Démontrer que le lieu du centre du cercle circonscrit à ce triangle 
est une parabole, et que l'enveloppe de ce cercle se compose d'une 
droite et d'un cercle. 

Les questions 1520 et 1521 ont été résolues par M. E. Mosnat, pro-
fesseur au lycée de Toulon. 

Les questions 1535 et 1537 ont été résolues par M. E. Payeur, élève 
de Mathématiques spéciales au lycée de Bar-le-Duc. 
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Page 577, ligne 8, au lieu de l'orme, lisez i'ormule. 

Tome If [année i885). 

Page 63, au lieu de — , Usez — • 

Page 63, ligne 3 en remontant, au lieu de Ay, Usez r, A^j 
Page 78, ligne 8 en remontant, au lieu de , Usez 
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