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THEORIE ÉLÉMENTAIRE DES SÉRIES RÉCURRENTES:
PAR M. MAURICE D'OCAGNE,

Élève Ingénieur des Ponts et Chaussées.

J. — Introduction.

1. Le but du présent Mémoire est l'étude, par une
méthode élémentaire, des séries définies par la loi de
récurrence

et les valeurs des termes initiaux U o , U , , . . . , U^_4 ,
supposées d'ailleurs absolument quelconques.

Nous faisons voir que les valeurs des termes d'une
pareille série se déduisent des termes d'une autre série
que nous appelons fondamentale et qui s'obtient en
conservant la même loi de récurrence, mais en adoptant
pour les termes initiaux les valeurs Uo = o, U< = o, . . .,

Quant aux termes de cette série fondamentale, nous
les obtenons très simplement par l'emploi d'un algo-
rithme, qui a fait l'objet d'une de nos Notes dans les
Nouvelles Annales (*), et sur lequel nous avons pensé
qu'il serait bon de donner de nouveau quelques expli-
cations succinctes \ aussi le n° II du Mémoire est-il
consacré à un résumé des propriétés de la fonction que
représente cet algorithme.

L'introduction de cet algorithme n'a pas pour but,
sauf dans le cas du deuxième degré, de calculer pratique-

( ' ) 3« série, t. I I , p . 23o.
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ment les termes de la série, mais de les mettre sous une
forme qui se prête facilement à établir certaines formules
relatives à ces termes, et à opérer certaines transforma-
tions algébriques auxquelles ils donnent lieu.

Nous suivons, dans la rédaction de ce Mémoire, l'ordre
même dans lequel nous sommes arrivé aux divers résul-
tats que nous énonçons.

Nous n'avions d'abord traité la question que dans le
cas d'une formule de récurrence à deux termes

Aussi commencerons-nous par faire une étude spéciale
des séries de ce genre. La simplicité du problème conduit,
dans ce cas, n des résultats intéressants qu'il n'est peut-
être pas mauvais de signaler à part. Cette première étude
permet d'ailleurs de saisir plus facilement la métbode
employée dans le cas général.

Nous avons présenté notre travail à M. Désiré André
qui a, dans une Thèse remarquable, traité la question
des séries récurrentes dans sa plus grande généralilé.
La plupart de nos résultats ne sont probablement que
des réductions de ses formules très générales -, il ne serait
pas toujours facile de s'en assurer. M. André a bien
voulu, cependant, nous engager à publier notre travail,
qui peut avoir quelque intérêt, comme cas particulier,
et qui, d'ailleurs, contient plusieurs formules nouvelles.

Les nos XJÏI, XIV et XV sont consacrés à des appli-
cations.

II. — Définition et propriétés de [ a , « 2 . . . ap]{rn).

2. Considérons le développement de la ml(me puissance
du polynôme n{ -f~ a* -f- . . . -h a P ; ce développement se
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compose de termes de la forme

. + a/> étant égal à m et K étant un coeffi-
cient dont on connaît la loi. Dans ce développement,
remplaçons tous les coefficients K par l'unité, et repré-
sentons la fonction de a^ a2, . . . , ap ainsi obtenue à
l'aide de la notation

3. Cette fonction jouit des propriétés exprimées par
les égalités suivantes :

(i) fai«2. • .aPYm)= fai

( [a2az. . .apap+iYm) — \axa^a%.. .ap]
<m)

(3) = \alâ2.

Il y a lieu de remarquer que, comme pour la fonction
exponentielle, la valeur de \fi{ a2 . . .ap](m), pour 7/2=0,
sera prise égale à 1.

La démonstration de ces formules est des plus aisées;
on établit la première en mettant à part tous les termes
contenant «p, puis évaluant les deux parties ainsi formées
dans [a1fl2-.-fl/>]('M)î l e s deux autres formules s'en
déduisent immédiatement.

4. Nous avons aussi démontré, dans la Note citée plus
haut, que si l'on pose

f{x) = (x — ai)(x — a.2).. .(x — ap)

o n a
^ ap-\+m

(4) K«-2. . .<a""=2<7W
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lesigneS s'étendant à toutes les quantités a t, a2, ..., ap

supposées réelles et inégales.

S. Enfin, on trouve dans la même Note, la formule

f(x) ~~ XP xP+l " 'H xP+m r ' * ''

multipliant les deux membres par ƒ (.r), on a dès lors,
en identifiant, la relation générale

( 5 )

C'est cette formule qui va servir de point de départ à
notre étude.

III. — Calcul du terme un de la série dé finie par la loi
de récurrence un= aun_\-\- hun_2 avec les condi-
tions initiales u0 = o, u^ =- i.

6. Remarquons d'abord que

u2 =. aut -+- biiç = a.

Cela dit, considérons l'équation

.r2— ax — b = o.

Si a et fi désignent les racines de cette équation, on
a, d'après la formule (5),

OU

Les quantités [a^](w) suivent donc la même loi de
récurrence que les quantités un -, d'ailleurs



par conséquent

(6) Mn = [ap]<»-i>.

Nous avons ainsi très simplement la valeur cherchée :
nous pouvons la transformer.

7. En etfet, d'après la formule (2) , nous avons

a» —p»=:(a —P)[app*-i\
d'où

rfU (An

(7) « , = [ « ? ] < - Ï J L

8. Si, dans la formule (7 ), nous remplaçons a et (3 par
leurs valeurs en fonction de a et &, et si nous développons,
nous arrivons, après des calculs dont le détail est tout à
fait dépourvu d'intérêt, au résultat suivant :

ip désignant le plus grand nombre pair inférieur à
7z, de telle façon que

n = ip -+• 1, si n est impair,

n = ip -h 'i, si n est pair,
on a

1 . 2 . . . / )

C'est cette formule ( * ) qu'il conviendrait d'appliquer,
dans la pratique, si a et (î étaient incommensurables.

(') On trouve cette formule dans les Nouvelles Annales (2* série,
t. XX, p. 287 ), mais avec une démonstration légèrement erronée.
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IV. — Somme des n premiers termes de la série
précédente ; limite de cette somme.

9. Nous ne tenons pas compte du terme u0, qui est
nul; la somme que nous voulons évaluer est

D'après la formule (6), on a

or la formule (3 ) donne

[api]"»-i>= [apj(»-»-*-[apJ<*-»>-r-.. .-4- |>P](0):
donc

(9) S / t= [api]"*-».

10. Nous pourrons donner à cette expression une
forme plus commode pour le calcul, si a et [3 sont différents
de i , en posant

Par

(10)

application de ia

- » •

formule

a/i-i-i

cs'(a)

(4), on

n-\-\

(?)

a

• i i
I

' («)

11. Si a et p sont inférieurs à Tunité, la somme Srt,
pour 72 croissant indéfiniment, a une limite que nous
représentons par S, et nous aurons

s = 4CD'(I ) i —(a -\- b)
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V. — Calcul du terme Un de la série définie par la loi
de récurrence U r t = aUrt_< -f- &U«_2, Uo et U< étant
absolument quelconques.

12. Nous appellerons série fondamentale de cette
série celle qu'on obtient en conservant les mêmes valeurs
de a et de ô, et en prenant U o = o, XJ{ = i, et nous la
représenterons par uo= o, u^ = i, M2, ..., M„, ....

Posons, d'une manière générale, pour toute valeur de M,

On a

D'ailleurs, par définition,

Y1r= Ü!— Ui Wi = O,

et, par conséquent,

Y2r=aV1-4-6V0=^U0.

Écrivons alors les égalités qui lient les quantités V,
en les divisant par &U0,

Comme nous avons

Vi ^ o = (

11

nous en déduisons

M
Par suite,

(12) lJn=\Jiun-+-^
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Nous avons ainsi l'expression d'un terme quelconque

de la série en fonction des termes de la série fonda-
mentale.

13. Transformons cet te expression à l'aide de la formule
(6) ; cela nous donne

(i3) U„= Utfapl^-iJ-H&Uola?!1*-21,

a et [3 étant toujours les racines de l'équation

x2— ax — b = o,

ou, en tenant compte de la formule ( '*)*

14. Prenons pour termes initiaux deux termes consé-
cutifs de la série fondamentale up_K et up, de façon que

L'application de la formule (12) donne

15. Faisons maintenant, dans la formule (i5), n = p -,
nous avons

(16) MJP+I = "JH-ÔMJ_1 .

En particulier, si b = 1,

Donc, dans une série récurrente définie par

Un= ClUn-i-h Un- 2,

M0 = O0 = O,
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la somme des carrés de deux termes consécutifs est égale
au terme dont l'indice est la somme des indices des deux
termes considérés.

VI. — Somme des n premiers termes de la série
précédente ; limite de cette somme.

16. Nous laissons le terme Uo; la somme que nous
voulons évaluer est

.Nous avons

Donc

ou

17. Posons, comme nous avons fait précédemment,

(D(X) = ( # — i)(a;2— aa7 — b).

Nous aurons, en supposant a et ^ différents de i,

»+« p»+« i

18. Si a et {3 sont inférieurs à l'unité, et si S désigne
la limite de S,o pour n croissant indéfiniment, nous
avons
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OU

19. La comparaison des formules (i î) et (19) conduit
à une remarque assez curieuse : si U< -f- èU0 est égal à
1, la limite de la somme de la série est la même que
celle de sa série fondamentale.

VII. — Application aux séries définies par

Xn = a ( Xft-i — X/z_2) -+- c,

et les valeurs initiales Xo et X<.

20. Cherchons la valeur de Xn en fonction de Xo , X4

a et c.
A cet effet, considérons la série donnée par la loi

Xtl = a(xn-i 37/1-2),

avec les conditions initiales xo= o, xK = 1, et posons

X # 37/j— C = Yw .

Nous avons

Xtt — Ĵ /t — c = a ( Xtt_t — X^_2)— a ( xn-t — ^^-2)
= a (X„_ 1 — xn-i)—«(X/l_2—^/i_2)
= a(X,i_i— 57,i-i— c) — a(Xrt_2 — ^'/i-2— c)

ou
Y„ =a(Y l l_1 -Yn_2) .

La série fondamentale de la série définie par cette
relation est la série des quantités xn- Nous avons donc,
d'après la formule (12),

Y„ = Y, xn — a Yo xn-i
ou

X„ — a7/e— c = (Xi — XX— C)T„— a(X0— x0— c)xn-t ;



d'où, puisque x0=oeU' , = i,

(20) Xn = (Xj — c)xn— a(X0 — c)^rt_j -h c,

ou, si a et [3 sont les racines de l'équation

#2 — a# H- a = o,
X„=(X1 —c)[a?p»-^-a(Xo—c)[a?p-«-t-c.

Si a = 1 et Xo = X< = c -h 1, la formule (20) devient

VIII. — Application au calcul des réduites
de la fraction continue

I
z = a -i

21. Considérons la série récurrente définie par

avec u0 = 0, Ui= 1.

En désignant par
- - P*
"n — —

la nieme réduite de la fraction continue donnée, on a

Pu = apn-l -\-pn-l>

qtl— aqn-i-+- qn-i>

D'ailleurs, en prenant, comme c'est l'habitude, la

réduite initiale fictive — = - > on a
qo o

Comparant à la série définie ci-dessus, on voit que

Pu = W/n-ij
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donc

22. Diaprés la formule (7), en appelant a et fi les
racines de l'équation

z2— az — 1 = o,

on aura

dont la limite, pour ra croissant indéfiniment, est bien a,
valeur de la fraction continue.

IX. — Calcul du terme un de la série définie par la
loi de récurrence un= aun_K -h buH_2 H- • • • -+-/**«_/>,
avec les conditions initiales u0 = o , u, = o, . . . ,

23. Considérons l'équation

D'après la formule (5), nous avons, en appelant a,,
a2, . . . , 0Lp les racines de cette équation,

. . . oLp]^ - a[a t a2 ...
—/ [a i a 2 . .

OU

[ai a2 . . . «p]^) = a[a ia2
-h

De plus, on a

^ up,
) = a [ a , a2 . . . ap]W -H 6[a t a2 . . . a^

= aup-+- bup-\
et ainsi de suite.
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On voit donc que

donc

( 2 2 )

2 i . Si toutes les racines a n a2, . . . , a^ sont réelles
et inégales, et si l'on pose

cp (x) = xP — axP~l — . . . — /,

on a, d ' a p r è s l a f o r m u l e ( 4 ) ,

( 2 3 )

X. — Somme d'un nombre fini de ternies de la série
précédente j limite de cette somme.

25. Nous n'avons pas à tenir compte des termes M0,
M,, u2, . . . , W/7_2? qui sont nuls. La somme que nous
voulons évaluer est

ou
S» = [at a2... *,]«» H- [ai a2... a,]"'-*- . . .

-h 1*1*2 . . . XpY
n-P+l\

L'application de la formule ( 3 ) donne

(*O S « = [»iaj . . .api]*-/»+*.

26. Si l'on pose

t j> (^ ) = v(x)(x — 1 ) ,

la formule (4) permet d'écrire, en supposant a<, a2, . . ,

a^ différents de 1,
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Dès lors, si a,, a2, ..., a^ sont inférieurs à l'unité, Sw

a, pour n croissant indéfiniment, une limite donnée par

S - J

W)ou

(a5) S =

XI. — Calcul du terme Uw de la série définie par la loi
de récurrence U w = a U / u l + &UW_2H-.. . - j - lVn_p,
U 0 ,UM . . . , U^_4 efa/zl absolument quelconques.

27. Représentons la série fondamentale de la série
donnée par

un = aM„_j -+- 6 M „ _ 2 H- . . . -+- 1un~p,

ll() = O ,

?/i — o,

Up-\ = I ,

et posons, par analogie avec ce qui a été fait au n° 12,

(a) U„ — X U^_i un+p-2 — [xlJp-2 un+p-z — . . . — 6 Ujw« = Yn,

X, [JL, . . . ; 9 étant des coefficients actuellement indéter-
minés.

Nous aurons

et nous déterminerons les coefficients "k, JJL, . . . , 8, au
nombre de p — T , par les conditions

Vi = U] — X Up-i ?/p_i — o.

V,, , — Vp -i —
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D'ailleurs, ce ne sont pas précisément les quantités

À, jji, . . . , 9 dont nous avons besoin, mais bien les quan-
tités \XJp__ij )vUp_2, . . . , 9U4 ; ce sont donc celles-ci que
nous prendrons pour inconnues. Dans ces conditions,
up__i étant égal à i , le déterminant de ce système d'é-
quations se réduit lui-même à i .

Dès lors, nous pourrons tirer de ce système d'équa-
tions linéaires les valeurs de X U ^ i , [^U/?_2, . . . , 9U4,
et nous les porterons dans la valeur (a) de Vw. Si nous
remarquons d'ailleurs que

(y) Xn — aYn-i-h bVn^z-h . . . -f- /V,i_p,

nous aurons

V^ = aV/,-1 -h bXp-2-+-... -+- IXO = /Vo,

ou, d'après ( jî),
\P=nj0.

Ecrivons alors l'égalité (y) , en divisant ses deux
membres par /Uo ,

IUQ /UO / U O " " /Uo

Comme on a, d'ailleurs,

V,

v2
TT- = O~ llu

f^=° = ""

on voit que

et
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Par suite, la formule (a) donne

i U« = X Vlp-i Un+p-2 -+- ( xUp-s Un+p-3 -h . . .

X, [JL, . . . , 6 ayant les valeurs qui ont été déterminées
précédemment. Telle est la généralisation de la for-
mule (12).

Nous pourrons donc, en posant

énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME. — Un terme quelconque XJn est une fonc-
tion linéaire et homogène de p tenues consécutifs de
la série fondamentaley pris à partir de un_Xij compris
ce terme

\]n = X' Un+p-2 -h \X' Un+ps -h . . . -h 6' Utl H- / L'0 Un-X ,

fonction dont les p — 1 coefficients //, JJL', . . . , 0' .90̂ /
déterminés par le système d'équations que l'on obtient
en faisant successivement dans la formule précédente
n = 1 , 2 , 3 , . . . , / ? — 1.

28. Si nous appelons toujours a,, a2, ..., a^ les ra-
cines de l'équation

la formule (22) nous permet d'écrire

29. Si Ton prend pour termes initiaux p ternies con-
sécutifs de la série fondamentale, de façon que



( 8i )

on a

cju'il est plus rationnel d'écrire, en augmentant m et n
d'une unité,

Si Ton fait m~n, on a

XII. — Somme des n premiers termes de la série
précédente ; limite de cette somme.

30. Nous laissons de côté le terme Uo ; la somme que
nous voulons évaluer est

Or, nous avons, d'après la formule (27),

Donc

S,, = À U / , - ! ( f a j a2 . . . zpy»-U - H . . . -h [ a , a2 . . .

//7W. f/<- Mathémat., 3e serie, t. III. (Février i88'|.) 6



ou, d'après la formule (3 ) ,

(3o)
. . . OLP if»- PK

31. Si nous posons encore'

<J,(:r) = © ( # ) ( * • - n ,

la formule (4) nous permettra d'écrire, a,, a2, . .
étant supposés différents de i,

. , v.p

et, si a j , a2, . . . , a/; sont inférieurs à l'unité, S,o pour n
croissant indéfiniment, aura une limite S qui sera don-
née par

, XU,, , - - 1
S —

OU

^ T ^ 4 - 6 -4- . . . - -
Si donc

X U ƒ , _ ! -+- ; x U 7 ; - 2 - - - . . . -1- 6 U i -*- ^ U o = i »

la série aura même somme que sa série fondamentale.

APPLICATIONS.

XIII. — Cas particulier de la série définie pur

U o = O. L'! = O l ' / , 2 = O, LT
/ ,_ I = I .
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32. Dans ce ras, l'équation résolvante est

. . . ± , = O
1.2

OU

O — J)P = o.

O n a d o u e , d ' a p r è s la f o r m u l e ( 2 2 ) ( I X , 2 3 ) ,

U „ = [1, 1, . . . , I ] < * - P + I \

Mais, si nous nous reportons à la définition donnée
(II, 2), nous voyons que [1, 1, . . . , 1 ]('*-/>+* 1 n'est autre
que le nombre des termes du développement de

{ai-^- <72-i- . . . - - ap)
n /"- ' .

e'est-à-dire

( n — p — *>,)(/? — p — 3 ) . . . ( ?i — 1 ) n

1 . -y....(/? — 'À)( p — 1 )

ou
« • ; ; ; ' :

donc
T — r7 '"1
1 „ _ i V l

33. Appliquons maintenant la formule (24) (X, 25);
elle nous donne

U,,-! -h Vp - :- . . . -L- Vn -= [ 1, 1 11]'« T'+I1,

les 1 étant eette fois en nombre (p-h 1) dans la paren-
thèse*, nous aurons, par une remarque analogue à la
précédente,

[u...iip-/»-^> = cj;,

ce qui nous conduit au résultat bien connu

Nous avons ainsi une vérification de nos formules.
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XIV. — Séries définies par la formule

et par la valeur de Uo ; a0*
 a\i •••* a/*-i étant les

termes successifs d'une progression soit géométrique,
soit arithmétique.

On voit que ces séries ne sont pas du genre de celles
que nous avons envisagées jusqu'ici, puisque, mainte-
nant, le nombre des termes de la formule de récurrence
augmente d'un terme à l'autre de la série.

34. Supposons d'abord que a0) a,, . . ., a,n. . . soient
les termes successifs d'une progression géométrique; de
raison <ƒ, de telle sorte que

Dans ce cas, la recherche du terme Uw ne présente au-
cune difficulté. En effet, on a

U „ -1 — öf0 l V 2 + « i l « - 3 + . . . - a,, 3 L'! -f- an- 2 Uo,

Multiplions les deux membres de la première de ces
formules par q et retranchons-]a de la seconde*, nous
avons

Les termes de la série sont donc les termes successifs
d'une progression géométrique de raison <7()-+-</ et de
premier terme U,, par suite

(33) Vn = i«o-4-!/)"-1l;i.

La somme d'un nombre fini de termes sera

r> w = l i
i — { a() -+- q )



et, si #o -h <J tîst inférieur à l'unité, cette somme, pour
n croissant indéfiniment, aura une limite

« U, aoUo

La formule (33) conduit h cette remarque curieuse,
que, dans une série définie par

tous les termes sont égaux, sauf Uo, si a0 -f- q = i.

3o. Supposons maintenant que a0, a,, . . . , a„,...
soient les termes successifs d'une progression arithmé-
tique de raison /', de telle sorte que

La recherche du terme U„ est alors un peu plus dif-
ficile. INous avons

U,i = a0 Y) ,i-i H- « i U/i- 2 + . . . + fl,,.ïU1+ « « _ ! U o ,

Aux deux membres de cette dernière égalité, ajou-
tons

rS„_2 — rU„_2-+- r U „ . 3 + . . . + / ' U i + / 'Uo ,

nous aurons

U/j-i -I- r S„_2 = #! U/;_2 + «2 U« 3 -T- . . . -f ^//-2 Ui -f- an-x Uo.

Iletranchons cette égalité membre à membre de la pre-
mière, cela nous donne

\Jn— U//-i — /'S/i-2 = ctt) L«_i
ou

U,i = (flo+O^»-l+ ^ S//-2 .

On aurait de même
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Retraiicliant la seconde de ces égalités de la première,

et remarquant que S,,_2 — S,,_3 = Urt_2, nous avons

Un — U/t-i = (a0 — i) LV_t — («o — 0 lJ«-2 -t- ^ U«_2
ou

(3{ ) Un = («o - U 2 ) U/i-1 — («0-r- I — >') U w _ s ;

comme, d'ailleurs, on a Uo et que U< = «oUo, on re-
tombe sur le cas étudié au § V, et l'on sait, par suite,
calculer \]n.

Représentant par la lettre // les ternies de la séiie
fondamentale correspondante, on a, d'après la for-
mule (22) (\ , 12),

(3 5) Un= aoUoun— (CIQ-Ï-I — Ï^UUUH- {.

et l'on sait obtenir un et uti_x en fonction soit des ra-
cines, soit des coefficients de Téquation

x"2 — ( a0 - - 'i ) x -h ( ff() -- 1 — /• ) — o

p a r l ' u n e des f o r m u l e s ( 6 ) , ( 7 ) o u ( 8 ) (111).

îHî. S u p p o s o n s ( |ue
«0 = — V

Yj étant positif et plus petit que 1, et que

/• = i - C .

pétant plus petit que 1 et plus grand que Y,. Dans ce
cas, 1 équation a ses deux racines réelles et inégales, car

1)2 _ ixc-^a* _ j , . = r,2-+-4 —4£,

qui est positif. D'ailleurs, la somme des racines

<70 — '2 = J — T,

est comprise entre o et 2 5 leur produit

«0— [ — r = ; —r,

est c o m p r i s e n t r e o e t i ; ces d e u x r a c i n e s son t d o n c



elles-mêmes comprises entre o et i. La série est, par
suite, convergente, et elle a une somme donnée, d'après
la formule (19) ( \ J, 18), par

öroüo — («0-+-I — r)Ut) — (1 — r ) Uo _ Çl'o
J — (ao-r-2)— (ao-{-1 —r) —r 1 — £

11 est très remarquable que cette somme est indépen-
dante de la valeur de a0.

XV. — Séj'ies définies par la formule

Url = a U, ,_i -4- 6U W _2 -4- . . . — Z U /?_7> -,- m

et les valeurs des termes initiaux LJ0, Lî \, •. • * U;, « •

37. Traitons d'abord le cas où tous les termes ini-
tiaux Uo, U«, . . ., U^-i sont nuls.

Posant —- = C ' , nous avons

Si l'on pose aussi L^ —U^_i = \ n__^^ on a? en retran-
cha 111 l'une de l'autre les formules qui donnent les valeurs

» n—1 r - : : ^ ' ?i-1 ~*~ V V / ; _ 3 - 1 - . . . t \ / i - p _\ ,

d'ailleurs

donc, d'après la formule (24) ( X , 25) ,

Or

par suite,

c/.j, 7.0, . . . y.p étant les racines de l'écjuatiou

rP — a / / ' " 1 — . . . - / — o .
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La valeur de \}n sera, par conséquent,

(36) Un—

38. Nous pourrons faire la remarque suivante : pre-
nons la série définie par

u ; = ( a + i ) u;_1 -+- (b - a) u;_2 + (c

dont l'équation résolvante a pour racines a n a2, . . . ,
et î-, nous aurons, par la formule (22) (IX, 23),

par suite,

39. Pour avoir la somme d'un certain nombre de
termes, nous écrirons

, = m jfa^â ...a,, il(o)-

40. Jl 11e nous reste plus qu'à faire voir comment le
cas où les valeurs initiales Uo, t ^ , . . . , Up_, sont quel-
conques se ramène au précédent. La transformation est
tout à fait analogue à celle que nous avons déjà em-
ployée (XI, 27).

Représentant par la lettre IL les termes de la série
fondamentale (pour laquelle u0 = 0, ut= o, . . . ,
up_K = o), nous poserons

Vn — X Un+p— )XUn+p-y . . . — 6«, i + 1 = V»,

)*, [jt., .., Q, au nombre de /?, étant déterminé par le sys-



Le me d'équations

Vy = Uo — À iip — o,

Vi = Ui— liip+i — <xup = o,

Vp-l = Up, ! X U2p-i — [A lUp-2 — . . . — 6 Mp = O,

dont le déterminant se réduit à up
p, qui est difïérent de zéro.

Ecrivons
U,i = aU„_i -f- 6U,i_2-h.. .-f- ?\J,i-p -H ̂ >

un+p = aun+p_i -+- bun+p_2 - 4 - . . . -h / M „ -H m ,

Multiplions la première de ces égalités par i , la
deuxième par —X, . . . , la dernière par — 8, et faisons la
somme; nous avons

V„=aV«_, -4- b\n^-+-...-+- lVn-P+ m(i - X-...—6)

ou, en posant >— r- = Xn et supposant

différent de i,

et, comme

ou voit que
v;, = un.

Par suite,
V / t = (i — X — J I . — . . . — 6 ) M «

e t
J U„ = X W / i + p -h [1 Un+p_i - 4 - . . .

/ -f-6 ? ^ - M - h ( i —X — (x — . . . — 0 )w r t .

i l . Dans le cas où p = 2, c'est-à-dire où la formule de
récurrence se réduit à



on a
«2 — c, Ui = {a - \) r ;

par suite, A et ;J. sont donnés par

l ! — ) (a — \) c — JJ.C — o,
d'où

__ L , — ( a — n l o

Donc, dans ce cas,

„..Vfc.,-H^=üï..fc.1..(,_ïï!,!ïï..^.

formule qu'on peut transformer en remarquant que

on trouve alors

Si l'on fait L, = U«,= c = b = <7, la formule se ré-
duit à


