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SOLUTION DE LA QUESTION DU CONCOURS GENERAL.

Soit
22+ Y4 2= a?+ b2+ c?
la sphére circonscrite au parallélépipéde reclangle cir-
conscrit lui-méme a l'ellipsoide

z2 oy g2
;;z'+ b2 -+ pry —I=0;

soil

(v) lx+my+nz=1

le plan passant parles points de rencontre avec la sphére
des trois demi-diamétres conjugués de ellipsoide. Le
cone, ayant pour base l'intersection de la sphére et dn
plan (1), a pour équation

22+ Y2 52— (a2 + b2+ c?)(lz + my +nz)?=o,
ct il est capable d’un triédre de trois diamétres conju-
gués de Pellipsoide, sil'on a

(2) all+b2m2+ ctnt=1 (1),

(') Car, en faisant subir a I'ellipsoide et au cone la transformation
homographique

z_x y_y =z z'

2R PTR TR

Pellipsoide devient la sphére
4yt 5= R,

ct le cone devient

x4 byt + 25— (@ + b+ ¢?) (alx'+ bmy' +cnz' ) =o.
Les diamétres conjugués restant conjuguds dans la transformation et
étant maintenant ceux d’une sphére, le cone doit étre triorthogonal,
ce qui exige
at+ b4t — (@ + b2+ ¢2) (a4 b2 mP4-¢'n?) = o,

ou ) R
1=a*l?-- b*m?*+cint.
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ce qui prouve que le plan (1) se déplace en restant tan-
gent a Pellipsoide donné.
Le licu cherché est donc la podaire de Uellipsoude

par 1apport aw point donné.

Soient a, {3, ¥ les coordonnées du point donné; la
normale au plan (1) issuc de ce point a pour équations

r—2 _y—3 _F—v_
(3) T Tm T Ta %

Eliminant /, m, n. « entre (1), (2) et (3), on a I'équa-
tion du licu

(224 2+ 52— oz — By — y3)?
=a(r —aP+ 0y =3+ (s —y)

.. . a B ~ . .
Transportavt 'origine au point ( =, £, £ )5 a Iaide des
P 8
2 2 2

formules

B =5+ 1,

r=14" Y =y +
=7 b — -
> 2 2

il vient, en supprimant les accents,

(rﬁ_i_)z_‘, 52 fiﬁiif)z

A

i

2\ 2 B\ 2 ~\ 2
- a® — — 02 ,_1_> 25— 1
a <1‘ )> h <} 5) ¢ < ;) >

ou
o0 ( (124170 22 A2+ A2+ V32
Voo —8Cr+8C) —8C 2+ 4D =o0,
ayvec
22— B2y w2
PN ——a2— &;— "y
2 B2 ~2
‘\':_[,2____,1__1_,
22 - 320 ~2
"\’:—(‘2 - l) —
8C —a2a. RC'=528. 8C = c2y.
(13~L31~-{2\? a?x? LI)Q?).!_L c2v2

iD=
! 10 4



( 325)

L’intersection de la surface (4) avec une sphére
(5) 24y —2(ur+ oy +wi+t)=o

est définie par cette équation (5) et par la combinaison
suivante des équations (4) et (5) :

(U 4+-vy +~wsz+t)?
+ Az +Ay2+ A"524+2Cx+20y+205+D=o,

(6)

ui représente une quadrique. L’équation générale des
q p t juadriq L’équation g le d

quadriques passant par la biquadratique (5) et (6) est

(ux +vy —wz—+1t)?
(7) +Ar?+— A2 A"524+92C2+2Cy +2C0"5+D
+ Ao+ 2+ 2—a(ux + oy +ws+t)|=o,

ct, si cette dernicre équation représente un systéme de
deux plans, la biquadratique se compose de deux cercles.
Formant les équations du centre

wur +ov +~wzs+t)—(A +20)x—C —ru =o,
o(uxr —vy—ws +1)+ (A + )y +C—2%tv =o,

~n

wluz —vy +ws+t)+ (A"+— A3~ hw = o,

qui peuvent s’éerive

 (ux vt w s t) C—lu
Y T 0 4+ W3 — T~ Y =0,
A — - A+
© C—Je
(8) v\’+l(u‘l'+‘)J'+W;T’)+y+_A’Z)f = o,
W p— )
T,,——F—i(ux—i—vyﬁ—wz—i—l)-a—;—o——m:o,

on tirerait x de la premiére, y de la deuxieme, z de la
troisiéme, si I’on connaissait ux + vy + wz -+ 1. Pre-
nant cette expression pour inconnue auxiliaire, on mul-
tiplie la premiére équation par u, la deuxiéme par v, la



( 326)

troisieme par w, et 'on ajoute; ce qui donne

u? 02 w?2
(A% + o+ wg ) e oy w0~
Cu Ce C"w)\_)‘< ur 02 w? ):o.

+A+7k+A'+)\+A”+ A AL TAT

Or, si 1'on pouvait tirer de cctte équation une seule
valeur pour ux + vy + wz +t, lasurface (7) n’aurait
qu’un centre : on doit donc pouvoir en tirer une infinité,
ce qui exige

u‘Z i‘2 W2
= = +
A+x " A+r T A+

(9)

+1=0

et, par suite,

(10) t=h\—+ G G +_Qil

- A+r T A+X T A+
Désignant par p l'indéterminée wx + vy + wz + t,
on tire des équations (8)

S (X —umyu—=C
A+
_ ()=
- A=) ’
(A= pyw— 0"
T A7) ’

et il reste & éerire que ces coordonnées vérifient I'équa-
tion (7) ou, ce qui revient au méme, la quatri¢me
dérivée
tHur+vy +ws+ )+ Cr+Cy+C's
+D—huz+oy+ws+t)—ht=o,
ce (ui donne

G2 G2 e
A+r N1 A"

() D —a— = 0.

Cette équation du cinquiéme degré en %, ne renfer-
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mant que A, le fera donc connaitre. Portant la valeur
connue de X dans ’équation (11), on aura une relation
entre les coordonnées du centre d’une des sphéres, ¢’est-
a-dire le lieu des centres. L’équation (10) fera connaitre
t ct, par suite, le rayon.

1l y a donc cing séries de sphéres.

Remplacant, dans l'équation (11), D, C, C/, C”, A,

A, A” par leurs valeurs, clle s’écrit

(12+p2+.',2)2 a?ﬂ—&—b’pi—}—c?-{l e

64 16
a*a?
- a - B2 4 g2 a?
i (r - = - 9)
b 82
Y T
03 (> § 7)
b2
- P C(Y 9 =0,
A a2 4 24 2 cz>
6j(h — ———— — —
e

ou, en groupant les termes qui renferment a2, qui ren-
ferment 52, qui renferment ¢ :
1?+§2_F_A(2 }\\ a2 - ;32,%,Y2 o
8 ) 8

y aZ 4 (32 4 y2

a?o? 8
b, APy @
8 4
) 124_(32_“,.(2
b232 8
16 )\_zz—e—ﬁi—e—qﬂ b
8 4
Y 1_2__'_—@2_*_.{2
CZY2 = 0.

16 - il it G
8 i
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. . - o2 4 32 - ~2
On apercoit la racine = —Bsﬁ( et, en l'enle-

vant, il vient

) 12.;_(32_,_\{2_%)‘ . a?q2
8 ' ol a2 — pz_,_Yz a2
T 8 7)
‘ b2 (32
(12) « 'm@._ﬂfwﬁwﬂ 62
0 7)
22
— =0
22— B2 1 a2 2\ ’
ofr— Lot 2
\ o 8 i
ou
N a2 -1 (62 a2 22 (B2 v?
ho— i i PP
( 5 ) i
. a?a?
o) 22+ az_v_Y-z a?
8 g 7
b2§2
B A 22— 324_«‘,2 bH2
l()(A - g —/l—>
c2y?
——— = o,
. 22 - ;-52_4*.(2 C2>
l()()\ Eal— — T/

ou, cn groupant dans les quatre dernicrs termes ceux
i renfer 2 1 » 52 i renferment ~2
qui renferment 22, qui renferment 32, qui renferment +

au numérateur,

22 N2
5 3 !
2 ' 3
- 7 22 — R2 2 a’
"__ \ | R
8 4
; 1:,,_.’52_.,2
42 ‘ 8
e T . 22— B2 2 b2
L — 3 -7
2162 N2
Rl ik
v 3
- =0
v
' v

,
R
3
w
w
i
\
ANTS
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. . 22 - 32 o o2
On apercoit encore la racine k= B f

= cty en

I'enlevant, il vient

1‘2
,i()\__ﬁ"'_;’;’*“{l_%f)
. Bz
(13) ‘ 4(\)\_12—1—{3;—‘—-(2_11_4)

\

L1+

\ /

9

-\(‘Z

—_ 32 3 =
o2 A ._!__-\[25 c
4 A — ——— 1 —

Donc, deux séries de sphéres ne sont pas distinctes.

az 4 2+ y2

En remplacant % par dans I'équation (g),

8
on a le ]ICU dL‘S centres
(14 1 02 w2
) et T a T ITY
4 4 4

et, I'équation (10) donnant

a2+ 3242 au+Be—yw
- ’

=
8 2

I'équation des sphéres (5) devient

a2 - B2 1 2
S g _1_/__{_

4
+u(a—2x)+0(B—2y)+w(y—23) =o0.

On voit qu’elle est vérifiée, quels que soient u, ¢, w, par

coordonnées actuelles du point dont on prend la podaire.

Donc, toutes les spheres de la série double passent
par un point fire, le point donné.
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Supposant @ > b > ¢, ct substitnant a %, dans I'équa-
tion (13),

] G2 2 2 2 5. B2 - 2 2
a1 B2y I e i G 4 22+ 32+y2 2
—_— g " s T T T ——8—-—+,—’

4 8 4 "

on a la succession de signes
4+ =+ =+ =]+ -

done T'équation (13) a ses trois racines réelles et sé-
parées.

L'équation (g), ou A est une des trois racines cn
question, donne le lieu des centres

u?
12_4_{32_1_72 a?
— T
]
-+ o
(i) ¢ 2% 4 B2 4 g2 02
i el S A
8 4
w2
1‘34—’;5'2—}—*(‘2_‘_02 )\_' -

i 3 T

Ce licu est : pour la plus petite racine, un ellipsoide;;
pour la moyenne, un hyperboloide 4 une nappe; pour
la plus grande, un hyperboloide & dcux nappes. Ces trois
surfaces ct Pellipsoide (14) sont homofocaux, puisque
les différences des dénominateurs de u?, ¢2 et w? sont
les mémes en passant de P'une & Pautre.

Remplagant ¢ par sa valeur (10) dans I'équation des
sphéres (5), cette équation devient

+A\+)\

A C’> o (:”>_
< ““(«”‘m, _2“<“TAT+—_\ =0

‘ 2 9 2 3 < )
l‘2+)"‘+ 32— 9 A 2|\
(13)
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Dire que les sphéres (15), correspondant & une valeur de
A, racine de I’équation (13 ), sont orthogonales a une
spheére fixe, c’est dire qu’il y a un point de I'espace qui
améme puissance par rapport a la sphére (15), quels
que soient u, v, w, pourvu qu’ils vérifient1’équation (14).
On est donc conduit a égaler a zéro les cocflicients de
u, v, w, ce qui fournit le point
C 04 c”

TR YTTAEY CTT ALY

dont la puissance par rapport a la sphére (15) est indé-
bendante de u, v, w et égale a
F » ¥y )

@ o
A Ty Ty 2

Ce point est le centre de la sphére cherchée, et la quan-
tité ci-dessus est le carré de son rayon.

L’équation (13) ayant trois racines, chaque série de
sphéres est donc orthogonale & une sphére fixe Sy, S,
ou S;.

Ces trois sphéres sont orthogonales deux a deux, car

il suftit, pour cela, que le carré de la distance de leurs

centres soit égal a la somme des carrés de leurs rayons,

c’est-a-dire que P'on ait, aprés simplifications, A et ¥
étant deux racines distinctes de I'équation (13),

C2
(A+XA+2)
cr2
T AEN)A T

C”2

ATy = A

—+

Or c’est le résultat qu’on obtient cn retranchant du
premier membre de I'équation (11), dont A et X sont
également racines, cc premier membre ou I'on a rem-
placé X par ¥, et en divisant la différence par 2 — 7,
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qui est différent de zéro, puisque A et ) sontdes racines
distinctes.

Ces trois spheres passent par le point fixe donné, car
lear équation
Cr Cy C'z

2 2 72 _ . . P
A Skl wen B G S Uiy

—|—2)\:()

devient Péquation (12), quand on y remplace x, y et z
S o L
par =, L et &, et équation (12) admet les trois racines

2 2 2
de V'équation (13).
Delarésulte que le tricdre des trois droites qui joignent
le point donné, commun aux trois sphéres, aux centres
de ces trois spheres est un triedre trivectangle (1).

Cu. B.



