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SIR LE CALCUL DES FONCTIONS SYMÉTRIQUES DES RACINES
D'UNE ÉQUATION;

PAR M. GH. BIEHLER.

1. Pour ramener le calcul des fonctions symétriques
rationnelles des racines d'une équation à ct*lui des
sommes des puissances semblables de ces racines, on fait
usage des propositions suivantes :

i° Toute fonction symétrique rationnelle d'un certain
nombre de lettres est le quotient de deux fonctions sy-
métriques entières des mêmes lettres;

2° Toute fonction symétrique entière d'un certain
nombre de lettres est une somme de fonctions symé-
triques homogènes des mêmes lettres ;

3° Toute fonction symétrique entière et homogène
d'un certain nombre de lettres est composée linéaire-
ment de fonctions symétriques de la forme 2«*Z^... / \
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où les exposants a, 6, . . . , X sont des nombres déter-
minés, les mêmes pour la même fonction}

4° Enfin, toute fonction symétrique de la forme
Ha^b^ , .. / \ où a, ê, . . . , "k sont des nombres déter-
minés, est une fonction rationnelle et entière des sommes
des puissances semblables des racines.

Nous allons, dans ce qui suit, donner une démonstra-
tion des premières de ces propositions.

2. Considérons le cas d'une fonction symétrique ra-
tionnelle de deux lettres,

ƒ(*, b)
F(a,b)'

Nous allons démontrer que, si l'on a, quels que soient
a et Z>,

ƒ(>, b) = f(b, a)
¥{a, b) F(fc, a)9

on aura séparément

= f(b,a),
a).

Nous nous appuierons pour cela sur la proposition

suivante, bien connue : Si la fraction irréductible ~-(—

est égale, quel que soit x, à une fraction ' ̂  T • > les deux

fonctions J\[a.) et F< (x) sont égales respectivement à
f(jc) et F(.r) multipliées par un même polynôme en-
tier.

Soit b0 une valeur de £, telle que j(a, b0) et F(«, b0)
ne puissent s'annuler simultanément pour aucune va-
leur de «; c'est-à-dire, supposons que b0 ne soit pas
l'une des valeurs de b faisant partie du système des so-
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lutions communes aux deux équations

f (a, b) = o,
F(a, b) = o.

On aura
/(g, b0)

= 2_
V(a,00) F(bo,a)>

' , ' ,*; est une fraction irréductible en a: car nous
r(a, b0)

 1

supposons 'L( \ ! débarrassée de tout facteur en a ou h
commun au numérateur et au dénominateur, et la va-
leur b0 ne donne pas, dans l'hypothèse faite, de facteur
commun à ƒ(« , bo) et à F (a, &0); par suite, /'(io? a)->
F ( i 0 , «) sont respectivement d'un degré en a au moins
égal à celui de ƒ (« , &o ) et de F (a, i 0 ) : on pourra donc,
en appliquant le théorème précédent, écrire les égalités

f(b0, a) = f (a, b0) &0(a,'b0),

0 o (a , b0) étant un polynôme entier en a dont les coeffi-
cients sont rationnels en bQ.

Divisons maintenantƒ(&, a) pa r^ (^ , b), en ordon-
nant les polynômes par rapport aux puissances de «,
nous aurons

f(b, a)=f(a,b)e(a, b)^-K(at b).

Si ƒ(«5 h) est de degré m en «, R(«, i ) sera au plus
du degré /?z — i en a, et les coefficients des diverses
puissances de a dans l l (« , &) sont des fonctions ration-
nelles de b.

Si, dans cette égalité, on fait b — Z>0, il viendra

fl) = / ( « , bo)6(a, b0)— K(a

Mais l'égalité

f(b0, a)=/(a, bo)8o(a, b0)



nous montre que les ni valeurs de a qui annulent
ƒ(/?, b0) annulent aussi f(b0, a), ces valeurs annulent
par suite R(a, b0).

Or R(«, &0) ii'^st que de degré m — i en a au plus,

R(a, ôo) = r1(ôo)a"»-i+r8(ôo)a/n-1-+-...-+-rOT_1(ôo);

par suite, R(fl, i0) est identiquement nul, et Ton a

Ces égalités ont lieu pour une infinité de valeurs de &0;
comme elles sont algébriques en b0, les fonctions /*4,
r-2f - - ' i rm~\ sont identiquement nulles, par conséquent
R(tf, b) est identiquement nul et Ton aura, quels que
soient <7, &,

/(6, a ) = / ( a , ô)e(a, £),
d'où

F(6, a) = F(a, &)6(a, b).

La fonction ©(«, i ) , que nous savons entière en a, est
aussi entière en b ; car, étant rationnelle en b, on pour-
rait la mettre sous la forme

cp(&) étant un polynôme en b, tel qu'aucun coefficient
de Bf («, b) ne soit divisible par un facteur de o{b).

Les égalités ci-dessus deviendraient

f(b, a)x<?(b) = f(a, 6 ) 0 , 0 , b),

( , ) x
par suite,

f(a, b) et F(a, ô)

devraient être divisibles par ©(&), ce que nous n'avons
pas admis.

Si, dans les deux égalités

f(b, a) = f(a, b)B(a, b),
F(b. a) = F(flr. b)S(ff, b).
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ou change a en b et b en a, on obtient les suivantes :

/(a, b) = f(b, a)6(b, a),
F (a, b) = ¥(b, a)0{b, a),

qui nous donnent, en les combinant avec les premières,

6(a, b)6(b, a) = r.

Comme B(«, b) est une fonction entière de a et de Z>,
il en sera de même de 0(è , «), par suite 0(<z, &) est
indépendant de a et &, et les deux fonctions 0 sont
égales. Leur produit étant égal à i, elles ne peuvent être
égales qu'à — i o u à + i .

Or on ne peut pas avoir S [a, b) = — i , car les éga-
lités

/(a, b) = ~ f(b, a),

F(a, b) = — F(b, a)

donneraient, pour b = a,
ƒ(«, «) =•—/(«» «)>
F (a, a) =z — F(a, a);

par suite,
ƒ(<?, a) = o, F(a, a) = o.

Les deux fonctions ƒ et F admettraient le facteur a — b
simultanément, ce qui est contraire à l'hypothèse faite;
par conséquent,

/(a, &)= ƒ(£, a),
F(a, Ô)=F(Ô, a),

et les fonctions ƒ(«, Z>) et F (a, 4) sont symétriques en
a et b. La démonstration que nous venons de faire s'ap-
plique au cas d'une fonction symétrique rationnelle d'un
nombre quelconque de lettres, comme il est aisé de le
voir; nous pouvons donc regarder la proposition comme
établie d'une manière générale.

3. La seconde proposition peut se démontrer facile-



ment de la maniere suivante. Soit J'(a, b, c, . . . , / ) la
fonction symétrique entière considérée et soit, d'une ma-
nière générale, f^a* b, c, . . . , /) l'ensemble homogène
des termes du degré [x de la fonction proposée.

On aura

/(a, b, c, ..., l)
= /m(a, b, c /)-+-ƒ,„_!(#, b, c, . .., l)-i-. ..

Si Ton permute deux lettres quelconques <i et &, on
aura

ƒ (a, #, c l)=/(b, a, c, . . . , / ) ;

et par suite aussi

/(Xa, X6,.Xc, . . . , ll)=f(lb, la, le Il),

on a donc les deux égalités

/(la, Ib, le, . . . , Il)
= lmfm(a, 6, c, . . . , l) + lm-if(a9 b,c, . . . , / ) + . . .

-hX/i(a , 6, c, . . . , 0 — A
/(Xô, la, le, . . . , X/)

= lm/m(b, a, c, . . . , /)-f-X'«-i/(&, a, c, . . . , / ) + . . .
+ X/ t(ô, «, c, . . . , l)-+-/o-

E n les re t ranchant membre à membre , on a, quel que

soit X,

M . A « K b,c, ..., l)—/m(b, a, c, ..., /)]

-+ -^ O T - 1 [ /m- i ( a , *, c, . . . , l)—/m-x(b, a, c, . . . , / ) ]

-+- •

-t-X[/!(a, 6, c, . . . , l)—/i(b, a, c, . . . , /)] = o.

Les coefficients de toutes les puissances de ). doivent
donc être nuls, pour tout système de valeurs des lettres
a, b,c, . . . , / .



On devra donc avoir

fm(a, b, c, . .., /) = fm(b, a, c, .. ., /),
fm-i{a, b, c, .. ., /) = ƒ,„_,(£, a, c, . . . , / ) ,

• • ?

/ t ( a , ô, c, ..., l)=ft(b, a, c, . . . , /),

c'est-à-dire que toutes les fonctions

sont symétriques par rapport aux lettres qui y entrent.

4. Pour démontrer la troisième proposition, il suffit
de considérer un terme quelconque AaaZ>PcY ... /* de la
fonction symétrique homogène f^{a, b, c, . . . , / ) . Si
l'on change a en b et b en a, la fonctiony^ ne change
pas, mais le terme considéré devient

il se trouvait donc primitivement dans la fonction

/^(a, b, c, . . . , / ) .

On montre de même que tous les termes de la fonction
symétrique

où a, j3, ..., À ont les valeurs précédentes, s'y trouvent;
et do plus ils y sont tous multipliés par le même coeffi-
cient À; par suiley|i(<7, Z>, c, . . . , / ) est une somme de
fonctions symétriques de la même forme,


