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RESOLUTION D'UNE EQUATION INDETERMINEE PAR FORMULES
DIRECTES-,

PAR M. S. RÉALIS,
Ingénieur à Turin.

1. Proposons-nous de résoudre, en nombres entiers,
l'équation indéterminée

dans laquelle n est un entier ^> o, ou <^— 4-
Cette équation est de celles où il suffît de connaître

une seule solution, pour en déduire aussitôt une autre,

(') Par exemple, en appliquant ce théorème :

Si a, b sont premiers entre eux, la fraction

1 . 2 3 . .(«-{-&— i)

i . 2 .3 . .a x i .2.6...b

se reduit a un nombre entier {Melanges mathématiques, p 129).



( 5 3 6 )
et par suite, de proche en proche, une infinité d'autres.
Les formules à employer à cet effet sont même, dans
notre cas, beaucoup plus simples que celles qui se rap-
portent à l'équation de Pell, et aux équations quadra-
tiques analogues, traitées dans les Ouvrages classiques.

Soit, en effet,

la solution connue. On reconnaîtra immédiatement, par
la substitution directe, que Ton arrive à une seconde
solution par l'emploi des formules

3? = ![(/lH-2)a — 71,3],

r = i[(»-M)*+(*-*-a;3J,

où Ton prendra a et (3 positifs, pour être assuré d'avoir

# > a , J> 4 3 .

D'après cela, la solution initiale

insignifiante en apparence, suffit pour amener le résul-
tat

( n H- 4 ) ( n-h i )2 — n ( n -f- 3 )2 = 4,

suivi d'une infinité d'autres identités résolvant l'équa-
tion.

Ayant ainsi calculé les premières solutions, écrivons,
par ordre, les valeurs successives des indéterminées,
comme il suit :

#4 = i ~ 6 n -4- 5 n2 -f- /i3,
Xs~ I -r- ÏO/l -f- l5w2-f- 7«3— /
.r6 = i -*- i5/i -4- 35 n2-h 28 n3-4-



^4 = 7-4- i4/i

jK5 = 9 - u 3 o AI -f- -ijn^-T- 9/i3-t- ;iv,

J^6r= II — j 5 n - ^ 77/22-f- 44/ l 3- 11 /^ - /45 ,

La loi que suivent les valeurs de x est facile à aper-
cevoir. On voit effectivement que, le terme indépendant
de x étant partout égal à l'unité, les coefficients de TZ, à
partir de «r2, représentent la suite des nombres triangu-
laires; les coefficients de zz2, à partir de x$, sont donnés
par la suite des nombres figurés du quatrième ordre,
les coefficients de rc3, à partir de ,r4, sont donnés par la
suite des nombres figurés du sixième ordre, . . . . D'après
cela, la valeur générale de x se trouvera exprimée par

(a — \)a {a — i){a — i ) a ( a -f- i)

(a — 3)(a — a)(a — i )a (a-+-i) (a H-2) ^ ^ ^ _»_na-t
^ '2.3.4.5.6 ' " ' '

le coefficient de na~k étant

k(h -+ i ) ( A ' - 4 - a ) . . . ( 2 / i — A- — i ) #

«Ï73.4 ...(in — ik) '

c'est ce qu'il est facile de vérifier après avoir assigné
l'expression de j v

Pour obtenir j ^ , nous ferons n = — (zz'-f- 4)? par où
la proposée se change en

équation de même forme, à rechange près des lettres
or, y entre elles. Les valeurs dej^ seront donc, étant ad-



mis le

r2 =

développement

1.2 ,
- i - - n ,

2 .3 , 1

2 2

3 . \ , 2 .

'i, 2

(a — i ) ̂
•2

( r,:i8 )
ci-dessus

2 . 3 . î j / 2

3 . | .

. 3 . |

i .">.

. 3 . ',

i

6 ,o

( a — 2

de.r,

~27."3

'2.3
-f- 2)

."i.5.6

i ) a ( a

• +

n'a— 1
t>,. 3. i . j . 6

où l'on fera partout 7if = — (4 + «). On retrouve par là
les valeurs de y écrites plus haut, à cela près que les
expressions^ d'indice pair se présentent ici sous forme
négative, ce qui n'altère pas le résultat de la substitu-
tion dans la proposée.

Les expressions générales de xa et j ^ r t , qui viennent
d'être écrites, satisfont aux relations fondamentales

}ra = 2 L( n -+- 4 ) xa~\ + lJl -t- 2 ) J a - l ] ,

d'où résulte que, si les valeurs positives xa_{, ya~\ véri-
fient la proposée,les valeursxa^>Xa-\ytYa^>ya-\ la vé-
rifient aussi. La loi que suivent les valeurs successives
de x et y, énoncée ci-dessus par induction, se trouve
donc démontrée.

On peut aussi observer que Ton a

y a—- .i'rt~i = ^ ~ i - + - ^
d'où l'on déduit

y a = 2 ( r ! -t- .r, — x:i -f-. . . -f- . r a - , ) -H .r^ ;



cette formule, d'après la sommation connue des séries
relatives aux nombres figurés, s'accorde avec l'expres-
sion générale de ya ci-dessus.

2. Nous signalerons encore, comme conséquence 1res
remarquable des relations fondamentales inscrites, 1»
loi de récurrence

qui subsiste entre trois valeurs consécutives de chacune
des indéterminées x, j ' , à partir de a = 'ô. Il s'en déduit
une nouvelle preuve de l'exactitude des développements
ci-dessus de xa et ya.

Jl s'en déduit, en outre, ce qui n'est pas moins im-
portant, une nouvelle forme de développement pour ces
mûmes quantités.

Faisons, à cet effet, n = m—2, par où l'équation
proposée prend la forme

( W + '1 ) X2 — ( 111 1 )jK2 = 4, '

in étant un entier ^> 2 ou <^ — 2. Les indéterminées
étant soumises à la loi indiquée, il y a lieu de leur ap-
pliquer la théorie bien connue des séries récurrentes;
de la sorte, les valeurs successives de x et y seront
représentées, respectivement, par les coefficients des
puissances croissantes de la variable 2, dans les déve-
loppements des deux fractions rationnelles comprises

dans l'expression Ldu? .

On aura doue

7 3 -



les termes xh el j j étant égaux à l'unité. Il suffira évi-
demment de considérer l'un de ces développements, vu
que l'autre s'y ramène par le changement simultané des
signes de tn et de z, et que par suite les valeurs abso-
lues des coefficients xa etja se déduisent l'une de l'autre,
en changeant m en —m (ce qui se voit d'ailleurs sur
l'équation munie).

On trouve ainsi, en se bornant aux valeurs de .r,

^•2 = — i -f- m j

x z ~ — [ —ni -h m2,

xw — i — 'i m — 77i'2 ~ m 3 ,

x5 = i -i- '2 m — 3 m2 —• m3 -r- ni1* 7

2 — 4 m* — m'+-t- m6,

valeurs qui s'accordent avec les expressions obtenues
précédemment.

D'après la théorie rappelée, pour exprimer le coeffi-
cient général xa^ on décomposera d'abord la fraction
génératrice en deux fractions simples, après quoi le
terme général du développement de la même fraction
s'obtiendra en ajoutant ensemble les termes généraux
des fractions partielles développées. Nous parviendrons,
en procédant ainsi, d'abord à la formule de décompo-
sition

A -4- r B-t-i

A — z "*" B — z

puis à l'expression cherchée du coefficient de za~K,
savoir

(A -4-i)A«-1-4-(B-4-i) B"-1
x — ,

m -+- i

x\ et B étant les deux racines de l'équation
Z'2 — 7)1 Z — I = O.



( 54 . )
II est bon d'ajouter que l'on a, dans ce qui précède,

la résolution complète de l'équation considérée*, en
sorte que, entre deux solutions consécutives, données
par nos formules, il ne saurait y avoir aucun système
de valeurs intermédiaires de x et y satisfaisantes. Bor-
nons-nous à dire, ici, que ce fait important peut s'é-
tablir par des considérations analogues à celles dont
s'est servi Lagrange à l'égard de l'équation de Pell, dans
le paragraphe YJI, n° 7o, des Additions à Vanalyse
indéterminée d'Hitler.

3. Remarque. — Faisant, dans l'équation proposée,
x -=• 2 u -j~ i, y = 2 v -h i, on a la transformée

( r t - M ) ( > 2 - 4 - U) — 7 l ( r 2 - f - V),

dont la résolution, implicite dans ce qui précède, sert à
déterminer une infinité de couples de nombres triangu-
laires ayant entre eux le rapport de « à 72-4-4- ^ e

rapport, comme on voit, se réduit à celui de p à p -+- i,
si îi = 4/?, et à celui de p à p - j - 2, si n = ip.

Qu'il s'agisse, par exemple , de trouver tous les
nombres triangulaires qui sont triples d'autres nombres
de même espèce. Nous ferons n = 2, et la question sera
résolue par l'équation

3 ( u~ -+- u ) — r2 -+- t\

dont les solutions correspondent à celles de l'équation

pour u =: '—-—? v = • Les valeurs de x et y étant,

à partir de x8 et j s ,

J = 3 , n , 4 i , i 5 3 , 5 ~ t , . . . ,

y = 5 , i 9 ? 7 1 , 2 6 5 , 9 8 9 , . . . ,



celles de u et \> seront

?/ — i , 5 , 'j.o, 7 6 , ' > 8 5 , . . . .

r = 2 , 9, 35, i 32 , 494 , . . . .

Les valeurs de — et —:— engendreront ensuite

les deux séries

1 . i 5 , 2 1 0 , 2 9 - 2 6 , | O 7 r > 5 , . . . ,

3 , 4 > T (>3(>> 8 7 7 8 , iî>.2 5 i 6 5 , . . . ,

dont tous les termes sont des nombres triangulaires,
chaque ternie de la seconde étant triple de celui qui lui
correspond dans la première.


