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THEORIE NOUVELLE DU CALCUL DES VARIATIONS;

PAR M. A. PIGART.

1. Le calcul des variations, envisagé dans toute son
étendue, a pour objet la solution du problème général
suivant :
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dans laquelle z/, ^, w, . . . sont de certaines fonctions
de xK ,x2 , • • . , ocn \ on f ait subir respectivement aux va-
riables x^ .r2, . . ., xn et aux fonction'; M, y, w,. . . des
variations infiniment petites ùX\, ox2,. . ., oxn^ Su, 8 ,̂
owy... que Ion suppose fonctions de xx, x2. • . ., xn, il
s'agit de trouver la variation correspond ante 8V de
cette intégrale.

Pour résoudre cette question, nous nous bornerons à
considérer le cas particulier d'une intégrale triple dans
laquelle ne figure qu'une seule fonction M, les résultats
relatifs à ce cas s'étendant facilement à celui d'un nombre
quelconque de variables indépendantes et de fonctions.
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2. Soit donc à trouver la variation que subit l'inté-
grale triple

x, f' C (\^t du du du d2u dnu \ . . ,
\ — ƒ / / M x , y , z , u, -j-y -y-y -y-y - 7 — , ? • • • ? - 7 - — ? ••• \dxdydzJ J J \ dx dy dz dx1 dxtl J J

lorsque les variables indépendantes x, r , z et la fonc-
tion u de ces variables subissent respectivement des va-
riations infiniment petites o.r, oj, 03, oa, fonctions
de x, y, z.

La variation d'une somme étant égale à la somme des
variations de ses parties, on a

ou, en appliquant aux variations les règles de dilléien-
tiation des fonctions

(2) 8 V = / / / (oF.dxdydz -f- F.odxdydz).

11 faut donc évaluer 3F et 0 dxdydz.

3. Or
, . r d¥ ^ dl\ d\^
\ dr dy " r/̂

(3) ^ F . rfF ^du

1 dx

par conséquent, il suffit de calculer la variation des dé-
rhées partielles successives de la fonction u.

Or,attribuer aux variables x , j , z et à la fonction u les
accroissements infiniment petits ox, ùj', Sz, Sa, cela



revient à poser

(4)

x -h Sx — X ,

r H- ty= Y,
5 -h 8* = z ,
// + Ô£/ = U ,

et à substituer aux variables x, y, z les nouvelles va-
riables X, Y, Z, et à la fonction u de x,y, z la nouvelle
fonction U de X, Y, Z. On est donc conduit à calculer
les valeurs des dérivées partielles de cette nouvelle fonc-
tion U, par rapport à X, Y, Z, au moyen des dérivées
partielles de u par rapport à x,y, z.

Pour évaluer ces dérivées, on regardera U comme une
fonction 4 e x-> y-> z exprimée par la dernière équation
du groupe ( 4 ) et ,r, y, z comme des fonctions de X, Y, Z
données par les trois premières.

On a ainsi

dl) __ <7U dx ^ dV dy dV dz
dX ~~ CÏJC dX + dy a^X " ^ d5" dX '

c?U r/IJ r/.r r/lT dy dl] dz
dY dx d\ dy d\ dz dY
dV __ d\J dx dU dy dl) dz
~dL ~~ dr M + ~dv 'dZ + ~dz ' ~dï)

mais les équations (4) donnent

(G)

dV _ du ^ dou
dx dx dx

j dV du don
ar av ar
dij __ du dùu
— rzz —j- -\- — >

az ctz az
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et

/ / dlx\ dx dix dy dix dz __

l \1 +^tey dX'{"dy7ix'Jr~dz~dX'~l'
1 dly dx / dlv\ dv dlv dz

(7) "TZ TFv ~+~ \ £ + ~7t" ) ~n? -+- ""rt" ZJ\ —
dly\ dy dly dz

~dz~ dX

dlz dx dlz dy f dlz\ dz
lx dX ~h ~dy lX + V1 ~^~dz ) dX~°'

(8) 2 s r ^

(9)

Comme ox, ùjr, 8s et par suite leurs dérivées sont
des infiniment petits, les équations (7) montrent que
du o . dy dz . n .
-j^r estnni, -~r? -pr? îiifinimentpetits, et, en conséquence,

que l'on a, sans calcul,

(7') dx
dz
dX

dix

dx

dlz
dx y

aux quantités du second ordre près.
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De même, des équations (8) et (9) on déduit

(8')

et

(9')
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d\ ~
dz __

dx ___

dz ___

dx
'dl =

dy __
dL

1 d^"

„ , . . „ , dU dU dU
bjii portant ces valeurs, ainsi que celles de -j-> -7-7* -7^?
données p a r l e s équations ( 6 ) , dans les équations ( 5 ) ,

on obtient

(iX
J /Ö?W dlu\ ( dox\
i \ dx dnr, I \ dx I~dx)

(du dlu\ dly (du dlu\ dlz
~~ \ty + ~df ) Hx~ ~ \d£ + " ^ ' ~=rr>

Û __ (du dlu\ dix
d\ ~~ \dx "*" "aS"; "̂ 7

'du dlu\ f dly\
dy^~W)\ W)

dU (du dlu\ dix
dZ \dx dx ) dz

du dlu\ dly (du dlu
dz

du dlu\ dlz
4 ) dy



ou, abstraction faite des termes du second ordre,

dU du dou du dox du doy du doz
dX dx dx dx, dx dy dx dz dx

dU du dou du dox du doy du doz
dY ~~ dy dy dx dy dy dy dz dy '

d\J du dou du dox du doy du doz
&L dz dz dx dz dy dz dz dz

et, si l'on pose

^ du ^ du % du ^
dx dy l dz

ces formules deviennent

dll du dota d2 u ^ d2 u ^ d2 u ^
d\ dx dx dj* dxdy <y dxdz

d\J _ du ^ r/oco r/2 u N d2 u ^ d2 u ^
\ I O j ~~p\7 ~~w i y r" ~~i l OX —(— —. r 0 \r —(— —- — OZ

dl dy dy dydx dy2 " dy dz
dl] du doM d'2 u N d2 u N d2 u
-—,- — 1 7 h -j—i- ox -t- or -h -y—
dZ dz dz dzdx dzdy J dz1

ï)e là on déduit les valeurs de

<tfU du dV du dll du
d\ ~~ dx' d\ " ~th' 7IZ ~ ~d~z

ou de
, du % du ^ du

oz

^ N ^
dx dy dz

savoir

^ du doLo d2 u ^ d'2 u N d2 u
ö -r- — - , 1 r-— ox -t- -; r- 0 v̂dx dx dj.1 dxdy l dxdz

^du dooj d2 u ^ d2 u ^ d'2 u
dy ~~~ dy dydx ' dy2 - dydz

^ du dow d2 u ^ d'2 u ^ d2 u .

En dilîërentiant la première des équations (10) par rap-
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port à X, Y, Z, la seconde par rapport à Y et Z, et la

troisième par rapport à Z, et tenant compte des équa-

tions (7'), (8'), (9'), on obtient successivement

dltf d2otû d* u ^ d* u *
d72 + ~db^ + d**X + 'd¥dT-

d\'2 ~ J *~ rf.r<tf3 ° 3 + rf.rs ~dx

6/o> dlu dùz
1 __ 1
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( dl 11 , . . \ dùz
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\ dxdz 1 dx
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par suite,

^ d2 u

d2u

dz u ̂

'// . , éPu .
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Telles sont les variations des dérivées premières et
secondes de u. La loi de formation en est évidente} il
reste à montrer qu'elle est générale.

Supposons, à cet eiïet, que l'on ait

+J u
dr'dy' -. tx dxldyj



en diiVérentiant l'équation

di+J\J __ dl+J u
dxldyj ""*"

dxldyidz

par rapport à X, on obtiendra

di+j+x u di+J^ot»
[ +

v-w+i a dix
vi~hldyj dx
#+''+* U dïZ

dor
~d7

. .
dxldyJdz dx

( di+J+Ui , , \dov
- - f • 7 • , -H- t e rmes du I e r o rd r e -~-~
\dxldyJ~*-1 ) dx

dl+J+xu , , \doz
-j—:—--J- H- t e rmes du i e r o rd re —:—>
dxlyJdz J dx

ou

i Tj

ou

dùx

c'est-à-dire la formule relative à . . 7 . ? dans laquelle

l'indice i est remplacé par i - h i , ce qui démontre la

généralité delà loi de formation des variations des déri-

vées partielles successives de la fonction M.



( 58 )

Si l'on porte dans ol? les valeurs de ces variations, on
aura o F exprimé en fonction linéaire de o.r, o y, os, oto
et des dérivées partielles de oto.

i. Quant à la variation de dx dy dz^ c'est-à-dire du
produit des différentielles des \ariables indépendantes,
on l'obtiendra en se rappelant que, lorsque Ton substi-
tue dans une intégrale multiple aux: variables x , j , z
d'autres variables X, \ , Z liées aux premières par trois
équations, il f'.uit substituer1 au produit dx dj dz le
produit d\ d\ r/Z multiplié par le déterminant

A -

dr
d\

d\

!
i d'L

L
d\

dy
d\

fh

77Z

L1!
d\

dz
d\

dz
(IL |

c'est-à-dire (jue l'on a

d\ d\ drL =1
dvch dz

Ici, la valeur' du déterminant est, aux quantités du
second ordre près,

dor doy doz
dx dy dz '

il en résulte pour <7X dX d

de dx dj r/r,
dor

- dx d^ dz* ou la variation

7or doz"
~dz~

dx dy dz.

La \ariation o\r de l'intégrale se présentera donc sous
la forme d'une intégrale triple portant sur une fonction
. . , . , , j j dor doy odz

Jinearre nomo&ene de OJ , d) , dz. —=—
n 1 dx

,—
dy dz

de oo) et de ses dérivées partielles successives.
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S. On peut la ramener à une intégrale portant sur

une quantité qui ne renferme que oco en facteur.

En effet, d'abord le terme qui contient , . , J-T
' ^ dxldyJdzk

donne lieu à l'intégrale

/ƒƒ
dl+J+kou

\ - ——j— - . a x c/ y dzydxldyJdzk

qui peut s écrire

ou, en intégrant par parties,

. Jdi dz.

Cette dernière intégrale, dans laquelle Tordre de la.
dérivée de 5co est abaissé d'une unité par rapport à x, se
transformera de même eu une autre dans laquelle l'ordre
sera abaissé de deux unités, et ainsi de suite jusqu'à ce
qu'il n'y ait plus de dérivées de oco par rapport à .r. On
fera de même pour les dérivées relatives à y et pour
celles relatives à c, et l'on aura finalement une intégrale
dans laquelle ne figurera plus que la variation oco.

Ensuite, en transformant de la même manière les in-
tégrales

f /T"^
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on obtient pour la première

f fdydz(Yox)

dF \d'u 1
p \ _ j _ I

jdu \dx2 I
dx J Jj

dF\ L , , _
dx

Or, dans SF, les termes qui renferment ox en facteur
sont

/ d¥ \ d'u
\dxj l ddu \ dx1

Y 'dxf
donc, après réduction, les termes qui renfermeront Sx,
ÔJ, ûz seront

dV f du > du > du ̂

du \dx°X + dy°y~^ dz Ô'

et ils se réduisent avec -y- Sa à

d¥ / ^ du ^ du . du „
ou

Ainsi, toutes réductions faites, la variation SV se com-
posera d'une suite G d'intégrales doubles relatives aux
limites, c'est-à-dire à la surface du corps dans l'éten-
due duquel doit se faire l'intégration triple, et d'une in-
tégrale triple de la forme

! ! f MZudxdydz,

M étant une certaine fonction de x,y, z, u et des dé-
rivées partielles de u.

S'il y avait sous l'intégrale triple proposée plus d'une



fonction M, S'
posant

CV -

8«-

il y avait

du
~~~ ~dx

~ 'dx'
dw

~~ 'dx

Ix-

ox -

ox -

( 6 . )
deux, trois fonctions u, v, w, en

~dy' ^ " ~dz 0<J ~ 0W>

^ ' o ^ 0 " ""
dy J dz * '

dy " dz 2>

on arriverait, après réductions, à l'intégrale triple

( M 8Ü) -h N Sojj -4- P ow2 ) dx dy dz.ƒƒƒ<
6. Supposons maintenant qu'il s'agisse de déterminer

les fonctions u, v, wt de manière que, quelles que soient
les variations Sx, ùy, Sz, 3ẑ , Sv̂ , ô v, la variation SV soit
nulle. Comme, dansles intégrales doubles, il n'entre que
les valeurs à la surface des variations ox, 8j^, Sz, 8o>,
So)^ Sw4 et de leurs dérivées, tandis que dans l'intégrale
triple les variations sont relatives à toute l'étendue du
corps, il faut évidemment que l'intégrale triple et l'en-
semble des intégrales doubles soient séparément nulles-,
et pour que l'intégrale triple soit nulle, quels que soient
8(0, 8(0,, 8(o2, il faut que Ton ait

M — o, N =. o, P ~ o,

trois équations nécessaires et suffisantes, avec l'équation
relative aux limites G = o, pour déterminer les trois
fonctions u, y, w.

7. Exprimer que la variation de V est nulle, quels que
soient 8(0, 3(0o 8(o2, c'est exprimer que l'intégrale V est
maximum ou minimum.

Si l'on proposait de trouver le maximum ou le mini-
mum dont est susceptible V quand une, deux, trois
autres intégrales V<,V2*V3 relatives aux mêmes fonctions



M, y, w et aux mêmes variables x , j % 3 doivent conserver
en même temps chacune une valeur constante, il faudrait
joindre à l'équation S\ = o les équations analogues

o\l=z0y oV2=o, oV3 —o

et Ton devrait avoir simultanément

(j -+- / I I (M o(o -h \ OOJ! -\-]> oto2)dxdfdz r=o,

G, -+- ƒ / / ( M i o(o + \ j o(0j -1- P j o(o2) dxdydz -— o,

o'») ' : : .
G2 h f I I (AI2ow-+- Naoco, ^P 2 0(o 2 ) r / ^dW— o,

M3 0(0 -+- \3ooj t 4- P3o(o2) dxdydz -— o.

Oi* on peut toujours poser

M ] OOJ -f- \ j 0(0! - h P j <YCÜ.2 m —— ,

IVrk> oto -t- \ . , OOJ, -, P. ,r /coo • = — , - - ?

M., 0(0 -\ \ . , 0(0j - r » 3 0(02 ~ _ —— ,

X|, Ao, À3 étant des fonctions de x , 7 , c; d'où, en dési-
gnant par A le déterminant

A. o(o =

M ,

-M»

r/X,

P ,

da- dx

r/X, r> dl.y dls

</x /̂jr /̂J:-
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En portant ces valeurs de SOJ, oto4, o<i)2 dans la pre-

mière équation du groupe (i4)> o n obtient

8X0 MA,+ NB34-PC, rfX3\ , , ,
X — , —— -r= dxdvdz;

dx A dx / *

l'intégration par parties donne ensuite

ƒ./•][•

R ^ PC.U.-+- I * rf3

M\,-r-M{,H-PC,

Aâ I dxdydz ;

niais Al9 A2Î^3 sont, dans l'intérieur du corps, des quan-
tités arbitraires comme oto, oo^, otooi donc on doit avoir

(16)

a^ J, c étant indépendants de x. Mais on arriverait au

même résultat si, au lieu d'égaler les quantités

Mi oio -+- j \ t otüj -J- P j ow2,

M2oto H- IVoàtOi -\- P 2 OOJ 2 ,

M3OCO -f- 1X3 Otot - h P 3 0 t 0 2

aux dérivées relatives à x de trois fonctions A1? A2, A3,
on les égalait aux dérivées relatives à jy ou à z. Donc c/,
&, c doivent être regardées comme des constantes.

Des trois équations qui précèdent, en se rappelant les
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propriétés fondamentales des déterminants, on déduit

i M z=. a M j - r 6M2-h cMZf

( l 7 ) < N n f l N , -+-£N, -+-cN8,

( P = aP, +ôPj +cP3.

Telles sont les équations qui serviront à déterminer
les fonctions M, ç>, w\ 11 faudra, en outre, tenir compte
de l'équation aux limites

-ƒƒ
MA,-4-NB,-f-PC,.

I Â2 \

OU

fl| I \xdydz -h b f I \^dy dz ~\-c I f

mais on a

G, — -- ƒ ƒ \2dydz,

G3 — — / ƒ A3dydz:

cette équation équivaut donc à

(18) G - ö G t f 6G2+cG3.

D'où l'on voit que les équations qui servent à déter-
miner les fonctions **, y, w ne sont autres que celles aux-
quelles on serait conduit si l'on cherchait le maximum
ou le minimum de la fonction

V — aVj— ôYj— cV3.

La recherche des maxima ou minima relatifs se trouve
ainsi ramenée à celle des maxima ou minima absolus.


