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SUR UNE ÉQUATION INDÉTERMINÉE;
PAR M. S. RÉALIS,

Ingénieur à Turin.

1. La résolution, en nombres entiers, de l'équation
indéterminée
(i) x*+k=y*

a été, depuis Fermât, l'objet d'intéressantes études de
la part de différents géomètres, Euler en tète. Nous en
tenant d'abord à la contribution fournie parles Nouvelles
Annales y nous citerons ici, après le théorème énoncé
par M. Catalan dans le premier volume de la Collection,
p. 5ao, les remarquables articles insérés tour à tour par
Le Besgue (i r e série, t. IX, p. 178} 2e série, t. VIII,
p. 452), par JYJ.Gerono (2e série, t. VIII, p. 4^4et 55ç);
t. IX, p. 469} t. X, p. 204-, t. XVI, p. 3s5), pai-M.E.
de Jonquières (2e série, t. X\I1, p. 3^4 c t <)I4)«

Les conclusions de ces arlicles se rapportent surtout à
des cas d'impossibilité de l'équation considérée, ou à
des limitations auxquelles elle est soumise pour des va-
leurs particulières de l'entier donné A. Mais la question
n'en est pas moins intéressante quand on l'envisage au
point de vue de la résolution de l'équation. C'est sur
quoi nous allons présenter quelques indications, fortin-
complètes sans doute, mais qui pourront mettre sur la
voie de recherches ultérieures. Quelques propriétés des
nombres, dignes d'être signalées, se présenteront d'elles-
mêmes comme conséquences immédiates des formules
posées.

2. Il est facile d'abord d'établir des relations d'iden-
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tité propres à vérifier l'équation (i) pour certaines va-
leurs de h.

Ainsi l'égalité très simple

(a) (a2~26)5-+- 62(86 — 3a2) = {aï— 3a6)2,

où h peut être changé en — Z>, donne directement une
solution dans le cas assez étendu de JÎ = i f ( d= 8 & — 3a 2 ) .
Par exemple :

= .225 3»—11 = 4*,

— 3 'H-5a = 5 » , . . . .

Le résultat particulier

8) = (a3qz

pour le remarquer en passant, met en évidence que tout
nombre de V une des formes 3a2=jp 8 est la différence
entre un cube et un carré. On exclut, dans le cas des
signes supérieurs, l'hypothèse de a = i, qui conduit à
l'égalité — 5 = — i 3— a2, c'est-à-dire 5 = i3 -f- 22.

La même égalité (a), en y changeant a en 2a, et b en

i se change en la transformée

(4a*— 6)3-f- 62(6 — 3a2) =

par où l'on satisfait à ( i ) lorsque k =z b2(±b — 3 a 2 ) .
Par exemple,

33— 2 = 5K 53— 4 = 11*, 6 * — 2 o = i 4 2 ,

73— 54 ==• 172- i 3 3 — 8 i = 4 6 « , . . . .

Cette transformée s'exprime aussi par la relation équi-
valente

où /> peut être positif ou négatif.



Les résultats particuliers

nous font reconnaître incidemment que :

i° Tout nombre de Vune des formes 3tf2q= i, ainsi
que tout carré de la forme (3 a2— i)2 , est la différence
entre un cube et un carré ;

a° Tout carré (3a- H- i)2 , à l'exception rfe 16, est
la différejice entre un carré et un cube.

On observera, à l'égard de cette dernière proposition,
que lorsque a = o, la formule donne le résultat insigni-
fiant I2 = o + i 3 ; mais alors on a I 2 = 3 2 — 23.

3. L'identité (2) rentre, du reste, dans la formule

(/>* -r- kq* y — kq* ( 3/?2 — kq* )* = (p* — 3 kpq* )2,

assignée par Euler pour la résolution, en entiers, de
l'équation xz — kz2=y-. Faisant q = r, ce qui ne res-
treint pas la généralité de la relation algébrique, on a
effectivement la transformée ci-dessus de l'identité (2).

JVous ne devons pas omettre de rappeler ici l'impor-
tant Mémoire : Sur certains nombres complexes corn-
pris dans la formule a-\- b \j— c, inséré par le P. Pé-
pin dans le Journal de Mathématiques pures et
appliquées, 3e série, 1.1, p. 317. Dans cet écrit, le savant
auteur reproduit et étend considérablement plusieurs
recherches d'Euler, Legendre et autres géomètres, sur
des questions d'Analyse indéterminée. Les équations
[entre autres, différents cas particuliers de l'équation ( 1)
par nous considérée] y sont traitées au double point de
vue de la résolution, quand elle est possible, et de l'in-
dication des cas d'impossibilité ou de limitation.



i# L'identité

que Ton obtient par un procédé indiqué dans VAnalyse
indéterminée d'Euler (Chap. VIII), mérite d'être
signalée*, elle sert à amener une nouvelle solution de (i)
(et, par suite, une infinité de solutions), à l'aide d'une
solution préalable a3-f- A1 = p2, supposée connue.

Pour des valeurs entières ou rationnelles de a, (î, les
solutions fournies par cette formule se trouveront géné-
ralement exprimées en nombres rationnels x , y. Par
exemple, l'équation x 3 -f-8 = y2 étant vérifiée par les
valeurs x =. i,y = 3, nous assignerons ces valeurs à a
et p, dans l'identité (3), et il en résultera la nouvelle
solution, en nombres rationnels,

En certains cas, une solution entière en amène une
autre de même nature. Par exemple, pour a = 2 / j Y ,
P = 2v, valeurs de x et y constituant une solution en-
tière de l'équation

x'*— 4 y2 (2 A3 y — i) = j 2 ;

la formula (3) fait connaître la nouvelle solution entière

Le résultat particulier

nous conduit à remarquer, incidemment, que :

i° i a somme du carré et du cube de tout nombre
pair peut s'exprimer par la différence entre un carré
et un cube ;



2° La différence entre le cube et Le carré d'un
même nombre pair peut s'exprimer par la différence
entre le cube et le carré de deux nombres entiers iné-
gaux.

S. Dans le cas de a = a/ip, d'où A = £2(i —8A8P),
l'identité (3) devient

Dans le cas de a = 2 A y, [3 = 3y, on obtient

[4&Y(/i3Y — I ) ] 3 - + - T 2 ( 9 — 8 A ' Y ) = (8^73 — I2A 3 Y 2 -H3V)2 .

Dans le cas, enfin, de OL = —2/?y, p = y2, l'iden-
tité (3) nous donne

Attribuant, dans ces formules, des valeurs entières à
A, p, y, on trouve des valeurs entières de x , j ' , k, satis-
faisant à l'équation (1).

6. Nous remarquerons ici que, pour certaines valeurs
de /r, on peut assigner immédiatement deux, et même
trois, solutions entières de l'équation (1).

On vérifie, par exemple, l'équation

soit en prenant x = 2/2, j =• ia(a-{- 1), soit en prenant
x — — 2 £ï 5 y •— 2 a ( # — 1J.

L'équation
xz -1- 4 ( a2-h a)2 -H 1 = j 2 ,

où a peut être positif ou négatif, admet de même les
deux solutions immédiates

•1), x=— ia,

- i ) 2 -

cn outi e de la solution évidente x = — 1 , ) ^- 2 ( a 2 - j - r t ) .



( «M )
Pour l'équation

les solutions immédiates sont x =—2*2, j=z6a2, et

Pour l'équation

on a les deux solutions

/ a? = a -T- i , / a? = — a ,

(r 5 [ r 2 »

d'où cette propriété, que /e carré d'un nombre trian-
gulaire est y en même temps, la somme d'un carré et
d'un cube, et la différence entre un carré et un cube.

Pour

on a
? = a + 2,

U-"2 ,a+6>
y =

i i i . , • 1 a2-h aen outre de la solution evidente x = — 2, J = —
Citons, comme dernier exemple, l'équation

9) __ 2
—J

à laquelle on satisfait par les trois systèmes de valeurs
de x et y :

— — 2 a ,

7. Des résultats qui viennent d'être exposés découlent,



relativement à l'équation (i) , des conséquences impor-
tantes sur lesquelles nous ne nous arrêterons pas en ce
moment. Signalons seulement, en terminant, les propo-
sitions qui suivent, assez curieuses au point de vue de
la théorie des nombres.

i° Le double carré de tout nombre entier est égal,
d'une infinité de manières, à la différence entre une
somme de deux carrés et une somme de deux cubes.

C'est une conséquence de l'identité

Ainsi, pour [3 = i,

. i 2 =r (i8i*-f-253*) —(3a 3 H-4o 3 ) ,

— (5683-f-

La même identité, où (3 = i, pouvant être mise sous
la forme

nous apprend encore que :

2° Limité peut être représentée, d'une infinité de
manières, soit en nombres entiers, soit en nombres ra-
tionnels, par la différence entre une somme de deux
carrés et une somme de deux cubes.

Ainsi,

362)



De3 deux formules

= tl 4a2— bf-^ U<*2-+- b p ]

26)3-f- (a2-4- 2#)3]
— [(a3 — 3a6)2-r- (a3 -h 3a6)2

lesquelles se déduisent de (2), et auxquelles on peut
joindre des résultats particuliers, tels que

f r (2a2)3]

il résulte que :

3° Le sextuple d'un carré peut toujours s'exprimer,
au moins de deux manières différentes, par une somme
de deux cubes, diminuée d'une somme de deux carrés.

Exemples :
6 . 1 2 = ( '2 3 -4 - 2 3 ) — ( l 2 H - 3 2 j =-- ( 3 3 - r '5'M — ( 5 2 - 4 - I I 2 ) ,

6 . 2 * = < 2 Ï H - 6 Î ) — O 2 H - l 4 2 ) = ( l 5 3 - r - I 7 3 ) — ( 5 8 2 - f - 7 O 2 ) ,

6 . 3 2 rrr ( ; 3 - M P3 )

4° //<? triple carré d'un nombre pair plus grand que
1 est égal à la différence entre une somme de deux
carrés et une somme de deux cubes.

C'est ce qui résulte de la formule
2 = [(a3—
- [ ( a 2 — £)3-h(a2-4-6)3],

où l'on voit de plus que, si ab n'est pas un nombre pre-
mier, la décomposition indiquée pourra s'eiïectuer au
moins de deux manières différentes. Ainsi :

3.12* = (io2-+- 262) — ( i 3 +- 7 3 ) ,

3 . i 2 2 = (g 2 H- 4 5 2 ) — ( 7 3 - h i i 3 ) ,

3 . i * 2 ^ ( i 9 8 2 - f - 2 3 4 2 ) — (35:>-t- 3 ; 3 ) .



Enfin, des deux premières formules du n° o, où l'on
fera [3 -f- y = o après les avoir ajoutées ensemble, il
résulte que :

5° Le décuple d'un carré peut être représenté, d'une
infinité de manières, par une somme de deux carrés,
diminuée d'une somme de deux cubes.

On trouve, par exemple, dans le cas où le carré con-
sidéré est égal à l'unité :

i«)_(3 23-t-8 8) ,
io . i 2 = ( I 3 5 3 7 2 4 - 6 I I 2 ) -~(5683-4-7'23),
io . i 2=(r4n3 2 -+- 4192) — (5843-H 563),

• 5

à quoi viennent s'ajouter les égalités que l'on obtient par
d'autres moyens, telles que :

II est bon d'observer que, dans les différentes décom-
positions qui viennent d'être indiquées, on peut admettre
qu'aucun des carrés ne se réduit à zéro, tous les cubes
sont plus grands que zéro.


