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MÉMOIRE SIR I \ THEORIE DE I/ÉL1MIN\TION[;

PAR M. H. LAURENT.

1. Dans ce Mémoire, je me propose de faire connaître
une méthode nouvelle pour l'élimination de plusieurs
inconnues entre plusieurs équations algébriques en
nombre supérieur d'une unité à celui des inconnues; le
travail auquel je me suis livré jettera, j'espère, quelque
lumière sur la théorie de l'élimination.

J'admettrai dans ce qui va suivre le théorème de Bézout
sur l'équation finale, ainsi que ses conclusions relative-
ment au nombre des solutions de plusieurs équations à
plusieurs inconnues, lorsqu'il n'existe aucune relation
particulière entre les coefficients de ces équations.

2. Soient cp|, »2, . . . , cp̂ des polynômes entiers en xh,
x2, . . ., xn des degrés respectifs mK, ra2, . . ., mn ; je dirai
que, les polynômes cp,, cp2,. . ., <pn étant diviseurs, les poly-
nômes F et/sont équivalents, lorsqu'il existera des poly-
nômes entiers \K, X2, . . . , \n en .r,, x2, . . . , xn tels que
l'on ait identiquement

Un polynôme ƒ sera dit réduit par rapport aux divi-
seurs cp,, cp2, . . . , on, quand il ne contiendra pas de
termes divisibles par .r'"1, JC™*, . . . , x™n. Réduire un
polynôme F, ce sera trouver son équivalent ƒ réduit.

Remarque. — Les définitions que nous venons de
donner dépendent de Tordre dans lequel on range les
polynômes diviseurs cp et les variables x. mais cette dis-
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tinction disparaît quand on suppose m{ = m2=-*. . . = tnn^
et alors nos théorèmes gagnent en élégance et en symé-
trie.

THÉORÈME. — Le nombre des termes d'un polynôme

m réduit par rapport aux diviseurs cp,, cp2,. . . , yn estlim.

En eftet,

y (i H- x r . . . - . - ^ l « - 1 j • • • ( i -r- xn - r - . . .-T- * J - - j

est un polynôme réduit dont tous les coefficients sont
égaux à un; le nombre de ses termes s'obtiendra en
faisant a?j = , r 2 = . . . = ocn = i, ce qui donne II m : c'est
le nombre des termes d'un polynôme réduit quelconque.

3. Dans ce qui va suivre, les termes des polynômes
que nous aurons h considérer seront de la forme
Ax\xJ

2 . . . xh
n\ A sera ce que nous appellerons le coef-

ficient du terme, et x\ x\ . . . xk
n sera son argument,

nous conformant en cela à un usage adopté déjà par un
certain nombre de géomètres.

Soient
«11,

a21.

les solutions des équations

o i — o, Co — o, . . . ,

soit

le déterminant fonctionnel de rp,, <p2,

a t l a12

A — i a21 a22

, on ; soit de



, dans ce déterminant A la ième ligne a pour éléments
les arguments d'un polynôme réduit en a;,, a/2, • . . , ot/„) \
on aura

(3) A 2 = G n D ( a / , , a/2, . . . , a / n ) ,

G désignant une quantité indépendante de z, en appe-
lant z une variable entrant dans les coefficients de
3|? <p2> •••}?/*} de manière à les rendre homogènes en
x j , x-2 -, • • • •» xn 5 et z leurs degrés restants ra4 , 7/z 2 , . . . , mn.

En d'autres termes, G ne dépend que des coefficients
cpn cp2, • • -9 qui multiplient des arguments de degré m{

(fcms cpi, de degré 7^2 dans cp2,etc.
En effet, A changeant de signe quand oiï échange deux

de ses lignes, A2 sera une fonction symétrique des solu-
tions de (2), ce sera une fonction entière de la variable
z. Le second membre de ( 3 ) est aussi une fonction entière
de z\ or ce second membre s'annule dès que l'on suppose
que les équations (2) ont une solution double, tout
comme le premier membre A2; mais le second membre
ne s'annule que dans cette circonstance ; tout ce que l'on
peut affirmer dès à présent, c'est que (2 ) a lieu pour une
certaine valeur de G qui est un polynôme entier en z.
Si nous prouvons que les deux membres de (3) sont de
mêmes degrés en z, il sera établi que G est indépen-
dant de z.

Or soit 3v le nombre des termes de degré v dans un
polynôme réduit; le degré de A par rapport aux a et
par suite par rapport à z sera 2v8v; or 87 est le coefficient
de V dans

T = ( 1 ~ t -T -1 2 —... — tm*-1 )

xU — t - . . . - ^ tm*-*). . . ( 1 -f- / - ' - . . , - - * m » - 1 ) ,

Ov est le coefficient de V' 'l dans -=- ; enfin Svovest la valeur
ai



de - j - pour t = i ; celte valeur est

/ /M //io —• I )

c'est-à-dire

. . . wn-'-

- I î m ( X n i — n ) ;

le degré de A2 est donc II m( S m — /z). Or le degré de III)
est le degré de D multiplié par II m, c'est-à-dire précisé-
ment Um(Ym — /?) : A2 et IID sont donc de même
degré et l'on a

A2 = GIT D,

ce qu'il fallait démontrer.

4. Les polynômes réduits jouissent de propriétés
remarquables qui les rapprochent des polynômes à une
eule variable *, ainsi :

On peut déterminer sans ambiguïté un polynôme
réduit, lorsqu'on connaît les valeurs qu'il prend quand
cpj, y2,. • . , on s'annulent à la fois.

Soit en effet F/ la valeur que doit prendre un poly-
nôme réduit ƒ quand on suppose

#1 = a / l » -r2 = «/2? • • • 7 xn = a///-

En posant

ƒ = #o •+• g\ or{ -4- g« œt - - . . . -h ^ m , _ I , w , _ l f . . . x^-1
 x™*-

goy g\, . . • désignant des coefficients numériques, on
devra avoir

^ 1 = ^ 0 - - g \ a n - h g - 2 « 1 2 - • • - ,

ces équations déterminent g^^g^ . . . et, par suite, ƒ sans
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ambiguïté, si le déterminant que nous avons appelé A n'est
pas nul, ce qui ne peut avoir lieu que si les équations
,2) ont une solution multiple; nous ferons abstraction
de ce cas singulier, ainsi que du cas où ces équations
auraient des solutions infinies ou indéterminées. En
d'autres termes, les solutions de (2) seront toujours
supposées finies et distinctes; elles sont, comme l'on sait,
au nombre de mK m2. . . = Hm.

On voit donc que, abstraction faite du cas où les
équations (2) n'auraient pas Um solutions finies, déter-
minées et distinctes, un polynôme réduit sera bien déter-
miné par les valeurs qu'il prend quand les diviseurs
Çi, Ö25 ••• s'annulent à la fois. c. Q F. D.

Il résulte de là que : il existe toujours un, et un seul
polynôme réduit, équivalent à un polynôme donné.

[Bien entendu en supposant toujours les solutions de
( 2) distinctes, bien déterminées et finies.]

En efïet, si ƒ est l'équivalent réduit d'un polynôme F,
on aura

F ^ Xtçi-T- À2 ?2 - . . . — ) « < ? » - - ƒ ,

et en annulant <p<, cp2, . . ., cp/M on voit que ƒ sera égal à
F; ƒ est donc déterminé par toutes les valeurs de X\,
x 2 , . . . , xn annulant les 0, en vertu du théorème précé-
dent 5 il aura donc une valeur unique et bien déterminée.

Pour calculer le polynôme réduit équivalent à F, on
n'a pas besoin de connaître les solutions des équations
' 2 ) : c'est ce que nous allons établir.

boîc-nl

les identités qui définissent les fonctions ©$ multiplions
Ja première par tous les arguments d'un polynôme de
degré p— wiM la seconde par tous les arguments d'un
polynôme de degré p — m2< et ainsi de suite . on oh-



tiendra

équations, N(#) désignant en général le nombre des
ternies d'un polynôme complet de degré k à n variables.
Je dis que ces équations sont en nombre suffisant pour dé-
terminer tous les arguments non réduits de degré au moins
égal hp en fonction des arguments réduits. Cherchons en
effet le nombre deces arguments non réduits} considérons
en particulier l'un d'eux divisible par x™l\ si l'on y sup-
prime le facteur x™1, il se réduit à un argument de degré
p — mt ou de degré inférieur. Prenons donc tous les ar-
guments de degrés p—m^ p — /72a, . . . ou de degrés
inférieurs. Multiplions-les par .r™1, x™-^ . . . , nous ob-
tiendrons tous les arguments cherchés au moins une fois :
le nombre des arguments cherchés est donc au plus

ï \ ( /9 - mx)-~ M / ? — m2)-t . . . — i\ (ƒ?•—/??„),

qui est celui des équations dont on dispose pour les cal-
culer ] quand on aura calculé tous les arguments non ré-
duits qui entrent dans un polynôme F donné, on pourra
le mettre sous la forme F--= )H cp± - j - . . . -h Xw ©,, -+-,ƒ? et ƒ
sera son expression réduite. Rien n'empêche d'ailleurs,
puisque l'on sait que Je polynôme réduit ƒ existe, de le
déterminer par la méthode des coefficients indéterminés.

5. Il existe une infinité de polj nomes A,, A2, . . ., Aw

donnant lieu à l'identité

Si en elî'et, par exemple, on fait

X2 — «21 rf 1 — «22 'f 'l — • • • -*



l'identité* en question aura lieu, quels que soient d'ail-
leurs les quantités at].

11 résulte de là que, s'il n'existe qu'un seul polynôme/"
réduit équivalent à un polynôme F, il existera une infi-
nité de polynômes )^, "X2«> • • • •> X*> donnant lieu à l'iden-
tité

F = XjCpi-r- X2cp2-r-. . .— XwCp,t — ƒ .

Aussi, quand on cherche à rendre cette formule iden-
tique par la méthode des coefficients indéterminés, ne
faut-il pas s'étonner d'être en face d'un problème indé-
terminé.

On remarquera l'analogie du problème que nous ve-
nons de résoudre avec celui qui a pour but de trouver le
quotient et le reste de deux polynômes entiers par rap-
port à une seule variable.

Supposons par exemple o{ = x^— a,, o2=zx2— a2,...,
on — xn — 0Ln , l'équivalent réduit d'un polynôme
F(JT1, x2, . . ., xn) sera indépendant de x<, x2, . . ., xn

et égal à F(a4, a2, . . ., aw) *, il y aura d'ailleurs une in-
finité de polynômes P^, P2 v . . i Pw, tels que l'on ait iden-
tiquement

r-2 , . . . » X n ) — r i ( X \ 3C j i I 2 ( ^ 2 5 C 2 j - + - . . .

- H / i ( - r « — a „ ) — F ( a „ a 2 ï . . . , a n ) .

On pourra prendre, par exemple,

F ( ^ . ^ 2 rw) — F C a ! , ^ . . . .,xn)

p __ x v ^ l 5 a2 . . . . , a?w) — F ( a t , a2, . . . , an)r H — — •

Cette dernière remarque sera utilisée dans ce qui va



( )
6. Dans la suite, nous aurons besoin de savoir résoudre

le problème suivant :

Trouver un polynôme réduit nul pour toutes les va-
leurs de xK, x2-, . . •, xn égales aux termes d'une solu-
tion deséquations'(2), excepté pour x j = a/ {, x2= a/2,,...,

Le polynôme obtenu en remplaçant, dans A, a/, par .r <,
a/2 par .r2, * • ., est une solution de la question, mais on
peut en trouver une autre plus utile. D'après ce que nous
avons vu au paragraphe précédent, on peut, et cela d'une
infinité de manières, déterminer des polynômes P/y, tels
que l'on ait identiquement

—<?2(2/i< a/2,

Posons alors

V =

Pu
P12 P

' \n P-2» Pnn

ce polynôme V s'annulera pour xi = ay<, x 2 = ay2>--<5
quel que soit y, excepté pour z =y ; car, pour 1" = y , il se
réduira àD(a/,,a/2, . . . ) , qui est différent de o par hy-
pothèse. Pour le prouver, il suffit d'observer que, d'a-
près la définition même des polynômes P/y, pour

on a
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Le polynôme réduit équivalent à V sera une solution
de la question, puisqu'il est égal à V quand les équations
[ 2) sont satisfaites.

7. Supposons maintenant qu'il s'agisse d'éliminer xK,
x2, . . . , xn entre les équations
U) <p1 = of ©s=o, . . . , <p„=o,
(4) F - o ,

ja dernière étant de degré p en xK, x2, . . . , xn et z.
A cet effet, posons

O —
~ ^ F ( Ï / I , a/2, . . •

(6) M/ = $000' • • "+- a/l£l00« • • ~ U a/2$010« • . - 1 - . • • •

iii est un polynôme linéaire et homogène par rapport
aux variables !j dont les coefficients sont les arguments
d'un polynôme réduit en a/o a/2i . . . par rapport aux
diviseurs cp, (a/M a,2, . . -), <p2 (

a/M a/2? •••)? e n sorte que
le déterminant de la substitution (6) qui permet d'ex-
primer les u en fonction des £ est précisément celui que
nous avons appelé A.

Le discriminant du polynôme Q homogène et du se-

cond degré par rapport aux ç est égal au discriminant

relatif aux a, à savoir II ̂ pr' multiplié par le carré du

déterminant de la substitution (6), à savoir A 2 = IIGD :

il est donc égal à -rrp •

Changeons de variables et posons

-P'9'"
(7)

Commençons à cet effet par résoudre les équations ( y ).
A cet effet, appelons ƒ} un polynôme réduit nul en
même temps que <p<, <p2, . . . , 'f/*, excepté pour xK = a/4,
jr2 z=z a,-2, . . . ; alors, en multipliant les équations (7) par



( '54 )
les coefficients de ce polynôme et en les ajoutant, on
trouve la formule symbolique

dans laquelle il faut supposer que, dans le développement
du premier membre, on remplace x\ x\. . . par xpyrj....
Or on peut supposer y} (a/,, a/2', ...) = A, d'après ce que
Ton a vu au paragraphe précédent \ donc, en rempla-
çant ui dans ( 5 ) par sa valeur tirée de (8), on a symbo-
liquement

formule dans laquelle il faudra faire

•*-1 2 •* l a 2 • ' * ~~ ^ P,7"*'

après avoir développé le second membre. Appelons 8 le
nouveau discriminant de Q par rapport aux variables
Xp>?, . . . ^ le discriminant de Q relatif aux u que nous

avons trouvé égal à frrfr: est égal à S multiplié par le

carré du déterminant de la substitution donnant les x en
fonctions de u [formule (7)]. Ainsi on a

_
riFD

d'où Ton tire
S -- n — -

A2 G

le discriminant S égalé à zéro donnera donc, en vertu
d'un théorème connu, la résultante des équations propo-
sées. Donc :

La résultante de plusieurs équations algébriques peut
être mise sous la forme d'un déterminant symétrique.

La fonction Q, dont le discriminant égalé à zéro four-
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nitla resultante, peut être mise sous une autre forme plus
avantageuse pour le calcul.

Prenons fi(x{, x2, . . . , xn) égal à l'équivalent réduit
de 2 = h P n P 2 2 . . • P«„, les polynômes P /y étant définis
comme au n ° 6 ; alors /}(a/i , a/2,. . •) sera, comme on
Ta vu, dans ce numéro, égal à D(a/M a/2. . .)\ on aura
alors plus simplement

Maintenant, désignons par j\xK, x* , . . . ; a4, aa,...) c«
que devicnty/(o:1, x 2 , . . . ) , quand on y remplace a/, par
a,,a/2 par a2, ..., a/n par (x.n, et considérons le polynôme
Q avant d'y faire x^x^. . . = a^ a j . , . = x^^. . . ^ ce poly-
nôme est alors un polynôme réduit qui, pour x, = a H ,
j r 2 = a12, . . . se réduit h

F ( a n , a 1 2 , . . . , a l n )

qui, pour xt = a21, x2 — a22, . . . , se réduit à

Ces conditions, comme on l'a vu au n° 4, le déterminent
complètement. Or le polynôme réduit, équivalent à

jouit exactement des mêmes propriétés-, il est donc égal

à Q quand on y suppose xp
K x\ . . . = %p

h OL?2 . . . = x?9q. . . ^

et il est évident que, dans la même hypothèse, on aura

aussi Q égal à

F ( a , , a . 2 , . . . j / ( . r 1 , ^ 2 ; a , , a 2 , . . . ) .

Ainsi la résultante des équations ( i ), ( ̂ ) est le discri-
minant, égalé à zéro, du polynôme homogène du second



degré obtenu en faisant.rp xt . . . = af aj . . . =
dans l'expression

F ( a t , a 2 , . . . ) / O i > ^ 2 , . . . ; a , ,a 2 , . . . ; .

Pour la facilité des calculs, on fera bien de prendre les
polynômes P,-, comme il a été indiqué à la fin du n° 5 : la
réduction est en effet alors partiellement effectuée.

8. Faisons toujours, comme plus haut,

(H) vt(xuT2,...) -cp /(a,,a2 , . . .) = P /( j ; 1 — a , ) - . . . + P / f l ( ^ - a , , ) ;

faisons de plus

( F ( ^ i , : r 2 , • • • ) — F ( a i > a2> • • • )

( = P « + i . i ( # i — a ^ — . . . - + - P r t + 1 > w ( a 7 w — a , , ) ;

e n f i n p o s o n s , e n é c r i v a n t s i m p l e m e n t © i , cp2, . . . , F a u
l i e u d e o , ( : c M : r 2 , . . . , x „ ) , o 2 ( ^ M ^ 2 , . . . . rw ) , . . . ,

(ri)
P„l

Le déterminant 0 est de la forme

A,, Xo, ..., An désignant des polynômes entiers en x{1

x 2 , ..., xnkttz. Si nous désignons, pour simplifier, par cp'o
cp'2, ..., F

7les polynômes cp<(aM a2, . . . ) , y2(a, , a2 ,-. .), . . . ,
F(a M a2 , . . .), obtenus en changeant x K en a,, a:2 en a2,...,
dans çM ©2,. . . , F , il est facile de voir que Ton aura encore

en d'autres termes, le second membre de (1 1) n'est pas al-
téréquand on remplace la première ligne par ©',,©2,...,F';
cela résulte des formules (11), car, si l'on multiplie la
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seconde ligne du déterminant @ par — (x{ — a« ), la sui-
\ante par — (x2—a2),..., et si on les ajoute à la pre-
mière, on remplace, en vertu de (i i ), cette première ligne
par'fn <p'2, . . . , F .

Supposons maintenant que xK = aM x2 = a2, . . . ,
xnz=0Ln soit une solution commune aux équations (2)
et (4)9 Osera nul en vertu de (14); donc, en vertu de (13) :

Si les équations ©, = o, cp2= o, . . . , F = o ont une
solution commune, il existera une infinité de systèmes
de multiplicateurs )vn)v2, . . . , \n tels que Von ait iden-
tiquement

le multiplicateur )v-, en général, est de degré m

E ?n ~ p — n — m,.

Cela posé, le polynôme 6 étant identiquement nul,
vn le réduisant par rapport aux variables X\, x 2 , . . . ,
avec les diviseurs cpM cp2, . . . , cp,o et par rapport à a<,
a2, . . . , avec les diviseurs ®\,v2i • • • -> tfn ̂ u^ s o n t uu^s->
on obtiendra un nouveau polynôme 0< réduit, qui sera
aussi identiquement nul ; d'ailleurs, il est évident que
le polynôme 6< peut également s'obtenir en réduisant
seulement XF', puisque la réduction de

e = Aj cp\ - j - x 2 cp'2 _ i - . . . - f . 1 F '

<'st déjà faite partiellement en supprimant

^1 ? 1 -— - - - -i- *»<p«.

Ainsi le polynôme 0 i s'obtiendra en réduisant XF7 ou
F 'S i i=P n P2 2 . . . P/2,0 mais, 6^ étant identiquement
nul, les coefficients des arguments x\x\ . . . de ses
divers termes seront nuls ; en égalant ces coefficients à
zéro, on aura un système d'équations en a, ,a2 , . . . ,
que j'appellerai (E), satisfait en supposant a , ,a2 , . . .



remplacés par une solution communes (2) et à V4)« Ces
équations (E) sont en nombre égal à /?*, m2 . . . mn,
nombre des arguments d'un polynôme réduit; elles
contiennent m{m2 . . . mn arguments a^ aj . . . sous
forme linéaire et homogène ; entre ces équations, on
pourra éliminer les arguments a** a? . . . en question.

Je dis que la résultante s era précisément la résultante
des équations ( o, ), ( 4 ) •

En effet, le polynôme 6< n'est autre chose que le po-
lynôme que nous avons appelé Q dans le paragraphe
précédent, avant d'y supposer

Tp T<i __ „P „" _ ~
u 1 ** 2 * * * — 1 2 • * • — P,7--- 1

les équations (E) ne sont autres que les équations

-—^— = o, quand on v suppose
dxp,q—

aP y* — rp
w. I •/-2 • • • - - *t pq...i

et, par suite, leur résultante n'est autre que le discrimi-
nant de Q égalé à zéro.

Cette remarque nous fait voir que la solution com-
mune aux équations (2), (4), quand il y en aura une, sera
donnée par les équations (E), qui non seulement feront
connaître a,, a2, . . . , a /o mais encore tous les arguments
réduits que l'on peut former avec ces quantités.

9. La possibilité d'appliquer notre méthode d'élimi-
nation suppose que les équations données soient telles
que Ton puisse en choisir rc, telles que leurs premiers
membres <p<, o2? • • •? fn puissent servir de diviseurs à
un système de Réductions} pour cela, il est nécessaire
que les équations (2) n'aient pas, quel que soit z, une
solution multiple ou infinie} le cas où les équations (2)
auraient une solution infinie peut être facilement écarté
au moven d'une substitution linéaire, mais le cas où il
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existerait une solution double ne peut pas être écarté
aussi facilement, qu'elle soit finie ou infinie 5 si donc
cette particularité se présentait, on la ferait disparaître
en faisant varier infiniment peu les coefficients d'une
ou plusieurs des équations données, ce qui, comme l'on
sait, ne fait varier que très peu les solutions.

Reprenons les équations (E) : leur déterminant étant
désigné par Z, la résultante cherchée sera Z = o, et si
l'on suppose que les coefficients des équations proposées-
qui sont de degré k par rapport à la variable z, con-
tiennent une variable t à la puissance k au plus, l'équa-
tion Z ~ o sera satisfaite pour IIm.p valeurs de t^ con-
sidérons l'une d'elles en particulier.

Si tous les mineurs de Z ne sont pas nuls, alors les-
équations (E) se réduisent à Hm .p—1 distinctes et font
connaître un système de valeurs des arguments a^a^...
unique, plusieurs d'entre eux pouvant être infinis.

Si tous les mineurs du premier ordre de Z sont nuls,

d'abord Z = o admet t pour racine double, car, en appe-

lant e un élément de Z et ~ le mineur correspondant,de

dt
_ ^ âZ de _
- ZkTe'dt Oî

1 es équations ( E ) ne sont plus qu'au nombre de II m .p — a
distinctes; entre ces équations, on pourra éliminer tous
les arguments, excepté xK et x\, par exemple, ce qui
fournira deux valeurs de xx et deux systèmes de valeurs
correspondantes des autres inconnues.

Si tous les mineurs du second ordre de Z sont nuls,
Z = o admet t pour racine triple; en efïet, appelant

e et e' deux éléments de Z, et , le mineur de z du se-
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cond ordre correspondant, on a

de de' dZ d^e\ _
~di ~d ~~ T ~dF ) ~ ~ 0 >de de' ~di ~dt ~ Te dF )

0>

les équations (E) se réduisent à ïim.p — 3 distinctes et
font connaître trois systèmes de valeurs des inconnues,
et ainsi de suite ; de sorte que, si Z n'est pas identique-
ment nul, le système (2), (4) admettra llm.p solutions,
en comptant en général pour h solutions une solution
multiple d'ordre A.

Lorsque le déterminant Z sera identiquement nul, quel
que soit /, les équations proposées auront une solution,
elles seront alors satisfaites pour une infinité de valeurs
de £, X\ ,x2 , . . . fOCn \ mais, Z étant identiquement nul, ses
mineurs ne le seront pas en général, mais pourront le
devenir pour une valeur particulière de t; pour cette
valeur, il y aura alors deux systèmes de valeurs corres-
pondantes dex^Jo , . . . , x w ; on voit, du reste, comment
on 'achèverait cette discussion, en examinant le cas où
les mineurs du premier, du second ordre, etc., seraient
identiquement nuls.

Lorsque trois surfaces du second ordre se coupent sui-
vant une même génératrice, leurs points communs se
composent de cette génératrice et des points communs à
leurs courbes gauches d'intersection 5 dans ce cas, la ré-
sultante de leurs équations est identiquement nulle, et
les mineurs de leur résultante s'annulent accidentelle-
ment.


