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NOUVELLES ANNALES 
DE 

M A T H É M A T I Q U E S . 

NOTE SUR L ' I M P O S S I B I L I T É DE LA Q U A D R A T U R E DU C E R C L E 5 

PAR M. EUGÉNÉ R O U G H É ( I ) . 

Il n'est guère de problème qui ait donné lieu à plus 
de tentatives que celui de la quadrature du cercle : on 
entend par là, comme on sait, la construction avec la 
règle et le compas, c'est-à-dire à l'aide d'un nombre 
limité de droites et de cercles, du carré équivalent à un 
cercle donné quelconque. L'insuccès de tant d'eiibrts avait 
lait regarder ce problème comme impossible, bien qu'il 
n'existât, à vrai dire, aucune démonstration rigoureuse 
de cette impossibilité^ on avait seulement prouvé jus-
qu'ici que le rapport de la circonférence au diamètre est 
incommensurable (LAMBERT, 1 7 6 1 ) , et qu'il en est de 
môme de son carré (LEGENDRE, Note IK de sa Géomé--
trie; HERMITE, Journal de Crelle, 1 8 7 3 ) . 

Dans tout problème susceptible d'être résolu avec la 
règle et le compas, chaque point de la ligure s'obtient 
par l'intersection de deux droites ou d'une droite et d'un 
cercle, ou de deux cercles*, si l'on imagine qu'on tra-
duise algébriquement les constructions au fur et à me-
sure, à l'aide des formules de la Géométrie analytique, on 
aperçoit qu'on n'aura jamais à résoudre que des équations 

( ' ) Tirée de la cinquième édition du Traité de Géométrie de 
MM. Eug. Rouché et Ch. de Coinberousse, qui vient de paraître à la 
librairie Gauthier-Villars. 
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linéaires ou quadratiques, en sorte que Téquation finale 
pourra, par un nombre suffisant d'élévations au carré 
successives, être ramenée à une équation de degré pair 
à coefficients rationnels. On aura donc démontré Tim-
possibilité de la quadrature du cercle, si l'on prouve que 
le nombre t. ne saurait être racine d'une équation de 
degré quelconque à coefficients rationnels, 

M. Lindemann a annoncé (Comptes rendus^ t. XCV, 
et Mathematische Annalen^ t. XX-, 1882) qu'il était 
parvenu à déduire cette proposition de certaines formules 
de M. Hermite [Mémoire sur la fonction exponen-
tielle, 1874)? sa méthode n'est qu'une généralisation, 
mais fort habile, de celle qu'avait employée l'illustre 
géomètre pour démontrer que le nombre e, base des lo-
garithmes népériens, jouit de la propriété similaire. 

Nous allons exposer, en simplifiant quelques détails, 
les fornudes de M. Hermite et les recherches de M. Lin-
demann ; ce dernier travail, si remarquable, appelle d'au-
tant plus l'attention qu'il ne semble pas devoir être le 
dernier mot sur ce sujet, au moins sous le rapport de la 
simplicité. 

Formules de M. Hermite. 

Remarquons d'abord que, si Ton désigne par/w un 
nombre entier et positif quelconque, par 
les racines d'une équation entière de la forme 

(a) J{z) = = o, 

on peut toujours déterminer un polynôme entier et de 
degré w en 

tel qu'on ait identiquement 

^ -i dz 
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i désignant Tun quelconque des nombres o, 1 , 2 , •••j'^î 
à condition de remplacer Zq par zéro. 

Car, en égalant les coefficients des mêmes puissances 
de z dans les deux membres, on trouve, puisque le pre-
mier terme est z^ de part et d'autre, n relations qui per-
mettent de déterminer les n coefficients 

ces relations, qu'on déduit de 

• azt' ajç 

- H- . .H- + S;t-i], 

en faisant successivement k égal à i , 2, . . . , n et ou ooî 
Si , . . . désignent les sommes des puissances semblables 
des racines de f { z ) = 0, montrent que est un po-
lynôme de la forme 

, , bfi étant des fonctions entières symétriques et à 
coefficients entiers des racines d e y ( z ) = o. 

L'expression (1) fait voir en outre que, si l'on pose 

I . . . 1 

Zq ... Z 

a x ei(^o) 

^nizo) 

61 
-So) 

^{Zo.Zn) 

^{ZnyZo) 

^(^ny -Si) 

^{ZnyZn) 
et comme, en vertu de l'expression de le second 

déterminant se réduit par des transformations bien 
connues à 0, on voit que le dernier déterminant est égal 
à 82. 
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Enfin, si l'on désigne par cp(z, z/) ce que devient 
Zi) lorsqu'on y remplace m par zéro, on a 

et 

( 3 ) 
... ^{ZnyZi) 

oi^Oi^n) 

2. Cela posé, considérons l'intégrale 

1.2 . . . (//l—l)X 
dz, 

le chemin d'intégration pouvant être choisi à volonté, à 
condition toutefois de ne pas passer par l'infini-, nous 
désignerons cette intégrale par le symbole mj,.. 

En multipliant les deux membres de la relation (2) 
par on a 

f>-z -/«-Hl /̂n-f 1 - ) 

Z —Zi 

d'où, en multipliant par dz et intégrant entre les limites 
o et Z),̂  

(m -4-1);-. = <i>(^0, -+-...-h ^{Zn, Zi)mk' 

La recherche, des intégrales se trouve ainsi 
ramenée à celle des intégrales Par le même procédé, 
on ramènera à leur tour celles-ci aux intégrales (m — i)̂ . 
et, en continuant de la sorte, on arrivera à la formule 



avec la relation 

(4) 
US 

U? 

( 9 ) 

u;: 

Mais, en multipliant par e ^ les deux membres de la 
relation (2'), on a 

d'où, en multipliant par dz et intégrant entre o et 

(i)^ = 9(̂ 0, Zi) — e- ^{zi,, Zi). 

11 suffît dès lors de poser 

( 5 ) 4 = uicpc^;,, ^ 0 ) . 

pour obtenir la formule 

(6) ml = wi - e-̂ A 

due à M. Hermite et dont dépend toute la suite de cette 
étude. 

Les quantités u)̂  sont des fonctions entières et à coef-
ficients entiers des racines à e f [ z ) = leur expres-
sion (5) montre en outre que leur déterminant 

A == 

est égal au produit des déterminants (3) et (4)i d'où 
résulte l'égalité 

A 02/«. 

3. Enfin, pour terminer ce travail préparatoire, nous 
allons montrer que l'intégralem^ tend "vers zéro lorsque 
m croît indéfiniment. 
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Si Ton désigne, en effet, par V la longueur du chemin 
d'intégration adopté pour le calcul de et par ¡JL' et V' 
les modules maxima de z f { z ) et de — l e 
long de ce chemin, on a évidemment 

mod m/, < i 

Par suite, si \ [jl, v sont les plus grandes valeurs de V, 
v' pour toutes les valeurs de k et de i, toutes'les inté-
grales auront un module inférieur à 

(XvX, 
I . 2 . . . ( M — L) 

or |j., V sont des nombres finis et indépendants de m, 
et l'on sait d'ailleurs que la fraction mise entre paren-
thèses peut, pour une valeur assez grande de l'entier m, 
devenir inférieure à toute quantité donnée. 

Tliéorhmes de M. Lindemann. 

4. Supposons : que n soit de la forme pq ^ p el q 
étant deux entiers positifs quelconques -, que Zi, ...^Zp 
soient les racines d'une équation irréductible de la 
forme 

(ß) ^i^z)^ zP -k-h^zP-"^-^. 

èo, . . . , étant des nombres entiers réels ou ima-
ginaires^ S''que l'on ait pour toutes les valeurs i , 2, 
de l'indice v 

On aura, par la formule (6), 

^-v m[ = u[ — u[ , 

m' e-P+v Mf — u 
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d'où, en multipliant respectivement par des nombres 
Ni, N2, . . . , supposés entiers réels ou imaginaires, 
mais différents de zéro, puis ajoutant et ayant égard aux 
relations (7), 

N I 2 E-V ml H - NA S E-P+V - 4 - . . . -F- N ^ 2 E-{I-I)P+V 

= [ Ni 2 e-v -f- N2 S . . . N̂  2 ei'̂ v] 

- Ni 2 u i_ N2 2 - . . . - N̂  2 

toutes les sommes S étant prises de v = i à v = p. 
L'existence d'une relation telle que 

(1) No -+- Ni2e2v-|- N2 2 e 2 - v - + - . . = o 

entraînerait donc les /z -1- 1 relations que l'on déduit de 

i Ni 2 e-v ml -h N2 2 -h...-f- N̂  2 ^̂ («z-dp+v 

en y faisant 1 = o, i , 2, ,, ., n. L'impossibilité de la 
relation (I) sera donc démontrée ,̂ si l'on prouve l'impos-
sibilité du système des (/z -+-1) équations (8). 

A cet eiïet, nous ferons d'abord les remarques sui-
vantes, qui résultent de la composition des et de la 
forme entière des coefficients de l'équation qui a les Zk 
pour racines. 

Le second membre de la première des équations (8) 
(relative à i = o) est un nombre entier; car ce second 
membre, qui est une fonction entière et à coefficients 
entiers des est en outre une fonction symétrique de 
ces racines; vu que, si l'on échange les indices x y 
qu'on suppose choisis parmi 1 , 2 , . . . , y:?, s'échange 
avec u]., Zoc^xp avec Zy^xp^ et avec 

2̂  Les seconds membres des autres équations ( 8 ) ne 
font que s'échanger entre eux par l'effet de l'échange mu-
tuel des Zk \ car, si l'on échange ẑ r et s'échange 
avec wĵ xr tant que l diffère de x et de j , et en outre 
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s'échange avec û -̂̂ p et avec Ces seconds 

membres sont d'ailleurs des fonctions entières et à coef-

' ilcients entiers des z/; si donc on considère Téquation 

Al O)«-i-. . .-4- A« = o, 

qui aurait les seconds membres des équations (8) pour 

r a c i n e s , les coefficients Ai, . . . , A;, étant des fonctions 

<întières et symétriques de ces seconds membres seront 

des nombres entiers. 

Mais les premiers membres des équations (8) tendent 

vers zéro quand m croit indéfiniment; donc il en est de 

même alors de A^, A2, . . A „ , et, comme ce sont des 

nombres entiers, il faut qu'à partir de cerlaines valeurs 

de m et pour toutes les valeurs plus grandes de m on 

ait rigoureusement Â  = o, Ao — o, . . . , A,̂  = o. Donc 

pour ces uumies valeurs de m les seconds membres des 

équations (8) devraient s'évanouir, et, par suite, tous les 

déterminants d'ordre (î/H-i) déduits du tableau des 

coefficients des iNo, N i , . . . , JN̂  dans les seconds mem-

bres des équations (18) devraient être nuls; il en serait 

donc de même du déterminant A et par conséquent aussi 

de 0, puisque A = 

Mais le déterminant 0 est, comme on sait, égal au 

produit de toutes les difïerences =t ( a — lors-

qu'on donne à i et h toutes les valeurs 1 , 2 , . . . , et à 

a et ¡i toutes les valeurs o, i , 2, . . . , (à condition ce-

pendant de ne pas faire à la fois a et ^ nuls )•, 5 ne pour-

rait donc être nul que s'il y avait entre deux racines Zi 

et Zh une relation de la forme a z i — ^ Z h = o\ mais 

alors Téquation = o et l'équation 

auraient une racine commune, tandis que à [ z ) a été 
supposé irréductible. 
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On a donc le théorème suivant : 

. .., Zp sont les racines d'une équation ir-
réductible de la forme (¡3) à coefficients entiers 

. . b n réels ou imaginaires y il ne peut exister, entre 
les fonctions symétriques, 

' Eê v =z e^i e-"' H-...-4-e-V, 

I 

oh q désigne un nombre entier et positif quelconques^ 
aucune relation telle que (ï), c est-ci-dire aucune rela-
tion linéaire dont les coefficients NQ, N^ , ... , N^ soient 
entiers réels ou imaginaires et ^différents de zéro. 

En particulier, on ne saurait avoir 

No -+- Ni (e''-« -H -r . . . e ' - " ) = o, 

r étant un entier positif quelconque ; et par conséquent, 
sous les conditions admises, aucune des fonctions symé-
triques 

ne saurait être égale à un nombre rationnel. 

5. Les propositions précédentes peuvent s'étendre 
aux fonctions symétriques 

(lo) S 

En eiiet, supposons d'abord que les nombres qui 
figurent comme exposants de e soient tous différents les 
uns des autres et différents de zéro. L'existence d'une 
relation linéaire à coefficients entiers No, Ni, N2, . . . 
entre les quantités (10) conduirait alors à un système 
d'équations entièrement analogue au système (8 ) et dont 
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on mettrait l'impossibilité en évidence par un raison-
nement pareil à celui du n'' 3. 

Si l'hypothèse ci-dessus n'est pas remplie, admettons 
d'abord que dans l'une des fonctions (lo), que nous dé-
signons par plusieurs des exposants Z soient égaux 
entre eux, et considérons une relation de la forme 

( I I ) 

Toutes les quantités Z peuvent alors être réparties en 

plusieurs groupes 

Zi, Zj, Z\, ...; Z2, Zg, Zg, 

tels que les quantités qui forment un même groupe soient 
racines d'une équation . irréductible à coefficients ra-
tionnels et ne fassent que s'échanger entre elles quand 
on échange les racines z^. Or le succès du raisonnement 
appliqué dans le n"" 3 à la relation (I) était dû précisé-
ment à ce qu'il n'intervenait dans chaque somme sépa-
rée que des exposants de e s'échangeant entre eux par 
suite de l'échange des z^. Nous pouvons donc ici conclure 
immédiatement à l'impossibilité d'une équation de la 
forme 

o =: No-h NiS^z. -h N ^ S e Z i - h . , . 

et, par suite, de la relation (II) qui en est un cas particu-
lier. Si, de plus, une des quantités Z était nulle, cela 
équivaudrait à un changement dans la valeur de No ; 
mais alors le raisonnement serait en défaut, à moins que 
tous les exposants du second membre de (II) ne s'éva-
nouissent en même temps. Si l'équation qui alesz>tpour 
racines est irréductible, le cas d'exception que nous si-
gnalons ne peut se présenter que pour l'exposant de la 
fonction 

lorsque le coefficient de zP'^ dans l'équation = o 
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est nul. Considérons maintenant, au lieu de (U), une 
équation linéaire dans laquelle figurent plusieurs des 
fonctions ( i o ) ; on pourra encore grouper les exposants 
de telle sorte que chacun des nombres N multiplie une 
somme telle que les exposants de e qui appartiennent 
aux termes de cette somme soient les racines d'une 
équation irréductible, et l'on répétera ce qui a été dit 
ci-dessus à propos de l'équation (II). 

Donc : Aucune des fonctions symétriques (lo) ne 
peut être égale à un nombre rationnel] et plus généra-
lement, entre les fonctions (lo), il ne peut exister au-
cune relation linéaire à coefficients rationnels ] à moins 
que Véquation = o ne soit prii^ée de second terme, 
auquel cas une fonction symétrique des quantités (i i) 
peut être égale à un nombre rationnel. 

6. La première série des quantités (lo) n'est autre que 
la suite des coefficients M ,̂ Mg, . . . , Mp de l'équation 

( 12) \P — Ml Vp-I -h Mo — ...ztMp^-o, 

qui a pour racines e^s . . . , ê p. 
D'après ce qui vient d'être dit, ces coefficients ne 

peuvent être rationnels, sauf M^ pour ¿>4 = o, et il ne sau-
rait exister entre eux aucune relation linéaire à coeffi-
cients rationnels. Mais si l'une des racines de (12), c'est-
à-dire l'une des quantités ê «, ..., ê p était rationnelle, 
sa substitution à la place de V dans (12) établirait pré-
cisément une relation à coefficients rationnels entre 
Mi, Mo, . . . , M^. Donc : Si z est une équation irréduc-
tible de la forme ( e^ ne peut être un nombre ra-
tionnel. 

Or on a e""^"'——i; donc tzsJ—i ne saurait être 
racine d'une équation irréductible de la forme (P). 
D'ailleurs, on peut ramener toute équation à coefficients 
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rationnels à la forme ( ¡ï), en prenant pour inconnue pz, 
au lieu de p étant un nombre entier convenablement 

clioisi. Donc enfin : 

Le nombre TÎ ne saurait être racine d'une équation 
algébrique à coefficients rationnels ( réels ou imagi^ 
naires ), 

m L E S ANTICAIÎSTIQIIES P A R REFLEXION DE LA P A R A B O L E , 
L E S R A Y O N S I N C I D E N T S É T A N T P A R A L L È L E S ; 

PAR M . L A G U E R R E . 

J. J'appelle bissectrice de deux semi-droites données 
la droite parfaitement déterminée qui est le lieu des cy-
cles tangents à ces demi-droites la droite menée par 
leur point de rencontre et perpendiculairement à la bis-
sectrice sera désignée sous le nom de bissectrice im-
propre» 

Deux demi-droites sont symétriques par rapport à 
leur bissectrice impropre; je dirai qu'elles sont anti-sj--
métriques par rapport à leur bissectrice. 

Ces définitions étant posées, je m'appuierai sur les 
lemmes suivants : 

L E M M E I . — Quatre semi-droites étant données, si 
Von considère trois à trois ces semi-droites, on obtient 
quatre triangles; les centres des cycles inscrits dans ces 
triangles sont sur un même cercle. 

Considérons en effet [fig- i ) les quatre semi-droites 
AB, BE, EA et CF. Les bissectrices des côtés du triangle 
ABC le coupent au point 3, celle du triangle BCD au 
point a, celles du triangle EDF au point ^ et celles du 
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triangle CFA au point y. Pour établir que ces quatre 

Fig. I . 

points sont sur une même circonférence, il suffît d'éta-
])1 irque l'angle aSjâ est égal à Tangle ayjâ. 

On a évidemment 

Í ^ = 4- J BEA + y ÊBA - i BAH ; 

d'autre part, on a 

F ^ + C T Y zin 1 Fc)i + i ^ F A = y ^ n , 

La proposition est donc démontrée. 

2. Sur la circonférence ayjSo, considérons le point M 
diamétralement opposé au point o, on voit que les 
droites Ma, M ¡3 e t M v sont respectivement perpendicu-
laires aux droites T3a, E¡3 et A y . Or a est le centre du 
cycle qui touche les semi-droites AB, BE et CF, 
centre du cycle qui touche les semi-droites BE, AE et 
CF, et y le centre du cycle qui touche les semi-droites 
AE, AB et CF. On peut donc énoncer la proposition 
suivante. 

LEMME I L — Etant données quatre semi-droites D, 
D', D'' et A, soient a, a', a'' les centres descjdes inscrits 
respectivement dans les triangles déterminés par les 

/4nv. de Mathémnt., 3' série, t. Il (Janvier i883). 
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semi-droites D", A), (D'', D, A)ei (D, D', A)-, de-
signons par ¡3 le point de rencontre de ly et D", par ¡^^ 
le point de rencontre de W et de D et enfin par le 
point de rencontre de D et D'. 

Cela posé, les droites menées par les points a, a', aJ' 
et perpendiculaires respectivement aux droites a^, ol ¡3' 
Ci!' ^j" concourent en un même point. 

Considérons maintenant deux semi-droites fixes A 
et A et une semi-droite mobile B assujettie à la condi-
tion suivante, à savoir que p désignant le point de ren-
contre de A et de A, q le centre du cycle inscrit dans 
Je triangle formé par les semi-droites A, B et A, la droite 
menée par q perpendiculairement à pq passe par un 
point fixe F. 

La se mi-droite B enveloppera dans son mouvement 
une courbe parfaitement déterminée^ elle est de l'espèce 
de celles que j'ai appelées liypercycles et de la troisième 
classe^ c'cst donc un hjpercjcle cubique. Dans tout le 
cours de cette Note, quand il n'y aura aucune confusion 
à craindre, je la désignerai simplement sous le nom 
dihypercycle; comme je le montrerai plus tard, le point 
fixe F est le foyer de cette courbe ( ̂  ). 

4. Un hypercycle étant ainsi défini par les deux semi-
droites A et A, considérons une autre tangente quelcon-
qu/î à la courbe C ; en désignant par r le point de ren-
contre de A et de C, par s le centre du cycle tang(̂ nt aux 
semi-droites A, et A, il suit de la définition de la 
courbe que la droite menée par 5 perpendiculairement à 
rs passe par le foyer de la courbe. Soient maintenant 

C) Voir à ce sujet ma Note Sur les hyper cycles ( Comptes rendus 
des séances de l'Académie des Sciences, séances des lo mars ,3, 
10 et 24 avril iSSi). 
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ale point de rencontre des tangentes C et B, p le centre 
du cycle tangent à B, C et A, il résulte du lemme II 
que la droite menée par ¡3 perpendiculairement à ^a 
passe également par le foyer F . 

Nous pouvons donc énoncer cette propriété fondamen-
tale. 

T H É O R È M E I. — Etant données deux tangentes quel-
conques de l'hjpercjcle, considérons le centre du cycle 
qui touche ces deux tangentes et la semi-droite A 5 Les 
droites, qui joignent ce centre au foyer de la courbe et 
au point de rencontre des tangentes, sont perpendicu-
laires entre elles. 

5. Considérons une tangente A( fig, 2 ) à un hypercycle 
Hetale point oùelle touche la courbe; la tangente infini-
ment voisine A' passe par le point A et la bissectrice de 

Fig. 2. 

deux semi-droites A et A' est la normale menée au point 
a ; soit OL le point où cette normale rencontre la bissec-
trice des semi-droites A et A; d'après le théorème pré-
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cèdent, la droite F a est perpendiculaire à la normale et̂  

par suite, parallèle à A. D'où la proposition suivante : 

Etant donnée une tangente A à Vhypercyde H, que 
par le foyer F de la courbe on mené une parallèle à A, 
ét que l'on prenne son point de rencontre a avec la bis-
sectrice des semi-droites A ei A ; quedupoint OL on abaisse 
ensuite une perpendiculaire de la tangente A, le pied a 
de cette perpendiculaire est le point de contact de A. a^ec 
la courbe, 

6. La semi-droite A est tangente à la courbe. Suppo-
sons en eilet {fg- 2) riiypercycle défini par la semi-
droite A et une tangente quelconque A. Soit ojoV la bissec-
trice des demi-droites A et A; abai, sons du point F une 
perpendiculaircî Fp sur toco', puis, du point une per-
pendiculaire po sur A. Si nous imaginons une semi-
droite A' infiniment voisine de A et passant par le point 
i/, la bissectrice de A et de A est la droite wco', le centre 
du cycle tangent à A, A et A' est évidemment le point ¡) 
et, comme p F est perpendiculaire à pco, il résulte du 
théorème I que A' (et par suite A) est tangente à l'hyper-
cycle ; son point de contact est le point A. 

Je dirai que A est la tangente principale de la courbe. 
Dans la démonstration précédente, A est une tangente 

quelconque de riiypercycle ; lorsque cette tangente varie, 
on voit que la bissectrice toa>' enveloppe une parabole II 
ayant F pour foyer, et pù pour tangente au sommet: 
cela résulte immédiatement de ce que l'angle Fp(ù est 
un angle droit. 

11 est aisé de voir que la droite wto' touche la parabole II 
au pointa-, de ce point, comme centre, décrivons un 
cycle touchant à la fois A et A ; son enveloppe, lorsque A 
se déplace tangentiellement à l'hypercycle, et que le 
point a décrira la parabole II, se compose de la semi-
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(il cite A et de l'hj^pereycle H : ou peut doue dire cjue le 
lieu des centres des cjcleSy qui touchent Vhjpercjcle et 
la tangente fondamentale A, est la parabole H. 

En d'autres ternies : 

IJ hyper cycle H estwie anticaustique ( ^ ) par réflexion 
de la parabole II, les rayons incidents étant perpendi-
culaires à l'axe de, cette parabole. 

Remarque, — On voit que la parabole U est le lieu 
des points a; il en résulte que la parabole II est le lieu 
des projections du fojer F sur les normales h Vhyper-
cycle, 

7, Tangentes que Von peut mener ci la courbe par 
un point situé su?- une tangente donnée. 

Soient un liypercycle H défini par son foyer F , sa tan-
gente principale A et une tangente quelconque A ; soit, 
de plus, coco' la bissectrice des semi-droites A et A. Étant 
pris sur A un point quelconque M, si nous imaginons 
une tangente quelconque menée de ce point à la courbe, 
il suit du théorème I que, du centre du cycle inscrit 
dans cette tangente, A et A, on doit voir sous un angle 
droit le segment MF. Soit MF comme diamètre décri-
vant un cercle, et soient a, ^ les points où ce cercle 
coupe la bissectrice il est clair, d'après ce qui pré-
cède, que les tangentes que, du point M, on peut 
mener à la courbe (et qui sont distinctes de A), sont les 
antisjmétriques de A relativement aux droites Ma et 
M¡í. 

Remarque 1. — 11 résulte de la construction précé-
dente que par chaque point du plan passent trois tan-

( ' ) Dans la suite de cette Note, chaque fois queje parlerai d'une 
anticaustique, sans rien mentionner de plus, je supposerai expres-
sément que les rayons incidents sont parallèles. 
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geiites à la courbe : l'hypercycle est donc une courbe de la 
troisième classe. 

Remarque IL — Par le foyer F, menons une droite 
qui soit parallèle à la bissectrice WÎO' et qui rencontre A 
au point p\ soit <7 le point symétrique p relativement 
au point CO, intersection de A et de A. Si, sur <7F comme 
diamètre, nous décrivons un cercle rencontrant la bis-
sectrice 0)0)' aux points a et p, le centre de ce cercle est 
évidemment sur cette bissectrice; l'angle est par 

conséquent droit, et les deux tangentes, que du point q 
on peut mener à l'hypercycle (indépendamment de la 
tangente A), sont des semi-droites opposées : cela résulte 
immédiatement de la construction donnée ci-dessus. 

Ces deux tangentes sont distinctes, ainsi que leurs 
points de contact; la droite qui coriespond à ces deux 
semi-droites opposées est donc une tangente double de 
la courbe; mais elle doit être considérée comme une 
tangente double apparente {*). 

L'hypercycle, étant de la troisième classe et ayant une 
tangente double, est du quatrième degré. 

Remarque ///. — Supposons que le cercle décrit sur 
MF comme diamètre soit tangent à la bissectrice cow'; 
les points a et ¡3 étant confondus, il en est de même des 

( ' ) Au point de vue où nous sommes placés ici, une semi-droite 
est tangente double d'une courbe, si, en deux de ses points, elle a 
même direction que cette courbe; c'est alors une tangente double 
effective. Mais, si une droite est telle, qu'en la prenant d'abord dans 
un sens déterminé elle touche la courbe et qu'elle la touche encore 
en la prenant dans le sens inverse, on a une tangente double ap-
parente. 

Lorsqu'on eiïectue une transformation par directions réciproques, 
une tangente double effective a pour transformée une tangente 
double effective, tandis qu'une tangente double apparente (qui ré-
sulte de la superposition de deux tangentes opposées) a pour trans-
formées deux tangentes ordinaires distinctes. 
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droites Ma et M¡3; par suite, les tangentes menées du 
point M à la courbe (et distinctes de A) sont confondues. 
Le point M est donc situé sur la courbe^ d'où la conclu-
sion suivante : 

Soit P le pied de la perpendiculaire abaissée du 
foy er F sur la tangente A ; par les deux points F ei P 
on peut mener deux cercles tangents CL la bissectrice 
de k et de la tangente fondamentale, 1rs points oii ces 
cercles coupent A sont les deux points [distincts du 
point de contact) ou cette tangente coupe Vhjper-
cycle. 

8. Tangente parallèle à une semi-droite donnee — 
L'iiypercycle étant défini comme précédemment par son 
foyer F, la tangente fondamentale A et une tangente 
quelconque A, proposons-nous de menerà cette courbe 
une tangente parallèle à une semi-droite donnée I). 

Construisons à cet effet la bissectrice (D, A) et 
menons par le foyer F une perpendiculaire à (P, A) ; 
par le point ¡B, où cette perpendiculaire coupe la bissec-
trice (x\, A), menons une parallèle à (D, A) rencontrant 
au point a la tangente A. Il résulte du théorème I que 
Tantisymétrique de A relativement à la droite a^ est une 
tangente à la courbe qui est évidemment parallèle à la 
semi-droite donnée D. 

On peut donc mener, une tangente et une seule, qui 
soit parallèle à une semi-droite donnée ; comme on peut 
mener également une tangente parallèle à la semi-droite 
opposée, il en résulte que, par un point situé à l'infini, 
on peut généralement mener deux tangentes à la courbe. 

C) Ici et comme dans tout ce qui suit, je désigne, pour abréger, 
par la notation (P, Q) la bissectrice de deux semi-droites données 
P et Q. 
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La courbe étant de troisième classe, on voit qu'elle est 
nécessairement tangente à la droite de Tinfini. 

Deux cas particuliers sont à remarquer : si la droite 
donnée est antiparallèle à A, les bissectrices (D, A) sont 
(A, A) perpendiculaires, et le point est répété à l'in-
fini. La tangente antiparallèle à A étant rejetée à l'in-
fini, on voit que le point de contact de l'hypercycle avec 
la droite de l'infini est sur A; en d'autres termes : 

La tangente principale est la tangente que Von peut 
mener et la courbe par le point ou elle touche la droite 
de Vinfini. 

Considérons, en second lieu, le cas où D est une di-
rection isotrope^ je ferai remarquer à ce sujet ç\\iune 
semi-droite isotrope doit être considérée comme se 
confondant avec son opposée ( ^ ). 

Si donc on considère un des ombilics du plan (c'est-
à-dire des deux points imaginaires communs à tous les 
cercles du plan), on voit que parce plan on ne peut 
mener à la courbe qu'une tangente distincte de la droite 
de l'infini : d'où il résulte que ce point est situé sur la 
courbe. 

L'iiypercycle est donc une courbe de la troisième 
classe et du quatrième degré, tangente à la droite de l'in-
fini et passant par les ombilics. Elle a un seul foyer, 
qui est un foyer singulier; la construction donnée ci-
dessus montre aisément que ce foyer est le point F 

Réciproquement, toute courbe de la troisième classe 
et du quatrième degré qui touclie la droite de l'infini et 
passe par les ombilics du plan est un hypercycle. 

( ' ) On voit qu'il n'y a pas besoin de distinguer le sens dans lequel 
est décrite une droite isotrope ; ainsi droite isotrope et semi-droite 
isotrope ont exactement la même signification. 

(•-') II suffit de remarquer que la bissectrice d'une semi-droite 
donnée et d'une droite isotrope est cette droite isotrope elle-même. 
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9. Voici encore une conséquence de la construction 
donnée ci-dessus. Une tangente A étant donnée, cher-
chons à déterminer la tangente A' parallèle à la direc-
tion opposée. La bissectrice (A, A') est une droite pa-
rallèle à A, et la perpendiculaire abaissée du foyer F sur 
cette droite rencontre la bissectrice au point M 
[fig. 2) : d'où il résulte que A' est l'antisymétrique A 
par rapport à la droite MN menée par le point IM paralr-
lèlement à A. 

Or l'enveloppe de cette droite est aisée à trouver \ l'an-
gle MF a étant droit, le point M décrit la directrice de la 
parabole II, et l'angle JNMF étant également droit, MIN 
enveloppe une parabole II', qui a pour foyer F et pour 
tangente au sommet la directrice MR de la parabole II. 

Je ferai remarquer que la droite RS, menée par le 
point R perpendiculairement à R F , est la tangente 
double de la courbe. 

10. L'hypercycle étant défini comme enveloppe d'une 
semi-droite mobile est,, comme le cycle une courbe de 
direction^ je veux dire parla qu'en chacun de ses points 
la tangente est déterminée de position et de direction. 

Considérons un cycle C et le cercle K déterminé par 
ce cycle; le cercle K étant de seconde classe et l'hyper-
cycle de la troisième, ces deux courbes ont en commun 
six tangentes dont la direction est déterminée, puis-
qu'elles touchent l'hypercycle. De ces six semi-droites, 
trois seulement sont tangentes à C, les autres étant tan-
gentes au cycle opposé. 

Ainsi, un cycle et un hypercycle ont trois tangentes 
communes. 

11. Détermination des tangentes communes à un 
cycle qui touche une tangente à Vhypercycle.— Consi-
dérons un cycle C qui touche une tangente A à l'hyper-
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cycle-, il a en commun, avec cette courbe, deux autres 
tangentes que Ton peut déterminer par la règle et le 
compas. 

A cet effet, A désignant la tangente principale de la 
courbe, F son foyer et (oco' la bissectrice (A, D), appe-
lons O le centre du cycle donné, et qui est ain^i bien 
défini; sur OF comme diamètre, décrivons un cercle K 
qui coupe (OO)'aux points Y et 8; joignons Oa et O^, et 
soient Y et 3' les points où ces droites rencontrent la 
tangente A. 

Cela posé, on vériflera facilement que les tangentes 
menées des points a' et ^̂  au cycle C sont les tangentes 
cliercliées. 

12. Construction du cycle osculateur en un point 
donné. — Soit {jig- s) «à construire le cycle osculateur 
au point a où la tangente A touche la courbe. Si le 
cycle C est osculateur, les points y' et S' doivent se con-
fondre avec le point îï, et par conséquent les points v 
et 8 avec le point a. Lv, cercle K touche donc la bissec-
trice wco' au point a, et son centre est déterminé, puis-
qu'il est, en outre, sur la droite élevée par le milieu du 
segment F a perpendiculaire à ce segment. 

De là la construction simple suivante : 

Fp étant la perpendiculaire abaissée du foyer F sur 
la bissectrice tow', déterminons le point q sy métrique 
de p par rapport à CL et au point menons une droite 
perpendiculaire à woj' : le point O oii cette droite ren-
contre la normale est le centre du cy cle osculateur de 
la courbe au point a. 

13. Lieu des centres des c) des qui touchent Vhy-
percycle et une tangente donnée de celte courbe. — 
En conservant les mêmes notations que ci-dessus, sup-
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posons que le cycle qui a pour centre le point O soit 
tangent à l'hypercycle; les deux points V et 8' seront 
alors confondus, ainsi que les points y, S. Le cercle décrit 
sur OF comme diamètre touche donc wto' ; son centre 0\ 
étant également distant du point F et de wo)̂ , décrit une 
parabole ayant F pour foyer et toto' comme directrice, et, 
par suite, le centre O décrit une parabole P ayant F 
pour foyer et tow' pour tangente au sommet. 

La même proposition peut s'énoncer de la façon sui-
vante : 

Vhjpercjcle est une anticaustique de la parabole P, 
les rayons incidents étant perpendiculaires à la tan-
gente A. 

Un hypercycle peut être ainsi considéré d'une infinité 
de façons comme une anticaustique de parabole ; toutes 
les paraboles qui correspondent à ce mode de génération 
sont homofocales, et leurs tangentes au sommet envelop-
pent la parabole H. 

14. Il résulte également de là le théorème suivant, 
qui exprime une propriété de six semi-droites quel-
conques tangentes à un même hypercycle : 

T H É O R Î Î M E II. — Si six semi-droites A I , A 2 , A 3 , A 4 , 

A 5 et k^ sont tangentes à un même hypercycle, les 
cinq bissectrices (A,, A3), (A^, A4), (A, ,A5) 
et (A,, Ag) sont tangentes à une même parabole. 

Le foyer de cette parabole est le foyer de l'hyper-
cycle. 

15. Comme je l'ai dit plus haut, l'hypercycle est une 
courbe de direction ; en d'autres termes, en chaque point 
de cette courbe, la tangente est déterminée non seule-
ment en position, mais encore en direction. Il en est de 



{ 28 ) 

même du cycle ^ mais une courbe algébrique, prise au 

hasard, n'est pas une courbe de direction. 

Étant donnée une courbe algébrique R de classe /i, 
si, en la supposant décrite dans un certain sens, on peut 
la transformer en une courbe de direction Ko, il faut 
que, étant donné un cycle quelconque C, des i n tangentes 
communes à K et à C, /z soient seulement des tangentes 
effectives à KQ, les n autres étant des tangentes appa-
rentes. 

De là résulte que l'équation qui détermine les tan-
gentes communes à K et à C doit, par l'extraction d'une 
simple racine carrée, se' ramener à la résolution des 
deux équations du degré /¿̂  et, comme (en coordonnées 
rectangulaires) l'équation tangentielle d'un cercle quel-
conque est 

il en résulte que l'équation tangentielle la plus générale 

d'une courbe de direction est de la forme 

F et <ï> désignant deux fonctions rationnelles de u et 

de V. 

16. Lorsque l'équation d'une courbe algébrique K 
du degré 7i n'est pas de la forme que je viens d'indi-
quer (telle est, par exemple, une conique quelconque dif-
férente du cercle), pour la transformer en une courbe 
de direction, il faut la considérer comme double, et 
comme le résultat de la superposition de deux courbes 
opposées qui sont l'enveloppe d'un cycle de rayon infi-
niment petit dont le centre décrit la courbe K . 

Une telle courbe doit être considérée comme double; 
en chacun de ses points on peut mener deux tangentes 
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qui sonidos semi-droites opposées, et, au point de vue 
où nous sommes placés, elle est de la classe in. 

17. Étant données une courbe algébrique quelcon-
que K et une semi-droite A, considérons les cycles qui, 
ayant leur centre sur K, sont tangents à A-, ils envelop-
pent évidemment une courbe de direction G, qui est 
une anticaustique de K, les rayons incidents étant per-
pendiculaires à A. 

Ainsi toute anlicaustique d'une courbe algébrique est 
une courbe de direction; réciproquement, étant donnée 
une courbe de direction quelconque G, elle est une an-
ticaustique d'une infinité de courbes algébriques que 
Ton déterminera de la façon suivante. 

Etant prises arbitrairement une semi-droite A et une 
langent(i quelcon(|ue T à la courbe G, que Ton con-
struise la bissectrice (T, A); lorsque T se déplace tan-
gentiellement à G, la droite (T, A) enveloppe une courbe 
algébrique K , qui est le lieu des centres des cycles qui 
touchent à la fois A et la courbe G. 

Si la courbe G est une courbe double, en chaque 
point :M de cette courbe, on peut mener deux tangentes 
opposées, et si N désigne le point où elles rencontrent A, 
par N passent deux bissectrices rectangulaires entre elles, 
dont l'enveloppe est la courbe K. 

Dans ce cas, l'enveloppe des cycles tangents à A et 
ayant leur centre sur K est la courbe double G, chaque 
point M de G étant le point de contact de deux cycles 
tangents à A et ayant leur centre sur K ; ou, si Ton 
veut encore, chaque point de G étant situé sur deux 
layons rélléchis sur K. 

18. On peut encore énoncer les résultats qui précè-
dent sous la forrtie suivante : G désignant une courbe 
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algébrique, traçons dans le plan une drôite arbitraire D, 
menons une tangente T à G et construisons les deux 
bissectrices rectangulaires des droites T et D ; cela 
posé, lorque T se déplace tangentiellenient à la courbe, 
ces bissectrices enveloppent une autre courbe. Si cette 
dernière courbe se décompose en deux autres, on peut 
transformer la courbe G en une courbe de direction 
en donnant en cliacun de ses points une direction à 
la tangente. On retrouverait ainsi la condition analy-
tique que j'ai donnée plus haut, à savoir que l'équation 
en coordonnées tangentielles d'une courbe de direction 
est de la forme î ) = (w--f- v-) ^^{u.̂  v̂ ). 

Les courbes parallèles à une courbe de direction et l'en-
veloppe de ses normales sont également des courbes de 
direction; il en est de même des caustiques par réflexion 
des courbes algébriques, les rayons incidents étant pa-
rallèles. 

19. Considérons une courbe de direction G qui est 
Tenveloppe des cycles dont les centres décrivent la 
courbe K , tandis qu'ils demeurent tangents à une semi-
droite A. 

Effectuons une transformation par semi-droites réci-
proques-, soient Go la transformée de G, et Ao la semi-
droite transformée de A. Go peut être considéré comme 
l'enveloppe de cycles tangents à Ao, et dont les centres 
parcourent une (tourbe Ko-

Il est aisé d'établir que Kq est une transformée homo-
graphique de K, la transformation étant de telle nature 
que la droite de l'infini se correspond à elle-même. 

Prenons en effet pour axe des x l'axe de la transfor-
mation, et pour axe des j une droite perpendiculaire. 
vSoient x , 7 les coordonnées du centre d'un cycle tangent 
à A et à G, et /• son rayon; soient X, Y les coordonnées 
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du cercle transformé et R son rayon. On aura les for-
mules suivantes ( ^ ) : 

Yrrz^r, Y —r=::a(R —/•), Y + 
a 

en éliminant R entre les deux dernières relations, il 
vient 

y 0 — 
a- -h 1 

Si maintenant on remarque que le cercle de rayon r 
demeure tangent à une semi-droite fixe du plan, on voit 
que, en grandeur et en signe, r est exprimé par une 
fonction linéaire de or etdej> . 

On a donc une relation de la forme 

où A, B, C désignent des constantes, et cette formule, 
jointe à la fonnule X = x , démontre la proposition 
enoncée. 

Une transformation homograpliique, qui conserve la 
droite de l'infini, transformant une conique en conique 
et une parabole en parabole, il en résulte qu'une anti-
caustique de conique se transforme, par une transfor-
mation par directions réciproques, en une anticaustique 
de conique, et qu'un hypercycle (qui est une anticaus-
tique de parabole ) a pour transformée un autre hyper-
cycle (2). 

( ' ) Voir le Traité de Géométrie, de xMM. Rouché et de Combe-
rousse, 5® édition, p. et Nouvelles Annales de Mathématiques, 
3* série, t. 1, p. 55o. 

Sur ce point et sur d'autres propriétés de l'hypercycle, voir 
ma Note Sur les hypercycles, insérée dans les Comptes rendus des 
séances de l'Académie des Sciences, séances des 20 et 2;-mars, 3, 10 
et 24 avril 1882-
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20. Un hypercycle est déterminé quand on se donne 

cinq de ses tangentes. — Cinq tangentes A, B, C, D, E 
étant en effet données, que l'on construise, par exemple, 
les quatre bissectrices (A, B), (A, C), (A, D), (A, E ) , 
et la parabole P tangente à ces quatre droites; il est 
clair, d'après ce qui précède, que l'hypercycle est l'en-
viiloppe des cycles qui touchent A, et dont le centre dé-
crit P; son foyer est du reste le foyer de P. 

La proposition précédente signiQe qu'il y existe un 
seul hypercycle touchant cinq semi-droites données^ 
niais il y existe seize liypercycles touchant cinq droites 
données. Ayant en effet attribué un sens arbitraire à 
l'une d(;s droites pour la transformée en semi-droites, 
on peut attribuer à chacune des quatre autres un sens 
arbitiaire, ce i[ui donne lieu à seize combinaisons diffé-
rentes. 

2L Indépendamment de la di oite de Viîilini, deux 
hypercycles quelconques H et IF ont quatre tangentes 
communes.— Soient, en effet, Ho la courbe li'considérée 
indépendamment de son sens; HQ et H, étant toutes les 
deux de troisième classe, ont neuf tangentes communes. 
Abstraction faite de la droite de Tinilni, il en reste huit 
autres qui sont tangentes soit à H, soit à la courbe H, 
opposée à H. Deux hypercycles ne peuvent d'ailleurs, 
d'après le théorème précédent, avoir plus de quatre tan-
gentes communes ; des huit tangentes considérées, 
quatre sont donc tangentes à H et quatre tangentes à H|, 
ce qui démontre la proposition énoncée. 

22. Faisceaux d'hypercycles. — Je dirai que l'en-
semble des hypercycles qui touchent quatre semi-droites 
données constitue un faisceau. 

Il est clair, d'après ce qui précède, que, parmi les 
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hypercycles d'un faisceau, il n'y en a qu'un qui louche 
une semi-droite donnée ; on prouvera facilement qu'il y 
en a quatre qui passent par un point donné. 

Le lieu des foyers des hypercycles du faisceau déter-
miné par quatre semi-droites données A, B, C, D est le 
cercle qui contient (lemme I) les centres des cycles in-
scrits dans les triangles que l'on détermine en considé-
rant trois à trois les semi-droites données. 

Considérons en effet les bissectrices (A, B), (A, C) 
et (A, D)-, on voit que les foyers des hypercycles du 
faisceau sont les foyers des paraboles tangentes à ces trois 
droites-, or, d'après un théorème connu, le lieu de ces 
foyers est le cercle circonscrit au triangle formé par ces 
droites, d'où la proposition énoncée. 

23. Hypercycles exceptionnels pointé à l'infini 
étant défini par un système (D) de semi-droites paral-
lèles entre elles, on peut considérer l'ensemble du pointe/ 
et d'un cycle quelconque C comme constituant un hy-
percycle. Les tangentes que l'on peut, d'un point quel-
conque M du plan, mener à cet hypercycle exceptionnel 
se composent des tangentes menées du point M au cycle 
et de la semi-droite menée par M parallèlement au sys-
tème (D). 

Etant donné un tel hypercycle exceptionnel (i/, C), si 
l'on mène à C une tangente antiparallèle au sys-
tème (D) ( ̂  ), cette tangente est la tangente principale du 
cycle exceptionnel, et la droite correspondante en est la 
tangente double. 

C'est ce que l'on verra facilement sur ^̂  f ig- en 

(') Je rappellerai que deux semi-droites sont dites antiparallèles 
lorsque, les droites qu'elles déterminent étant parallèles, elles sont 
dirigées en sens inverse. 

Jnn. de Mathémac., 3® série, t. H. (Janvier i883.) 3 
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supposant que le loyer F se rapproche indéfiniment de 
la bissectrice toto' et vient se placer sur cette droite, au-
quel cas rhypercycle se réduit à un cycle et à un point 
à l'infini. 

24. Un faisceau déterminé par quatre semi-droites A, 
B, C, D renferme quatre cycles exceptionnels, à savoir ; 

Celui qui est déterminé par le cycle inscrit dans A^ 
B, C et le point à l'infini sur D, celui qui est déterminé 
par le cycle inscrit dans B, C, D et le point situé à l'in-
fini sur A, celui qui est déterminé par le cycle inscrit 
dans C, D, A et le point situé à l'infini sur B, et enfin 
celui qui est déterminé par le cycle inscrit dans D, A, B 
et le point à l'infini sur C. 

La considération de ces cycles exceptionnels est d'une 
grande importance dans la théorie des faisceaux d'hy-
percycles, théorie sur laquelle j'aurai occasion de re-
venir. 

NOTE m L E S ÉQUATIONS L I N É A I R E S AUX D É R I V É E S P A R -
T I E L L E S , A DEliX V A R I A B L E S I N D É P E N D A N T E S , Dll 
DEUXIÈME E T DU T R O I S I È M E O R D R E ; 

PAR M. A . P I G A R T . 

1. Laplace a donné une méthode, qu'on pourrait ap-
peler méthode pai' cascades y pour intégrer les équations 
linéaires du deuxième ordre ramenées préalablement à 
la forme 

Legendre a montré ensuite qu'on pourrait appliquer 
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directement la méthode à Téquation complète 

Rr-f-S5-h T i + P/?-H Q^ V. 

Mais ses formules de transformation n'ont été obte-
nues qu'après coup comme extension de celles de La-
place, tandis qu'on peut les déduire immédiatement de 
l'équation même par le procédé suivant. 

Nous avions cru notre méthode complètement nou-
velle, mais, en parcourant le Chapitre du grand Traité 
de Lacroix, relatif aux équations diilérentielles partielles, 
nous avons vu que Legendre, voulant généraliser le pro-
cédé de Laplace, avait déjà été conduit à la même trans-
formation. Seulement nous croyons pouvoir ajouter, 
d'après les indications de Lacroix^ que sa méthode, 
basée sur une identification, et par conséquent indirecte, 
diiïère complètement de la nôtre, qui tire sa transforma-
tion en quelque sorte du fond même de l'équation diffé-
rentielle. 

2. Soit l'équation linéaire du deuxième ordre à deux 
variables indépendantes 

On peut la mettre sous la forme 

\ dœ dx ' dy dy dœ 

a, p. étant trois indéterminées. 
Posons 

^ ' s — a T (X k 
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Ces équations détermineront a et ¡JL; A seul restera in-

déterminé; a sera donné par l'équation du deuxième 

degré 

(4) 

T S OC 
et ti. sera égal à ; quant à /r, sa valeur est - ou — ^ — 

Introduisons une fonction auxiliaire X définie par 
l'équation 

(5) H/> H-A^/-h X^ = X, 

d'où résulte, en vertu de l'équation (3), 

(S — A)/? 4 - T<7 H- [J.̂  — kX. 

Ces deux dernières équations donnent 

d.i' ^ d.v ' dx ~~ dx dx^ dx^^ dx^' 
dp dq dr d\ dk ^(S — a ) 

dy dy dy dy^ 
dT 

dy 

(7) 

Par suite, l'équation (2) devient 

^ ^^X ^ dk^ d{S--a) 
dx dy dy dy 

dx 

+ P - X 

+ Q - IX 
d\ 

+ Q - IX 

doi d^ 
dx dy 
dT 

4- Z 

Y. 

Remplaçons dans cette équation par AX, ^ par 

d\ ^ dk 1 X—%q — \z . , j 
et p par sa valeur ^ ? tiree de 
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l'équation (5), nous obtiendrons 

dx dy 
dk dx dy 

Idy H 
X 

dy dy 

R \dx dy ) dx ' dy dy 

Égalons à o le coefficient de <y, nous aurons 

dR d{S — a) i/a dT^ n _ 

(9) ^ = 
dx dy 

et l'équation (8) se réduira à la forme 

dX , dX 
( 1 0 ) 

en posant 

(11) 

dx ' ^dy • MX. + N^ =i V, 

dk dx 
M — 

dy 

^R , ^ ( S - g ) p ^ , 
dy 

R 

^R — a ) 
dx dy 

- P + X 
d\ ^dX . dk 
dx dy dy 

On peut simplifier les valeurs de A, M, N. Faisons 
R = I -, ce qui suppose que le terme en r ne manque pas 
dans l'équation différentielle ( i ) et qu'on a divisé tous 
les termes par le coefficient de alors h est égal à S — a 
et T à a ( S — a ) . En portant ces valeurs de T , /r et R 
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dans les formules (9), ( ï i ) , {12), on obtient 

( . 3 ) , 

( 1 4 ) M = P - / , 

( . 5 ) N = + 

L'équation différentielle du deuxième ordre se trouve 
donc ainsi ramenée aux deux équations simultanées du 
premier ordre (5) et (10). On tirera de (10) la valeur 
de z et de ses dérivées /Ĵ , on les portera dans (5) et 
on aura une équation du deuxième ordre en X de même 
forme que la proposée. 

Si dans (10) le coefficient de z est nul, c'est-à-dire si 
N = o, on aura à intégrer une équation du premier ordre 
en X *, et, en portant dans (5) la valeur trouvée de X , 
on aura une équation du premier ordre en z. 

Lorsque N n'est pas nul, on peut appliquer à l'équa-
tion du second ordre en X une transformation analogue; 
et de même que l'équation du second ordre en z a été 
remplacée par les deux équations simultanées du premier 
ordre 

/rv dz dz . ^ 

dans lesquelles a et /r sont les racines de l'équation 

(4) a2 4 - S a - f - T = : o , 

et X, M, N ont les valeurs ( i3), ( ( on rempla-

cera Téquation du deuxième ordre en X par les deux 
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equations 

dans lesquelles V, M', N' ont de certaines valeurs dé-

pendant de celles de a, k̂  \ M, N. Lorsque N' sera nul, 

on obtiendra X' en intégrant l'équation du premier 

ordre 

dx dy 

l'intégration de l'équation (16) donnera X , et, par 
suite, on aura z en substituant cette valeur de X dans 
l'équation (10). Si N n'est pas nul, on formera deux 
nouvelles équations simultanées 

dx dy 

( iq) A: i p - 4- M'̂ X'̂ -h zrr Y", 
dx dy 

dans lesquelles )/', M'', ont de certaines valeurs dé-

duites, suivant une loi constante, de a, k et des quantités 

précédentes )/, M', JN'. Lorsqu'en continuant ainsi on 

tombera sur un système d'équations simultanées dans 

lequel le coefficient N̂ ^̂  sera nul, on n'aura qu'à inté-

grer deux équations du premier ordre pour obtenir, par 

une série de substitutions, l'intégrale de l'équation pro-

posée, avec deux fonctions arbitraires. 

3. La méthode de transformation que nous venons 

de développer se trouve en défaut quand l'équation (4). 

qui donne la valeur de a, a ses racines égales, c'est-à-dire 
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(|UAIKL = car OU ne peut plus disposer de )> 

dans Téquation (8) pour faire disparaître le terme en /y, 

puisque le coefficient de X, a — S, est nul dans le mul-

tiplicateur de q. 

4, On peut ap)»liquer la même méthode à Téquation 

linéaire du troisième ordre 

(20) U M -f- lU ut + V + Wiv H- Rr 

-i- S^ H- T ^ 4- Vp + Q^ 4- Z^ = H, 

cPz 
dans laquelle ¿¿, WÎ, w désignent respectivement ^ ^ > 

d^z d^z d^z 
-7—^—7-1 — - r ^ r Pour cela, on mettra cette équation dx^ dy dxdy- dy^ ^ 
sous la Ibrme suivante 

13-y- 4- (II) — a-7- 4- (Y — P:7- H-W-T-dx ^ ' dy dx ^ ^ ^ dy ^ dx dy 
. dp dp , , dg dq ^ dr dr 

dx d y Ulx ^ dy dx dy 
4- (R->0A'4- (S- (JL)̂ 4- (T -Y) Î 4- ( P - 0)/>4-(Q - TO)(74-Z^ =11, 

a, [JL, £, fj, 0) étant des indéterminées-, et on 

posera 

(22) U/- 4- 4- 4- \p -\-{\x—z)q X, 

avec les équations de condition 

d'où résulte 

(24) ( L l ' — a ) / • 4- ( V — ? ) ,v 4- \V7 -h- E y? 4- 7 7 4- co ^ = A- X. 
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Si l'on remplace dans cette équation e par k \ y par 
/L([JI — k\) et iô par il y restera trois indéterminées 

[JL et 9; et Ton pourra en disposer généralement de 
manière à faire disparaître les termes en .ç, i, p. On aura 
ainsi une équation de la forme 

Si B = o, on tirera de cette équation la valeur de ^ et 
de ses dérivées du premier et du deuxième ordre, et, en 
portant ces valeurs dans l'équation (22), on aura une 
équation linéaire du troisième ordre en X. Connaissant 
la fonction X, on aura z au moyen de l'équation (27). 

Si B et C sont nuls, on aura à intégrer une équation 
de premier ordre en X, et, connaissant X , on détermi-
nera -S par l'équation du deuxième ordre (22). 

5. Il existe une classe générale d'équations linéaires 
du troisième ordre pour lesquelles l'équation (27) man-
que du terme en q\ ce sont celles qui ne renferment pas, 
soit V, W , T , soit U, l U , R, c'est-a-dire les termes où 
la fonction ^ est diiférentiée plus d'une fois, soit par 
rapport à soit par rapport à x . En eifet, lorsque 
V = W = T = : o , par exemple, les équations (23) 
donnent a = LU, p = o, A = o, e = o, y = o, (0 = 0; 
par suite, dans l'équation (26), le coefficient de t est 
nul, et, en égalant à o les coefficients de .ç, /?, on 
aura trois équations pour déterminer X, [JL, 0, savoir 

. dk I fd\] r. r. n 

dlL ¡L /dU 
dx U \dx + A ) — Q = o. 
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Le système d'équations à intégrer sera alors 

et Ton voit que, en tirant de la seeonde de ces équations 
la valeur de z pour la porter dans la première, on aura 
une équation du troisième ordre en X de même forme 
que la proposée, et à laquelle on pourra appliquer la 
même transformation. Nous ne développerons pas davan-
tage cette méthode, qui est tout à fait analogue à celle 
que nous avons suivie pour l'intégration de l'équation 
linéaire du second ordre. 

D É M O N S T R A T I O N ÉLÉMENTAIRE DE LA F O R M U L E DE S T I R L I N G ; 

PAR M . ERNEST G E S A R O . 

1. Considérons l'expression 

on la transforme aisément en 

1 
n ^ 

" 5 > i.2.6... n 
d'où 

I 

( I ) 1.2.3. . . n ~ — n 

I I . Calculons cp„. Nous avons 
, 3 ,2 5 ,3 7 , 4 2Ai — î . n 4 - - -f- . .H / 

2 1 2 2 2 3 
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Or 

ri — \ I 2 N — I Z {in —ly 5 ( 2 / 1 — I ) ^ 

et, par suite. 

si l'on pose 

2 /I — I ^ N 

2 n — \ 
i Un-x 

Un-A — 
I I 

Donc 
3 ( 2 / I " I ) - 5 ( 2 / ? . — I ) ^ 

( 2 ) /I — 1 + ( ¿¿J - H ¿ ¿ 2 - + - . . . H - W ^ - I ) = AI — I - } - - I . 

IIL Afin de calculer étudions la série 

¿¿1 - h «2 4 - «3 • • • • 

On a 

_(2/¿ —I)- {2n — ïy 
I 

1 2 n — I n 

On obtient, par addition. 

Donc tend vers une limite S, inférieure à Les 

termes étant positifs, on a 

( 3 ) . 

On obtient de même 

S — S „ _ I 1= UN + UN-^I - } - . . . < ' 

d'où 

(4) 

12« 

s „ - , > s . 
12 n 
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Des illégalités (3) et (4) il résulte que l'on peut poser 

S ) 
12/1 

(i étant compris entre o et i . 

IV. L'égalité ( 2 ) devient 

c ^ — n — I -h b 

On en conclut 

'fa 

Substituant dans (i), on obtient 
1 _ 

(5) 1 .2 .3 . . . N—CN'^ '^E 

C étant la constante à déterminer. 

V. Soit 

7 3 3 5 5 7 7 ' " 

Une transformation facile donne 

. 2 . 3 . . . /I)-
/ ( « ) = — 

Or, d'après la formule (5), 

1 . 2 . 3 . . . 2 n 

Donc 

( 1 . 2 . 3 . . . 

1 . 2 . 3 . . . 2/I — C(2/Z)" 

a 
4 

étant, comme Q, une fraction proprement dite. 

Si 11 augmente indéfiniment 
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Mais, d'après la formule de Wallis, 

Par conséquent C = 

VI. Donc, enfin, 

(6) 1 .2 .3 . . .n^v/i ïm./i^e 

S I R L ' E X I S T E N C E RE C E R T A I N S P O L Y È D R E S ; 

PAR M . ERNEST C E S A R O . 

T H É O R È M E . — Il ny a que cinq espèces de polyèdres 
dont tous les angles solides ont m arêtes, et toutes les 
faces n côtés. 

D'après l'hypothèse, le nombre des arêtes serait mS 
ou TZF; mais chaque arête est comptée deux fois. Le 
nombre des arêtes est donc 

. mS nF 
nr , 

2 2 

d'où 

m n 

En remplaçant dans l'équation d'Euler 

S 4 - F = i A - + - 2, 
on obtient 

2 mn A=z 
2(m n) — mn 

On doit avoir 
2{m ~h n) — mn > o, 
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d'où 

in m< n — 2 

D'autre part, 2, ce qui exige que l'on ait ^^^ ^ 

d'où En faisant sucoessivement 71 = 3, 5, on 
trouve m <[6, 4, 3|. Nous obtenons ainsi cinq solutions 

m — 3, /I — 3 

Í m — 3, /I = 4 I 

( m = 4, /I = 3 j 

! m = 3, Ai =z 5 ) 

m — 5, /I rzz 3 ) 

qui correspondent aux polyèdres suivants : 

I. Tétraèdre à faces triangulaires et 
angles trièdres F = 4, S = 4, A zzi 6 

IL Hexaèdre à faces quadrangulaires 
et angles trièdres F — 6, S 8 

III. Octaèdre à faces triangulaires et 
angles tétraèdres Fzzi8, S = 6 

IV. Dodécaèdre à faces pentagonales et \ 
angles trièdres F — 12, S — 20 f y A. — 3o 

V. Icosaèdre à faces triangulaires et 
angles pentaèdres F =20, 8 = 1 2 

RËMARQliE S U R L ' I N T E R S E C T I O N DE DEUX QIIADRIQVES 
R É G L É E S ; 

PAR M . ERNEST L E B O N . 

Azzz 

Loî'sque deux quadriques réglées ont un plan prin-
cipal communV^ une génératrice commune et leurs sec-



( 48 ) 
lions par un autre plan principal Q homolhétiques, 
leur intersection est formée de deux génératrices et 
d'une conique parallèle au plan Q . 

Remarquons d'abord que les deux quadriques ont une 
seconde génératrice commune, car l'intersection de 
deux surfaces ayant un plan principal commun est symé-
trique par rapport à ce plan. De plus les deux surfaces 
ayant deux génératrices communes, leur intersection est 
complétée par une conique C. 

Soit M un point de la conique C. Un plan Q', parallèle 
à Q, mené par le point M coupe les deux quadriques 
suivant deux coniques ayant cinq points communs : le 
point M, les deux points où le plan Q' coupe les géné-
ratrices communes et deux points à l'infini. Donc ces 
deux coniques coïncident et le plan Q' détermine la 
conique C. 

Exemple. — Trouver les projections de l'intersection 
d'un liyperboloïde de révolution à axe vertical et d'un 
cylindre ayant deux génératrices communes avec l'by-
perboloïde et dont la trace liorizontaÎe est une circon-
lérence. 

QUESTION. 

1430. Résoudre le système des deux équations 

s i n ' ^ r y/1 — s i n ' " y a . 

sin 

et donner l'interprétation géométrique des premiers 
membres des équations que l'on obtient, en éliminant 
tour à tour sinj et sinx. ( E S C A I I Y . ) 
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T H É O R I E NOUVELLE DU C A L C U L D E S V A R I A T I O N S ; 

PAR M . A . P I G A R T . 

1. Le calcul des variations, envisage dans toute son 
étendue, a pour objet la solution du problème général 
suivant : 

Étant donnée Vintégrale 

du du 

du dhi dPu 

dv dv d'^ç v ^ r / ï - / " " 
dxx dx.2 

dPi> 
(T, 

dx. 

dans laquelle z/, ç», çv, . . . sont de certaines fonctions 
rie Xi, 0:2,.. .y Xn'-^ on fait subir respeclivefnent aux va-
riables Xi, .r2, , . ,, Xnet aux fonctions m, w , . . . des 
variations infiniment petites oXi, 0X2,. . . , Su, ù^, 
ow,. . , que Ion suppose fonctions de x^^^x 2. . . ., il 
s'agit de trouver la variation correspondante SV^ de 
cette intégrale. 

Pour résoudre cette question, nous nous bornerons à 
considérer le cas particulier d'une intégrale triple dans 
laquelle ne figure qu'une seule fonction M, les résultats 
relatifs à ce cas s'étendant facilement à celui d'un nombre 
quelconque de variables indépendantes et de fonctions. 

Ann.de Mathérnnt,, 3« série, t. H. (Février i883.) 4 
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( ) 
2. Soit donc à trouver la variation que subit l'inté-

grale triple 

C C du du d-u \ , , , 

lorsque les variables indépendantes r , ^ et la fonc-
tion u de ces variables subissent respectivement des va-
riations infiniment petites o.r, o j , 03, Zu^ fonctions 
de X, j , 

La variation d'une somme étant égale à la somme des 
variations de ses parties, on a 

ou, en appliquant aux variations les règles de dilféren-
tiation des fonctions 

(2) o\=l j j (oF.dxdfdz-hF.odxdfdz). 

11 l'aut donc évaluer oF et 0 dxdydz. 

3. Or 

; dF ^ dF ^ dF ^ 
o r — - h - 7 - o r + l dx dy " dz 

( 3 ) ; 
I du , du ^ dx ' ' ' ^ d ' dx 

par conséquent, il suffit de calculer la variation des dé-
rivées partielles successives de la fonction u. 

Or,attribuer aux variables , z et à la fonctions les 
accroissements infiniment petits ox, 5j , os, Sw, cela 



revient à poser 

( 4 ) 

( 5. ) 

et à substituer aux variables x , les nouvelles va-
riables X , Y, Z, et à la fonction u de x^ j^ z la nouvelle 
fonction U de X, Y, Z. On est donc conduit à calculer 
les valeurs des dérivées partielles de cette nouvelle fonc-
lion U, par rapport à X , Y, Z, au moyen des dérivées 
partielles de u par rapport à x , j-, 

Pour évaluer ces dérivées, on regardera U comme une 
fonction 4c Xy ir exprimée par la dernière équation 
du groupe ( 4 ) et ^ comme des fonctions de X , Y, Z 
données par les trois premières. 

On a ainsi 

i dlJ _ d\] dx i/U dy dV dz 
dx dX ' d y dX -^Tz dX' 

U u d\] dx d\] dy d\] dz 
dY " dx ^ dy d\ + dz 
dU d\] dx dU dy dl] dz 
dL ~ dx dï. ^ 'dz •Tà 

mais les équations (4) donnent 

dx dx 
dla 

(0) dy dy 

dx ' 
don 

dz 
(lu 
dz 

dy ^ 
dùu 



et 
( ) 

dx dix ^ d^ ^ 
— I, 

^ ^ doy dx ( dZy\ dy c/oy dz 

diiZ dx doz dy ( dlz\ dz 
dx dX ' dy dX ' V dz J dX 

I / dox\ dx dix dy dix dz 

/o\ ' dly dx ( dly\ dy dly dz 

doz dx doz dy / dlz\ dz 

I / tì^SjcX dx dix dy dix dz 

, , dly dx ( dly\ dy dly dz 

'd^ dz'^'sy t L ^ y ^ d z ) 

Comme Sx, ùy, Ss et par suite leurs dérivées sont 
des infiniment petits, les équations (7) montrent que 

^ estfini, ^ infinimentpetits, et, en conséquence, 

que Ton a, sans calcul, 

(7') 

dx dix 
dX dx ' 
dy _ dly 
dX -

dz dlz 
dX - dx' 

aux quantités du second ordre près. 
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De même, des équations (8) et (9) on déduit 

(8') 

et 

(9') 

dy . dly 
dX 
dz dlz 
dY -

dx dix 
dY - dy' 

dz dlz 
dZ ^ ^ dz' 
dx dix 
5 z "" dz 
dy dly 
dL ~ dz 

„ , . . . . . dU du dU 
Lu portant ces valeurs, ainsi que celles de 

données parles équations (6), dans les équations (5), 

on obtient 

dV> 
5 X dx 

^dii 

dou 
dx 

dlu 

dlx\ 
"d^J 

d^y 
' dy ) dx 

d\j /du dZu\ . dix 
dY ~ \dx dx j ' dy 

(du 
' ( ; -" d y ) ' ( ; -

dU 
dZ \dx 

dlu\ 
" da^) 

dix 
' dz 

— 

[du dlu\ 
~ d y ) 

dly 
dz 

dz dz ) dx^ 

du d'iu\ d^z 

du d^u 
dz dz 

dlz\ 
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ou, abstraction faite des termes du second ordre, 

d\} _ du dou du dox du doy du doz 
dX dx dx dx^ dx dy dx dz dx 
i/U du dou du dox du doy du doz 
dY ~~ dy dy dx dy dy dy dz dy ' 
d\J du dou du dox du doy du doz 

et, si I'on pose 

du ^ du ^ du ^ tu ox — -¡- oy J- oz ~ OM. dx dy ' dz ' 

CCS forniules deviennent 

d\] du doM d^ u ^ d'u . d'u 
dX dx^ dxdy " dxdz 
dV du d o to d^u . d'u . d'u 
dY OX dy dx + - r ^ o v + dydz 
dV du doo) d -'u . d'^u 
d?: + 7 / T 

+ -j—i-ox dz dx ^dzdy'^y^ -^dz^ 

De là on déduit les valeurs de 

dX dx' dY " 'ch ' d'L ~ ITz 
ou de 

^ du ^ du ^ du 
0 -y- ? 0 — î 0 -y- Î dx dy dz 

savoir 

^ du dOLO d'- u . d^u , d^u , 
dx^ dxdy ' dx dz 

^ du r/oto d'u . d'- u . d^u . 
dydx 

f ^ du c/oto dUi . d^u . d^u^ 
h Y- • dzdx dzdy ' 

En dilîérentiant la première des équations (lo) par rap-



( 55 ) 
port à X, Y, Z, la seconde par rapport à Y et Z, et la 
troisième par rapport à Z, et tenant compte des équa-
tions (7'), (8^), (9'), on obtient successivement 

d'u d'-oM d^ii^ d^ii , 

_ } d'u ^ dùx \ / __ dox\ 
dX^ " dx^dz lix l V dx ) 

d'n doy d'u dùz 
dxd y dx dxdz dx 

d^ a , . , \ dly 
' termes du premier ordre dxdy ' — — -y 

d^ u , . ^ \ dZz 
+ termes du premier ordre j 

ou 

d^V _ d'^u d'~rjM d^n^ d^ u , d^ n 
dX' " " ^ ^ di'^ d ^ y ''' '' d ^ z ^ ' 

et, de la même maoière, 

d'\} d'à d'du^ 
d\d\ ' dxdy dxdy 

d^ u , d^ n , d^ n 
6X •• • dx '^dy dxdy '^ " dxdydz 

d'V __ d'n d-'oio 
dXdZ ~ d^z d^z 

d^ u ^ d'' u ^ d^ u ^ -f- ox -h -J , , oy H- -j—j-7, oz, dx-dz dxdydz ' dxdz-
d'\j d'ù^ dHi d'u^ d'à , 

d- U _ ff 
dYdlu ~ dydz ' dydz 

d^ u ^ d^ Il ^ d^ u , 
' dxdydz ^ l ï ^ z dyd^ 
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par suite, 

( i 2 ) 

0 
d^ ôoj 

dx'' ~ dx' 

c/̂ ooj 
dxdy dxdy 

, d'u i/̂  00) 
dxdz dxdz 

d^u^ 
+ û.r dx^ 

d^ u , 
d'u ^ ox 

d^ u ^ 

dx^ dy 
d^ n . 
d'n . 

d^ u 
dxdydz 

dx^dz 
d'u 

h' dxdydz " dxdz'' 
. d'u 
0 dy' ~ dy' 

d'' u 
dy dz 

dxdy 
d^u^ 

d- O(') d^ K 
dy dz dx dy dz 

d^ u , ùy 

d^u 
dy^'dz 

ox 

, d'Il (P 0(0 
dz' dz' 

dy'dz^' 
d^ii , 

dx dz ' ' 

d^u 
dvdz 

d^ u , d^ u . 
dyd 

Telles sont les variations des dérivées premières et 
secondes de u. La loi de formation en est évidente; il 
reste à montrer qu'elle est générale. 

Supposons, à cet effet, que l'on ait 

0 
a 

dx'dyj dx'dyj dx'-^^dy^ Ix d-^j^^ u 
dx^dyj^' Iv 

dx^dyjdz 
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en diilérentiant l'équation 

d'-^Ju d'-^J^ 
dx'dyj dx^dyi ' dx'^'dyJ 

Il , u , 
dx'd^f^^ dx^dyidz 

ÙX 

par rapport à X, on obtiendra 

; d'-^j-^^ Il d'-^J-^^ ùuy 
1 dx^- '̂dyJ dx^- '̂dyJ 

d'-^j-^^u dix 
dx'-^^dyj ~dx 

d'-^J-^'^ u dlz 
dx^dyjdz dx 

^ dx^-^^dyj""^ 

dx'-^^dyJdz 
doy 

dx'dyj-^^ dx 

dix 
"d^ 

dx'dyj-^^ 
/ d'-^j-^^ u 
\dx'yjdz 

-I- termes du i®'' ordre 
dly 

termes du i®«" ordre j - ^ ? 

ou 

d'^^^ U 
dX^^J 

d'^J^^ u d'+J^^ lo 
dx'^^dyj dx'^'^dyj dx'^HiyJ 

ou 

d'^j^^ n rji+j-^t if. 
dxdyJ dx'^^ dyi dx'^'^ dyJ ùx -or dx'-^^dyJ^'^ 

dx^dyrdz""^' 

d'^j a 
c'est-à-dire la formule relative à ^ ^ . . ? dans laquelle 

l'indice i est remplacé par i - f - i , ce qui démontre la 
généralité de la loi de formation des variations des déri-
vées partielles successives de la fonction u. 
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Si l'on j)0i lc dans oF l(;s valeurs de ces variations, on 
aura oF (îxprinié eu fonction linéaire de ox, or, Ss, Sco 
et des dérivées partielles de o(o. 

4. Quant à la variation de dxcijdz.^ c'est-à-dire du 
produit des différentielles des variables indépendantes, 
on Toljtiendra en se rappelant que, lorsque l'on substi-
tue dans uni; intégrale multiple aux variables x , z 
d'autres variables X, Y, Z liées aux priuiiières par trois 
équations, il i';uit substituer' au pioduit dxdy dz le 
produit d\ (i\ i/Z multiplié par le déterminant 

A = 

dx 
d\ 
(U 
d\ 
dx 
dV. 

dy 

d\ 
dy 
d\ 

^ 
dA 

dz 
d\ 
dz_ 
d\ 

^ 
TTl 

c'est-à-dire que l'on a 

d\ dZ =1 dxdy dz 

Ici, la valeur du déterminant est, aux quantités du 
second ordre près, 

dy dz 

il en résulte pour //X (]\ d'L — dx dy dz. ou la variation 
de dx dy dz^ 

(i3) o{dxdydz) — 
'dox doy doz ] dx dy dz. dx ' dy ' dz J 

La variation oV de l'intégrale se présentera donc sous 
la forme d'une intégrale triple portant sur une fonction 

J J dox doy odz oa-, dz, — , linéaire liomogènt de 

de 00) el de ses dérivées partielles successives. 
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5. On peut la ramener à une intégrale portant sur 

une quantité qui ne renferme que oto en facteur. 
Sco 

En effet, d'abord le terme qui contient ^ î̂ yĵ ^^k 

donne lieu à l'intégrale 

/ / / ^ zj-vzj-ïy-i "> ' dx^djJdz^ 

qui pcvit s éci ire 

OU, en i n t é g r a n t p a r p a r t i e s , 

dydzi A 

- f f j 
dx'-^ dyj dz'' 

dx dx'-^dyJdz'' dx dy dz. 

Cette dernière intégrale, dans laquelle l'ordre de la 
dérivée de 5co est abaissé d'une unité par rapport à x , se 
transformera de même en une autre dans laquelle l'ordnî 
sera abaissé de deux unités, et ainsi de suite jusqu'à ce 
qu'il n'y ait plus de dérivées de oco par rapport à x. On 
iéra de même pour lt;s dérivées iwlatives à y et pour 
celles relatives à s, et l'on aura (inalement une intégrale 
dans laquelle ne figurera plus que la variation oco. 

Ensuite, en transformant de la même manière les in-
tégrales 

Y'^dxdydz, 
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on oblient pour la première 

f f dy dz ( F ûjc ) 

• f f f 
r / ^ 

dx du) dx-
dF \ 

d d^ 
dx ) 

d^^u 
dx"- Ix dxdydz. 

Or, dans oF, les termes qui renferment ox en facteur 

sont 
/V7F\ / dF \ d'u 
[d^r , d dM I dx' 

dx) 

donc, après réduction, les termes qui renfermeront 2x, 
Sj , ùz seront 

¿/F / du ^ du ^ du ^ 
—• —- ox H ^ oy H ^ ùz 

du \dx OY 4- -J-dy ^ dz 

\ 

et ils se réduisent avec ou à du 

ou 

/ ^ du ^ du . du 
dx^^ dy ^ dz^^ 

dF , 
du 

Ainsi, toutes réductions faites, la variation SV se com-
posera d'une suite G d'intégrales doubles relatives aux 
limites, c'est-à-dire à la surface du corps dans l'éten-
due duquel doit se faire l'intégration triple, et d'une in-
tégrale triple de la forme 

J j y m^ dxdydz, 

M étant une certaine fonction de x , r , z^ u et des dé-
rivées partielles de u. 

S'il y avait sous l'intégrale triple proposée plus d'une 
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fonction M, s'il y avait deux, trois fonctions u, VyW^ en 

posant 

lu — du 
dx 

du 
-i-y'y-' 

du ^ 
ow, 

Ci^ dv ^ -j-ox dx - i T y ' y -
dv . 

00),, 

— dw ^ dw ^ 
oy dy 

dw ^ 
00)2, 

on arriverait, après réductions, à l'intégrale triple 

( M 8a> -f- N Soji -f- P otog ) dx dy dz. f f f ^ 
6. Supposons maintenant qu'il s'agisse de déterminer 

les fonctions z/, w, de manière que, quelles que soient 
les variations Sx, Sj-, ùz, ou^ S ,̂ ow.) la variation SV soit 
nulle. Comme, dans les intégrales doubles, il n'entre que 
les valeurs à la surface des variations Sx, Sĵ , Sz, 5(o, 
S(i)4, S(JL)4 et de leurs dérivées, tandis que dans l'intégrale 
triple les variations sont relatives à toute l'étendue du 
corps, il faut évidemment que l'intégrale triple et l'en-
semble des intégrales doubles soient séparément nulles; 
et pour que l'intégrale triple soit nulle, quels que soient 
Sù), Soji, Sa)2, il faut que l'on ait ^ 

M = 0, N = o, P o, 

trois équations nécessaires et suffisantes, avec l'équation 
relative aux limites G = o, pour déterminer les trois 
fonctions w, w. 

7. Exprimer que la variation de V est nulle, quels que 
soient S(o, Stoi, Swa, c'est exprimer que l'intégrale V est 
maximum ou minimum. 

Si l'on proposait de trouver le maximum ou le mini-
mum dont est susceptible V quand une, deux, trois 
autres intégrales V4,Y2?V3 relatives aux mêmes fonctions 
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w et aux mêmes variables x , j , 3 doivent conserver 

en même temps chacune une valeur constante, il faudrait 

joindre à l'équation oV = o les équations analogues 

o V i " o, oV2=0, oVg—o 

et Ton devrait avoir simultanément 

('4) ( 

( j I I I oco -h N otoi-f-P oLo^jdxdfdz =: Oy 

Gi-i-- I I ^ (^11 00) H- N1 0(01 Pi otog) dxdydz — o, 

Ci 2 H ^ ^ ^ ( 2 + ^ 2 1 + P2 ) dx dy dz —- o, 

! ^ ^ ^ ( \1:j0(0 N-jOOJi 4-p30oj2)r/^(:/r 

Or on peut toujours poser 

Ml OOJ 4- Nj 0(0i + Pi i'/iô  y 

M 2 0(0 -t- X.̂ OOJj-l -y-? 

T.. > -V- -N u ^ 
¡M 3 0(0 - H 0(0I -4- I 3 0(02 — - - J ~ ' 

Ài, Ao, A3 ('tant des fonctions de d'oii, en desi-

gn a n t p a r A 1 e d é te r m i n a 111 

M, Ni P, 

M, No P. 

Ma P3 

. d/k y . dlo 4 r/Aj 

(I5) ; + + 
1 dx dx dx 

. .. dl, dl, dl^ 
dx - dx ' dx 
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Eu portant ces valeurs de ooj, Stô , otoo dans la pre-

mière équation du groupe (i4)? on obtient 

^ r/MA, -f- NB, -h PC, ol, MA. -h NB. -H PC^ —///( 
X 

A dx 
^ , MA, 4- NB34-PC3 f^a 

dx ' A dx 
dx dy dz ; 

l'intégration par parties donne ensuite 

if A 

MA, 
\ 

-

dr dz 

dx 
^ M A,4-NB,-4-PC. 

, A Â  
dx dx dxdydz ; 

mais sont, dans l'intérieur du corps, des quan-
tités arbitraires comme oco, oto ,̂ ocoo: donc on doit avoir 

(16) 

I MA,4- NB, 4- = 

MA24-
MA34- NB3 4- PC3==:ca, 

c étant indépendants de x. Mais on arriverait au 
même résultat si, au lieu d'égaler les quantités 

M̂ OW 4- N, Oto, 4- Pi OWoi 

MgOW 4 - NoOCD, 4 - P2OOJ2, 

M 3 0 0 ) 4 - N 3 0 0 ) , 4 - P 3 ô t O g 

aux dérivées relatives à x de trois fonctions A,? A3, 
on les égalait aux dérivées relatives à j ou à s. Donc 
i , c doivent être regardées comme des constantes. 

Des trois équations qui précèdent, en se rappelant les 
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propriétés fonda mentales des déterminants, on déduit 

^ M aMj-r ¿^Mg-r-cMg, 

( 1 7 ) \ N z z i a N , 

( P z=al\ 4-CP3. 

Telles sont les équations qui serviront à déterminer 
les fonctions M, iw 11 faudra, en outre, tenir compte 
de l'équation aux limites 

- f f 
ou 

( MA, -4- NB, + P C , . MA,-4-NB,-HPC,, ] \ • ^ - S L . 
^ ^ I 

G a JAidydz -h h Ç Çl^dy dz-h c Ç Çl^dydz — o \ 

mais on a 

^ f f f ^ d x d y d z ^ - - f j \dydzy 

G^-zr - j I A.dydz, 

f fl.dydz: 

cette équation équivaut donc à 

( 1 8 ) G = a G i + ¿ ^ G ^ - h c G s . 

D'où l'on voit que les équations qui servent à déter-
miner les fonctions p», w ne sont autres que celles aux-
quelles on serait conduit si l'on cherchait le maximum 
ou le minimum de la fonction 

La recherche des maxima ou minima relatifs se trouve 
ainsi ramenée à celle des maxima ou minima absolus. 
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m QUELQUES P R O P R I É T É S D E S C Y C L E S ; 

PAR M . L A G U E R R E . 

1. Etant donnés deux cycles A et B, menons-leur une 
tangente commune; la distance comprise entre les points 
de contact de cette semi-droite est la distance tangentielle 
des deux cycles. Elle n'est évidemment déterminée qu'en 
valeur absolue; dans tout ce qui suit, je la désignerai 
simplement sous le nom de distance des deux cycles. 

On sait que, si l'on eiïectue une transformation par 
semi-droites réciproques, la distance de deux cycles est 
égale à la distance des deux cycles correspondants. 

2. Etant donnés trois cycles A, B et C, on peut clicrclier 
de quelle façon sont distribués dans le plan les cycles 
équidistants de ces trois cycles. Si nous efïectuons une 
transformation par semi-droites réciproqaies,de telle sorte 
que, les cycles a, ¡3 et y correspondant aux cycles donnés, 
a et ¡3 soient opposés, il suffira évidemment de résoudre 
le problème proposé relativement à la nouvelle figure. 

Il est aisé de voir que les cycles équidistants de deux 
cycles opposés a et ¡3 se réduisent aux points du plan. 
Désignant, en effet, par R et — R les rayons des cycles 
opposés, par p le rayon d'un cycle équidistantde a et de p, 
par i/la distance de son centre au centre commun de a et 
de p, on a 

d'où 
R p == o ; 

et, comme R est supposé différent de zéro, il suit 
de Mathémat., série, t. II. (Février i883.) 5 
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nécessairement 

p = o, 

ce qui démontre la proposition énoncée. 
Les cycles équidistants de a, ¡3 et y devant se réduire 

à des points, on»les obtiendra tous en considérant les 
divers points de l'axe radical D des cycles a et y ; et de 
là, si l'on revient à la première ligure, on voit que les 
cycles équidistants de trois cycles donnés A, B, C sont 
tangents à deux semi-droites fixes A et Â  qui sont les 
transformées des deux semi-droites opposées définies par 
la droite D. Ces deux semi-droites passent d'ailleurs par 
les points p et <7, intersections des cycles a et y, lesquels 
points peuvent être considérés comme les cycles tangents 
à a, p et y. 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Les cycles cujuidlstants de trois cycles donnés A, B ei 
C touchent deux send-droites fixes A ei A, qui sont les 
tangentes communes aux deux cycles qui soJit tangents 
à A, B et C. 

J'appellerai ces semi-droites les semi-droites radicales 
des cycles A, B et C -, leur point de rencontre est évidem-
ment le centre radical des trois cycles. 

3. Proposons-nous de trouver les cycles équidistants 
de quatre cycles donnés A, B, C et D. Dans ce but eiïéc-
tuons une transformation par semi-droites réciproques, 
de telle sorte que, a, ¡3, y et 8 correspondant respective-
ment à A, B, C et D, a et ^ soient des cycles opposés. 

Les cycles équidistants de a et de se réduisant aux 
points du plan, il est clair qu'il n'y a qu'un seul cycle 
qui soit équidistant des cycles a, ¡î, y et S : c'est le centre 
radical des cycles a, y et S ; et de là, en revenant à la figure 
primitive, on peut conclure que : 
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Il 71J a dans le plan qaun seul cycle équidistant de 

quatre cycles donnés A, B, C ei D. 

Je le désignerai sous le nom de cycle radical des 
cycles A, B, C et D. 

A. Le cycle radical de A, B, C et D étant équidistant 
de A, B et C touclie les semi-droites radicales de ces 
trois cycles: d'où la proposition suivante : 

Etant donnés quatre cycles, les semi-droites radicales 
de trois quelconques de ces cycles touchent leur cycle 
radical; en groupant de toutes^ les façons possibles 
trois à trois les quatre cycles donnés, on a donc quatre 
systèmes de deux semi-droites qui touchent le cycle 
radical. 

Un cas particulièrement remarquable est le suivant : 
Soient Al, A2, As et h,̂  quatre semi-droites données; 

A/ désignant l'une quelconque d'entre elles, appelons K̂ -
le cycle qui touche les trois autres. Nous déterminerons 
ainsi quatre cycles K î , Ko, K3 et K4 ; soit K leur cycle 
radical. 

Il résulte de ce qui précède que K est tangent aux trois 
semi-droites radicales de K^, K2 et K3 -, or ces cycles 
touchent tous les trois la semi-droite A4 et il est aisé de 
voir que, quand trois cycles sont tangents à une même 
semi-droite A, leurs deux semi-droites radicales se con-
fondent entre elles ou, pour parler plus exactement, se 
composent de deux semi-droites se coupant en leur 
centre radical et différant infiniment peu de la semi-
droite menée en ce point parallèlement à la semi-droite A. 

On conclut de là que le cycle K passe par le centre 
radical de K i , K2 et K3 et est tangent à la semi-droite 
menée par ce point parallèlement à A^. 
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D'où la proposition suivante : 

Si l'on considère de toutes les façons possibles trois 
quelconques des cycles K^ K2, K3 et K4 et leur centime 
radical y on obtient quatre points qui sont sur un même 
cycle K et les tangentes menées à ce cycle en ces points 
sont respectivement parallèles aux semi-droites A i , Ao, 
A3 et A4. 

Ce cycle K est le cycle radical de K^, Kg, K3 et K/,. 

5. Les quatre cycles K/ qui sont ainsi déterminés par 
les semi-droites Ai , A2, A3 et A4 jouissent d'un grand 
nombre de propriétés remarquables. J'énoncerai ici la 
suivante : 

Si, parallèlement à une semi-droite donnée A, on 
mène des taJigentes à KÎ, Kg, K3 et K4, le rapport 
anliarmonique de ces quatre semi-droites est constant 
quelle que soit la direction de A. 

Pour démontrer cette proposition, j'énoncerai d'abord 
le lemme suivant dont l'application est fréquente : 

L E M M E . — Si Von effectue une transformation par 
semi-droites réciproques, à quatre semi-droites paral-
lèles entre elles correspondent également quatre semi-
droites parallèles. 

Le rapport anliarmonique de celles-ci est égal au 
rapport anliarmonique des quatre premières. 

La démonstration de ce lemme résulte immédiatement 
de ce que deux semi-droites correspondantes se coupent 
au même point de l'axe de transformation. 

Cela posé, je remarque que l'on peut toujours eifectuer 
une transformation par semi-droites réciproques, de telle 
façon que deux semi-droites données aient pour transfor-
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mées deux seuii-droites opposées ; le théorème que nous 

voulons démontrer étant projeetif, il suffira donc de le 

démontrer dans ce cas. 

Soient donc (/%. i) ca, ¿c, ah et ha quatre semi-

droites données ( * ), R le cycle tangent à èc, ca et ab^ K ' 

\ ^ 
b 

V 

le cycle tangent ¿a, ca et bc. Il est clair que le cycle 
tangent à ca, ah et ha se réduit au point a et que le 
cycle tangent à ¿c, et ¿¿z se réduit au point h. 

Cela posé, menons aux deux cycles K et K' des tan-
gentes parallèles à une semi-droite prise arbitrairement 
et soient respectivement a et 7/ les points où ces tangentes 
coupent la droite ah. Les points a et a' se correspondent 
de façon qu'à un point a correspond un seul point â  et 
réciproquement à un point a' correspond un seul point a. 
En effet, si l'on se donne par exemple le point a, on ne 
peut par ce point mener au cycle K qu'une seule tangente 

(*) Lorsque je désigne une semi-droite par deux lettres, Tordre 
dans lequel sont placés ces lettres indique le sens de la semi-droite: 
ainsi PQ désigne une semi-droite décrite par un point mobile allant 
du point P au point 0. Il en résulte qwc PO et sont deux, semi-
droites opposécii. 
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distincte de aè^ d'autre part, on ne peut mener au cycle 
K' qu'une seule tangente qui soit parallèle à celle-ci; le 
point OL' OÙ elle coupe ab est donc déterminé. 

11 résulte de là que les points a et a/ déterminent sur 
la droite ab deux divisions liomograpliiques dont les 
points doubles sont évidemment les points a et è, et, 
par suite, en vertu d'une propriété bien connue, le 
rapport anliarmonique des quatre points a, a el b est 
constant. 11 en est évidemment de même du rapport 
anliarmonique des tangentes passant par les points a et 
a' et des parallèles à ces tangentes menées par les points 
a et b. En d'autres ternies, le rapport anliarmonique des 
semi-droites, menées parallèlement à la semi-droite prise 
arbitrairement et tangentiellement aux cycles K , K^ a et 

est constant; ce qui démontre la proposition énoncée. 

6. Etant données deux semi-droites quelconques A et 
y circonscrivons à K , un angle dont les côtés soient 

parallèles à A et A'', et soit P^ le sommet de cet angle. 
Soient de même P2, P3 et P/, les sommets des angles 

analogues circonscrits aux cycles Ko, K3 et K4. Le rapport 
anharmonique de quatre côtés de ces angles étant égal 
au rapport anliarmonique des quatre autres, il suit de la 
proposition fondamentale de la théorie des coniques que 
les quatre points P/ sont sur une conique ayant ses 
asymptotes parallèles CL A et ¿1 M, 

En particulier, supposons que A et Â  soient deux droites 
isotropes de système différent-, les points P/ sont les 
centres des cycles K/. On peut donc énoncer la proposi-
tion suivante, que j'ai déjà démontrée directement dans 
une JNote antérieure f M : 

(*) Sur les anticaustiques par réflexion de la parabole {Nouvelles 
Annales), rnérne tome, p. lii. 
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Les centres des cycles K/ sont situés sur un nié/ne 

cercle, 

7. J'énoncerai encore la proposition suivante : 

Étant donnés deux cycles K et K', si Von considère 
quatre cycles quelconques H ,̂ Ho, et H/, doublement 
tangents à IL et CL K', et si, TI ces quatre cycles, on cir-
conscrit des angles ayant leurs côtés parallèles aux 
deux]tangentes comnnmes à K et à K', les quatre som-
mets de ces angles sont sur une conique ayant leurs 
asymptotes parallèles à ces tangentes communes. 

Pour démontrer cette proposition, il suffit de faire voir 
que le rapport anliarmonique des semi-droites, menées 
tangentiellement aux cycles K/ parallèlement à Tune 
des tangentes, est égal au rapport anharmonique des 
semi-droites menées à ces cycles parallt^lement à l'autre 
tangente; et, comme cette propriété est projective, il 
suffit de la démontrer dans un cas particulier. Or on 
peut toujours elï'ectuer une transformation par directions 
réciproques, de telle sorte que les cycles K et K' soient 
opposés entre eux; les cycles U/ se réduisent alors à 
quatre points du cercle Ko déterminé par K et K ' ; les 
deux tangentes conmiunes à K et à K' sont des droites 
isotropes et l'on sait, par la propriété fondamentale du 
cercle, que les droites isotropes d'un système qui passent 
par ces quatre points ont leur rapport anliarmonique 
égal au rapport anliarmonique des droites isotropes de 
l'autre système qui passent par les mêmes points. 

La proposition est donc entièrement démontrée. 
Une conique dont la direction des asymptotes est 

donnée étant déterminée par trois de ses points, la pro-
position précédente peut s'énoncer ainsi qu'il suit : 

Si Von considère tous les cycles II qui touchent deux 
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cycles donnés K eL K' et si, à chacun des cycles H, on 
circonscrit un angle dont les cotés soient parallèles aux 
tangentes communes à¥%. et à K', le lieu du sommet de 
cet angle est une conique dont les asymptotes sont pa-
rallèles à ces deux tangentes. 

Il est facile de voir que cette conique a eiïectivement 
ces deux tangentes pour asyuiptotes et qu'elle passe par 
les points d'intersection des cycles K et K ' ; d'où encore 
la proposition suivante : 

Etant dotuiée une coni(/ue quelconque, attribuons 
un sens quelcomjue aux asymptotes de cette conique de 
façon à les transformer en deux send-droites A et A'. 
Cela posé, considérons deux points quelconques M et JN 
de la conique; par le point M, on peut mener deux 
cycles tangents ci A et ci A -, par N on peut mener deux 
¡jarallèles ci á et A' : ces deux cycles et ces deux pa-
rallèles sont tangents ci un même cy de P. 

J'ajouterai que la corde qui joint les points de contact 
de P avec A et A' est l'axe radical des cycles qui, passant 
par M, touchent ces deux seuii-droites. 

8. Il est aise de voir que le théorème précédent peut 
encore s'énoncer ainsi qu'il suit ; 

Par deux points donnés y et S, on peut mener deux 
cercles K et K' qui touchent un cercle donné C*, par les 
points oil la droite yo rencontre C, menons des tan-
gentes Cl ce cercle, soit s leur point de rencontre. Par 
les points V, 5 et z, faisojis passer une conique ayant 
ses asymptotes parallèles aux tangentes dont je "viens 
de parler ; les asymptotes de cette conique sont deux 
tangentes communes à K et à K'. 

On peut généraliser ce théorème en faisant une trans -
formation homographique de telle soi te que les ombilics 
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du plan deviennent deux points quelconques a et ¡3 ; on 
obtient alors la proposition suivante : 

Étant clonjiés deux points quelconques a et ¡3 sur une 
conique C, par deux points et ù du plan et les points a 
et ¡3 on peut mener deux cojiiques K et K' qui touchent 
C', par les points oii la droite yo coupe C, menons des 
tangentes ci cette conique et soit e leur point de ren-
contre ; soient de plus \ et ^ les points oit la corde a^ 
rencontre ces tangentes. Cela posé y si l'on construit la 
conique déterminée par les cinq points ijl, y, S et e, 
les tangentes menées à cette conique aux points \ et y-
sont deux tangentes communes ci Ys. et à¥J 

9. En particulier, supposons que les points y et o soient 
les ombilics du plan; la proposition précédente pourra 
s'énoncer ainsi qu'il suit : 

Etant donnés sur une conique C deux points a et ¡3, 
on peut par ces points mener deux cercles qui touchent 
C ; ces deux cercles ont pour tangentes communes les 
tangentes menées au cercle qui passe par le centre de la 
courhe et les points oii la droite a^ coupe les asymptotes, 
aux points situés sur la droite a^^. 

Il est d'ailleurs évident que ces tangentes communes 
aux deux cercles se coupent en un de leurs centres de 
similitude. 

10. Proposons-nous maintenant le problème suivant 

C) La détermination des deux autres tangentes communes à K et 
à K' donnerait lieu à des recherches intéressantes. 

Un théorème analogue au précédent a lieu à l'égard des coniques 
qui touchent une conique donnée, deux tangentes à cette conique el 
deux droites données, 

.le reviendrai du uestc sur ce sujet. 
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( proposé cette année comme sujet de la composition 
d'admission à l'École Polytechnique) : 

Etant donnés deux cercles K et K' se coupant aux 
points a ei p, construire les div^erses coniques qui, pas-
sant par CL et touchent ces cercles. 

Construisons deux tangentes communes à K et à R' 
passant par un de leurs centres de similitude, puis le 
cercle H qui touche ces tangentes en leurs points de 
rencontre avec la droite En désignant par 1 et [JL ces 
deux points, il est clair, d'après la proposition précédente, 
que si l'on prend un point O quelconque sur le cercle H 
et si l'on joint O). et O ui, la conique qui, passant par les 
points a et a pour asymptotes OX et Ojji, touche les 
deux cercles K et K'. 

Le lieu des centres des coniques cherchées est donc le 
cercle II, et l'on voit que l'angle formé par les asymptotes 
de toutes ces coniques est constant. 

En considérant les deux tangentes communes qui 
passent par le second centre de similitude, on obtiendrait 
un autre système de solutions, le lieu des centres de ces 
coniques étant un second cercle ayant, comme il est 
facile de le voir, même centre que le premier. 

C O N S T R U C T I O N G É O J l É T R I « l i E D E S C A I I S T I Q I E S 
P A R R É F L E X I O N ; 

PAR M . L A Q U J È R E . 

Soient Fie pôle lumineux, MM^ l'élément de la courbe 
miroir dont to est le centre de courbure. Le point I 
brillant, ou contact du rayon réfléchi sur la caustique 
par réilexion, est le ^second foyer de la conique dont le 
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premier foyer est F et qui a un contact du second ordre 
en M avec la courbe réfléchissante, c'est-à-dire ayant 
avec elle le point o) comme centre commun de courbure. 

Si l'ou projette le centre de courbure co sur le rayon 
incident en G, puis la projection G elle-même en N sur 
la normale, en joignantle point lumineux F à cette se-
conde projection, la droite FN sera l'axe transverse de 
la conique précitée et par suite coupera le rayon réfléchi 
en son point de contact I avec la caustique de la courbe 
proposée. 

Nous allons démontrer directenient cette construction 
du point brillant, d'où l'on peut à l'inverse déduire l'élé-
gante construction du centre de courbure sur laquelle 
nous nous sommes appuyé. 

Soit K l'image du pôle lumineux sur la facette MM,, 
le lieu des points K sera la caustique secondaire, déve-

loppante de la caustique, lieu des points I. Elle sera par 
rapport au pôle l'homothétique à dimensions doubles 
de la podaire P du point lumineux par rapport au mi-
l'oir, dont le centre de courbure ç sera au point milieu 
de la droite FI, et vservira à déterminer le point E 
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Par F menons les parallèles F K , F K | aux deux nor-
males infiniment voisines du miroir qui concourent 
en w; elles détermineront, sur la perpendiculaire au 
rayon réiléclii, les extrémités K , Ki de l'élément de la 
caustique secondaire correspondant aux dimensions de 
la facette MM|. Par R menons une parallèle à la facette 
R R'^R' coupant F R , en R'' et R, I en R', et posons, pour 
simplifier l'écriture, 

M N == F M = r , M w ^ p , F P = p , 

F M w = tuMl i , 

et cherchons la longueur MI = / du rayon réfléclii. 
Nous avons 

P _ î̂ ïi _ ^̂ ^̂ ^ _ ^ ï 
'2p KK" KK'cOS î 2p COs2¿ 

d'où 

expression dont la construction géométrique donnée 
ci-dessus pour le point brillant I n'est que la traduc-
tion littérale. 

On obtient ensuite la valeur de l par le rapport 

/ __ // _ p cos i 

r ip ~ n 2/' — p cosi 

Le rayon de courbure de la podaire du point F s'en 

déduit et a pour valeur 

'2 ^ i r — p cosi 



G É N Ë R A I J S 4 T I 0 N D UN T H É O R È M E R E L A T I F AUX P O I N T S 
« INFLEXION » E S C U B I O I E S P L A N E S ; 

PAR M . A . L E G O U X . 

Soit 

( I ) U = 

une équation en coordonnées homogènes; x , j , s étant 
les trois côtés du triangle de référence, u un polynôme 
égal à a a: -h b) -j- cz'^ a, ¡3, y, o, des nombres entiers 
tels que S = a -f- ^ -f- y ; a, c des quantités données 
et k un paramètre variable. 

Cette équation représente un système de cubiques 
lorsque l'on suppose oî = = y = i et o — 3. On sait 
que les points d'inflexion de ces cubiques sont distri-
bués trois par trois sur des droites, savoir les trois points 
réels sur la droite u et les deux autres séries de trois 
points sur deux droites imaginaires. 

Dans le cas général on a des courbes d'ordre o. Les 
trois côtés du triangle de référence sont tangents à toutes 
les courbes du système aux points où ces côtés rencon-
trent la droite u. L'ordre de contact est égal à 5 — i , de 
sorte que, si o est pair, la courbe est située du même côté 
de la tangente dans le voisinage du point de contact et, 
si S est impair, la courbe coupe la tangente ; nous aurons 
dans ce dernier cas un point d'inflexion d'ordre supé-
rieur. 

Nous démontrerons que les courbes proposées ont des 
points d'inflexion imaginaires qui sont distribués sur 
deux droites imaginaires conjuguées indépendantes de 
la valeur de /r. Si le degré est pair, il n'y a pas d'autres 
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ijiflexions; mais, si le degré est impair, il y a en outre les 
trois points d'inflexion réels situés sur la droite u, de 
sorte que, dans ce dernier cas, il existe un triangle in-
ilexionnel comme dans les cubiques. 

On sait que les points d'inflexion sont situés sur la 
liessienne dont on peut écrire l'équation sous la forme 

a' b' c' o.f g' K — a'f"^ — b' g'"- — c' h'^ ^ o, 

en posant 

Or on a 

d m 
dx -

d m , d m 
" dy^ ' ^ ^ dz-^ ' 

r/2 u 
d^dz' 

d m r/HJ 
dz dx ' dx dy 

d\] 

dx 

ou, en tenant compte de l'équation (J), 

= kie-^ oa , 
dx \ X / 

d\] 

dV 

dz 

(tx 

c' zẑ  1 ( ï — 0 M - A- 0 ( 0 — 1 ) c2 2, 
/ == I^Yx^y^-'^ko \o~i)bc 

A' 1 1 H- A a ( 0 — I ) aô 

En substituant ces valeurs dans l'équation de lahessienne, 

on trouve que les termes en k̂  et en k̂  disparaissent et 
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il rrsle, toutes réductions faites, 

( 2) ' H- icazx labxy) 

X — + t — (Y a -

On sait que la liessienne passe aussi par les points 
singuliers des courbes du système. D'ailleurs ces points 
sont déterminés par les trois équations 

r/U d\5 r/U 

et l'on voit facilement que les solutions communes à ces 
équations sont x = o, u = o -, y = o, u — o -, s ~ o, 
a = o. Donc, en deliors de ces trois points situés sur la 
droite u et par lesquels passent toutes les courbes du 
système, tous les points d'intersection de l'une des cour-
bes et de sa liessienne seront bien des points d'inflexion. 

L'équation ( 2) se décompose dans les deux suivantes : 

ce qui donne les trois côtés du triangle de référence, ré-

sultat évident, puisque ce sont des courbes singulières 

infiniment aplaties qu'on obtient en faisant A = o et 

dont chaque point est un point d'inflexion-, et 

cazx abxy) 

X _ Y — 

__ -f- a — i ) i ) c 2 ^ 2 j 

On aura le lieu des points d'inflexion de toutes les cour-
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bes (lu système en éliminant/r entre cette équation et 
Téquation (i), ce qui donne 

(3; 
\ -h Sibcyz icazx 1 ahxy — o^ 

ou bien 

Sous cette dernière forme, on voit que le lieu des points 
d'inilexion se compose de deux droites imaginaires con-
juguées. 

Enveloppe des tangentes d'inflexion. — L'équation 
d'une tangente à une courbe du système en un point 

z) peut s'écrire 
X X Y - r - V Z = o , 

en posant 

. ^ Oiu ^J ^u ^ y H 
A — Ort ? [J. = ou ? V r - OC 

X ^ y z 

Cherchons la relation qui doit exister entre A, [JL, V, 
pour que le point de contact soit situé sur une des droites 
représentées par l'équation (3). L'équation de l'une de 
ces droites peut s'écrire 

\ax -hBby-h-Ccz — o; 

mais on a, d'après ce qui précède^ 

et au , ^bu y eu 
ax — by ^ ^ 7 = ^r-i ; 

oa — À oh — ¡ji oc — V 

en substituant, il vient 

A a a Cyc 
(4) . -f- TT-̂  h ^ = O, 
^^ oa — A ob ~ [x oc j 

équation du second degré en A, ix, v. 



( ) 
En remplaçant ax^ bj^ cz par leurs valeurs dans 

l'expression de û  
u — ax hy cz, 

on a 
c / ! u ! — I ' 

^̂  la — X — ¡Jl. ' oc—V ' 

l'équation de la tangente à la courbe peut s'écrire 

(6) ( ô a — | i . ) Y 4 - ( 8 c ~ v ) Z S ( a X 6 Y - 4 - c Z ) . 

En prenant pour paramètres variables les quantités 

Sa — x' 86—a' oc — v ' 

et en éliminant deux de ces paramètres entre les équa-
tions (4), (5) et (6), on trouve que l'équation finale est 
du troisième degré relativement au troisième paramètre. 
D où l'on conclut que, par un point donné quelconque, 
on peut mener trois tangentes à la courbe enveloppe des 
tangentes d'inflexion : donc, en général, les tangentes 
aux points d'inflexion imaginaires situés sur les deux 
droites trouvées précédemment enveloppent deux cour-
bes de troisième classe. 

Remarque I. — Les courbes du système précédent 
sont telles qu'il en passe une seule par un point quel-
conque du plan et qu'il en existe deux tangentes à une 
droite donnée. Cette propriété est une conséquence im-
médiate de la forme de leur équation différentielle que 
l'on trouve sans difficulté et qui peut s'écrire 

{oLby — ^ax) z {ydx — rdy) 
^(^cz — -(by)x{zdy —ydz) 
-f- {^(ax — cLCz)y{xdz — zdx) = o., 

ces courbes font donc partie du système ( i , 2), d'après 
les notations de Chasles. 

Remarque I I . — Si l'on prend les transformées de 
Ann. d€ Mathémat., 3* série, t. II. (Février i883.) 6 
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ces courbes par le principe de dualité, on aura un système 
de courbes douées de points de rebroussement imagi-
naires et le lieu de ces points de rebroussement se com-
posera de deux coniques. Ces courbes corrélatives fe-
ront partie du système (2, i), c'est-à-dire qu'il en 
existera une seule tangente à une droite donnée et qu'il 
en passera deux par chaque point du plan. 

SUR LA C m C O K F É K E X C E D E S NEliF P O I S T S , 

PAR M . E . C A T A L A N . 

1. Triangles annexes. — Par le sommet B d'un 
triangle ABC, menons la droite B.r, symétrique de BC, 
relativement à AB; et, par le sommet C, menons C 7 , 
symétrique de BC, relativement à AC» En général, ces 

/ / \ 

h ^ 
t— 

i f y 
\ I /y 
M/ 

droites Bo:. Cj cleteriniiiciit, avec BC, un triangle 
BCA' ( ' ). Pour abréger, je dirai que ce triangle est Van-
nexe de ABC, suivant BC. 

D'après la construction, les angles CBA', BCA' sont 

( ' ) Si l 'angle A est droit. les lignes BJ7, C.y sont parallèles. 
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donnés par les formules 

2B, G':::. — 2 C ; 

d'où il résulte, semblablement, 

A'=2^—2 A. 

Ainsi; les angles du triangle annexe de ABC sont 
les suppléments des doubles des angles du triangle 
ABC. ' 

R E M A R Q U E . — Les trois annexes d'un triangle 
donné sont semblables entre elles^ 

3 . TuÉoaÈME I. — L a circonférence circonscrite à un 
triangle ABC contient les centres des cercles inscrits 
aux trois annexes de ABC. De plus, ces centres sont 
les points diamétralement opposés aux sommets A, B, C. 

Soit a le centre du cercle inscrit au triangle BCA'. La 
droite Ba, bissectrice de l'angle CBA', est, par la 
construction même, perpendiculaire à BA'. Semblable-
ment, Ca est perpendiculaire à CA. Donc la circonférence, 
décrite sur A a comme diamètre, est circonscrite au 
triangle donné. 

4 . T H É O R È M E IL — Les sommets A , A! et les centres 
0, a appartiennent à une même droite, bissectrice de 
l'angle A'. 

Soit A'a cette bissectrice* On a 

B aA' = 2«̂  — 1 ( A'-i-B') A -i-B. 

D'un autre côté, les angles BaC, BCA sont égaux, 
comme inscrits au même segment : 

BaC=:G; 
donc 
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5. REMA-TIQUES. — est. le centre du cercle ex-

inscrit au triangle A 'BC, tangent au côte BC*, 2® le 
rayon de ce cercle est la hauteur du triangle ABC, 
opposée au côté BC. 

6. Relations entibe les éléments des quatre triangles. 
— Ces relations donnent lieu à d'intéressants exercices 
trigonométriques. En général, elles sont assez compli-
quées, sauf celle-ci : 

Soit R le rayon du cercle circonscrit au triangle 
donné; soient ¡x, v les distances A A', BB', C C . On a 

I I I _ I 
X fJL V ÏÏ' 

7. Circonférence des neuf points. — Supposons que 
A, B, C soient les milieux des côtés d'un triangle MiNP. 
La circonférence ABC devient la circonférence des neuf 
points [milieux des côtés; pieds des hauteurs; milieux des 
segments compris entre les sommets etle point de concours 
des hauteurs); elle contient donc les centres des cercles 
inscrits aux annexes de ABC. Autrement dit : 

T H É O R È M E . — La circonférence des neuf points y rela-
tive CL un triangle M J N P , contient les centres des cercles 
inscrits aux annexes du triangle dont les sommets sont 
les milieux des côtés de MNP. 

Voilà donc trois points, ajoutés aux neuf que l'on 
connaissait ( M. 

( ' ) Nous faisons abstraction des autres points remarquables, en 
nombre indéfini^ situés sur Ja circonférence des neuf points. Voir 

Théorèmes et problèmes de Géométrie élémentaire, 6" édit., p. i8r. 



P U O P R I É T É S D U N E C O U R B E DE P O U R S U I T E ; 

PAR M . ERNEST C É S A R O . 

I. Deux mobiles M, [JL partent en même temps d'un 
point O. M parcourt une trajectoire quelconque, [A se 
meut de manière à occuper, à chaque instant, le centre 
de gravité du chemin parcouru par M. Soient x ^ y et 
a, P les coordonnées respectives de M, ¡x. Soit r la dis-
tance M [A et 5, 0- les chemins respectivement parcourus 
par M, [K, 

On a 
5 a — f x d s , 

et, en diiTérentiant, 
s d'y.— {x — a) dŝ  

Ces égalités, divisées membre l\ membre, donnent 

d(i x — a 

Donc le second mobile est constamment dirigé vers 
le premier. Les mêmes égalités, élevées au carré, ajou-
tées membre à membre, donnent 

d(5 r 
ds s 

Donc le rapport des vitesses des deux mobiles est 
égal au rapport de leur distance au chemin parcouru 
par le mobile poursuivi. 

Diiïérentiant l'égalité 

(.r — ( r — 
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on trouve 

dr ix — CL dx y—^ dy\ / x — CL dcc y — ^ d^ 
d s ^ y r ds r ds J \ r ds r ds 

Or, si l'on désigne par 9 l'angle des tangentes aux deux 
trajectoires, en deux points correspondants, la première 

parenthèse est évidemment égale à cos9,etlasecondeà 

Donc 

COSO ~ —^ ; ds 
OU b i e n 

7 ^^ COSO ~ 2/t -h 5 -r-? ds 

si l'on désigne par/rie rapport des vitesses ^ 

II. Y a-t-il des trajectoires pour lesquelles h reste 
constant? On doit avoir cos9=: 2/1, c'est-à-dire que 9 
doit être constant. Généralement, cet angle est nul 
en O : donc il doit rester constamment nul, et l'on doit 
avoir A = TjCS trajectoires se confondent en une ligne 
droite. Mais 9 peut ne pas être nul en O, et cela arrive 
lorsque la tangente en O n'est pas déterminée, comme 
dans une spirale logaritlimique de pôle O, Alors les tra-
jectoires jouissent des propriétés suivantes ; 

I® cos9 2A. 9 est constant. 
oP r = d =r Jxs. La distance des deux mobiles est 

égale au chemin parcouru par le mobile poursuivant, 
et proportionnelle au chemin parcouru par le mobile 
poursuivi, 

l î l . Examinons le cas d'une spirale logarithmique, 
dont l'équation est u = ae^"^, 

1° Les arcs étant comptés à partir du pôle, les for-
mules ordinaires donnent, pour les coordonnées du 
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c o n t r e de gravité, les valeurs suivantes 

mu , . 
(X — — - ( s i n w - h 2 m 006Ü)), 

i-h/im^^ ' 

mu 
3 — ^̂ —- ( 2 m sin w — cos to). 

P u i s 

% — r r ( H - 2 7 ? i 2 ) c o s a ) — m s i n w ] , 

r — S — %—- f m costo -I- ( i 4 - 2m'')sina)], 

I -H 4 

D'autre part, on sait que 

\Ji -{- m^ 
Í — ^^ u. m 

Par suite, 
da r m 

K 

Donc le rapport des ^vitesses est constant. 
On a 

\Ji + 
Donc le rapport des rayons ^vecteurs est constant, 

3° On a 
2771 

cos6 — 

d'où 

si l'on désigne par V l'angle constant que fait la tangente 
en M avec OM. II est donc facile de construire Ô, con-
naissant V. D'autre part^ 

B 2 771 sino) — costo , .. 
- — -; tan2:(to —- 6). 
a sinto -4- 2 771 costo 
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Donc l'angle des rayons vecteurs OM, est con-
stant et égal à 9. Remarquons aussi que le triangle 
OM(x reste toujours semblable à lui-même. 

4® De ce qui précède, il résulte une construction fort 
simple du centre de gravité d'un arc de spirale logarith-
mique, compté à partir du pôle. Soit MT la tangente 

en M. On mène O M[JL faisant respectivement avec 
OM, MT le même angle 9. Le point p. est le centre de 
gravité cherché. Si l'on élève ¡JiN perpendiculaire à 0 [ J . , 

on a 

c o s O c o s ò ^ 

Donc N est le milieu de OM. De là une autre construc-
tion. Enfin, une troisième construction consiste à dé-
crire sur OM, ON les circonférences respectivement 

capables des angles TI — V, Ces circonférences se 

coupent en ¡JL, au centre de gravité cherché. 
5® L'angle O [JLT est évidemment égal à 9-j-(V — 9)=V. 

Donc le lieu du point ¡x est une spirale égale à la pre-
mière et de même pôle. 

6° On démontre aisément que le centre de cour-
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bure C, de la spirale (M) au point M, est le point dia-
métralement opposé à M, dans la circonférence OM[JL, et 
que le centre de courbure de la spirale (|JL), au point p., 
se trouve au milieu de C a. 

CONCOURS i r A D H l S S I O : \ A L ' É C O L E C E N T R A L E EN 1 8 8 2 . 

PREMIERE SESSION. 

I. — Géométrie analy tique. 

Soit ^ "¿2 — 1 = o l'équation d'une ellipse rapportée 

à son centre et à ses axes, et soient a et ¡i les coordonnées 
d'un point P situé dans le plan de cette ellipse. 

Former l'équation générale des coniques qui passent 
par les points de contact M et M' des tangentes menées 
du point P à l'ellipse et par les points Q et Q' où cette 

ellipse est rencontrée par la droite ^ — fe -f- jji = o. 

Disposer du paramètre [JL et de l'autre paramètre 
variable que contient l'équation générale, de manière 
qu'elle représente une hyperbole équilatère, passant par 
le point P. 

On fait mouvoir le point P sur la droite représentée 
par l'équation = Z, et l'on demande : 

Le lieu décrit par la projection du centre de l'ellipse 
sur la droite QQ'-, 

2° Le lieu décrit parle point de rencontre des cordes 
MM^ et q q . 

Démontrer que ce dernier lieu passe par deux points 
fixes, quel que soit et déterminer ces points. Chercher 
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pourqut4les valeurs de / ce lieu se réduit à deux droites 
et déterminer ces droites. 

II. — Epure, 
Hyperholoide à une nappe, entaillé par quatre 

sphères,— LMiyperboloïde a son axe (z, z') vertical, 
à o™,io5 du plan vertical et au milieu de la feuille-, la 
cote de son centre est o"',o87-, les rayons de son col-
lier r') et de sa trace horizontale (6) ont respecti-
vement o"',oo8 et o^",o9D de longueur. 

Les sphères, dont les centres sont dans le plan du 
collier (/•, touchent le plan horizontal aux extrémités 
[a^, a\), (a-y, a'^),, [a^^ â J des deux diamètres 
du cercle (9) respectivement parallèle et perpendiculaire 
a la ligne de terre. 

On demande de construire les projections des inter-
sections de rhyperLoloïde avec les sphères. 

Dans la mise à l'encre, on représentera les parties de 
la surface de l'hyperboloide qui, placées à l'extérieur 
des sphères, sont comprises entre le plan horizontal de 
projection et le plan horizontal P', à la cote o"^,!^!. On 
indiquera, à l'encre rouge, les constructions employées 
pour obtenir un point quelconque de l'une des lignes 
d'intersection et la tangente en ce point. 

Placer la ligne de terre parallèlement aux petits côtés 
du cadre, à o" ,̂22o du petit côté inférieur. Les dimensions 
du cadre sont o"',27 et 

litre extérieur : Géométrie descriptive. 
Titre intérieur : Hyperholoide entaillé par quatre 

sphères. 

IIL — Triangle, 
On donne les trois côtés d'un triangle, savoir : 

m 
a — 4257,819, 
h = 73I4,S>O5, 
c ~ 9682,424, 
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et Ton demande de calculer les trois angles A, B, C et 

l'aire S du triangle.. 

lY. — Physique et > Chimie. 

1. On a deux baromètres fixes, A et B, formés de deux 
tubes cylindriques fermés à la partie supérieure par des 
surfaces planes. 

Dans une première expérience, à la température de 
la pression étant mesurée dans les deux baromètres par 
une colonne de mercure H, et la longueur de la chambre 
barométrique de A étant /, on introduit dans cet espace 
vide une quantité d'air qui fait baisser le mercure de h 
dans le tube, le niveau étant supposé constant dans la 
cuvette. 

La température et la pression changent alors; la 
pression lue au baromètre B est devenue H'; la colonne 
de mercure de A a une hauteur Ĥ  — h!. A quelle tempé-
rature a été faite cette deuxième expérience? On négligera 
la dilatation des tubes, du mercure et de la règle qui a 
servi à eifectuer les mesures. 

Coefficient de dilatation de l'air : a = o,oo3665. 

Exemple numérique : H = 76^*", l — h — 6 " " , 

H' = h ' = 129, 

2. Indiquer sommairement les préparations de l'acide 
sulfureux, et donner les formules qui les représentent. 

3. Combien faut-il de litres d'air (à 0° et ^ôo"""") pour 
brûler de soufre? 

E q u i v a l e n t s en p o i d s 8 = 1 6 , 0 = 8 

P o i d s du l i t r e d ' o x y g è n e à o® et 760'""'. . 43 
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SECONDE SESSION. 

I. — Géométrie analytique. 

On donne, dans un plan, deux axes de coordonnées 
rectangulaires OX, OY et deux points H et H', le 
premier défini par ses coordonnées a et le second 
symétrique du premier par rapport au point O. 

Par ce dernier point, on mène une droite indéfinie DOE 
formant avec l'axe OX un angle DOX ~ 9-, on projette 
les points H, H' sur cette droite en N. 

On projette le point h en u sur l'axe OX, et le point u 
en Mj sur la droite DOE. 

On projette le point // en v sur Faxe OY, et le point r 
en v'i sur la droite DOE. (Toutes ces projections sont 
orthogonales.) 

Enfin sur la longueur û v̂ y comme hypoténuse, on 
construit un triangle rectangle WÎ ^̂  S, en menant VtS 
parallèle à OX et û  S parallèle à OY. 

Cela posé, on demande : 
De trouver les coordonnées du point S, en fonction 

des trois constantes 
D'écrire l'équation d'une parabole ayant le point 

S pour sommet et la droite DOE pour directrice; 

3® De démontrer que le lieu des foyers de toutes les 
paraboles obtenues en faisant varier l'angle 9 se compose 
d'un système de deux circonférences de cercle ; 

4® De démontrer que toutes ces paraboles sont tan-
gentes aux axes de coordonnées; 

5" De démontrer que les cordes de leurs contacts avec 
ces axes se croisent toutes en un même point. 
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IL — Épure, 

Intersection de deux cônes, — Les cônes, dont les 
sommets (i , (i, t') ont respectivement pour cotes 
o'",o5o et o"",080, touchent, suivant deux génératrices 
verticales, distantes de 0^,070, un même plan de front 
F, dont l'éloignement du plan vertical égale o"',o35. Les 
sections de ces cônes, par un plan horizontal, à la cote 
o"", 090, sont deux cercles égaux (y, y'), (yi, y'J dont 
les rayons ont o"", 042 de longueur. 

On demande de construire les projections du corps 
constitué par la partie du cône de sommet (5, qui, 
placée de part et d'autre de ce sommet et à l'extérieur de 
l'autre cône, se trouve comprise entre : i® un plan de 
front, dont l'éloignement du plan vertical est o™,o2o; 
2° un plan horizontal, à la cote o'",23o; et 3® le plan 
horizontal de projection. 

On indiquera, à l'encre rouge, les constructions 
employées pour déterminer un point de la courbe 
commune aux cônes, et la tangente en ce point. 

Placer la droite sŝ  à égale distance des grands côtés du 
cadre, et la ligne de terre à o"", 170 du petit côté inférieur. 
Les dimensions du cadre sont o™, 27 et 

Titre extérieur : Géométrie descriptive. 
Titre intérieur : Intersection de deux cônes. 

III. — Triangle • 
Soient 

a = 4546 ,723, 
h ^ 5678,364, 

c 6246, 549 

les trois côtés d'un triangle. Calcuh^r les angles et la 
surface. 
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IV. — Physique et Chimie. 

Un tube cylindrique, fermé à sa partie supérieure par 
une surface plane A, plonge dans l'eau par sa partie 
inférieure ouverte B. 

Le niveau mn de l'eau dans ce tube est le même que 
le niveau extérieur MN. L'espace Kmn de hauteur / est 
plein d'air saturé de vapeur d'eau; la température de 
l'air et de l'eau vers la surface est i, et la tension corres-
pondante de la vapeur d'eau est mesurée par une colonne 
de mercure y . 

On fait alors descendre verticalement le tube dans des 
couches plus profondes où la température est t' et la 
tension correspondante de la vapeur d ' e a u L a distance 
du niveau fixe MN à la nouvelle surface de séparation m'n' 
est h. Quelle est la longueur x de l'espace occupé par 
l'air humide? 

La pression atmosphérique reste constante à la surface 
MN, où elle est mesurée par une colonne de mercure de 
hauteur IL 

On ne tiendra pas compte de la dilatation de l'en-
veloppe ni de la dissolution de l'air. 

Exemple numérique : l ~ t •= 20", t' = 10®, 

H == 738, A = 655'^'", 25, / o«̂ - 918. 

Densité du mercure : D = i3,6. Coefficient de dila-
tation de l'air : a ~ 0,00867. 

2. Indiquer les préparations industrielles de l'oxygène. 

3. Quel poids d'acide sulfurique faut-il dédoubler 
totalement en acide sulfureux et oxygène (sous l'action 
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(le la chaleur), pour obtenir d'oxygène mesurés à 
o® et à 760"""' de pression. 

É q u i v a l e n t s en p o i d s S = 16, 0 = 8 

P o i d s d u l i t r e d ' o x y g è n e à 0° e t 760°^™.. iS ' ,43 

B I B L I O G R A P H I E . 

IlSTtlODUCTION A LA THÉORIE DES DÉTEUMIN AI^TS, par 

P. Mansion, professeur à l'Université de Gand. — Gand, 
Ad. Hoste; Pa ris, Gauthier-Villars, 1882. ln-8° de 32 p. 
Prix : 

D e p u i s q u e F u t i l i t é des d é t e r m i n a n t s s 'est a f f i r m é e p a r de n o m -

b r e u s e s a p p l i c a t i o n s , p l u s i e u r s m o n o g r a p h i e s o n t été p u b l i é e s 

p o u r v u l g a r i s e r l ' e m p l o i de c e t t e n o t a t i o n e t en i n c u l q u e r r a p i -

d e m e n t les p r i n c i p e s a u x é l è v e s . A u j o u r d ' h u i , a v e c le d é v e -

l o p p e m e n t q u e p r e n n e n t les S c i e n c e s m a t h é m a t i q u e s , le n o m b r e 

des q u e s t i o n s à e n s e i g n e r n 'a f a i t q u ' a u g m e n t e r . 

Il en est r é s u l t é , p o u r les é l è v e s c o m m e p o u r les p r o f e s s e u r s , 

le b e s o i n d ' O u v r a g e s d i d a c t i q u e s e x c l u s i v e m e n t l i m i t e s a u x 

seules d o n n é e s i n d i s p e n s a b l e s p o u r la c o n c e p t i o n des t h é o r i e s . 

D è s 1875, M . M a n s i o n a p u b l i é , d a n s la Nouvelle Correspon-

dance mathématique^ un p e t i t T r a i t é de 44 p a g e s , i n t i t u l é : 

Eléments de la théorie des déterminants, d'après Baltzer et 

Salmon, d o n t u n e t r a d u c t i o n a l l e m a n d e p a r M M . W . H o r n et 

S . G ü n t h e r a p a r u en 1878. C e t O p u s c u l e a s e r v i de p l a n à Vin-

traduction à la théorie des déterminante d u m ê m e a u t e u r , 

d o n t la p r e m i è r e é d i t i o n , de 28 p a g e s , a é t é p u b l i é e en 1876. 

L a n o u v e l l e m o n o g r a p h i e d i f f è r e de la p r e m i è r e p a r p l u s i e u r s 

a d d i t i o n s d o n t l ' e x p é r i e n c e de l ' e n s e i g n e m e n t a f a i t r e c o n n a î t r e 

la n é c e s s i t é à l ' a u t e u r . 11 ne f a u t p a s y c h e r c h e r des r é s u l -

t a t s n o u v e a u x ; e l le es t , a v a n t t o u t , d e s t i n é e à s e r v i r de g u i d e 

a u x p r o f e s s e u r s e t a u x é l è v e s . 

^Introduction à la théorie des déterminants e s t d i v i s é e 

en t r o i s C h a p i t r e s : 

I . — Définitions et propriétés fondamentales. 

Formation des déterminants de quatre et de neuf éléments. 
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P r o p r i é t é s de c e s d é t e r m i n a n t s s p é c i a u x . 

I I . — Calcul des déterminants. 

P r o p r i é t é s d e s m i n e u r s . P r i n c i p e de l ' a d d i t i o n d e s l i g n e s . 

S o m m e s e t p r o d u i t s d e d é t e r m i n a n t s . 

I I I . — Applications. 
É q u a t i o n s l i n é a i r e s à d e u x e t à t r o i s i n c o n n u e s . É q u a t i o n s de 

d e g r é s u p é r i e u r . 

Appendice. — D é f i n i t i o n s p a r l e s d é r a n g e m e n t s o u i n v e r s i o n s 

e t p a r les p r o d u i t s s y m b o l i q u e s . 

L ' O p u s c u l e r e n f e r m e 80 e x e m p l e s o u e x e r c i c e s , d e s t i n é s à 

f a m i l i a r i s e r le l e c t e u r a v e c les a p p l i c a t i o n s les p l u s e s s e n t i e l l e s 

d e s d é t e r m i n a n t s . H . BROCARD. 

P U B L I C A T I O X S I l É C E X T E S . 

1 . R E C U E I L D ' E X E R C I C E S SUR L E C A L C U L I N F I N I T É S I M A L , 

par M. F. Frenet.^ ancien élève de l'Ecole Normale, 
professeur à la Faculté des Sciences de Lyon. Ouvrage 
destiné aux candidats à l'Ecole Polytechnique et à l'Ecole 
Normale, aux élèves de ces Ecoles et aux personnes 
qui se préparent à la licence ès Sciences mathématiques. 
Quatrième édition, revue et augmentée. — Paris, Gau-
thier-Villars ; 1882. 

2 . E X E R C I C E S DE G É O M É T R I E , COMPRENANT L ' E X P O S É DES 

MÉTHODES G É O M É T R I Q U E S E T 2000 Q U E S T I O N S R É S O L U E S , 

par F . L C. Deuxième édition. — Tours, Alfred Mame 
et fils. Paris, Poussielgue frères; 1882. 

EHRA TU M. 

Dans la quest ion 1430, m ê m e tome, au lieu de 

sin^^ry/ 1 ~ " a, — sin'"^ = b, 
il faut 

1 — s in -"y ~ a , sin">'y' i — = b. 
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SliR L E S C O U R B E S DE D I R E C T I O N DE L 4 T R O I S I È M E C L A S S E -, 
PAR M . L A G U E R R E . 

I. 

1 . Étant donnée une semi-droite quelconque A, si 
l'on considère Tensemble des semi-droites qui lui sont 
parallèles, on peut les regarder comme concourant en 
un même point situé à l'iniini et que je désignerai par 
A^. Les semi-droites parallèles à la semi-droite op-
posée— peuvent être regardées comme concou-
rant en un même point — A^ situé à l'infini. 

Ces deux points doivent être considérés comme dis-
tincts, et, si l'on appelle D la droite définie par les 
semi-droites A et — A, on voit que D renferme deux 
points situés à l'infini, à savoir A^ et — A^. 

Nous considérerons les points à l'infini comme situés 
sur une conique infiniment aplatie et ayant pour som-
mets les ombilics du plan, et, pour plus de clarté, j'ap-
pellerai le point A^ un semi-point, en sorte que la co-
nique de Vinfini sera le lieu des semi-points du plan. 

Un point de la droite de Vinfini doit être considéré 
comme la réunion de deux semi-points opposés. 

Si l'on imagine un cycle variable qui touche constam-
ment deux semi-droites opposées A et — A , ce cycle, 
lorsque son centre est rejeté à l'infini, se réduit aux deux 
semi-points A^ et — A^. 

Un semi-point peut être considéré comme une courbe 
de direction de la classe un; il n'y a du reste pas d'autre 
courbe de direction qui soit de cette classe. 

(') En général, D désignant une semi-droite quelconque, j'appel-
lerai — D la semi-droite opposée. 

y4nn, de Mathém., 3« série, t. II. (Mars i883.) 7 
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Les courbes de direction de la deuxième classe ne 

comprennent que les cycles; je me propose, dans cette 
Note, d'étudier les courbes de direction de la troisième 
classe. 

2. Soit pi le nombre des tangentes que l'on peut me-
ner à une courbe de direction de la troisième classe et 
parallèlement à une semi-droite donnée ; comme on peut 
lui mener également [Ji tangentes parallèles à la semi-
droite opposée, il résulte de là que, par un point de la 
droite de l'infini, on peut mener à la courbe 2 ¡JL tan-
gentes distinctes de cette droite. En désignant par p le 
nombre des points de contact de la droite de l'infini et 
de la courbe, on a donc 

et, comme p ne peut être égal à 3,il en résulte p = 1 et 
a = I. 

Ainsi la courbe considérée touche la droite de l'infini ; 
une semi-droite isotrope coïncidant avec son opposée, 
on voit en outre que les deux tangentes (distinctes de 
la droite de l'infini ) que l'on peut, d'un ombilic du plan, 
mener à la courbe, sont confondues; la courbe passe 
donc par les deux ombilics. 

3. Il est clair qu'on ne peut mener à une courbe de 
direction de la troisième classe qu'une seule tangente T 
parallèle à une semi-droite donnée. Traçons dans le plan 
un cycle arbitraire R e t menons à ce cycle une tangente 
0 parallèle à T ; je dirai que cette tangente est l'image 
de T . Si l'on imagine un nombre quelconque de tan-
gentes à la courbe considérée et si l'on mène tangentiel-
lement à K des tangentes parallèles, ces dernières (ou si 
l'on veut encore leurs points de contact) formeront 
l'image des tangentes à la courbe. On voit qu'une 
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langeiite à la courbe est déterminée quand on se donne 
son image sur le cycle K . 

4, Considérons une courbe de direction de la troisième 
classe H et une tangente quelconque T à cette courbe. 
Par chaque point de cette semi-droite, on peut mener à 
la courbe deux tangentes distinctes de T^ soient a A et 
A a' les tangentes issues d'un point quelconque A de T . 
inscrivons dans ces deux semi-droites un cycle quel-
conque K sur lequel nous ferons l'image des tangentes 

A H. 
Soit B un autre point quelconque deT-, désignons par 
et les tangentes issues de ce point et soient et 

y'h leurs images sur le cycle fixe K . 11 est clair que si Pon 
se donne la semi-droite la tangente BJâ est détermi-

Fig. I. 

1 
/ B 

née et, par suite, le point B ainsi que la deuxième tan-
gente B et son image ¿y'. Des deux tangentes au cycle 
K, Z>y et ^y ,̂ l'une étant déterminée quand on se donne 
l'autre, il en résulte qu'elles forment un système en in-
volution et que leur point de rencontre h décrit une 
droite du plan. Cette droite Ü passe du reste par le 
point A, puisque les tangentes Aa et ko! se confondent 
avec leurs images. 
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A chaque point B de. la droite T correspond un point 
h de la droite U; les points B et i déterminent donc sur 
ces droites des divisions liomograpliiques et, comme le 
point A se correspond évidemment à lui-meme, on en 
conclut que la droite BZ> passe par un point fixe du plan. 

Pour déterminer la position de ce point fixe, je re-
marquerai que, si le point B s'éloigne à l'infini sur la 
tangente T , l'une des tangentes que l'on peut de ce point 
mener à la courbe est la tangente opposée à T. Si donc 
nous menons au cycle K la tangente B anti-parallèle à T , 
le point h est situé sur cette semi-droite et la droite ¿B 
se confond avec 8 qui, par suite, contient le point fixe 
elle relié. 

Soit P C(; point fixe; par ce point menons une droite 
parallèle à U et coupant T au point (o. Le point to' où 
P(o rencontre U étant situé l'infini, les tangentes me-
nées de (o' au cycle K sont opposées et ont pour direc-
tions celbîs déterminées par la droite Pco ; il résulte donc 
de ce qui précède que les tangentes issues de to sont les 
denx semi-droites opposées déterminées par la droite 
P(o, qui est ainsi une tangente double apparente de la 
courbe. 

Ainsi la couibe de direction de la troisième classe la 
plus générale passe par les ombilics du plan, touche la 
droite de l'infini et a une tangente double apparente; 
c'est donc un hypercycle cubique, ou, en d'autres termes, 
une anticaustique par réilexion de la parabole, les rayons 
incidents étant parallèles. 

5. La proposition que je viens de démontrer peut en-
core s'énoncer de la façon suivante : 

Considérons une tangente quelconque T à un hyper-
cycle cubique H; d'un point A, pris arbitrairement sur 
cette semi-droite, menons les deux tangentes à la courbe 
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A a et A a' qui sont distinctes de T , puis inscrivons dans 
ces semi-droites un cycle quelconque K. 

Fig. J. 

a\ a' 

\ 
\h 

c\ \ i > ' 

Menons à ce cycle la tangente 6 anti-parallèle à T et 
soit P ie point où cette tangente rencontre la tangente 
double PP' de la courbe-, soit déplus AU ladroitemenée 
par A parallèlement à P. 

Cela posé, si y par le point fixe P, on mène une sé-
cante arbitraire coupant respectivement T et U aux 
points B et b^ les tangentes que Von peut mener à l'hy-
percycle par le point B sont parallèles aux tangentes 
menées du point h au cycle K. 

6. Par le point P menons au cycle K la tangente PCc 
qui est distincte de 6 -, il est clair, d'après la proposition 
précédente, que cette semi-droite est également tangente 
à riiypercycle, et qu'en faisant varier le cycle K , qui est 
assujetti à-la seule condition de toucher les tangentes 
A a et A a', on obtiendra ainsi toutes les tangentes à la 
courbe. 

Remarquons maintenant que le cycle qui touche à la 
fois les tangentes A a, A a', PC est précisément le cycle 
K, que celui qui touche PC et les deux tangentes oppo-
sées PP' et P^P se réduit au point P ; enfin que, des 
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deux tangentes communes à ces cycles, l'une est C et 
l'autre la semi-droite B dont la direction reste con-
stante, quelle que soit la tangente PC considérée; nous 
pourrons alors énoncer la proposition fondamentale 
suivante : 

T H É O U È M E I. — Soient A, hJ et B , B ' deux couples 
de tangentes à un hypercycle cubique H et T une tan-
gente quelconque à cette courbe; construisons les deux 
cycles qui touchent respectivement A, A! et T , B, B' et 
T; ces deux cycles ont T pour tangente commune, la 
seconde tangente commune 6 est parallèle ci une semi-
droite fixe, 

11 suflit, pour démontrer ce tliéorème, de remarquer 
qu'une transformation par semi-droites réciproques 
transform (i un hypercycle cubique en une courbe de 
même espèce et que l'on peut toujours eifectuer la trans-
formation de telle sorte que les tangentes B et B' se 
transforment en une tangente double apparente de la 
courbe transformée; auquel cas le théorème résulte 
immédiatement des remarques qui précèdent. 

tì. Le théorème précédent donne une propriété re-
•marquable de six tangentes quelconques à un hyper-

cycle. En voici d'autres conséquences : 
Étant donnés deux couples de semi-droites fixes A, h! 

et B, B' et une direction fixe BQ? menons une semi-droite 
quelconque B parallèle à BQ, puis construisons les cycles 
qui touchent respectivement A, A' et B, B, B' et B. Ces 
cycles, qui touchent B, ont en outre une deuxième tan-
gente commune T ; cette tangente, lorsque B se déplace 
parallèlement à elle-même, enveloppe un hypercycle 
cubique tangent à A', B et B'. 

Si l'on fait varier la direction Bp. on déterminera 
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ainsi tous les hypercycles cubiques qui touchent les 
quatre semi-droites A, A', B et B'. 

7. Comme application, supposons que les tangentes 
A et A' soient les tangentes isotropes issues du foyer F 
de la courbe et que les tangentes B et B' soient les semi-
droites opposées définies par la tangente double appa-
rente PQ. 

En désignant par T une tangente quelconque à l'hy-
percycle,on voit que le cycle, qui touche T et les droites 
isotropes issues de F, est le cycle K qui a précisément 

Fig. 3. 

F pour centre^ le cycle qui touche T, B et B' se réduit 
au point de rencontre a de T et de PQ. La seconde tan-
gente commune à ces deux cycles est la semi-droite U 
qui est l'antisymétrique de T par rapport à la droite a F. 

On peut donc énoncer la proposition suivante, qu'il 
serait très facile du reste de démontrer directement : 

ZJn hypercycle ayant pour foyer le point F et pour 
tangente double la droite PQ, si OL désigne le point 
où une semi-droite quelconque T tangente à la courbe 
coupe la droite PQ, V antisymétrique de T relativement 
à la droite F a a une direction constante. 

IL 

8. Étant données quatre semi-droites quelconqu(is 
A,, Aç, A3 et A ,, construisons les bissectrices ( A, , Ao), 
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( A , , A3), ( A , , A , ) ( ̂  )-, les foyers des paraboles qui 

touchent ces trois droites sont les foyers des hypercycles 

cubiques qui touchent Jes semi-droites données^ on sait 

d'ailleurs, par un théorème connu, que le lieu des foyers 

de ces paraboles est le cercle circonscrit au triangle dé-

terminé par les trois bissectrices. 

Ainsi le lieu des foyers des hypercycles cubiques qui 

touchent quatre semi-droites données est un cercle K , 

et, comme il est facile de le voir, ce cercle est celui qui 

contient les centres des quatre cycles inscrits dans les 

triangles que Ton peut former avec les semi-droites don-

nées en les prenant trois à trois. 

Soient K , , Ko et K3 trois de ces cycles et a,, ao, ag leurs 

centres ^ F désignant le foyer de l'un quelconque H des 

hypercycles qui touchent les semi-droites données A^, 

A2, A3 et Ai, il résulte de ce qui précède que F , a,, â  

et a3 sont situés sur le cercle K . 

En d'autres termes, si Ton appelle I et J les deux om-

bilics du plan, le rapport anharmonique des semi-droites 

FI, a ,I , 0L2I et OL̂ I est égal au rapport anharmonique 

des semi-droites FJ, aoJetasJ^ ce que l'on peut 

encore énoncer de la façon suivante : 

Si l'on mène à riiypercycle H et aux cycles K^, K2 et 

K3 des tangentes parallèles à une droite isotrope d'un 

système, puis des tangentes parallèles à une droite iso-

trope de système différent, les deux systèmes de semi-

droites ainsi obtenues ont même rapport anharmonique. 

Remarquons maintenant qu'une transformation par 

semi-droites réciproques transforme un hypercycle cu-

( ' ) Je rappelle que je désigne par la notation (C, D) la bissectrice 

de deux semi-droites données C et L), (>"cst-à-dire la droite parfaite-
ment déterminée qui est le lieu des rentres des ryclcs qui touchent ces 

semi-droites. 



bique en une courbe de même espèce, que le rapport 
anliarmonique de quatre semi-droites parallèles se con-
serve après la transformation et que la transformation 
peut toujours être choisie de façon que deux semi-droites 
prises arbitrairement aient pour transformées des droites 
isotropes : nous en conclurons immédiatement que la 
proposition précédente subsiste pour des directions quel-
conques prises dans le plan. 

D'où le théorème suivant : 

THÉOI\È:ME I L — Soicjit A A , A 3 et A 4 quatre 
semi-droites et KÎ, Kg, K3 les cycles inscrits dans les 
triangles que Von peut former en adjoignant successi-
vement à A/, deux quelconques des semi-droites A , , A2 
EI A3 ; soit de plus H un hypercycle cubique quelconque 
qui touche les semi-droites données. Cela posé, si l'on 
mène à la courbe et aux trois cycles des tangentes pa-
rallèles Cl une direction quelconque, le rapport anhar-
monique de ces quatre semi-droites est constant. 

On peut encore l'énoncer ainsi qu'il suit : 

T H É O R È M E I I I . — Jetant donnés trois cycles qui 
touchent une même semi-droite A, si une semi-droite T 
se déplace de telle sorte que le rapport anharmonique 
de cette semi-droite et des tangentes, menées aux trois 
cycles dans une direction parallèle, ait une valeur con-
stante A, T enveloppe un hypercycle cubique tangent 
a A et aux trois semi-droites qui touchent ci la fois 
deux des cycles donnés ( ^ ). 

Remarque. — En faisant varier le nombre / r , on dé-

( ' ) Si les trois cycles donnés n'étaient pas tangents à une même 

semi-droite, l 'enveloppe de T serait un hypercycle de la quatrième 

' lasse : je reviendrai sur ce sujet. 
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terminera ainsi tous les hypercycles qui touchent les 
quatre semi-droites dont je viens de parler. 

9. Considérons le faisceau des hypercycles cubiques 
qui touchent quatre semi-droites données A^, A2, A3 et 
A4. Soient A et A'deux semi-droites prises arbitraire-
ment^ à chacune des courbes du faisceau on peut cir-
conscrire un angle, et un seul, dont les côtés soient pa-
rallèles à A et à A'; il résulte de ce qui précède que le 
lieu du sommet de cet angle est une conique dont les 
asymptotes sont parallèles ¿1 A et à A'. 

En particulier, quand les semi-droites A et A'viennent 
à se confondre, on obtient la proposition suivante : 

Si, à chacune des courbes du faisceau, on mène une 
tangente parallèle à une semi-droite donnée A, le lieu 
du point de contact est une parabole dont l'axe est pa-
rallèle à A. 

III. 

10. L'étude des courbes de direction de la troisième 
classe se rattache à un autre genre de considérations 
d'une grande importance dans la théorie générale des 
courbes de direction. 

Etant donnée dans un plan fixe une droite quelconque 
D, on peut, par cette droite, mener deux plans isotropes 
qui sont distincts si la droite n'est pas elle-meme une 
droite isotrope^ nous rattacherons respectivement ces 
deux plans aux deux se'mi-droites A et — A déterminées 
par la droite IJ. 

Ainsi, par toute semi-droite du plan, passera un plan 
isotrope parfaitement déterndné. Cela posé, étant don-
née une courbe quelconque de direction K , si l'on ima-
gine les divers plans isotropes qui contiennent les tan-
gentes à cette courbe, ces plans envelopperont une 
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surface S -, en d'autres termes, si Ton considère la ¿/eVe/o/;-
pable isotrope complète qui est circonscrite à K , cette 
développable se décompose en deux surfaces distinctes 
qui correspondent à K et à la courbe qui lui est opposée. 

H . Il résulte de là que la classification des courbes 
planes de direction se ramène à la classification des sur-
faces développables isotropes. 

Étant donnée une surface développable isotrope S de 
elasse tout plan sécant P la coupe suivant une courbe 
de direction K qui est delà même classe. Je ferai remar-
quer en outre qu'en désignant par 6 l'arête de rebrous-
sement de S la projection orthogonale de 6 sur le plan P 
est la développée de la courbe K suivant laquelle le plan 
coupe la développable. 

Les cônes isotropes qui ont pour sommets les divers 
points de 6 coupent le plan P suivant les cycles oscula-
teurs de la courbe R. 

12. On voit, en particulier, que l'étude des courbes 
de direction de la troisième classe se ramène à celles des 
développables isotropes de troisième classe et ces courbes 
sont toutes de la même espèce, puisqu'il n'y a qu'une 
seule espèce de développables de la troisième classe. 

Soient 6 une cubique gauche isotrope et S la déve-
loppable isotrope dont elle est l'arête de rebroussement; 
on voit que toute section plane de S est un hypercycle 
cubique (en d'autres termes, une anticaustique par ré-

( ' ) J'appelle développable isotrope une surface développable dont 

toutes les génératrices sont des droites isotropes et dont, par suite, 

les plans osculateurs sont des plans isotropes. Voir^ à ce sujet, mon 

Mémoire sur remploi des imaginaires en Géométrie {Nouvelles 
Annales, 2« série, t. X I ; 1872). 

Des considérations analogues à celles que je développe ici ont été 

employées par M. Stephanos dans diverses Communications orales 

i'iites à la Société mathématique de France. 
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ilexion de la parabole, les rayons incidents étant paral-

lèles); la projection orthogonale de 0 sur un plan quel-

conque est par suite une caustique de parabole. 

13. Comme application, considérons un hypercycle 
cubique K-, soient S la développable qui est Tenveloppe 
des plans isotropes, qui contiennent les diverses tan-
gentes à l'hypercyle, et © la cubique gauche qui forme 
son arête de rebroussement. 

Considérons trois tangentes quelconques A, B et C à 
riiypercycle; désignons respectivement par a, b et c les 
points où elles touchent la courbe et par a, p et y les 
points où les plans isotropes menés par A, B et C touchent 
la cubique 0. Ces plans osculateurs de S se coupent en 
un point 0 qui, d'après un théorème connu, est situé 
dans le plan déterminé par les trois points a, ^ et y ; soit 
T la droite suivant laquelle ce plan coupe le plan P de 
l'hypercycle K . 

Les cônes isotropes ayant respectivement pour som-
mets a, ^ et y coupent le plan P suivant les trois cycles 
R«, Rô et Rc qui osculent K aux points a, b et c, et Taxe 
de similitude de ces trois cycles est évidemment la 
droite T. Le cône isotrope ayant pour sommet le point 5 
a pour trace sur le plan P le cycle inscrit dans le triangle 
ABC et, comme le point o est dans le plan ajây, il en ré-
sulte que le centre de similitude de ce cycle et de l'un 
quelconque des cycles R^, R^ et R,. est situé sur T. 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Étant donnés trois points quelconques d'un 
hypercycle cubique, si l'on imagine les cyles R«, R^ ei 
R,. qui osculent la courbe en ces points et le cycle R 
qui touche les tangentes menées en ces mêmes points 
les six centres de similitude de ces quatre cy cles consi-
dérés deux Cl deux sont sur une même droite. 
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14. On doit remarquer en particulier le cas où le plan, 

qui contient les points a, [i et y, est un plan isotrope; la 

proposition précédente peut alors s'énoncer ainsi qu'il 

suit : 

Etant donnés un hypercycle cubique K et une send-
droite arbitraire A située dans son plan ; il y a trois 
cycles osculateurs de Ys. qui touchent A. Les tangentes 
menées aux points d'osculation et la semi^droite A sont 
tangentes (i un même cycle. 

lo. J'énoncerai encore le corollaire suivant : 

Si y par un point quelconque P, pris dans le plan 
d'un hypercycle cubiqueY^.^ on mène des tangentes à la 
courbe et si Von considèi e les trois cycles qui Vosculent 
aux points de contact^ Vaxe de similitude de ces trois 
cycles passe par le point P. 

I l E P R É S E m T I O K DES F O K C T I O K S 
1)'UM<: ou DE PLUSIEURS VARIABLES, EXTRE DE CERTAINES LIMITES DE 

CES VARIABLES, PAR DES SÉRIES PROCÉDANT SUIVANT LES VALEURS, 

RELATIVES A UN INDICE VARIABLE ET MULTIPLIÉES PAR DES 

COEFFICIENTS CONSTANTS, D'UNE FONCTION QUI SATISFAIT A UNE 

CERTAINE FORME D'ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES 

o u PARTIELLES DU SECOND ORDRE; 

PAR M . A . P I G A R T . 

I. — Cas d'une seule variable. 

On sait qu'on peut toujours déterminer les coefficients 
Ao, A , , Ao, . . , , A„, B,, B2, . . . , B„ de la série 

A y 4 - A , c o s . r 4 - A 2 c o s 2 ^ + . . . + A „ c o s /¿¿r 4 - . . . 

4- B i s i n X 4- B 2 s i n ix 4- . . . 4- B , , s i n nx 4 - . . . , 
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(le manière qu'elle représente une fonction quelconque 
f [ x ) entre les limites — ti et -f- t: de x . 

Ils sont donnés par les formules 

f f{O0)dX--'2T.k^, 

/ ^ ) c o s ixdx — Ki 1 c o s - ¿Xdx — T: A^, 

/
/( X ) si n ix dx — Bij si n̂  ix r/̂ r TT B ̂ . 

Les fonctions cos nx et s in/zxqui, d'un terme au 
suivant, varient avec Tindice /z, satisfont à Téquation 
diiïérentielle du second ordre 

n 

Si l'on considère deux solutions a et u' de cette équation, 
correspondant à deux valeurs diiîerentes quelconques 
n et 7J de l'indice /z, on voit qu'il existe entre ces valeurs 
la relation 

II'-y u-r- = in'- — n^) / uu'dx, 
dx dxja 

. , . ^ ,du du' ,, -, , 
et SI la quantité — " ÎS^ ^̂ ^ nulle, ou prend la 

même valeur aux deux limites a et è, cette relation 

devient 

f uu'dx — Q. 

• a 

C'est cette propriété de la fonction u qui sert de base 
au mode de détermination des coefficients du développe-
ment en série. 

Généralement, si une fonction u de x satisfait à une 



équation de la forme 

d / X du 

dx F{x,n) u " o, 

ou aura, en désignant par û  la valeur de u qui corres-

pond à l'indice 

f [F(x,n')-F(x,n)]uu'dx; 

par conséquent, si la quantité 

,du du'\ . . 

est nulle, ou prend la même valeur aux deux limites a 
et et si F(.r, j/) — se réduit à une constante 
jimltipliée par une fonction on aura 

r' j l{x)uu'dx — o. 
^ a 

D'où il résulte que la série 

dans laquelle désigne la valeur de u correspondant à 
la valeur a/de l'indice 72, pourra représenter une fonction 
quelconque f{x)^ entre les limites a et lorsque le 
coefficient A .̂ sera déterminé par la formule 

J f { x ) Ua^ dx — A a. I A ( ¿r ) ul^ dx. 
a ^ a 

Ainsi, par exemple, si l'on considère la fonction 
n ~ cosnx^ l'indice zz satisfaisant à l'équation 

ni idin^ ni — const., 

on pourra développer une fonction /̂ (.r ), de o à sui-



vaut la somme des dilîéreiUes valeurs eu nombre infini 
de eos multipliées eliaeune par une constante. Car 
cos72X satisfait à l'équation 

d'il 
-h n- u — o, 

vl de plus la quantité — s'annule pour x — o 

et X = /, puisqu'elle est égale ici à 

— n cosn'X sin /ix -f- /i' cosnx sin n'x, 

(jui est nul pour x ~ o et devient, pour x — /, 

— /{ cos/¿7 sin/¿/ -I- /i' cos/¿/sin/¿7 
ou 

(— ni tang/i/ -4- n'I tang/i7) cos/¿/cos 

(î'est-à-dire zéro, en vertu de l'équation de condition. 
De même une fonction donnée quelconque de 7i 

pourra se développer entre les limites — i et 4- i suivant 
les valeurs de la fonction 9 (.r, 77, /) correspondant à 
toutes les valeurs entières de 77 de o à H- ce etnmltipliées 
cbacune par un coefficient, si 6 ( x , 77, /) satisfait à 
l'équation 

di) d (1 — 7/- dx 
dx 

puisqu on a r 
n {n -K 1 ) ~ 

— o. 

0 O, 

De même la série 

A0 + A, R A, R, -1-... 4- A„ R, H- . . . 

pourra représenter une fonction de x quelconque enti e 
les limites o et p, si R,/ satisfait à l'équation 

d.x^' dx 
dx -H [7/( 7/ -M) — o, 



. ( 113 

el si la quantité 
, ciRn dR], 

s'annule pour o: = p. 

II. — Cas de deux variables. 

Supposons maintenant que n) soit une fonc-

tion de deux variables .r e i y satisfaisant à l'équation 

( r ) 
Ai-^^y) 

dn 
dx 

dx 

dr 
>', /i )U — o. 

On aura, pour une autre valeur n de l'indice, 

d 

dx 

d 

d'où l'on déduit 

M^.y) 
dir 
dV 

dy H- F ( c-r, r, n' ) U' o. 

.d 
I dx ? (y) ^y 

y = d 

= f f \F{^,y,n')^F{x,y,n)]lJlJ'd.Tdf. 
a ^ C 

Si la fonction f [x.^y) est nulle ou prend la même va-
leur pour = a et X = è, en même temps que f^ (j^'^y) 
est nulle ou prend la même valeur pour = c et = d-, 

rie Mnthêmnt., 3« sér ie , t . II. (Mars i883 . ) 8 
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^̂  — ^ ^̂ ^ prend la même valeur pour 

z. ^ TT/^U j . d i ] ' X = a et X b^ en meme temps que U u est 

nul ou prend la même valeur p o u r = cetj)^ = ou 
queyi (x , J ) soit nul ou prenne la même valeur pour 

7 ^ TvdU X ~ aelx = o, en meme temps que u — u est 

nul ou prend la même valeur pour y = c el y = d'^ ou 
enfin que/s (-^SjO soit nul ou prenne la même valeur 

J A TV dXj' t t dV 
p o u r c eXy ~ a , en meme temps que U — L 

s'annule ou prend la même valeur pour x = a eX y = h\ 
si, en outre, la différence F , 7/) — 7i) se 
réduit à une constante, fonction de 77, ni^ multipliée 
par une fonction ), on voit qu'on aura 

j I l{x,j')lJLydxdrz=:o. 
.1 • c 

Par suite, une fonction quelconque pourra se 
développer en une série de la forme 

et Ton aura 

^ I ( .r, y ) IJ ( .r, r, n) dx dy 
* rt * c 

" A„ ^ I l ( .r, .r ) U' ( .r. n ) dx dy, 
a c 

ce qui déterminera la 
c o n s t â î i i c A - n . • 

A i n s i , p a r e x e m p l e , l a f o n c t i o n Y „ s a t i s f a i s a n t à l ' é -
q u a t i o n 

dy. I , ... 
d'x ' I — d^^ 
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I — UL̂  s'aniiulant pour = — i et IJL -f- i, et 

Y ^ l̂ii _ Y 

prenant la même valeur pour-^ = o et iĵ  = 2?:, si Y^ est 
une fonction périodique de l'angle à, de période 'iir, on 
pourra développer une fonction quelconque '\i) de 

deux variables ¡JL et A, entre les limites — i et -f-1 pour 
UL, et o et 271 pour A, suivant une série de fonctions 
multipliées chacune par une constanle, ou écrire 

n 

0 
le coefficient A,j étant déterminé par la formule 

I I ¡X, ) Y^ dij. d^ •=! / / Yl ¿/a d^. 
• -1^0 • _ 1 . 0 

Mais, pour déterminer ainsi les coefficients, nous avons 
admis le développement en série comme possible, ou plu-
tôt nousavons admis que la série fournie avec les diverses 
valeurs de la fonction ¿¿, multipliées par les coeflicients 
ainsi déteiniinés, représentait la fonction donnée. Or cela 
est loin d'être évident. 

\ oici comment on peut le démontrer généralement. 

I. — Cas d'une seule variable. 

D'après le mode de calcul des coefiicients A .̂ de la 
série 

w A,, + A,̂  4 - . . . 4- A,, 4 - . . . . 

les intégrales prises de a k b de cette série et de la fonc-
tion donnée/'(.r), après leur multiplication par ime cer-
taine fonction A f x ) et par chacune des valeurs de la 
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Ibnclion û ^̂  correspondant à toutes les valeurs en 
nombre infini de Tindice /z, ces intégrales sont égales. 11 
en résulte nécessairement que pour toutes les valeurs 
de X comprises entre a e l b la somme de la série est égale 
à la valeur de la fonction. Ên effet, représentons par cp(a:) 
la somme de la série*, divisons l'intervalle de a à b en 
parties égales; désignons par h l'une des parties et po-
sons a -f- A — , /Tt -f- 2 A = Xo,. • • •) ^ H" (/̂  — I ) A = Xp_ ̂ . 
Si p est infiniment grand, on pourra regarder les inté-
grales, de a à des deux fonctions ^[x) et f { x ) multi-
pliées par comme égales, l'une à 

-+- /"i^(^i) -f- . .-h nip 

l'autre à 

la quantité niq représentant l'expression 

On a donc 

mocp(«) -h -h. . . + ) 
" mj{a) ) -f-. . . -4-

ou 
mo[cp(a) — / ( a ) ] + —/(^i)] 

- m., 

-+- — = o. 

Cetce égalité doit avoir lieu pour une infinité de sys-

tèmes i de valeurs des quantités m^. mj , . . mp_K, 

indépendants entre eux, correspondant à toutes les va-

leurs en nombre infini de l'indice /z; ce qui, d'après la 

théorie des équations linéaires, exige que l'on ait 

ç>(a) — / ( « ) — o, —/(^'i) ~ o , 

— ~ o, . . ., cp ) ) o, 

c'est-à-dire que les fon(aions/(\r ) et ) p r e n n e n t les 
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mêmes v a l e u r s p o u r t o u t e v a l e u r d e x c o m p r i s e e n t r e a 
et b. 

On peut donc écrire, quand le coefficient A .̂ est déter-
miné par la règle ci-dessus, 

II. — Cas de deux variables. 

De même, si l'on désigne par ) la somme de la 

série 

Aa„Ua„ 4- 4- 4- . . . 4- A.^Ua- h. . . , 

dont les coefficients ont été formés avec la fonction don-
née / ( x , } ) par l'application de la formule 

il ^ Î; 

- rt ^ c 

on a, pour chacune des valeurs en nombre infini de l'in-
dice 

p = s q = t p - s q = t 

l'intervalle dea: = a à x b étant supposé partagé en 
parties égales à A et celui àey = c ky = d en t parties 

égales à /r, Xp et représentant respectivement a -j- ph 
et c-i-qk,^ et aip g étant la valeur du multiplicateur 

Y)\]Jih pour X Xp et y = y q ^ 
Cette égalité peut s'écrire 

p=zs q = t 

ÀmÀ LÀ ' r~\q~\ 

s 



et, comme elle a lieu pour une infinité de systèmes indé-
pendants de valeurs des coefficients nip̂ g.̂  correspondant 
chacun à chacune des valeurs en nombre infini de l'in-
dice 72, on en conclut 

c'est-à-dire que les deux fonctions / ( x . j ) et ) 
prennent les mêmes valeurs pour tout système de valeurs 
de X etj^ compris entre x ~ a^ x~ h et entre j = c, 

11 convient de remarquer que ce théorème se ti ouve-
rait évidemment en défaut dans le cas où la fonction u 
serait de sa nature essentiellement paire ou impaire par 
rapport à l'une des variables et où on l'assujettirait à 
fournir le développement en série d'une fonction im-
paire ou paire de cette variable entre deux limites — a , 
-h a égales et de signes contraires. 

QUELQUES P R O P R I É T É S D'UNE C L A S S E DE C O U R B E S 
S P I R A L E S , 

PAR M . I > \ Q U Ï K K I : . 

Recherchons les courbes dont la tangente t.ournc 
avec une "vitesse angulaire d'orientation proportion-
nelle Cl celle du rayon vecteur mené d''un pôle fixe au 
point de contact. 

Cette définition caractérise une sorte de spirale s'in-

iléchissant d'un mouvement uniforme sur le r a y o n 

vecteur p quand celui-ci tourne lui-même d'un mouve-

ment uniforme. Si nous désignons par ^̂  le coeHicient 
d'infléchissement et par V l'angle sous h quel la (M)urbc 
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coupe le rayon veeteur, on aura, en prenant pour axe 
d'orientation un rayon vecteur normal, 

P 

V . i c o - i - Î , 
P 

( J L > 
c o s -g doi ^, p 

'-y— ^ tang\ == dp ® . 0 3 ' 
Slll — p 

d'où l'équation générale des courbes, en coordonnées 

polaires, 

(F) pr^^acos/^-. 
p 

Si p est positif, l'angle Y augmente en même temps 
que l'angle polaire co, et la courbe est tout entière com-
prise dans l'intérieur du cercle p = a, de rayon égal à la 
normale à l'origine. 

Si p est négatif ( = — //pour mettre le signe en évi-
dence), l'angle V diminuera quand co augmentera et la 
courbe sera tout entière extérieure au cercle décrit clu 
pôle comme centre avec la normale à l'origine pour 
rayon. Cette courbe 

( Q ) p cos? ~ ^ 

est la réciproque par rayons vecteurs de la courbe 

( P ) p = a cos'7 — 
q 

du premier système. 
Suivant que;? est positif ou négatif, c'est-à-dire que 

les courbes appartiennent à la première série (P), cour-
bes fermées, ou à la seconde (Q) , courbes à brandies 
infinies, les rayons vecteurs tangents au pôle, ou les 
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asymptotes correspondent aux directions telles que 

w — 1 ) T: 
1p ' 

h étant un entier quelconque. 
Les points de contact sur le cercle p = ¿z, ou som-

mets de la courbe, correspondent aux directions telles 
que 

0) 'X k T: 

Les rayons vecteurs normaux sont axes de la courbe. 
11 en est de même des rayons vecteurs tangents lorsque^ 
est pair. 

Boucles.—Chaquefoisque^ varie de ~ ~ ^̂ ^ >2 

la courbe donne un arc composant une demi-boucle 

d'amplitude angulaire p Lorsque -\ar ie ensuited'une 

quantité égalé de — a ——7 on obtient, si p 

est pair, une demi-boucle symétrique de la précédente 
par rapport au rayon vecteur de contact (ou parallèle à 
l'asymptote) et, si p est impair, une demi-boucle symé-
trique au contraire par rapport à la normale au point de 
jonction. 

Les deux demi-boucles forment dans le second cas un 
arc continu symétrique par moitiés ; dans le premier, 
elles ont l'apparence d'un arc symétrique ayant sur son 
axe de symétrie un point de rebroussement de première 
espèce. Ce point de rebroussement pourra être simple-
ment apparent si la courbe esta centre et peut alors être 
décrite d'un trait continu par une autre succession des 
arcs partiels; il sera réel si la courbe n'a pas de centre 
au pôle. Dans ce dernier cas, la seconde demi-boucle peut 
être réelle, ou bien disparaîire si p avait une valeur frac-
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lioliiiaire irréductible à dénominateur pair ; alors la demi-
boucle précédente présenterait au pôle une apparjence 
de point d'arrêt. Toutefois ce point d'arrêt ne serait 
cp'apparent au point de vue graphique. Le rayon de dé-
part, normal à la courbe, étant en effet axe de symétrie, 
en faisant tourner, à partir de sa position, le rayon vec-
teur en sens inverse, il repasse symétriquement par les 
mêmes valeurs en complétant la boucle d'une partie sy-
métrique qui la ferme en présentant un point angulaire 
au lieu du point d'arrêt. 

En réalité, une boucle complète correspond à la varia-

tion d'angle ^ d e — ayant pour amplitude de 

rotation pr.. 

La courbe se compose d'une succession (limitée ou 
indéfinie) de boucles égales disposées en rayon autour 
du pôle, milieu de toutes les boucles. 

Nous n'eutrerons pas dans les détails de la discussion 
descriptive des variétés de ces groupes qui sont enfantées 
par les diverses hyj)othèses à faire sur les valeurs res-
pectives de m et /z, si Ton fait d'une manière générale 

p = — ' Cette discussion, d'ailleurs fort intéressante, ' m ' ' 
mais des plus faciles, peut se résumer en quelques mots, 
ainsi qu'il suit. 

Description. — Les courbes spirales à infiexion pro-
portionnelle, telles que la variation d'inclinaison de la 

tangente sur le rayon vecteur soit dans le rapport ^ 

avec la rotation de celui-ci ( V variant de T: quand co 

croit de 2a = ^ 7:)? se composent d e b o u c l e s d'ampli-

tude aniifulaire commune écrale à — • Ces boucles, toutes 

égales entre elles dans une même courbe, sont disposées 
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de Ja manière suivante, en supposant la faction ~ 

rendue irréductible : 

P R E M I E R CAS : in et n impairs, — m boucles décrites 
d'un trait continu, alternativement dans l'angle du rayon 
vecteur et dans son opposé par le sommet. Les angles 

du plan d'amplitude 2a = ^ tt sont alternativement oc-

cupés par les boucles et vides. Leurs circonvolutions 

font n fois le tour de la circonférence. 

D E U X I È M E CAS : n pair,, m impair. — M boucles join-

tives à rebrousseuient de première espèce. Les circon-

volutions n'occupent qu'un arc de rotation de ^ circon-

férences. 

T R O I S I È M E CAS : m pair, n impair. — Courbes à cen-
ti e, formées de m boucles disjointes, se réunissant au 
centre par les points anguleux dont les brandies ont 
le meme écartement que l'amplitude de la boucle. 

Les deux branches symétriques par rapport au centre 
forment par leur réunion une ganse à centre et à double 

inflexion. La courbe entière se compose de ^ ganses 

pareilles, séparées par des espaces vides d'amplitude 
angulaire égale h la leur, et occupant par moitié un 
espace angulaire de n circonférences successives. 

Q U A T R I È M E CAS : — incommensurable. — C e cas,mul-^ n 
tiple et analogue en ses trois divisions aux trois précé-
dents, en diilère uniquement en ce que le nombre de 
boucles, toujours identiques entre elles, est indéfini, ainsi 
que le nombre de circonvolutions de la courbe. 

Suivant la nature des ternies m et TZ de la fraction, la 
('ourbe partagera les caractères généraux de la classe 
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correspondante de courbes à coeliicient d'infléchisse-
ment commensurable, savoir : 

Courbes à trait continu, à rayons vecteurs alterna-
tivement positifs et négatifs pendant une amplitude 
déterminée-. 

Courbes à rebroussement de première espèce com-
posées d'une succession indéfinie de boucles jointives 
identiques-, 

3" Courbes à centre, formées d'une série de ganses à 
centre et à double inflexion, se succédant indéfiniment 
en laissant entre elles des intervalles angulaires vides 
égaux à leur amplitude. 

Propriétés remarquables de ces courbes. — Cher-
clions la distance o du pôle à la tangente, rayon vecteur 
du point correspondant de la podaire du foyer par rap-
port à la courbe. 

Soit 9 l'orientation polaire de la perpendictdaire 5 à 
la tangente; on voit immédiatement que 

0 oj - - \ — - CO ( I i- - ) . 
, PJ 

d où 

( \ ) — r:.: \ 
p P r vi 

Dans cettc; relation, l'angle V représente à la fois 
l'inclinaison du rayon vecteur (p, w) sur la'courbe pri-
mitive (/?) et celle du rayon vecteur (S, 8) sur la po-
daire, angles égaux à simple inspection de la figure dans 
laquelle la normale à la podaire va passer par le milieu 
du rayon vecteur de la courbe. 

On voit par suite que la podaire d'tine spirale à in-
flexion proportionnelle cà la rotation du rayon vecteur 
est une spirale de nicme nature, se déduisant de la pre-
mière par la simple substitution de [p -f- i) à p. 
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Le rapport du mouvement angulaire de la tangente 
par rapport au rayon vecteur au mouvement angulaire 
absolu de celui-ci étant, pour la courbe primitive, 

diii p n 

sera, pour sa podaire, de 

dV 1 m 
d^ p -hi /I -T- m 

et au contraire pour la courbe antipodaire, dont la pri-
mitive est la podaire, de 

dW I m 
d^ p — I n — m 

S'il s'agit de courbes à branches infinies, nous met-
trons les signes en évidence en faisant — p = et nous 
aurons pour leur équation 

to 
p CDS'? - =z a. 
^ q 

L'équation de la podaire de cette courbe est 

w 
p CDS'?"' - - — a ; q i 

celle de son antipodaire 

q 1 

Distance de la tangente au pôle, — La distance 8 du 
pôle .Ì la tangente à la courbe rayon correspondant 
de sa podaire, a pour valeur 

•v . I iìì 0 ~ p Sin > ~ 0 COS - to ̂  a cos/'-*-̂  — • p p 

Elle ne peut devenir nulle ou infinie que lorsque 

( 'OSest lui-même nul, c'est-à-dire pour les points ex-
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trèines des boucles ou spires successives pour lesquelles 
p est soit nul, soit intlni. 11 n'y a donc d'autres tangentes 
passant au pôle que les tangentes aux points où les bou-
cles se croisent au pôle et les asymptotes. 

Asymptotes. — La distance o des asymptotes aux 
branches infinies est donnée par l'expression 

^ , (O 
t — a cosi~'7 — . 

Trois cas sont a considérer relativement à leur posi-
tion : 

q ^ ^ — o. — Branches hyperboliques dont les 
asymptotes passent toutes au pôle. C'est le cas de m-^n^. 

2̂  =: I, S ~ T7, — Cas singulier. Droite à distance 
finie du pôle. 

1, 8 = 00 . — Toutes les branches sont para-
boliques. C'est le cas de Jî . 

Ainsi, lorsque m et n sont de signes contraires, les 
branches infinies seront paraboliques ou bien auront 
des asymptotes issues du pôle suivant que n sera de va-
leur absolue supérieure ou inférieure à celle de m. 

Remarque. — L e s courbes [p) et les courbes [q) pour 
lesquelles les argumentset q ont la même valeur, étant 
évidemment transformées l'une de l'autre par rayons 
vecteurs réciproques issus du pôle, les asymptotes des 
courbes [q] ou cercles de courbure de leurs points à l'in-
fini sont les transformées des cercles de courbure des 
courbes [p) en leurs points situés au pôle. Il en résulte 
les valeurs suivantes pour les rayons de courbure des 

branches au pôle, l o r s q u e — ~ est positif : 

Infinis pour p i , soit m ^ 72 -, 

2"" Égal à - pour — i , soit m ~ n ; 

3" Nuls pour p ^ I, soit m 77. 
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Les courbes pour Jescjuelles m ^ n sont donc inii-

ninient aplaties au pôle -, celles pour lesquelles 77z « 
y sont infiniment courbées y présentent un point cir-
culaire. Les premières y présentent une inflexion dans 
les courbes à centre, ou un point angulaire dans les 
courbes n'ayant pas de centre. 

Rajon de courbure. — L'orientation 6 delà normale 
étant liée à celle w du rayon vecteur par la relation 

w _ 0 

P " -f- I ' 

le rayon de courbure R aura pour valeur 

ds p dio p p a I/O s in V p -r I s in V 

Or, désignant par N la longueur de la normale limi-
tée à la perpendiculaire menée au rayon vecteur par le 
pôle, cette relation équivaut à 

n - P - X. 

Le rayon de courbure est dans un rapport constant 
avec la normale (longueur limitée àia perpendiculaire 
au rayon vecteur). Cette remarquable propriété pourrait 
servir de définition au genre de courbes considéré. 

11 en résulte que le rayon de courbure sera nul ou 
infini en même temps que la normale (sauf le cas de 

—- — i \ Il ne peut donc être nul qu'au pôle, et infini 
qu'à l'infini ou lorsque le rayon vecteur est tangent à la 
courbe. On retrouve les conclusions déjà obtenues au 
sujet des asymptotes et des points circulaires. Si i = o, 
la courbe est une droite et R — co en tous ses points. 

La courbe ne peut avoir d'inflexions qu'au pôle. Ce 
fait résulte a priori de ce que, le mouvement angulaire 
absolu de la tangente étant proportionnel à celui du 
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rayon vecteur, est toujours de même sens que celui de 
ce dernier, ou toujours de sens contraire, et par suite de 
sens invariable. 

Remarque /. — De tous les cercles tangents aux 
courbes passant par le pôle, aucun ne saurait être cercle 
de courbure au point de contact, puisqu'il se transfor-
merait avec la courbe réciproque en une tangente passant 
au pôle touchant la courbe en un point à distance finie. 

Remarque IL — Les rayons de courbure de deux 
courbes de paramètres différents en des points situés sur 
les mêmes rayons vecteurs sont dans le rapport 

^^ — ') ^ — l pip'-i-i) 
R' p'(p-{-i) N' p' sin V/?'(/? H-i) 

Remarque IIL — Si l'on considère les deux cour-
bes [p] et (//), telles que 

la courbe p'— — s e r a réciproque de la po-
daire de (/?), et par conséquent sa polaire réciproque par 
rapport au cercle de transformation p = a. L'angle des 
deux tangentes aux points des deux courbes situés sur le 
même rayon vecteur sera 

V - V O) 
\P P 

Si l'on considère les courbes définies par les trois pa-
ramètres 

I r i 
P P ^ p -h i 

soit 
m m - m 
n n m m n 

c'est-à-dire une courbe, sa podaire et sa polaire réci-
proque, appartenant toutes les trois à la même division 
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(courbes continues, courbes à rebroussement, courbes 
à centre), le nombre m des branches reste le même, 
mais leur amplitude dans les deux dernières est de Tt su-
périeure à celle de la première pour chaque boucle, 
comme il est du reste évident à priori, puisque les 
rayons extrêmes de la podaire sont les perpendiculaires 
sur les rayons extrêmes de la courbe primitive symé-
triques l'un de l'autre par rapport au rayon vecteur nor-
mal, axe commun aux trois courbes. 

Remarque If^^. — L'angle des tangentes aux extré-
mités de deux rayons vecteurs est égal à la fraction 
constan t(; 

I p \ m n \ q - \ __ , - - - , ou r — 2 , 

/> p n g q 

de l'angle de ces rayons vecteurs. 

Remarque T . — Comme corollaire : Les tangentes 
aux n points d'intersection d'un même rayon vecteur 
avec les diverses boucles, ou branches, sont parallèles aux 
côtés d'un polygone régulier de a/i côtés. En effet, les 
angles 

Vi, V,, V,, 

correspondant aux rotations 

0) [o, T, ( n — I )'ît] 

sont respectivement égaux à 
71 O) I - ^ , 

H f — [o, r, 2 71, . . . ,(n~T)7r . 

Remarque VI. — Si l'on considère une même courbe 
(/>) dans deux positions nedifíérant que par l'orientation 
de leurs axes faisant autour du pôle commun l'angle 
les tangentes aux points situés sur le même rayon vec-
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leur dans Tune et l'autre courbe seront inclinées Tune 

sur l'autre de l'angle ^ • En conséquence : 

Remarque VII. — Si l'on a une série de courbes [p) 
de même pôle et liomotliétiques, elles auront pour tra-
jectoires orthogonales la série des courbes (p), sem-
blables, de même pôle et dont les axes sont inclinésde 

l'angle p ^ sur ceux des premières. 

Les trajectoires coupant toutes les courbes de la série 

sous l'angle constant ^ sont les courbes semblables, dés-

orientées de l'angle p. 

Caustiques par réflexion du pôle. — Le pôle étant 
considéré comme point lumineux, la caustique secondaire 
de la courbe 

sera la courbe 

CO 

i — a cos/^ — 
P 

r . W P — a cos/'-̂ i -

on sait en construire le centre de courbure, ou point 
brillant. La caustique par réilexion du pôle sur la courbe 
considérée comme miroir est donc connue par points. 

Tl lÉeUÈME DE GÉOMÉTRIE 

PAR M . ERNEST C E S A R O . 

Parmi toutes les droites invariablement reliées au 
trièdre formé par la tangente, la hinormale et la nor-
male principale en un point M quelconque d'une 

C ) Généra l i sa t i on d'un t h é o r è m e de M. Appel l . 

Ann. de Mathémat.^ série, t. If. (Mars i883.) 9 
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courbe, autre qu'une hélice, il n j a que les droites 
suivantes qui engendrent une surface développable : 

1° La tangente, et les parallèles à la tangente si-
tuées dans le plan tangent; 

La droite polaire, et les parallèles à la droite 
polaire situées dans le plan mené par cette droite 
parallèlement au plan tangent ; 

Les tangentes à la parabole du plan osculateur, 
qui a son sommet en M, son foyer au centre de cour-
bure ; 

4 " L^es tangentes à la parabole du plan normal, qui 
a son sommet au centre de courbure, son foyer en M. 

I. On sait que la eondition nécessaire et suffisante 
pour que la droite représentée par les équations 

T " " i r " " 

engendre une surface développable est 

( (B dC — C dJ^)djr + (C dA — A dC)dv 
j -i- (AdB ~BdA)dz = o. 

Prenons comme axes la tangente, la binormale et la 
normale principale en un point M de la courbe, et con-
sidérons le trièdre formé par les mômes droites, au 
point M' infiniment voisin. On trouve aisément que les 
cosinus directeurs des anciennes directions des arêtes du 
trièdre, par rapport aux nouvelles, sont 

T I, o, ~£, 

B o, l, 

N r,. ,, 

£ et 7, étant les angles de contingence et de torsion. 
Parmi les huit trièdres trirectangles formés parles trois 
droites en question, on a choisi celui qui contient Télé-
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nient de courbe MIVF. Soient D , D ' deux positions inii-
niment voisines d'une droite invariablement liée au 
trièdre. Soient A, B, C les cosinus directeurs de D par 
r a p p o r t aux anciens axes, ou de D ' p a r rapport aux nou-
veaux. Une formule connue donne immédiatement 

{ A + i/Ar=cos(D^T) = A — Cs, 

B-|-^B==cos(D^B) = B —Cr., 

( G - i - i / C = : c o s ( D ' , N ) = : A £ - + - B T , 
d'où 

i/C —As-f-Br,. 

Des considérations analogues nous donneraient 

dx — -- ôz ds = {p 

f d:^^ ~ zx ^ Tj J. 

Si l'on porte ces valeurs dans l'égalité (i), celle-ci de-
vient 

- [A(Cx — Az — Ap) + — C j ) - p]zr,=zo. 

Si la courbe n'est pas une hélice, le rapport - varie, et 

il faut, pour que la condition ci-dessus soit remplie, 
que les coefficients de soient séparément nuls. 
On doit donc avoir 

/ B(G^ — A ^ —Ap) — o , 

( A(CJ? — A ^ —Ap) + B(B^ — G / ) — p. 

On ne peut supposer A et B nuls tous les deux, ou tous 
les deux différents de zéro, car, dans l'un et l'autre cas, 



( . 3 . ) 

la troisième des conditions (2) ne serait pas remplie. 
Nous devons donc supposer B nul et A diiiérent de zéro, 
ou bien l'inverse. 

JJ. B = o (parallèles au plan osculateur). On doit avoir 

( G r = o, 
I A(G^ — — A - ) p . 

i" C = o( A — I, parallèles à la tangente). La deuxième 
condition devient 3 = 0 (plan tangent). 

o/'J — o (plan osculateur). En posant A ~ c o s ( o , 

N 

C 
\ 

X A T M 

sinw, la deuxième condition devient 

( 3 ) X sin to costo — ^ cos-to — p sin t̂o. 

Soit AB la position de la droite pour une valeur déter-

minée de LO. On a, en faisant ^ = o dans l'équation (3), 

MA = p tango). 

Or, si l'on élève AG perpendiculaire à AB, on a évi-

demment 
MA =zz MC tangto, 

d'où l'on conclut que C est le centre de courbure. L'en-

veloppe des droites AB est donc l'antipodaire de MT 

par rapport au pôle C. C'est, d'après une propriété 

connue, la parabole ayant son sommet en M et son 

foyer en C. 
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III. A -- o (parallèles au plan normal)» On doit avoir 

i « C = o ( B ~ i , parallèles à la binormale). La 
deuxième condition devient z = p (plan mené par le 
centre de courbure parallèlement au plan tangent). 

X o (plan normal). En posant B—cosoj , 
C = sinto^ la deuxième condition devient 

^ cos- w — y sin w cos w — p, 

ou bien, si l'on transporte l'origine en C, 

^ coŝ w — J sin to cosw — p sin'̂ o). 

Cette équation ne diiîère de l'équation (3) que par le 
changement de p en — f (et de x en y). L'enveloppe 
des droites qu'elle représente est donc une parabole 
égale à la première, mais tournée en sens inverse, c'est-
à-dire ayant son sommet en C et son foyer en M. 

SOLUTWN GÉOMÉTRIQUE DES QUESTIONS 1 3 9 3 ET 1 3 8 7 
(voir 3" série, t. I, p. U 3 e t U l ) ; 

P A R M . G . G H A T E A U , 

E l è v e clu Lycée Condorce t . 

Par un point quelconque M d'une hyperbole, on 
mène des droites parallèles aux asymptotes ; par un 
autre point A pris arbitrairement sur l'hyperbole^ on 
mène deux cercles, tangents aux asymptotes et ayant 
leurs centres sur Vaxe transverse de la courbe : dé-
montrer que ces deux droites et ces deux cercles sont 
tangents à un même cercle, 

(Considérons le cercle O comme la directrice d'un cône 
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dont le sommet se projette en S, le contour apparent du 
cône se composant des asymptotes de Thyperbole. 

Supposons que nous fassions glisser ce cône parallèle-
ment à lui-meme, de manière que son sommet décrive la 
verticale du point S perpendiculaire au plan de la figure : 

le cercle d'intersection avec le plan de base se déplacera 
en restant tangent au contour apparent primitif, et il 
arrivera un moment où le cône transporté aura pour di-
rectrice la circonférence Oi dans le plan de base^ soit S^, 
coïncidant avec S, la projection du sommet transporté. 
Je dis que l'hyperbole est précisément la projection de 
l'intersection de ces deux cônes. 

En effet, ces deux cônes, étant homothétiques, ont une 
section plane commune à l'infini : ils se coupent donc 
suivant une seconde courbe plane, et, comme les généra-
trices de contour apparent sont parallèles, cette courbe 
est une hyperbole dont les asymptotes sont parallèles à 
ces génératrices de contour apparent, et de plus situées 
dans les plans tangents suivant ces génératrices. D'ail-
leurs cette hyperbole passe par les deux points A et B, 
puisque ces points sont à la fois situés sur les deux bases. 
Donc l'hyperbole d'intersection a bien pour projection 
l'hyperbole donnée. 
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Cela posé, considérons un point quelconque M de l'in-
tersection et joignons-le aux deux sommets ; puis suppo-
sons que nous fassions glisser le cône S parallèlement à 
lui-même, de façon qu'il ait toujours la génératrice SM 
commune avec le cône primitif : il lui sera tangent. 
Amenons le sommet S en M : alors le cône ainsi trans-
porté aura sa section par le plan de la figure tangente à 
la base O du premier cône. Supposons maintenant que 
nous fassions subir la même opération au cône Ŝ  : une 
fois le sommet Si amené en M, le cône ainsi transporté 
sera également coupé par le plan de la figure suivant un 
cercle tangent à O,. Mais, le cône Si n'étant que le cône S 
transporté parallèlement a lui-même, les deux cônes S 
et Si, transportés de manière à avoir leur sommet en M, 
coïncident. Leur base Oo est donc à la fois tangente aux 
deux cercles O et 0| ; et, de plus, comme elle est tracée 
sur le cône qui a son sommet en M, elle est tangente 
au contour apparent de ce cône, c'est-à-dire aux pa-
rallèles aux asymptotes de l'hyperbole menées par M. 

Les deux génératrices de contact SM, S^M ayant même 
projection, il en résulte que la droite SM passe par les 
points de contact du cercle O2 avec les deux premiers. 

Il résulte de la démonstration précédente qu'en faisant 
varier le point M sur l'hyperbole, le cercle Oo se déplace 
en restant tangent aux deux premiers, les tangentes à ce 
cercle issues de M restant parallèles aux asymptotes de 
l'hyperbole. On a donc ce théorème : 

Soient deux cercles fixes C et C tangents aux 
droites D ei D' ; on considère un cercle variable K qui 
touche Q et G et on lui mène des tangentes parallèles 
à D ei « D' : le lieu de leur point de rencontre est une 
hyperbole passant par les points de rencontre à distance 

finie des cercles C et C et ayant I) et D' pour asym-
ptotes. 
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Supposons que, au lieu de déplacer le cône S sur la ver-

ticale SSi d'un même côté du plan de la figure, nous le 

déplacions de manière à l'amener en Si de l'autre côté 

du plan par rapport à S : alors ce sera la seconde nappe 

du cône qui sera coupée par le plan de base. Les raison-

nements faits précédemment s'appliquent également à ce 

cas. 

Si l 'un des systèmes de tangentes communes aux deux 

cercles est imaginaire, les deux cônes ont alors un sys-

tème de plans tangents communs imaginaires, puisque la 

trace du plan tangent commun aux deux cônes est pré-

cisément la tangente commune aux deux bases. Or on 

voit que, dans ce cas, l'intersection des deux cônes est 

une ellipse. La projection de cette ellipse est donc le lieu 

des points de rencontre des droites imaginaires tangentes 

au cercle variable et menées parallèlement aux deux 

tangentes communes imaginaires : ce lieu est réel. 

SOLUTION ANALYTIQUE DES QUESTIONS 1 3 8 7 ET 1 3 9 5 ^ 

PAR M. L . G H A U G H A T , 

Élève du Lycée Condorcet. 

Prenons pour axes les bissectrices de l'angle des tan-

gentes communes D et D'̂  soit tangcp le coefficient angu-

laire de D. Le cercle C a pour équation 

( X — a )•- -4- r2 = a2 sin2 o 
ou 

./•--r-J'-— -H <72 COŜ O — i). 

Le cercle C; a pour équation 

x ' î - ^ r - — l a ^ œ -f- a ¡ c o s ^ a = o. 
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Soient {a, ^ ) le centre de Tun des cercles mobiles et A 

le rayon de ce cercle. Un point du lieu sera donné par 

l'intersection d'une parallèle = ^ à l'axe des x et d'une 

droite dont la distance au point (a, ¡3) est égale à "k. On 

aura donc 

(a — ¡ 3 2 = = (¿ïsincp -i-X)-« 

y = X tangcp -h n, 
7 = 

fi — a tangcp — n ^ 

y/1 -h tang^cp 

Remplaçant ¡3 parj'^ et supprimant la quatrième équa-

tion, on a 

d) (oc — — (a sincp 4-A)-, 

{ 2 ) ( a — )2 j2 ( sin cp -H I Y, 
(3) y — tangcp, 

7 — a t a n g c p — 7 1 

\J I -f- tang^cp 

Remplaçant, dans l'équation — P^i' sa valeur 

tirée de l'équation (3), il vient 

(5) {x — a)sincp == X. 

Si l'on ordonne l'équation (i) en on aura une équa-

tion du deuxième degré dont les racines seront a et a^. 
De cette équation 

a^cos^cp — 2 a ( a -V- X sincp) - f - — X̂  o, 

on tire 

(6) ( a - h a i ) cos^cp = 2a- f -2 A sincp, 

(7). aaicos^cp = — X2. 

Les équations (5) et (6) étant du premier degré en a et \ 

on les résout, et l'on porte les valeurs trouvées dans 

l'équation (7) -, on a l'équation du lieu demandé. 
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Les valeurs de a et de 1 sont 

a a\ a — ——- — X tang2cp, 

, .rsino a-\-ax . 
A — ^ s i n - i , 

COS"̂  o '2 

e t l ' é q u a t i o n d u l i e u 

(n. -4- n . <;in2 f:; 
coŝ  cp, aa\ coŝ  cp y'^ 

o u 

{a -H cis „ sin2 ^— -

472— ^x'i tanĝ cp -h (a — â  j'̂ coŝ cp = o. 

C'est une hyperbole rapportée à ses axes, ayant pour 
asymptotes les tangentes communes et passant par les 
points de rencontre des deux cercles, car ces points peu-
vent être considérés comme des cercles de rayon nul 
tangents aux cercles C et C . 

On déduit de là, en raisonnant comme dans la solu-
tion de M. Château, le théorème qui fait l'objet de la 
question 1393. 

Note. — S o l u t i o n a n a l y t i q u e de la m ê m e q u e s t i o n par M. Moret-
Hlanc. 
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QUESTIONS. 

1431. Démontrer que l'expression 

n L V I / \n-h •!/ \ 7i -T- 3 / 

tend vers — l o r s q u e n augmente indéfiniment. 

( E . C E S À R O ) . 
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1432. Parmi hîs cliilires de rang 4/^-ri des puis-

sances successives de 5, les chiiïres 3 et 8 se trouvent 
en plus petit nombre que tous les autres. Par exemple, 
parmi les 64o chiffres de rang g (centaines de millions) 
de 64o puissances successives quelconques de J, cha-
cun des chiii'res 3 (ît 8 se trouve soixante fois, tandis 
que chacun des huit autres chiifres s'y trouve soixante-
cinq fois. ( E . C E S À U O . ) 

1433. Il n'y a que dix-huit espèces de polyèdres 
aux sommets desquels les faces de même ordre concou-
rent en même nombre. 

11 n'y a que dix-huit espèces de polyèdres, dont 
('liaque face contient les sommets de même ordre en 
même nombre. 

3" Ces polyèdres sont les seuls susceptibles de devenir 
réguliers ou semi-rëguliers. ( E . C E S À B O . ) 

1434. L'angle de deux hyperboles équilatères, con-
centriques, est double de l'angle de leurs asymptotes. 

( E . C É S À R O . ) 

1 43o. Quatre semi-droites A, B, C et D sont données ; 
soient a le point où A est touchée par le cycle inscrit 
dans le triangle ABC, et d le point où D est touchée par 
le cycle inscrit dans le triangle DBC : démontrer que le 
point milieu du segment ad est sur l'axe radical des 
cycles inscrits dans les triangles ABD et ACI). 

( L A G C E I I I I E . ) 

1436. On peut construire trois cercles osculateurs 

d'une parabole qui touchent une tangente à cette courbe : 

démontrer que cette tangente et les tangentes aux points 

d'osculation touchent un même cercle. 

( L A G U E R R E . ) 
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INTRODUCTION 

MÉTHODE DES QUATERNIONS, 
P A U C . - A . L A I S A N T , 

Député , Docleiir ès sciences, 
Ancien Élève de l 'Ecole PoIytechiii(}ue. 

Un v o l u m e in 8'' de x x n - 2 4 2 p a g e s ; 1881 . — Prix : 6 f r . 

Les [)reni iers essa is d ' a p p l i c a t i o n d e la m é t h o d e d e s q u a t e r n i o n s en 
i nnice r e m o n t e n t e n 1862. I l s f u r e n t p r é s e n t é s p a r M . A l l é g r e t , d a n s 
line T h è s e d e d o c t o r a t . P r o u h e t , q u i l 'a si j^nalée d a n s les Nouvelles An-
/ / f ï / e s (2^ série, t . Il, i 8 6 3 , p . 333 ), lu i a c o n s a c r é u n e c o u r t e a n a l y s e 
h i h l i o p a p h i q u e , e n t r e m ê l é e d ' a p p r é c i a t i o n s p e u e n c o u r a g e a n t e s p o u r 
l'aNciiir d e s q u a t e r n i o n s . 

Douze a n s a p r è s , en 1874, M . H o ü e l p u b l i a i t , d a n s la Théorie élé-
mentaire des quantités complexes, c o m m e n c é e en 1867, u n e e x p o s i -
linn é l é m e n t a i r e d u Calcul des Quaternions. C e t O u v r a g e a é t é le p r e -
iiiier, é d i t é en F r a n c e , q u i a i t c h e r c h é à v u l g a r i s e r l ' é t u d e d e s q u a t e r -
nions en la r e n d a n t a c c e s s i b l e à t o u s l e s g é o m è t r e s de n o t r e p a y s . 
N< aninoins, en d e l i o r s de c e s deux, t e n t a t i v e s , la m é t h o d e d e s q u a t e r n i o n s 
'""a pas t r o u v é en F r a n c e d e n o m b r e u x p a r t i s a n s ; e l l e a s u r t o u t é t é en 
•'»vt̂ ur c h e z l e s g é o m è t r e s é t r a n g e r s , p a r m i l e s q u e l s n o u s d e v o n s s i g n a l e r , 

A n g l e t e r r e , W . - R . H a m i l t o n , l e u r i n v e n t e u r ; en I t a l i e , G . B e l l a v i t i s ; 
' " V l l e m a g n e U n v e r z a g t . 

Depuis la p u b l i c a t i o n d e c e n o u v e l a l g o r i t h m e , il y a a u j o u r d ' h u i p r è s 
trente a n s , t r è s p e u d e g é o m è t r e s f r a n ç a i s en o n t p r o p a g é l ' e m p l o i ; 

'i\ais n o u s c r o y o n s s a v o i r q u e la m é t h o d e d e s q u a t e r n i o n s c o m m e n c e à 
Pénétrer d a n s le p u b l i c m a t h é m a t i q u e f r a n ç a i s , e t n o u s n ' h é s i t o n s p a s 

en a t t r i b u e r l ' i n i t i a t i v e a u x e f f o r t s s o u t e n u s d e M . L a i s a n t p o u r la 
^'dgarisation de la m é t h o d e d e s é q u i p o l l e n c e s , q u i , o n p e u t le d i r e , a 
K e p a r é l ' a v è n e m e n t d e la m é t h o d e d e s q u a t e r n i o n s . C ' e s t d a n s l e s 
^ouvelles Annales de Mathématiques (9/ s é r i e , t . X I I e t X I I I , 1 8 7 3 -
'^"i ) q u e M . L a i s a n t a s i g n a l é l e s a p p l i c a t i o n s d e la G é o m é t r i e a n a -
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l y t i q u e p l a n e d u e à M . G . B e l l a v i t i s . Il e û t é té d é s i r a b l e q u e ce même 
R e c u e i l renferniiât aussi la g é n é r a l i s a t i o n des é q u i p o l l e n c e s , ou l e u r exten-
sion à la G é o m é t r i e de l ' e s p a c e ; mais l ' a u t e u r a p r é f é r é p u b l i e r direc-
t e m e n t l ' O u v r a g e . 

C o m m e il le d é c l a r e l u i - m ê m e , il a c r u d e v o i r a d o p t e r presque 
e x c l u s i v e m e n t les n o t a t i o n s i n t r o d u i t e s p a r M . Hoiie l ; mais la rédaction 
de son O u v r a g e est i n d é p e n d a n t e de t o u t a u t r e t r a i t é , et peut-être 
c o n t r i b u e r a - t - e l l e à lu i a t t i r e r de n o m b r e u s e s a d h é s i o n s . Il n 'a pas 
v o u l u non p l u s s u i v r e l ' O u v r a g e d ' H a m i l t o n et en p u b l i e r une sorte de 
t r a d u c t i o n . C e t r a v a i l v i e n t j u s t e m e n t d ' ê t r e e n t r e p r i s p a r M . Plarr. 
p o u r l ' O u v r a g e c l a s s i q u e de M . T a i t , qui a v u l g a r i s é d e p u i s longtemps 
les q u a t e r n i o n s en A n g l e t e r r e . 

L e L i v r e de M . L a i s a n t se div ise en onze C h a p i t r e s . 
L e p r e m i e r C h a p i t r e est c o n s a c r é à la déf ini t ion vecteurs elk leurs 

i 'onabinaisons les p l u s s imples , p a r a d d i t i o n et p a r s o u s t r a c t i o n . Ces 
v e c t e u r s sont les e x p r e s s i o n s de t r a n s l a t i o n s r e c t i l i g n e s , et t o u t e s les 
-^ègles de l ' A l g è b r e o r d i n a i r e s ' a p p l i q u e n t r i g o u r e u s e m e n t a u x addi-
t ions et s o u s t r a c t i o n s de v e c t e u r s a y a n t une d i r e c t i o n u n i q u e , et aux 
m u l t i p l i c a t i o n s de ces v e c t e u r s par des n o m b r e s a l g é b r i q u e s rée ls . Comme 
a p p l i c a t i o n s , s i g n a l o n s la d é m o n s t r a t i o n des p r o p r i é t é s des diagonales 
d un q u a d r i l a t è r e , des h a u t e u r s et des m é d i a n e s d 'un t r i a n g l e , e tc . 

L e C h a p i t r e II t r a i t e des o p é r a t i o n s a n a l o g u e s eil 'ectuées sur les bira-
(liâtes, OU r a p p o r t s g é o m é t r i q u e s de d e u x v e c t e u r s . 

L e s r é g i e s du c a l c u l a l g é b r i q u e ne s ' a p p l i q u e n t p lus à ces opéra-
t ions. C ' e s t ainsi q u e la m u l t i p l i c a t i o n est s i m p l e m e n t assoc iat ive , et 
cesse d ' ê t r e c o m m u t a t i v e . 

L a r e p r é s e n t a t i o n a n a l y t i q u e des b i r a d i a l e s déf init une e x p r e s s i o n de 
q u a t r e t e r m e s d o n t l ' e n s e m b l e a r e ç u p o u r ce fa i t la d é n o m i n a t i o n de 
(juaternion. O n r e c o n n a î t que ce s y m b o l e est é g a l au p r o d u i t de son 
m o d u l e p a r son q u a t e r n i o n uni ta i re ou verseur, 

L a p r o p r i é t é assoc iat ive de la m u l t i p l i c a t i o n est essent ie l le dans l;i 
t h é o r i e des q u a t e r n i o n s . C ' e s t a insi q u e A B n'est pas éga l à B A , que 
A2B2 est t r è s d i f f é r e n t de ( A B ) 2 . 

L ' a l g è b r e des q u a t e r n i o n s p r é s e n t e d o n c c e r t a i n e s d i f f i cu l tés spéciales, 
et , a j o u t e l ' a u t e u r , « on p e u t en p r o f i t e r p o u r fa i re la c r i t i q u e d<i Îa 
m é t h o d e des q u a t e r n i o n s , et d é c l a r e r qu ' i l y a là un i n c o n v é n i e n t fonda-
m e n t a l et g r a v e . 

» Mais c e t i n c o n v é n i e n t résul te de la n a t u r e m ê m e des c h o s e s . II re-
p r é s e n t e la t r a d u c t i o n e x a c t e , f o r m e l l e , d 'un fa i t préc is . 

» J e cro is , p o u r m o n c o m p t e , qu ' i l f a u t c h e r c h e r dans ce procéd< 
d ' e x p o s i t i o n t r o p e x c l u s i v e m e n t a n a l y t i q u e l 'une des causes principale-
de la d é f a v e u r dans l a q u e l l e les q u a t e r n i o n s sont restés si l o n g t e m p s ei; 
l ' r a n c e , d é f a v e u r d o n t i ls c o m m e n c e n t à pe ine à se r e l e v e r , a lors quïi 
l ' é t r a n g e r , en A n g l e t e r r e et en A m é r i q u e s u r t o u t , on en fai t tant 
d ' u s a g e dans t o u t e s les b r a n d i e s des jVIathématiques a p p l i q u é e s . 

» O n ne s ' é t o n n e r a d o n c pas que n o u s a y o n s t e n u à a p p u y e r constam-
m e n t le d é b u t de n o t r e e x p o s i t i o n sur des c o n s i d é r a t i o n s géométriques, 
a v e c u n e ins is tance qui p o u r r a i t s e m b l e r e x c e s s i v e et p r e s q u e puérile 
sans les c o n s i d é r a t i o n s qui p r é c è d e n t . » 

U n e fois a r r i v é à la déf ini t ion et à la n o t a t i o n des q u a t e r n i o n s , Ta"' 
l e u r c r o i t d e v o i r p lus f r é q u e m m e n t l i v r e r le l e c t e u r à l u i - m ê m e , pour 
p a r c o u r i r s u c c e s s i v e m e n t les sujets t ra i tés dans le reste de l 'Ouvrage 

O n y é t u d i e la l igne d r o i t e et le p lan, le c e r c l e et la s p h è r e , puis on 
déf ini t dans le C h a p i t r e I V la d i f f é r e n t i a t i o n des q u a t e r n i o n s p o u r l'in-
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,plli<rence des propriétés des tangentes aux coniques étudiées dans les 
Ohapitres VI, VII et Vin. 

Le C h a p i t r e I X e s t c o n s a c r é à l ' é t u d e d e p l u s i e u r s f o r m u l e s relatives 
p r o d u i t d e t r o i s , q u a t r e e t p l u s i e u r s v e c t e u r s , e t à la r o t a t i o n d e s 

vecteurs . 

Le C h a p i t r e X t r a i t e d e la r é s o l u t i o n d e s é q u a t i o n s d u p r e m i e r d e -
..lé, c ' e s t - à - d i r e d e s é q u a t i o n s q u i c o n t i e n n e n t u n q u a t e r n i o n i n c o n n u à 
[a p r e m i è r e p u i s s a n c e a v e c d e s q u a t e r n i o n s c o n n u s . C e s n o t i o n s p e u v e n t 
avoir l e u r u t i l i t é p o u r l ' é t u d e d e s s u r f a c e s d u s e c o n d o r d r e , q u i f o r m e 
le su je t d u C h a p i t r e X I q u i t e r m i n e l ' O u v r a g e . 

C h a c u n d e s C h a p i t r e s r e n f e r m e d e s a p p l i c a t i o n s à d i v e r s p r o b l è m e s 
,'t est s u i v i d e d o u z e à q u i n z e é n o n c é s d ' e x e r c i c e s p r o p o s é s . P l u s i e u r s 
d'entre e u x , r e l a t i f s a u x p r o p r i é t é s d e s t é t r a è d r e s , o n t é t é c o m m u -
niqués à l ' a u t e u r p a r M . G e n t y , à q u i n o u s d e v o n s d é j à p l u s i e u r s c o n -
tr ibut ions à l ' é t u d e d e s q u a t e r n i o n s , en G é o m é t r i e e t e n i M é c a n i q u e . 

L ' e x a m e n d e c e s é n o n c é s y f a i t r e c o n n a î t r e p l u s i e u r s p r o p r i é t é s n o u -
velles e t d i g n e s d ' a t t e n t i o n . 

T o u t e s les^ d i s p o s i t i o n s a d o p t é e s p a r l ' a u t e u r f o n t r e c o n n a î t r e e n 
lui la p r é o c c u p a t i o n d e f a c i l i t e r la l e c t u r e d e s o n O u v r a g e e t l ' i n i t i a -
lion a u x n o u v e l l e s m é t h o d e s q u ' i l a p o u r b u t d ' i n t r o d u i r e d a n s n o t r e 
pays. C e t t e p r é o c c u p a t i o n a p p a r a î t d ' u n e m a n i è r e f r a p p a n t e , e t l ' a u t e u r 
lu i -même c r o i t d e v o i r e n a v e r t i r : « Je m e s u i s , d i t - i l , c o n s t a m m e n t 
.•lîorcé de r e n d r e l ' e n c h a î n e m e n t d e s i d é e s a u s s i c l a i r q u e p o s s i b l e , à t e l 
point q u ' o n p o u r r a i t p e u t - ê t r e m e r e p r o c h e r u n e m i n u t i e e x c e s s i v e e t 
une t r o p g r a n d e i n s i s t a n c e s u r d e s c h o s e s p r e s q u e é v i d e n t e s ; m a i s on 
ne s a u r a i t t r o p s ' a t t a c h e r à a p l a n i r l e s d i f f i c u l t é s l o r s q u ' i l s ' a g i t d ' u n e 
( Unie n o u v e l l e . » 

11 est à s o u h a i t e r q u e , g r â c e à c e t t e p r é c i e u s e q u a l i t é de c e L i v r e , la 
iHcthode d e s q u a t e r n i o n s f i n i s s e p a r t r i o m p h e r d e s p r é j u g é s q u i o n t , 
en F r a n c e , r e t a r d é s o n d é v e l o p p e m e n t . 

H . BROCARD. 
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MÉMOlUE SIU Li THÉORIE DE I/ÉLIMINATION ; 

PAR M . H . L A U R E N T . 

1. Dans ce Mémoire, je me propose de faire connaître 
une méthode nouvelle pour l'élimination de plusieurs 
inconnues entre plusieurs équations algébriques en 
nombre supérieur d'une unité à celui des inconnues; LÎ 
travail auquel je me suis livré jettera, j'espère, quelque 
lumière sur la théorie de l'élimination. 

J'admettrai dans ce qui va suivre le théorème de Bézout 
sur l'équation finale, ainsi que ses conclusions relative-
ment au nombre des solutions de plusieurs équations à 
plusieurs inconnues, lorsqu'il n'existe aucune relation 
particulière entre les coefficients de ces équations. 

2. Soient . . . , cp/zdes polynômes entiers en 
X2, . . . , a:« des degrés respectifs m,, ms, . . . , ; je dirai 
que, les polynômes cp ,, Oo,. . . , étant diviseurs, les poly-
nômes F et /sont équivalents, lorsqu'il existera des poly-
nômes entiers , î.ô  • • • ? en x , , 0:2, . . . , Xn tels que 
l'on ait identiquement 

(L) F XICPI-F- / 2 ® 2 - H / . 

Un polynôme/sera dit réduit par rapport aux divi-
seurs cp,, cpo, cp;̂ , quand il ne contiendra pas de 
termes divisibles par x'!^'^ x"^', . . . , x'JI", Réduire un 
polynôme F , ce sera trouver son équivalen t y réduit. 

Remarque, — Les définitions que nous venons de 
donner dépendent de Tordre dans lequel on range les 
polynômes diviseurs ff et les variables x . mais cette dis-

Ann. de Mathémat., 3* sér ie , l . IL (Avril i 883 . ) 1 0 
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linction disparaît quand on suppose 7/1̂  — m2=-. . . = trin̂  
et alors nos théorèmes gagnent en élégance et en symé-
trie. 

T H É O R È M E . — Le nombre des termes d'un polynôme 
, réduit par rapport aux diviseurs cp^, cps,. . . , estWm, 

En eiVet, 

.. . . . (i -H . 

est un polynôme réduit dont tous les coefficients sont 
égaux à un; le nombre de ses termes s'obtiendra en 
faisant x i = ^ * - = x = i , ce qui donne II m : c'est 
le nombre des termes d'un polynôme réduit quelconque. 

3. Dans ce qui va suivre, les termes des polynômes 
que nous aurons à considérer seront de la forme 
Kx\x{^ . . . .rj;̂  ; A sera ce que nous appellerons le coef-
ficient du terme, et x\ . . . sera &on argument^ 
nous conformant en cela à un usage adopté déjà par un 
certain nombre de géomètres. 

Soient 

7.21, 

ai,;. 

les solutions des équations 

soit 
O : 

le déterminant fonctionnel de c:?,, 02-, • • • ? ^^^^ 
plus 

I « T I « 1 2 

1 â i «22 
«"T 1 2 



( >47 ) 

( dans ce déterminant A la i^^^ ligne a pour éléments 
les arguments d'un polynôme réduit en clì^ , a/2, •. ., a/„) \ 
on aura 

(3) A2:= GnD(a/i, a/2, à,«), 

G désignant une quantité indépendante de z, en appe-
lant z une variable entrant dans les coefficients de 
'vo • • • 7 ^^ maniere à les rendre homogènes en 

, ,. . • ? , ^ leurs degrés restants z/z^, /// o,. . ., m,^. 

En d'autres ternies, G ne dépend que des coefficients 
Oo, . . qui multiplient des arguments de degré m, 

(fens cpi, de degré m^ dans cpo^etc. 
En effet, A changeant de signe quand on échange deux 

de ses lignes, A- sera une fonction symétrique des solu-
tions de (2) , ceserà une fonction entière de la variable 

Le second membre de ( 3 ) est aussi une fonction entière 
(le or ce second membre s'annule dès que l'on suppose 
que les équations (2) ont une solution double, tout 
comme le premier membre A -̂ mais le second membre 
ne s'annule que dans cette circonstance ; tout ce que l'on 
peut affirmer dès à présent, c'est que (2 ) a lieu pour une 
certaine valeur de G qui est un polynôme entier en z. 
Si nous prouvons que les deux membres de (3) sont de 
memes degrés en z, il sera établi que G est indépen-
dant de z. 

Or soit ôv le nombre des termes de degré v dans un 
polynôme réduit; le degré de A par rapport aux a et 
par suite par rapport à z sera Svòv^ or Ovest le coefficient 
de V dans 

T ( I -U I -I- ¿2 — . . ¿ ' " I - L ) 

X (l — . t^^-^) . . .(I . .-r-

Ov est le coefficient de f ^ dans -37 ; enfin S v òvest la valeur 
cit 
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1 dT de pour i ~ i ; celte valeur est 

m^ { rn-i — i ) mo ( //¿o — i ) 
;/?2 . . . — ^̂  nii 7773... nifi — . . . , 

c'est-à-dire 

- IJ M ( X — N ) ; 

le degré de A2 est donc II m ( S m — /z ). Or le degré de IID 
est le degré de D multiplié par II m, c'est-à-dire précisé-
ment n/r?(Sm — 7?) : A2 et IID sont donc de même 
degré et l'on a 

ce qu'il fallait démontrer. 

4. Les polynômes réduits jouissent de propriétés 
remarquables qui les rapprochent des polynômes à une 
eule variable -, ainsi : 

On peut déterminer sans ambiguïté un polynôme 
réduit y lorsqu'on connaît les valeurs qu'il prend quand 
(p,, • • • 5 s'annulent à la fois. 

Soit en effet F/ la valeur que doit prendre un poly-
nôme réduit / quand on suppose 

^ a/1, •'̂ 2 = 2, . . • , ^a = a/// • 

En posant 

f gx Tx -4- g-, Or.j, - . . . -f- . . . • • • , 

• • • désignant des coefficients numériques, on 
devra avoir 

= «11 -+- gi «12 -T- . . . , 
F2 = go^ gi^lX-^ g2 »22 

ces équations déterminent . . . . et, par suite,/*sans 
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ambiguïté, si le déterminant que nous avons appelé A n'est 
pas nul, ce qui ne peut avoir lieu que si les équations 
(̂ 2) ont une solution multiple; nous ferons abstraction 
de ce cas singulier, ainsi que du cas où ces équations 
auraient des solutions infinies ou indéterminées. En 
d'autres termes, les solutions de (2) seront toujours 
supposées finies et distinctes; elles sont, comme l'on sait, 
au nombre dem^ 7722 • • • = II/TZ. 

On voit donc que, abstraction faite du cas où les 
équations (2) n'auraient pas Il/n solutions finies, déter-
minées et distinctes, un polynôme réduit sera bien déter-
miné par les valeurs qu'il prend quand les diviseurs 
ÎP,, O25 ••• s'annulent à la fois. c. Q. F. D. 

11 résulte de là que : il existe toujours un, et un seul 
polynôme réduit., équivalent à un polynôme donné. 

[Bien entendu en supposant toujours les solutions de 
( 2) distinctes, bien déterminées et finies.] 

En eiïet, si /'est l'équivalent réduit d'un polynôme F, 
on aura 

V Xj cpj -4- A.2 . . . -T- In ^fl-r-f, 

et en annulant cp̂ , cp2, . . cp,̂ , on voit que / sera égal à 
F; y est donc déterminé par toutes les valeurs de 
X2,.. . , Xn annulant les cp, en vertu du théorème précé-
dent 5 il aura donc une valeur unique et bien déterminée. 

Pour calculer le polynôme réduit équivalent à F, on 
n'a pas besoin de connaître les solutions des équations 
( 2 ) : c'est ce que nous allons établir. 

Soient 

cpi = z ai . . . xi, cp., = V arx\ . . . . . 

les identités qui définissent les fonctions cp̂  multiplions 
la première par tous les arguments d'un polynôme de 
d e g r é — //¿i,la seconde par tous les arguments d'un 
polynôme de degré p — //¿¿̂  et ainsi de suite . on ob-
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tiendra 

équations, désignant en général le nombre des 
termes d'un polynôme complet de degré k h n variables. 
Je dis que ces équations sont en nombre suffisant pour dé-
terminer tous les arguments non réduits de degré au moins 
égal à p en fonction des arguments réduits. Cherchons en 
effet le nombre deces arguments non réduits ; considérons 
enparticulier l'un d'eux divisible par ; si l'on y sup-
prime le facteur il se réduit à un argument de degré 
p — nii ou de degré inférieur. Prenons donc tous les ar-
guments de degrés p —//li, p — m^^ . . . ou de degrés 
inférieurs. Multiplions-les par . . nous ob-
tiendrons tous les arguments cherchés au moins une fois : 
le nombre des arguments cherchés est donc au plus 

IN(/> — m i ) - f - ? s ( / ? — m s ) - ^ - . . . 4 - N ( 7 9 — 

qui est celui des équations dont on dispose pour les cal-
culer ; quand on aura calculé tous les arguments non ré-
duits qui entrent dans un polynôme F donné, on pourra 
le mettre sous la forme F ~ cp̂  H- . . . -j- -+-./? e t / 
sera son expression réduite. Rien n'empeche d'ailleurs, 
puisque l'on sait que le polynôme réduit/existe, de le 
déterminer par la méthode des coefficients indéterminés. 

5. Il existe une infinité de polynômes A,, As, . . ., 
donnant lieu a l'identité 

À R F 1 - r - ÀO 0 2 . . . ~ CP„ O . 

Si en elfet, par exemple, on fait 

~ «11 -V- «12 2 . . . 1- «1/î'f 

X2 " «21 1 «22 'f 2 -r- . . . â n 'f 

flii—O. a/i~ — o,r. 
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l^identité en question aura lieu, quels que soient d'ail-
leurs les quantités «¿y. 

11 résulte de là que, s'il n'existe qu'un seul polynôme/" 
réduit équivalent à un polynôme F, il existera une infi-
nité de polynômes , T̂ oi • • • i donnant lieu à l'iden-
tité 

F XICPI-F- X O O , - ! - . . I N ^ N - R - F . 

Aussi, quand on cherche à rendre cette formule iden-
tique par la méthode des coefficients indéterminés, ne 
faut-il pas s'étonner d'être en face d'un problème indé-
terminé. 

On remarquera l'analogie du problème que nous ve-
nons de résoudre avec celui qui a pour but de trouver le 
quotient et le reste de deux polynômes entiers par rap-
port à une seule variable. 

Supposons par exemple cpi = a'i— a,, cpo^Xo— as,..., 
Of̂  = Xfi — n̂ -, l'équivalent réduit d'un polynôme 
F(x i , . . X/i) sera indépendant de Xo, . . 
et égal à F(a4, as, . . y aura d'ailleurs une in-
finité de polynômes P^, P2v --> r̂n tels que l'on ait iden-
tiquement 

Pn['Tn~ y-n) " F(aî, aa, . . a,,). 

On pourra prendre, par exemple, 

P2 = 

P . -

Xi — ai 
Ffai. . , 

X2 

.,Xn] — F(ai, a,, . . 

Cette dernière remarque sera utilisée dans ce qui va 
suivra. 
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6. Dans la suite, nous aurons besoin de savoir résoudre 

le problème suivant : 

Trouver un polynôme réduit nul pour toutes les va-
leurs de js'i, • • •, ^n égales aux termes d'une solu-
tion des équations excepté pour x^— a/2^..., 
Xn = a/«. 

Le polynôme obtenu en remplaçant, dans A, a/j par Xi, 
a/o par 0:2, . . . , est une solution de la question, mais on 
peut en trouver une autre plus utile. D'après ce que nous 
avons vu au paragraphe précédent, on peut, et cela d'une 
infinité de manières, déterminer des polynômes P ŷ, tels 
que l'on ait identiquement 

cr. P11 ( — a/i ) -h . . . -I- P , « ( — ), 

02(^1,̂ 2, - .-^/i) —92(^/1, a/2, 

Posons alors 

Pu P2. . .. Pm 

— 
P12 P.2 .. 

p,» P-2« . p nn 

ce polynôme \ s'annulera pour x^ = X2— 
quel que soit y, excepté pour i = 7; car, pour i = y, il se 
réduira à D( , a/o, • • • ), qui est différent de o par hy-
pothèse. Pour le prouver, il suffit d'observer que, d'a-
près la définition même des polynômes P/y, pour 

P . . -
do. 
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Le polynôme réduit équivalent à V sera une solution 
de la question, puisqu'il est égal à Y quand les équations 
(2) sont satisfaites. 

7. Supposons maintenant qu'il s'agisse d'éliminer X\, 
Xo, * » JOn entre les équations 

('2) 1̂ = 0, ©2=0, (p„==o, 

(4) F = 

ja dernière étant de degré p en Xi, X2, . . . , et z . 
A cet effet, posons 

o 

/ 5 , 

(6) W/= $000 - •• a/l 1̂00- 36/2̂ 010. • 

Ui est un polynôme linéaire et homogène par rapport 
aux variables Ç dont les coefficients sont les arguments 
d'un polynôme réduit en a/̂ , a/21 . . . par rapport aux 
diviseurs cp, (â ,̂ a/o, • • - ?2 {^¿it ^¿27 "-)•) sorte que 
le déterminant de la substitution (6) qui permet d'ex-
primer les u en fonction des ^ est précisément celui que 
nous avons appelé A. 

Le discriminant du polynôme Q homogène et du se-

cond degré par rapport aux ç est égal au discriminant 

relatif aux a, à savoir H multiplié par le carré du 

déterminant de la substitution (6), à savoir A 2 = IIGD : 

il est donc égal à -g-p • 

Changeons de variables et posons 

(7) ^ 

Commençons à cet effet par résoudre les équations ( 7 ). 
A cet effet, appelons f i un polynôme réduit nul en 
nième temps que cp̂ , cpj, . . . , cp„, excepté pour Xi = a/,, 
X2 = a/2, . . . ; alors, en multipliant les équations (7) par 
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les coefficients de ce polynôme et en les ajoutant, on 
trouve la formule symbolique 

, w///(a/.,, a/2, . . . ) (8) pT" -j-TT-

dans laquelle il faut supposer que, dans le développement 
du premier membre, on remplace x\ x\, , , par x^,^^— 
Or on peut supposer/¿[^¿k-, a/2, ...) = A, d'après ce que 
Ton a vu au paragraphe précédent; donc, en rempla-
çant Ui dans ( 5 ) par sa valeur tirée de (8), on a symbo-
liquement 

^ /f (a/1, a/2,. . .) 

formule dans laquelle il faudra faire 

ri — rjP ni — T 

après avoir développé le second membre. Appelons 8 le 
nouveau discriminant de Q par rapport aux variables 

. . . ; le discriminant de Q relatif aux u que nous 

avons trouvé égal à est égal à o multiplié par le 

carré du déterminant de la substitution donnant les x en 
fonctions de u [formule [y]]. Ainsi on a 

ri F D ' ' ( l Î F D ^ ' 

d'où Ton tire 
. F D l I F ( a n , a , 2 -0 . . n ^ . . ^̂  : 

le discriminant S égalé à zéro donnera donc, en vertu 
d'un théorème connu, la résultante des équations propo-
sées. Donc : 

La rêsaltante de plusieurs équations algébriques peut 
être mise sous la forme d'un déterminant symétrique. 

La fonction Q, dont le discriminant égalé à zéro four-
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nitla résultante, peut être mise sous une autre forme plus 

avantageuse pour le calcul. 
Prenons /}( ) égal à l'équivalent réduit 

de S ± P n P 2 2 . . • P«n, les polynômes P/y étant définis 
comme au n®6; alors /¡(a/,, a/2,. . . ) sera, comme on 
Ta vu, dans ce numéro, égal à D(a/i, a/g. . on aura 
alors plus simplement 

Maintenant, désignons p a r / ' ( x ^ , oto , . . . ; a 4 , a 2 , . . . ) ce 
que devient/;(Xi, X2,...), quand on y remplace a/, par 
a,,a/2 par a2, ..., a/„ par cun, et considérons le polynôme 
Q avant d'y faire . . . = a^ a^. , . = Xp^q,.. ^ ce poly-
nôme est alors un polynôme réduit qui, pour = 

0L̂  2, . . . se réduit à 

F(aH,ai2, . . .,ai^)//(ai, ao, ...), 

qui, pour Xi = agi, X2 — a22, • • •, se réduit à 

F(a21, «22, . . • , «2, . . . ). 

Ces conditions, comme on l'a vu au 4, le déterminent 
complètement. Or le polynôme réduit, équivalent à 

jouit exactement des mêmes propriétés^ il est donc égal 
àQ quand on y suppose x f x ^ . . . = . . . — • • ^ 
et il est évident que, dans la même hypothèse, on aura 
aussi Q égal à 

Ainsi la résultante des équations est le discri-
ndnant, égalé à zéîo, du polynôme homogène du second 
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degré obtenu en faisant x^xl . . . = a^x^ . . . ,,.. . 
dans Vexpression 

F(ai, «2, .. .. ai, «2, ...). 

Pour la facilité des calculs, on fera bien de prendre les 
polynômes P/, comme il a été indiqué à la fin du n° 5 : la 
réduction est en effet alors partiellement effectuée. 

8. Faisons toujours, comme plus haut, 

faisons de plus 

(II) i . . .)—F(ai,a2, . . . j 

eniin posons, en écrivant simplement cp,, cpo, . . . , F au 
lieu de cp, Xo, . . ^ . [x , , x^, . . . .r,,),. . 

CO On F 

( I'D e PLI V,, . . . Pn> i> 

P I « i\n . T> 
' nti P^-L-L n 

Le déterminant B est de la forme 

( L3 ) B ~ AL CPI - f - ) v 2 C p 2 -f-. . . - h 'kn^ri-r À F , 

A,, )v2, désignant des polynômes entiers en x , , 
jr^etz. Si nous désignons, pour simplifier, par cp',, 

cp'2, ...,FMes polynômes cp^(ai, as, ...), y2(a,, ^2,...),..., 
F(ai , a2,...), obtenus en changeant o: 4 en a,, X2 en ag,..., 
dans Çi, 2̂7 • • • 5F, il estfacile de voir que l'on aura encore 

iM) e = -H H - . . . - H X F ' ; 

en d'autres termes, le second membre de (11) n'est pas al-
téré quand on remplace la première ligne par cp', , . . . , F'; 
cela résulte des formules (11), car, si l'on multiplie la 
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seconde ligne du déterminant 6 par — (Xi — ), la sui-
vante par — { x 2 — a a ) , . . . , et si on les ajoute à la pre-
mière, on remplace, en vertu de (i i ), cette première ligne 
p a r cp;, cp;, 

Supposons maintenant que = ai, Xo = ag, . . . , 
Xn=cifi soit une solution commune aux équations (2) 
et (4), B sera nul en vertu de (i4); donc, en vertu de (i3) : 

Si les équations cp, = o, 2̂ = 0, . . . , F = o ont une 
solution commune^ il existera une infinité de systèmes 
de multiplicateurs • • • ? ^n lels que Von ait iden-
tiquement 

cpi-f- }v.2cp2 -f-. . .-f- -4- X F — O ; 

le multiplicateur en général, est de degré , 

Z /?i — /> — n — m/. 
Cela posé, le polynôme B étant identiquement nul, 

en le réduisant par rapport aux variables x^, X2, . . 
avec les diviseurs . . . , cp/o et par rapport à oif, 
a2, . . . , avec les diviseurs 2̂7 • • • ? ?'n ^̂ ^ ^̂ ^̂  nuls, 
on obtiendra un nouveau polynôme réduit, qui sera 
aussi identiquement nul; d'ailleurs, il est évident que 
le polynôme peut également s'obtenir en réduisant 
seulement puisque la réduction de 

e = Ajcpi -L- Xscp',-!-. . .-I- XF' 

est déjà faite partiellement en supprimant 

Ainsi le polynôme s'obtiendra en réduisant XF' ou 
F'S =i= P̂ ^ P22 . . . mais, Sf étant identiquement 
iml, les coefficients des arguments x^x^ . . . de ses 
divers termes seront nuls ; en égalant ces coefficients à 
zéro, on aura un système d'équations en a,,a2, . . . , 
<jue j'appellerai (E), satisfait en supposant a,,a2i ••• 
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remplacés par une solution communes (2) et à ^4)- Ces 
équations (E) sont en nombre égal à /Wi Wg . . . 
nombre des arguments d'un polynôme réduit; elles 
contiennent m^m^ . . . mn arguments a^ a^ . . . sous 
forme linéaire et homogène ; entre ces équations, on 
pourra éliminer les arguments a^ a^ . . . en question. 

Je dis que la résultante seraprécisémentla résultante 
des équations ( 9. ), ( 4 ) • 

En effet, le polynôme 6, n'est autre chose que le po-
lynôme que nous avons appelé Q dans le paragraphe 
précédent, avant d'y supposer 

a J ^ 2 • • • — 1 . . . — ^ ' 

les équations (E) ne sont autres que les équations 

^ ^ - — o, quand on y suppose 

et, par suite, leur résultante n'est autre que le discrimi-
nant de Q égalé à zéro. 

Cette remarque nous fait voir que la solution com-
mune aux équations (2), (4), quand il y en aura une, sera 
donnée par les équations (E), qui non seulement feront 
connaître a,, as, . . . , a/̂ , mais encore tous les arguments 
réduits que l'on peut former avec ces quantités. 

9. La possibilité d'appliquer notre méthode d'élimi-
nation suppose que les équations données soient telles 
que Ton puisse en choisir telles que leurs premiers 
membres cp̂ , cpo, . . puissent servir de diviseurs à 
un système de r^éductions; pour cela, il est nécessaire 
que les équations (2) n'aient pas, quel que soit z, une 
solution multiple ou infinie; le cas où les équations (2) 
auraient une solution infinie peut être facilement écarté 
au moyen d'une substitution linéaire, mais le cas où il 
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existerait une solution double ne peut pas être écarté 

aussi facilement, qu'elle soit finie ou infinie 5 si donc 

cette particularité se présentait, on la ferait disparaître 

en faisant varier infiniment peu les coefficients d'une 

ou plusieurs des équations données, ce qui, comme l'on 

sait, ne fait varier que très peu les solutions. 

Reprenons les équations (E) : leur déterminant étant 

désigné par Z, la résultante cliercliée sera Z = : o , et si 

l'on suppose que les coefficients des équations proposées-

qui sont de degré h par rapport à la variable con-

tiennent une variable i à la puissance h au plus, Téqua-

tion Z = o sera satisfaite pour Xlm,p valeurs de t \ con-

sidérons l'une d'elles en particulier. 

Si tous les mineurs de Z ne sont pas nuls, alors leŝ  

équations (E) se réduisent à Wm — 1 distinctes et font 

connaître un système de valeurs des arguments a^a^... 

unique, plusieurs d'entre eux pouvant être infinis. 

Si tous les mineurs du premier ordre de Z sont nuls, 

d'abord Z = o admet t pour racine double, car, en appe-

lant e un élément de Z et ^ le mineur correspondant, 

on a 
dZ ^ dT. de 
dt Zà'¥e~dt " ^ ' 

les équations (Ë) ne sont plus qu'au nombre à e U m . p — 2 

distinctes; entre ces équations, on pourra éliminer tous 

les arguments, excepté Xi et par exemple, ce qui 

fournira deux valeurs de x^ et deux systèmes de valeurs 

correspondantes des autres inconnues. 

Si tous les mineurs du second ordre de Z sont nuls, 

Z = o admet t pour racine triple; en effet, appelant 
à^ Z 

^ et e' deux éléments de Z, et - r — l e mineur de z du se-' àe de 
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coud ordre correspondant, on a 

(PZ 
dt^ " 2d \Jëdë' 'dt ~dt Te dV^ ) 

= o; 

les équations (E) se réduisent à Um,p — 3 distinctes et 
font connaître trois systèmes de valeurs des inconnues, 
et ainsi de suite; de sorte que, si Z n'est pas identique-
ment nul, le système (2) , (4) admettra llni.p solutions, 
en comptant en général pour k solutions une solution 
multiple d'ordre 

Lorsqueledéterminant Z sera identiquement nul, quel 
que soit les équations proposées auront une solution, 
elles seront alors satisfaites pour une infinité de valeurs 
de i, . . . ; mais, Z étant identiquement nul, ses 
mineurs ne le seront pas en général, mais pourront le 
devenir pour une valeur particulière de i ; pour cette 
valeur, il y aura alors deux systèmes de valeurs corres-
pondantes deXi, — <) oc n'-) on voit, du reste, comment 
on aclièverait cette discussion, en examinant le cas où 
les mineurs du premier, du second ordre, etc., seraient 
identiquement nuls. 

Lorsque trois surfaces du second ordre se coupent sui-
vant une même génératrice, leurs points communs se 
composent de cette génératrice et des points communs à 
leurs courbes gauches d'intersection ; dans ce cas, la ré-
sultante de leurs équations est identiquement nulle, et 
les mineurs de leur résultante s'annulent accidentelle-
ment. 
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N O T E SlIR LA P O N C T U A T I O N , 

PAR M . J . C A R O N , 

Direc teur des t r a v a u x g r a p h i q u e s à l 'Éco l e N o r m a l e supér ieure . 

On se propose de représenter un système composé d'un 
certain nombre de surfaces P, Q, R, S, . . . et d'établir la 
ponctuation en projection horizontale par exemple, ces 
surfaces étant d'ailleurs opaques et prolongées indéfini-
ment. 

Considérons une verticale quelconque, et représentons 
par /?, 5, . . . les points de rencontre de cette verticale 
avec les surfaces correspondantes. Nous supposons ces 
points nommés dans l'ordre où ils se présentent, le 
point p étant le plus élevé. D'après les conventions ad-
mises, c'est-à-dire en supposant l'observateur placé à 
l'infini au-dessus du plan horizontal, le point p est le 
seul vu en projection horizontale, et il cache tous les 
autres q, r., s., , 

Voyons ce qui se passe, lorsque la verticale variable 
se meut de manière à avoir son pied successivement 
dans toutes les régions du plan horizontal. 

Nons entendons par région du plan horizontal tout 
contour formé par les projections horizontales des in-
tersections des surfaces données prises deux à deux, et 
par les contours apparents horizontaux en projection 
de ces surfaces. 

Soit (/?, q) la projection horizontale de l'intersection 
des deux surfaces P et Q : nous remarquerons qu'en 
faisant traverser uniquement la limite [p-i q) par le pied 
de la verticale, il se produit une inversioni dans l'ordre 

jinn, deMaihémat.,3^série, t . II. (Avril i 8 8 3 . ) i 1 
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des points p q sur la verticale variable, c'est-à-dire 

qu'au lieu de lire sur la verticale primitive les points 

dans l'ordre p, . . . , on les lira sur la nouvelle verti-

cale dans l'ordre p. r̂  s.̂  . . . . 

Plus généralement, en traversant uniquement une li-

mite (m, Tz), il se produit dans l'ordre des lettres une in-

version des mêmes lettres m et /z, autrement dit, on 

passera de la disposition pqr . . . nui. . . x j à la dispo-

sition pqr . . . nm . . . x j . 

Nous remarquerons également qu'en traversant uni-

quement le contour [niyji)^ il ne doit exister, dans 

l'ordre des lettres sur la verticale, aucune lettre entre 

m et n avant ou après le passage sur la limite considé-

rée; c'est-à-dire qu'il ne se produit jamais d'inversion 

qu'entre deux lettres successives. 

Enfin, en supposant que les deux lettres p el q entre 

lesquelles se produit l'inversion soient placées les pre-

mières, c'est que la limite (p, <7), intersection des deux 

surfaces P et Q , est vue en projection liorizontaIe, car, 

d'un côté de cette ligne, on voit la surface P , et de 

l'autre la surface Q . Autrement, la limite {p-, q) est 

cachée. 

Dans la série des points /?, <7, r , Î , . . . , on peut en 

avoir appartenant à une même surface; représentons-

les par la même lettre affectée d'un indice, /?, /7o, 

r, 5, qi^ . . . . Si le pied de la verticale traverse le con-

tour apparent de la surface P , les deux points ,/72 

disparaissent en même temps, et il nous reste les points 

/>, q, r , 5, 

A l'aide de ces considérations, nous allons démontrer 

deux théorèmes dont l'emploi permet d'effectuer assez 

rapidement une ponctuation. 

T H É O R È M E I*. — Si un point M coinniun à trois surfaces 
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P̂  R est vu, en représentant un système de surfaces 
opaques P, Q, R, S, . . . , i7 existe trois lignes passant 
par le point !VI et formant six rayons alternativement 
vus et cachés, en supposant toutefois quil n existe pas 
(le plan tangent commun en M, ni que le point M ap-
partienne à un contour apparent. 

Les trois lignes passant par le point M sont évidem-
ment les intersections des surfaces P, Q, R prises deux 
à deux, et de plus il n'y aura pas d'autres limites pas-
s a n t par le point M, que ces trois courbes (/?, q)^ [q^ r), 
(r̂  p). Cependant, il peut exister, dans le voisinage du 
point M, d'autres limites correspondant aux memes ré-
gions de surfaces, mais on peut toujours tracer une cir-
conférence C, ayant pour centre le point M et n'attei-
gnant aucune de ces limites. Enfin, nous négligeons les 
limites passant accidentellement par le point M en pro-
jection, parce qu'elles ne correspondent pas à des li-
mites passant par le point M de l'espace, ce dernier 
point étant supposé vu. Ces nouvelles limiter ne jouent 
alors aucun rôle, et l'on peut raisonner comme si l'on 
ne représentait que les régions de surfaces P, Q, R voi-
sines du point M. 

Faisons marcher le pied de la verticale sur la circon-
/érence C, en partant d'un point quelconque a de cette 
circonférence, et en tournant dans un sens déterminé. 
Dans ce mouvement, nous allons rencontrer successive-
ment les six rayons formés par les limites y), (<7, r), 
(/',/:>), et, par suite, nous établirons leur ponctuation. 

Soit p, q, r Tordre des points sur la verticale«; en 
marchant sur la circonférence, nous rencontrons l'un 
quelconque des rayons en un point a que nous pouvons 
toujours supposer vu; autrement dit, nous supposons 
le rayon Ma vu. 

En traversant la limite Ma au point a, il se produira 
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une inversion entre deux lettres successives q ou 

de plus, le point a étant vu, l'inversion ne peut se pro-

duire qu^entre les deux premières lettres p et q. Ou 

passe donc de la disposition p, r à la disposition (jr, /', 

après avoir traversé le rayon Ma, qui d'ailleurs*ne sera 

autre chose que l'intersection des deux surfaces P et Q . 

Continuons de marcher sur la circonférence C, nous 

atteignons un nouveau rayon M ^ qui, assurément, ne 

sera pas la limite (77, <7), puisque le point M est supposé 

simple. En traversant ce nouveau rayon M¡3 au point 

il se produira une inversion qui, d'après ce que nous 

venons de dire, ne petit plus avoir lieu entre p et q. 
L'inversion possible a donc lieu entre p et et nous 

passons de la disposition h la disposition r , p. 
Cette nouvelle inversion n'ayant plus lieu entre les 

deux premières lettres, la limite traversée M ^ est cachée. 

En continuant de tourner, nous traversons le rayon 

My^ la dernière disposition des points était 77, et il 

ne peut plus se produire d'inversion entre les lettres 

77, r\ on passe donc à l'ordre r., q., p., ce qui prouve que 

le nouveau rayon M y est vu. 

On a donc bien rencontré sjLCcessiyement un rayon 

vu et un rayon caché et, par suite, le théorème est dé-

montré. 

Cette discussion peut se résumer dans le Tableau 

suivant, dans lequel nous avons donné le signe + aux 

rayons vus, et le sigfie aux rayons cachés. 

Marche de la verticale. 

a. a . b. p. c. T- a , . a , . c , . Ti- a. 

O r d r e d e s ( P pq q q q qr r r r rp P P P 
points sur ' p r q P r q 
la verticale. 1 i ' - r r pr P P, P qp q q q rq r 

Ponctuat ion 
du rayon . •^ipg) -ipr) + {qr) -{pq) + {rp) -{rq) 
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Citons, comme application de ce théorème, la re-

présentation d'un système de plans opaques et prolongés 

indéfiniment. 
Après avoir déterminé les intersections de tous les 

plans deux à deux, on coupera tous ces plans par un 
même plan vertical, ce qui donnera un système de 
droites. Parmi tous les points de rencontre de ces diffé-
rentes droites, on peut toujours en choisir un m placé 
au-dessus de toutes les droites; ce point est donc vu en 
projection horizontale. La limite passant par le point m 
sera vue aussi en projection horizontale, dans le voisi-
nage du point m, jusqu'au premier point commun à 
trois plans. En ce point commun, on aura l'occasion 
(l'appliquer le théorème, ce qui donnera deux nouveaux 
rayons vus, et l'on continuera par cheminement, jus-
qu'au moment où l'on ne rencontrera plus de points 
communs; tout le reste sera caché. 

T H É O R È M E IL — Lovsqu^une courbe d'intersection de 
deux surfaces traverse le contour apparent dans Ves-
pace de l'une des deux surfaces, en un point vu, la ré-
gion vue de cette courbe fait suite à un contour appa-
rent vu, en représentant le système des deux surfaces 
opaques. 

Soient C le contour apparent en projection de la sur-
iace Q, et] la projection de l'intersection des deux sur-
faces P et Q. Par hypothèse, les deux courbes 1 et C 
sont tangentes en projection au point vu M, la courbe 
de l'espace I n'étant pas tangente au contour apparent 
de l'espace C. Nous supposons également que la courbe 1 
ne présente ni point double, ni point de rehrolissement 
en M. 

De même que dans le théorème précédent, nous pou-
vons ne nous occupcr que des régions des surfaces P 
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et Q voisines du point M. Traçons alors une circonfé-
rence A ayant son centre au point M, et dont le rayou 
sera choisi assez petit pour que cette circonférence n'at-
teigne aucune limite voisine du point M autre que I et C. 

Faisons marcher le pied de la verticale sur la circon-
férence A, en partant d'un point a extérieur au contour 
apparent C. Cette verticale a coupera seulement la sur-
face P en un point p. La verticale se déplaçant, elle 
coupera d^abord le contour apparent C en un point c, 
puis la courbe I au poin t/. Comme le point M sert de li-
mite entre les parties vues et cachées de la courbe I, on 
peut toujours supposer que le point z est un point vu-, 
nous allons en déduire la ponctuation du point c. 

Or, en passant par le point c, la verticale coupe les 
deux surfaces aux points p et q placés dans l'ordre p, q 
ou dans l'ordre r/, />>, puis au delà du point c, le point cj 
se dédouble, et nous avons les dispositions suivantes 
/>, ou />• 

En arrivant au point i, il se produit une inversion 
entre les lettres/? et abstraction faite des indices; 
comme le point i est supposé vu, il faut que les deux 
lettres sur lesquelles se produit l'inversion soient placées 
les premières : donc la première disposition ÎJTÎ, est 
la seule possible. Si nous revenons au point c, l'ordre 
des points était donc /?, q. et non <7, ce qui veut dire 
que le point c du contour apparent de la surface Q est 
caché. 

La seconde partie du contour apparent de la surface Q 
est alors vue : donc elle fait suite, comme nous l'avions 
dit, à une région vue MÎ de l'intersection. En résumé, 
dans le vt)isinage du point de contact, les régions vues de 
l'intersection (;t du contour apparent ne présentent ja-
mais Taspoct d'un point de rebroussement. 
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SliR L E S T R I A N G L E S C O X J l l G l l É S A UNE CONIQUE 
ET SUR L E S T É T R A È D R E S C O N J U G U É S A UNE QUADRIQUE; 

PAR M . H U M B E R T , 

rrofcsseur de Matliémaliques spéciales au lycée de Bar-le-Duc. 

Je me propose d'exposer dans cette Note, relative-
nieiit awx triangles polaires des coniques, aux diamètres 
conjugués dans les surfaces du second degré et aux té-
liaèdres polaires de ces surfaces, une méthode de calcul 
(jue je crois nouvelle. 

Triangles polaires des coniijues. 

i . Nous supposerons l'équation de la conique donnée 
en coordonnées homogènes; soit 

i l ) A .r2 A > 2 4- 1 Byz -f- i B'zx '2 B".Tr = o 

cette équation. 
Le premier membre peut se mettre identiquement 

sous la forme 

où p, désignent des fonctions linéaires et homo-

gènes de X, 7 , 
P ~ a.r by H- c ^ . 

P ' = ax -7- y y -r- c'-s, 

V"~ d'x -i- b"y -4-

Introduisons maintenant les neuf cosinus directeurs 
de trois droites rectangulaires a, ĵ , y, a/, ¡ii', v', a'', ¡î ', y ' , 
' t choisissons le système pour lequel leur déterminant 
' "J-'̂ f̂ ) est égal à -f- i. 
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xSOus avons l'idenlité 

( P 2 P ' 2 P"2 ( a P - f - a ' P ' - ! - a" P " 

^ ^ ^ I ( p P P ' - - P" -4- ( Y P + Y P ' f 

ou 
P 2 P ' 2 p"2 Q 2 Q ' 2 

en posant 
Q a P a " P " , 

( 3 ) Q':.^ 

Les trois droites Q = o, Q ' = o , Q" — o sont les trois 

côtes d'un triangle polaire delà conique (i),et; si l'on y 

regarde a, ¡3, v, a', ¡î', y', a'', comme neuf quantités 

variables liées par les six relations connues, on voit que 

ce sont les équations générales des trois côtés d'un 

triangle polaire de la conique (i). Les expressions géné-

rales des coordonnées des trois sommets d'un triangle 

polaire s'obtiendront en résolvant les trois systèmes 

d'équations 

\ Q ' - o , ( j Q - o , 

par rapport à x ^ j . z . 
Résolvons le premier système, nous aurons 

d'où 

Or on a 

Y'P"-- o; 

p. p„ ^ 

(p'-f'T (vS"') 

et l'on peut multiplier toutes les coordonnées homogènes 

d'un point par un nombre quelconque. Donc un sys-

tème de valeurs des coordonnées homogènes du premier 
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soiiiiiitit sera donné par les trois équations 

ou 

a X i - ^ b j ' i - h c ^ i = a, 

a'xi -i- b'fi -I- c'zi = a', 

a" Xi b" y i — a". 
On en tire 

( ^ ) 

Xx — -H (¿>"c)a'-f- (6c') a', 

r 1 — (ccd')a -f- (c'a)% -f- (ca') a", 

( a'è" ) a -F- (d'b ) a' -+- ( ) a" ; 

de même, en résolvant les deux autres systèmes d'équa-

tions (4), 

. y.2 = {c'a") 3 -i- {c"a) 3' ( c a ' ) [3", 

l X3 = (6'c")y -f- {b"c)Y (^c')f', 
< 73 = (c'a")Y-+-(c"a)Y'-f-(ca')Y'', 
( z, = {a'b")^(-h(a"by(' ( a b ' j f . 

<6) 

(7) 

Ttdles sont les expressions générales des coordonnées 

des trois sommets d'un triangle polaire quelconque 

d'une conique. 

2. Rappelons que les coefficients ¿Ï, c, a\ 

sont liés aux coefficients A , A', A ^ 

par les relations suivantes : 

/ A a2 -V- a'2 a"2, 

L -f-è'2 

j C2 -F-c'2 H-c"2, 

j B == èc-h 6 c'-h 

1 B' = ca -T- c'a -h c"a", 

\ B" = ab a'b' -h a^b". 

(8) 

En tenant compte de ces relations, on a, entre Xy^^y^yZ ,̂ 
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x.j^r^i -a-) relations suivantes : 

x'I -f- xl-^xl ^ B2 zz. X, 

+ -r-y,z, = B ' i r - AB = i)î,, 
ẑ Xi z-yx., 7 z >x-,i — B"B A'B' = \\W. 

^ x,y. -- x,y, - BB' -

les eo(;fticients JL, X'. -v)»,, ijl,', ift)'' sont les coefiieients 
de la forme adjointe ou de Téquation tangentielle. 

Remarque L — Dans le cas général où le discrimi-
nant n'est pas nul, les trois points i , 2,3 ne sont ja-
mais en ligne droite, car le déterminant des lettres 

7 ,, .ro, r-j? Tg-, i'St égal au déterminant 
des neuf cosinus, multiplié parle suivant 

{b'c") {h"c) {hc') 

( c'a!' ) ( c'a ) ( ca' ) 

{ab") (a"b) {ab') 

qui est égal au carré du déterminant des fonctions li-
néaires P,P' , P '̂, c'est-à-dire au discriminant. Nous ne 
nous servirons de nos formules que dans ce cas. 

Remarque I I , — Au lieu de l'équation ponctuelle, 
on eût pu se donner l'équation tangentielle de la co-
nique sous la forme 

u o ) A - - A'r- sVKV' ^ '1B vMP h 2 Wivu T- 1 &av ~ o ; 

on eût obtenu de la même façon les coordonnées homo-
gènes des trois côtés d'un triangle polaire quelconque. 
Il n'y a qu'à mettre, dans (5), (6), (7 ) , w à la 
place de y, pour les obtenir. De même, en niettant 

à la place de x , 7 , 3 dans les relations (9) , on 
aura les six relations qui existent entrelcs neufcoordon-
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nées homogènes des trois côtés d'un triangle polaire quel-

conque; X-, a/, cl,'', aJb, Ijb''seront ici les coefficients 

de la forme adjointe à la forme ( lo) , c'est-à-dire de 

l'équation ponctuelle de la conique (lo). 

3. OJI obtient aisément de nouvelles relations en ré-

solvant (5) par rapport à a, a', a'', de même (6) par rap-

port à ¡3, P', [y', [y) par rapport à y, y', ^̂  : 

I \y. ~ axi by^ — c 
' Aa' " a'xi -- b'yi -i- c 

Aa" a"xi -h 6">'i -i- c" 

Â  — ax-y -T- by-2 -1- c: 
J Afi' dx. b'y.> -- c' 

— ( fx-y -I- ¿y } 2 c" 
A- ax:i -- by-i -f- c^ 

Av' c'. 
\ Ay" ~ ffxs — -4- c" 

De ces relations, on déduit encore 

-»1 

p;, 

- p., 

- p;. 

(i-i) 

j Pf ^^ p';- = i ' - . 

1 1 - - p ? = A i 

n + = A-̂  

l ' î -i- P I = 

p ; ^ = i-^. 

i>7 + p ; ^ - h p ; - = A2 

A désigne le déterminant des fonctions linéaires?, P', P", 

dont le carré A- est le discriminant de la conique. 

4. Cherchons maintenant si une conique 

f - - '1 b \ z r b'zx 9. b"xy ~ o 

est ou non circonscrite à un triangle polaire de la co-
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nique ( i). Il faudra pour cela que les trois équations 

== -f .. .-h ib"xxyx = o, 
— ax\ - h a > 2 - i - ' . .-t- •ib'x^yi = o, 

= cix\ a'y \ -+-. . . - f - 'ib"Xiyz = o 

soient simultanément satisfaites ; leur somme devra être 

nulle, et Ton aura 

^ ( , 7 1 ' ^ 1 ) ^ i , .V2, -2 ) T ( ^3, , ^3 ) 
= a (vl; -f- a' -h '2 1)1" — o. 

Ainsi, pour que la conique (i3) soit circonscrite à un 
triangle polaire de (i), il est nécessaire que la relation 

a .A a'A' + a!'X' , ib" lIl?" — o 

existe entre les coefficients de l'équation ponctuelle de 
la première et de l'équation tangentielle de la seconde. 

Je dis que, réciproquement^ si cette relation est exacte, 
la conique ( 13) est circonscrite à une infinité de triangles 
polaires de ( i) ; car, prenons un point quelconque de 
( i3), nous pouvons déterminer a, a', a'' de façon que 

ẑ  soient les coordonnées de ce point; la polaire 
de ce point par rapport à la conique (i) coupe ( i3) en 
deux points; nous déterminerons ¡3, de façon que 

J25 -2 coïncide avec l'un de ces points; alors les 
neuf cosinus directeurs seront parfaitement déterminés 
et l'on aura 

cp ( T i , .Ti, ) = o, O {X.2, y2, z.) ) = o, Çi -h cpo -h 'O3 = O ; 

donc cp3 = o, et le troisième point est aussi sur la co-
nique cp = o : c'est le second point où la polaire du pre-
mier, relative à (i), rencontre la conique (i3). Donc 

a X a ' X ' - h . . . -h 2b" i jb" = o 

est la condition nécessaire et suffisante pour que la co-

nique (i3) soit circonscrite à une infinité de triangles 
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polaires de ( i ) ; il y a un pareil triangle pour chaque 
point de la conique (i3). 

Remarque, — Le point (^2, j ^2) étant déjà sur la 
polaire du point [x^, j j , z^), queh quesoient P', il 
n'y aura qu'une relation à établir entre ¡3, ¡â'̂ pour que 
le point (x2, J 25 ̂ 2) soit aussi sur la conique cp = o. 

5. Enfin, si l'on se place au point de vue des coordon-
nées tangentielles, 

a alo -f- a'X' -f- . . . -i- 2 è" 1)1)" = o 

est la condition nécessaire et suffisante pour que la co-
nique (i) soit inscrite dans une infinité de triangles po-
laires de (i3). On obtiendrait ce résultat en se servant 
des formules analogues relatives aux coordonnées tan-
gentielles. 

Système de diamètres conjugués dans les surfaces 
du second degré, 

6. Nous regarderons (i) comme étant l'équation du 
cône des directions asymptotiques d'une surface du se-
cond degré à centre unique, et ^ comme étant pro-
portionnels aux cosinus directeurs d'une droite passant 
à l'origine (c'est ce que nous nommerons des coeffi-
cients directeurs). Alors •^SÎJTSÎ^S 

seront les expressions générales des coefficients direc-
teurs de trois directions conjuguées de la surface. 

L'équation de la surface rapportée à son centre pourra 
se ramener à la forme 

Kx'^ -h Ay-f-.. .-î- iB"xy = I ou P2 P'2 -î- P"2 = 1 , 

en prenant pour origine le centre de la surface. 
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La relation 

a do . . . -t- ¿>" llî>" = o 

est la condition nécessaire et suffisante pour que le cône 
(i3) soit circonscrit à une infinité de trièdres polaires 
du cône (i) ,et aussi pour que le cône (i) soit inscrit 
dans une infinité de trièdres polaires de (i3). 

Applications, — Nous allons donner diverses appli-
cations de nos formules. Calculons d'abord les coordon-
nées X i , Yiy Z , , Xo, Yo, Zo, X3, Y3, Z3 des extrémités 
de trois diamètres conjugués quelconques. On a 

" ri " -1 " 

en exprimant que Téquation de la surface est satisfaite 
pour X = .r, Y = y, Z = on a 

On a donc 

: 14 ] 

- i - - i> R ) -

1 2 ) , 

A -̂  A ̂  À " - - . 
A 

V , - z , 

i " ^ 

, =: û , z . 
A 

X - V 3 = 
> ' 3 y 

Cela posé, appelons di.d^-^d^ les longueurs des trois 
demi-diamètres conjugués, nous aurons 

r i - - - , 

(ô) / rf^ = Î J J l i i j l i J 



1° La soììinie des car? es des longueurs de trois dia-
mètres conjugués est constante. 

Car, en ajoutant les trois égalités (i5), on a 

(i6) d\ -^dl-^r- dl = 
A2 

La somme des projections de trois diamètres con-
jugués sur un axe quelconque est constante. 

Car on peut regarder Taxe des x comme une droite 
quelconque passant par le centre, et, d'après (i4)? a 

\ 2 V 2 ^ A 2 _ 

A2 

X<? volume du tétraèdre ayant pour arêtes trois 
demi-diamètres conjugués est constant. 

En eilet on a 

X , Y , Z I x^ r¡ z¡ 
( ' 7 ) 6 V = X2 Y^ 

X3 Y 3 

Z2 

Z3 

I 
— ^2 7 2 - 2 

^3 ys 

et nous avons vu que le déterminant {x^j^ égal 
à A2; donc 

(r8) 

7. En cherchant les coordonnées du pôle du plan des 
extrémités de trois diamètres conjugués, on arrive à une 
quatrième propriété. 

En effet, le plan des trois extrémités a pour équation 

('19) 

X y z J 

xx y x zx A 

X , y ^ z , A 

.1-3 -3 A 
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Le pôle est à rintersectioii des trois plans tangents 

p';p"z=: A, 

P 2 P - i - P 2 P ' - i - P ' ; P " = = A, 

P 3 P - 4 - P ; P ' - + - P ' 3 P " = . A. 

Remplaçons dans ces équations P2, . . . par leurs 
valeurs tirées des égalités (11), nous aurons 

/ aP-i- a'P'H- a"P''= i, 

(10) 
' V P V ' P ' 4 - I ; 

d'où 
P a ^ 3 Y, 

a"-f- Y'-

Il n'y a donc plus qu'à résoudre les équations 

-4-cZ = a -I- ? Y' 
a ' X /y Y -t- c ' Z a' Y', 

-f- H- C"Z = "̂-f- F , 

pour avoir les coordonnées X, Y, Z du pôle du plan (19). 

On a .ainsi 
— Xo -

A 

V -
- . r . i 

A 

z - ̂ ^ -

A 

Cela posé, l'équation de la droite qui joint l'origine au 

pôle est 

\ - Y - Z ~ ^ • 

En exprimant que le point , z) est dans le plan (19), 
on a 

I 
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donc les coordonnées de ce point sont 

-f- X̂  -4- X̂  
31 ' 

3 A ^ 

3 A 

Donc : la droite qui joint le centre diine surface du 
second degré à centre unique au pôle du plan qui 
passe par les extrémités de trois diamètres conjugués 
est coupée au tiers de sa longueur par ce plan, et ce 
point est le centre de gravité du triangle des trois 
extrémités. 

Pour avoir le lieu de ces pôles, il suffit d'élever au 
carré les équations (20) et de les ajouter; on a ainsi 

P2 ^ P'2 p-2 ^ 3. 

C'est une surface liomothétique et concentrique à la 

première, le rapport d'iiomotliétie étant y/S. 

8. Formons la somme des carrés des aires des trois 
faces du tétraèdre; en appelant AÎ,A2,A3 ces aires, 
nous avons 

4 A ï = d \ d l 
or 

3) = . - , 
(̂ 2 -i- )(^3 -^yl + A ) 

et, si l'on se rappelle les valeurs de d^^d -̂jd ,̂ on voit que 

ou b ien 

^ ^ ^ ^ 

Jun. de ^iathémat., 3« sér ie , l . H. (Avril i 8 8 3 . ) 1 2 
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Or 

r^Zs — «2/3 A ( a a - : - a a' H-

— --- A ( 6 a :- ¿>'a' -f-

^27*3 — 72 ^3 ~ A ( C a c'a' — c V ) ; 
donc 

et, en formant de même 4 A!; et 4A3, puis ajoutant, on a 

— H- - u c2 ,4. c '2 -J- -4- c"2 
> 

c'est-à-dire 
A - ^ A ' - F - A " 

A2 

9. Cela posé, si l'on appelle p ,̂ 02, pa les trois demi-
axes, on a 

2 9 0 pAo H— o l ) ' oA') 
Pi - Pi -+- p3 ^ D == A2, 

0 0 9 0 9 9 A M- A'-F- A " 

D 

^2 ^2 ï 
Pi P2P3 = Y) 

où D désigne le discriminant du cône des directions 
asymptotiques, et où 

= A ' A " — B2, = A " A — B'2 , = A A ' — B"2. 

L'équation qui donne les carrés des trois demi-axes est 
donc 

D P 6 — ( A ' A " - F - A^A A A ' — B2 — B'2 — B"2)P4 

- ^ ( A - ^ - A ' - ' - A " ) p 2 — I = o. 

L'équation en ^ est bien connue sous le nom d'équation 

en S. 
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10. N'oublions pas que JL-f-Jlo'-4-est la somme des 

carrés des neuf déterminants mineurs de A et que 
AH-A'-I-A'' est la somme des carrés des neuf coeffi-
cients a, è, c, a', d, a"^ c". 

Il résulte de là que les deux ellipsoïdes 

{ax -^by czf {a'x b'y-^ c'z)^ -f- {a"x-^ b"yc"zy — i, 

{ax a'y a"z)^ (bx b'y b"zy -f- {ex -r - c'y -f- — i 

sont égaux (Jacobi); car l'équation en p- est la même 
pour ces deux surfaces. 

H . Il serait facile d'obtenir les coefficients directeurs 
des diamètres conjugués de cette seconde surface. Dans 
l'expression de x , on ferait des permutations circulaires 
sur les lettres a, c et non sur leurs accents; on aurait 
ainsi 

Xi = {b'c")0i-^ {c'a") fi -- (a'b") v, 

On pourrait faire de nombreuses applications de ce qui 
précède ; nous n'en donnerons plus que deux pour mon-
trer comment ces formules s'appliquent à la résolution 
de certains problèmes. 

P R E M I E R P R O B L È M E . — On considère deux surfaces 
du second degj'é à centre. Par le centre de Vune 
d^elles, on mène trois droites parallèles à trois dia-
mètres conjugués de la seconde. On demande le lieu 
du pôle du plan des trois extrémités. 

Soient 

il) a x^ - f- a'72 -h '2 by z -h 'a b 2 V -i- '2 b"xy — i 
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Féquation de la première surface, 

( p. ) A A > 2 — 2 B j z ~ 2 B ' z x 2 

l'ensemble des termes du second degré dans l'équation 
de la seconde. 

Appelons Xî , Y^, Zj , Xo, Yo, Zo, X3, Yg, Z3 les points 
où les trois parallèles aux diamètres conjugués de la se-
conde surface percent la première, et .x̂  <, , .r2,} 21 
.r.i, leurs coefficients directeurs. On a 

A 1 — — ? I l — — 7 Zi 1 — — J 
pi pi pi 

et des formules analogues pour l(is coordonnées des 

deux autres extrémités. 

Le pôle du plan qui 2:)asse par les trois points ainsi 

déterminés est à 1'inters(Ktion des trois plans tangents 

en ces points 
ao do 0, Pi 

do do do 

ôz 
-- 2p2 

ùo do 

' dz -- 2 p3 

ou, en remplaçant .r,, T , , , .ro, 7 o, .r3, j s , - a par 
leurs expressions et posant 

on a 

2 X -
•y, 

— ( € a ) 
dy 

( h C ) 
dx 

„ . ào 

dy -(«•") S-
2 Z -

f)r 
7 r 

a X a Y — a ' Z 

f i X H -

Y X 

Y - = 

y ' Y ^ - ^ Y ' Z 

P2, 

p3-
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Élevant ces trois égalités au carré et ajoutant, on a 

Y^ Z2 = « -f- 0!.%' - r- h' Dl ' Qt b" Db'^ 

Le lieu est donc une surface du second degré, concen-
trique à la surface donnée, et ayant pour plans diamé-
traux les trois plans X — o, Y = o, Z = o. 

D E U X I È M E P R O B L È M E . — On donne les extréndtés de 
trois diamètres conjugués d\in ellipsoïde de révolution', 
troui^ej' le lieu décrit par le centre de cet ellipsoïde. 

Prenons trois axes de coordonnées rectangulaires quel-
conques, que nous fixerons dans la suite*, et soient 
X , , , Z , , Xo, Y2, Zo, X3, Y3, Z3 les coordonnées des trois 
points donnés A^, Ao, A3, comme extrémités des trois 
diamètres conjugués de l'ellipsoïde. Appelons ^ 
les coordonnées du centre. L'équation de cet ellipsoïde 
sera de la forme 

vi) A ( X - - A ' ( Y . - ^ ) ( Y i . 

Cela posé, appelons - M - ^ 2 0 " 3 

les coefficients directeurs des trois diamètres conjugués 

déterminés comme nous l'avons dit; nous aurons 

Or, si l'on met x^ ,j> ,̂ à la place de X — x , Y — 
Z — z dans le premier membre de (i), il se réduit à A-; 
on a donc 

o u 

donc 

(2) 7 2 = A ( Y , - 7 ) , 

[xs=A(X,-x), 73-A(Y3-7,), 

(Le signe qu'on doit prendre pour A dans chaque sys-
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lème de trois formules n'est pas déterminé^ mais nous 
n'aurons pas besoin de le faire.) 

Telles sont les expressions des coefficients directeurs 
de nos trois diamètres conjugués. 

En tenant compte des relations (9), on a 

( X 2 - x ^ A ' A " — B2, 

A 2 [ ( Z I - - - ¿P) . . ] = B " B — A ' B ' , 

A 2 [ ( X I - - y ) H- B B ' - A"B". 

Ces relations étant homogènes en A, A', A'', B, B', 

B'', A-, on peut faire A- = i . Nos relations peuvent alors 

s'écrire 

S X ? — A ' A " — B 2 , 

2 Y ? - Y , -+- 3 7 2 A " A — B '2 , 

2 Y , Z , B ' B " — A B , 

S Z I X I — ^ S Z I B " B — A ' B ' , 

I L X I Y I — ^ S Y I - 7 S X 1 4 - 3 ; R 7 = Z : B B ' — A " B " . 

Les formules (3) montrent qu'il faut prendre pour 
axes de coordonnées trois droites rectangulaires passant 
au centre de gravité des trois points A^, A2, A3, telles 
que les axes O x et O j soient, dans le plan des trois 
points, les axes principaux d'inertie de ces trois points 
considérés comme ^yant même masse. On a alors 

Désignant en outre les deux moments principaux 
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(l'inertie par 3 /r̂  et 3 Ẑ ^ nous aurons, en divisant chacun 

(les coefficients du cône des directions asymptotiques 

par 3, 
A'A" — B2, 

1 1-2 - B'2, 
I ^ aa ' 
j AB, 

\ xy = BB' -A"B". 

D'ailleurs la condition nécessaire et suffisante pour 
que la surface du second degré soit un carré parfait, c'est 
(ju'on puisse trouver une valeur de S pour laquelle les 
six équations qui suivent aient lieu simultanément 

B 'B"-(A — S)B = O, (A"-S)(A'—S)-^ B2 =0, 
B"B — (A — S)B'=:(), (A — S ) ( A ' ' - S ) - B'2:=o, 
BB' — (A"—S)B"=o, (Â  —S)(A —S) —B"2=o. 

En tenant compte de ces relations, les relations (4) 
deviennent 

i y^-^ P S(A" -f- A)— S2, 

! S(A-f-A') - S2, 
( •) ) { 

yz = - SB, 
^^ == — SB', 
.̂ r ^ - S B " . 

On peut multiplier tous les coefficients de l'équation 
du cône asymptotique par un même nombre S et l'on a 
(car S n'est pas nul ) 

(f)) 

Â'2 A' A" - S^ 
/2 A" -f- A - S2, 
.2 ^ A -h A' - S 2 , 

yz — B. ¿̂r — BS 

17 

- B " 
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Pour obtenir les conditions de révolution, on examine 
deux cas : d'abord celui où aucun des coefficients B n'est 
nul; dans ce cas, les conditions de révolution sont 

B'B" B"B _ , BB' 

ensuite le cas où l'un des coefficients B est nul, B o 
par exemple : il faut alors qu'un autre des coefficients 
B soit nul, IV = o par exemple, et qu'on ait en outre 

(A — A")(A'—A")— o. 

Dans le premier cas, on a 

A 4- = A' - i - ^ A" + 

En tenant cbmpte des premières relations, on aurait 

O, 

ce qui n'est pas. 
Il faut donc se placer dans le second cas ; alors ^ est 

nul et W = — xj'^ des trois premières relations (6), ou 
tire par soustraction 

On a donc 
^ A"—A'. 

(A"—A)(A"—A') —B"2 

et, comme o, ona pour le lieu des centres laconique 
imaginaire 

^ O, k^yl ^ ¿2 ¡¿2 Q. 

Si l'on suppose B = o, B'' — o, on a en second lieu la 
conique 

r r= o, -r- { — A ̂  ) z^ — — k^-) =z O \ 
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et enfin, pour B ' = o, o, on a la conique 

^ = o, (̂ 2 _ ) 2̂ __ (̂ 2 _ /2 ) ^ o. 

Ainsi le lieu des centres se compose de ces trois 
coniques. Si nous supposons K , la première est une 
ellipse imaginaire ayant pour axes O j:, O y -, la seconde 
une ellipse réelle ayant pour axes 0<x', O ^ ; la troisième 
une hyperbole ayant pour axes Oj^, O^r. Ce sont les trois 
focales de l'ellipsoïde infiniment aplati 

r- --

Tétraèdres polaires des surfaces du second degré. 

12. Nous allons donner rapidement des expressions 
analogues pour les coordonnées homogènes des quatre 
sommets d'un tétraèdre polaire quelconque d'une surface 
du second degré 

( I ) P 2 - I -

où 
P = a X -V b y c z ~ dt, 
P' = a' X -i- b'y c' z d't, 
P" = a!' X H- b"y c" z d " t, 

a!" X -F- U"y H- d" Z ^ d" l. 

Nous désignerons par A le déterminant de ces quatre 
fonctions linéaires, par A, B,G,D, . . . ses déterminants 
mineurs du premier ordre. 

Cherchons l'expression de la forme adjointe de(i) . 
C'est ce que devient le premier membre de (i) multiplié 
par A2, lorsqu'on y fait la substitution linéaire suivante 

h p -f- b" Y'-~ b"'F" = 

dp-^d'p'-h d"p"-^ d'"p'"=p. 
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De ces équations, on tire 

AP =sKu 4-Bv; -hCw -h Dp, 

AP' = sVu BV -f- C'w -i-

AP" := \"u + IVç G'w 
A P'" = A'" M -f- B'" P -+- G'" (î  D">. 

Or la forme adjointe est 

c'est donc 

V B 2 (;2 _ 

Nous désignerons les coefficients de l'équation tangen-

tielle de la surface donnée par 

c,1oii,Jl£)22, tt)l333, JI944, JI912, OAOUJ <̂ 23j 

Cela fait, introduisons les seize quantités 

a. ?>, T̂  S a , P', y', O', 

satisfaisant aux dix relations suivantes 

, a2 -i- a'2 -f- a"2 ^ a'"2 i 

( 2 ) J 82 3"2 i 

> r '^r H '^It 70 H- Y 0 -4- Y 0 

et prenons le système pour lequel le déterminant de ces 
seize quantités est égal à -4- i -, alors chacun des détermi-
nants mineurs de ce déterminant est égal à l'élément 
correspondant. 

D'ailleurs on a identiquement 

p2 p'2 p"'î ^ Q2 __ Q>2 Q̂ 2 
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OÙ 

Q^olP -i- a'P'+ a"P"H-
Q' = p P -f- pT' + P'̂  P'", 
Q" = Y P -f- Y' P' -4- Y" P" Y'" 
Q"' ^ 8 p S'P' P" a"' P'". 

Les plans Q = o, Q ' = o , o, o sont les 
quatre faces d'un tétraèdre polaire quelconque de la sur-
face. En prenant les points de rencontre de ces plans 
trois à trois, on a les quatre sommets. Laissons de côlé la 
première équation et prenons les trois équations suivantes 

pP-f- p'P'-h = 

ap + a'p'H- a'" p'" = o. 

Elles donnent 
P P' P'/ p̂ '̂  
a a' a" a'" 

Nous prendrons 

axi -h 671 czi -^dtx = a, 
a! -\-b'yi -+- c'z^ -\-d'ti = OL', 
a"xi -h b"yi-\- c"zx -+- d"ti = a", 

b"'yx H- c"'z, -h ¿1 a'", 

étant les quatre coordonnées homogènes 
du premier sommet. Ces équations, résolues par rapport 

9 fi-) donnent un des systèmes de^valeurs des 
quatre coordonnées XÎ , , , ÎÎ : 

/ ^1= Aa4-A'a'H-
^̂ ^ B a -f- B' B'̂  B'̂ 'a'", 

1 = Ga -f- C'a'-+- G" a'̂ -f- G'̂ 'a'",] 

On aurait de même les coordonnées des trois autres 
sommets en mettant successivement ¡3, v, 0 à la place de a. 
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On en dédnit immédiatement, en tenant compte des 

relations (2 ), les dix relations suivantes 

- irr, - • XI — Xii, 

„2 

t] • 

i ) 

rl-^yl Ja -^yi = 
= 

j XiXi M- x-2y. -r- -h = Xi. , 
Xi -i- X2 -T- -̂ 3 ̂ 3 -̂ 'i- — 7 
Xi ti-r- x^, (-2 ^'3 ^ = Xu, 
7 1 - 1 7 - 2 - H r 3 - 3 - + - 7 4 = 

>;i -^72 -i-73 -T- 74 ^ = 
i Zi il -î- f -2 3̂ -r- — a.̂ 34. 

On en déduit aussi les formules suivantes 

A a = P i , • A a' = , A a" = P ; , A a'" P 

Ap:-P2, A fi" == P̂  , 
Ay^-P^, 

Ao.z=I>,, Ao'=P',, Ao'"=Pt. 

On déduit aisément de ces formules que la condition 
nécessaire et suflisante pour que la surface 

A n A 2 2 7 - - T - . . .H- 2A34 — o 

soit circonscrite à une inliiiité de tétraèdres polaires de la 
surface 

Jlsil Up'-r- -r- . . .-i- U'JO = O 
est 

Au eiloii -f- A22 Jl£)22 • • • "T" 2 A34 c,'la34 = O. 

C'est aussi la condition nécessaire et suffisante pour 
que la seconde surface soit inscrite dans une infinité de 
tétraèdres polaires de la première. 
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ADDITION A UNE KOTK SUR UN MODE DE DÉTERMINATION 
DES COURBES PLANES 

PAR M . MAURICE D ' O G A G N E , 

É l è v e - i n g é n i e u r des P o n t s e t Chaussées . 

Soit la courbe 

Eu chaque point de cette courbe, portons sur la tan-
gente, dans un sens déterminé, la longueur 

/ — o ( • s j, 

étant l'arc compté sur la courbe entre le point consi-
déré et une origine fixe. 

L'extrémité de la tangente décrit une courbe dont la 
normale coupe la normale à la première à une distance o 
du centre de courbure de celle-ci. On a démontré, dans 
la Note citée, que 

0 = p o'{s), 

p étant le ravon de courbure de la courbe donnée. 
Supposons maintenant la longueur l donnée en fonc-

tion de l'abscisse 

^̂  et X étant liés par la relation 

s ^ f i x ) . 
On a 

ois) =z'\>(x). 

/ " 

C ) Noiiv. Ann., 3' série , t. I, p. /»o. 
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Dérivons par rapport à x 

D'ailleurs, de la relation 
on tire 

Par suite, 

et 

ds — sjdx^-^ dy'^, 

y/i -h 

v/i-l- F'(ir)2 

Si a estPangle de la tangente considérée avec l'axe des 
X, on a 

L'expression précédente peut donc s'écrire 

0 = c o s a ; 

p cosa est la projection du rayon de courbure sur l'axe 
desj) .̂ 

En particulier, si Ton porte sur chaque tangente une 
longueur égale à l'abscisse du point de contact, on a 

0 = p c o s a . 

On peut aussi modifier l'expression de S à l'aide de la 
relation 

P == F'\x) 
Cela donne 

On peut se proposer de déterminer la fonction A de 
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façon que la longueur o soit égale à une constante h. On 
a, dans ce cas, 

d'où, en intégrant, 

I — = k a r c t a n g F ' ( . i ? ) - { - G , 
o u , s i a e s t l ' a n g l e d e l a t a n g e n t e a v e c l ' a x e d e s x , 

d ' o ù c e t h é o r è m e : 
Si, sur les tangentes à une courbe plane, on porte des 

longueurs proportionnelles aux angles que font ces 
tangentes avec une même droite du plan, la normale 
à la courbe ainsi obtenue coupe la normale ci la pre-
miere courbe à une distance constante du centre de 
courbure de celle-ci. 

Remarquons que le centre de courbure E à la courbe 
en question (P) s'obtient très facilement si l'on connaît 
le centre de courbure Ci de la développée de la courbe 
(M) donnée. 

En effet, la normale PD coupant, d'après ce qui vient 
d'être démontré, la normale MC à une distance constante 
du centre de courbure C, la normale à la courbe décrite 
par le point D passe par le centre de courbure Ci de la 
développée. 

Cela posé, on a, entre les déplacements infiniment 
petits correspondants des points M, P, D, les relations 

^(M) _ MC d{V) _ PE d{D) DGi 

E5 étant la normale à l'enveloppe de PD. 
D'où, en faisant le produit, 

PE X DCi _ 
PD X Do "" ' 
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OU 

PE m 
DS "" DG,' 

Ce qui conduit à la construction suivante : 
Porter DP'=: PD; par le milieu ¡x de PD, tirer ¡jia 

parallèle à C^F; abaisser la perpendiculaire a¡3 sur 
PD; porter av ~ ^a; ¡xy coupe C, D e/z S; le pied E de 
la perpendiculaire abaissée deo sur PD est le centre de 
courbure cherché. 

En effet, tirons oo' et vv' parallèles à aa; puisque 
A Y = ¡Ba, on a JX̂  = Y [JL ; par suite, o' «J. — LI. E, et, comme 
[Jl est le milieu de PD, D o ' — P E ; d'ailleurs, [xa étant 
parallèle à Ci P', 

Donc 

Do _ P'D 
DS ~ DG,' 

rVE PD 
Do " DG, 

Par suite, le point E ainsi obtenu répond bien à la 
question. 

OLLESTLON. 

1437. u,t désignant le /z'®""® terme de la série de Lamé^ 
on a 

pourvu que l'on remplace les exposants par des indices. 
f E . C e s à h o ) . 

ERRATA. 

Page 52, lie:ne 6 en remontant , au lieu de ^^ ? lisez 
d \ dX 

Page 58. l igne J en remontant , an lieu de dr, dz, lisez Si', ô^. 



( S>,93 ) 

RELATIONS E N T R E L E S D I S T A N C E S D'UN FOYER D'UNE CONIQUE 
A QUATRE P O I N T S OU A QUATRE T A N G E N T E S ; 

P a r M . X . A N T O M A R I , 
Professeur au lycée de Carcassonne. 

irsTRODUCTION. 

1. Les propriétés focales dont il va être question sont 
jelatives aux distances d'un foyer à quatre points ou à 
{juatre tangentes. 

T r o i s p o i n t s e t u n f o y e r d é t e r m i n e n t u n e c o u r b e d u 
s e c o n d d e g r é ; p a r c o n s é q u e n t , é t a n t d o n n é s u n f o y e r e t 
q u a t r e p o i n t s , i l d o i t e x i s t e r u n e r e l a t i o n e n t r e l e s é l é -
m e n t s q u i d é t e r m i n e n t c e s c i n q p o i n t s . 

Î3e même un foyer et trois tangentes déterminent une 
courbe du second degré. Il y aura donc une relation 
entre les éléments qui déterminent un foyer et quatre 
tangentes. 

Ces relations n'ont pas été remarquées jusqu'ici, du 
moins à notre connaissance. Elles sont susceptibles d'ap-
plications intéressantes et permettent en particulier de 
déterminer simplement les foyers dans les sections co-
niques. 

iSous avons divisé notre travail en deux Parties : 
Dans la première Partie, nous nous occupons de la 

relation entre un foyer et quatre points; comme nous I(Î 
verrons, cette relation a lieu entre les distances du foyer 
aux quatre points. Nous l'appliquons à la rcclierclie des 
foyers dans les trois courbes, et nous terminons par une 
propriété de quatre coniques circonscrites à un quadri-
latère. 

^nn . de Miithéinuti*" l. \ \ I 8 8 3 . ) l 3 
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Dans la deuxième Partie, nous nous occupons de la 

relation entre un foyer et quatre tangentes : c'est une 
relation entre les distances du foyer aux quatre tangentes. 
Nous l'appliquons aussi à la recherche des foyers et nous 
terminons par une propriété de quatre coniques inscrites 
dans un quadrilatère. 

PREMIÈRE PARTIE. 

IIELATION EISÏIIE LES D I S T A N C E S D ' L ] \ F O Y E R 

A Q U A T R E POIINTS. 

2. Soient a et [i les coordonnées d'un foyer, 

jux ?iy -- h = o 

l'équation de la directrice correspondante. L'équation 
de la courbe peut alors se mettre sous la forme 

( X -— a Y' + ( y — Ji = ( m x -r- ny h )2. 

Désignons par D la distance d'un point (x , y) de la 

courbe au foyer, on aura 

D ± : ( m x -f- ny h). 

Considérons quatre points appartenant à une même 
branche, et appelons (x,;^), ( x i , j i ), (xo, j o), (^3,73) 
les coordonnées de ces quatre points, D, D,, Do, D3 les 
distances au foyer. 

Pour ces quatre distances, il faudra prendre le même 
signe devant les parenthèses : supposons que ce soit le 
signe -h . On aura 

1) rzr m x -f- n y M- / / , 

l) , — m Xi njx 4-

1)2= nix-i-^ 
1)3 ^ /A>'3-i- . 

L'élimination de ///, n et h entre ces quatre équations 
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donne la relation 

D .r r I 
D l .ri J l I 

D.2 ro y, 1 

D3 J3 I 

Cette relation est homogène en D, Di , D2, Ainsi : 

THÉORÎLME I. — Etant donnés quatre points d'une 
coiùqne appartenant à une même branche, il y a une 
relation linéaire et homogène entre les distances de ces 
quatre points à un foyer. 

Remarque. — La relation serait encore linéaire et ho-
mogène si les quatre points n'appartenaient pas à la môme 
branche. Le théorème précédent peut donc être énoncé 
d'une manière générale : 

il y a une relation linéaire et homogène entre les 
distances de quatre points quelconques d'une conique ¿t 
un foy er. 

Remarque II. — L'équation (i) développée peut s'é-

crire 

( -X ) 

en posant 

A D - A i D i - A 2 D 2 - . ^ ^303 = 0, 

X J I 

A 7-2 1 , A i = X2 J 2 I 

.l's I X3 J 'S Ï 

X Y I X J I 

A 2 - Xi J l 1 , A 3 - Xi J l I 

X-I J 3 I X2 J'2 I 

Soient A, B, C, D les quatre points et F le foyer. Si 
l'on construit le quadrilatère ABCD, on voit facilement 
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que, si l'on adopte pour sens positif le sens indiqué pai 

p 

les llèclies, on a [fig- i) 

A surf . B C D , 

A i = : 2 surf . A C D , 

de sorte que les quatre quantilés A, A , , Ao, A3 sont liées 
par la relation 

A -f- A , = A l -V A3 = 2 sur f . A B G D . 

Nous pouvons maintenant compléter l'énoncé du théo-
rème I, et nous voyons que : 

Si les sommets cVun quadrilatère convexe inscrit dans 
une conique appartiennent à une même branche de 
courbe, et si Von multiplie la distance de chaque som-
met au foyer par l'aire du triangle formé par les trois 
autres sommets^ la somme des produits, correspondant 
à deux sommets opposés, est égale à la somme des deux 
autres produits. 

3. Supposons maintenant que trois sommets seulement 
appartiennent à une même branche de courbe. Alors l'uii 
des sommets sera à l'intérieur du triangle formé par les 
trois autres [fig. 2). 

Si les trois points A, B, C appartiennent à la même 
branche, le point B, par exemple, sera à l'intérieur du 
triangle ACD. 
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Adoptons pour sens positif le sens indiqué par les 

F i g . 2. 

llèches. Le triangle ABC étant parcouru en sens con-

traire, la quantité 

X y I 

.ri Jl 1 
.n I 

représentera le double de l'aire du triangle ABC changée 

de signe. D'autre part, le point D appartenant à la 

deuxième branche, la distance D3 devra être prise avec 

le signe — ; de sorte que l'on aura encore 

A D — A I D I - H A 2 D 2 — A S D A ^ ^ . o , 

A, A j , Ao, A3 ayant la même signification que précé-

demment, et l'énoncé du théorème (I) subsiste ici sans 

modifications. 

4. Examinons enfin l'hypothèse de deux points sur 

chaque branche. Le quadrilatère ayant pour sommets ces 

quatre points sera forcément convexe. 

Soient A et B les deux points appartenant à la première 
branche, C et D les deux autres. Les distances Do et D3 
devront être prises avec le signe — , et la relation de-
vient 

AD - Al Dl - Ao Do -f- A3 D3 = o 
ou 

A D - A . D , ^ . A I D , ~ A 3 D , . 
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A, AM a , , A3 désignant respectivement le double de 

l'aire du triangle opposé. 

Ainsi : 

T H É O R È M E I I . — Étant donné un quadrilatère inscrit 
dans une hjperhole, et tel qu'il j ait deux sommets sur 
chaque hranche, si Von nmltiplie la distance de chaque 
sommet au foyer par Vaire du triangle formé par les 
trois autres sommets, la différence des produits cor-
respondant à deux sommets opposés est égale à la dif-
férence des deux autres produits. 

THF^ORÈME I I I . ' — Etant donnés un point fixe F , trois 
points fixes B, C, D et un point variable k.^ si, en multi-
pliant la distance au point Y de chaque sommet du qua-
drilatère KVtCD par l'aire du triangle formé par les 
trois autres sommets, la. somme ou la différence des 
produits correspondant à deux sommets opposés est 
égale CL la somme ou à la différence des deux autres^ le 
point mobile décrit une conique ayant pour foyer le 
point F . 

Supposons qu'il s'agisse de la samnie des produits. 
Soient les coordonnées du point mobile, [x^ 
les coordonnées des points fixes, D, D , , Do, D3 les dis-
tances respectives au point F. On devra avoir 

AD - A1 Dl -- A2 D. — A3D3 = o, 

A désignant l'aire du triangle BCD [fig. i), A, celle du 
triangle ACD, 

L'équation précédente peut évidemment s'écrire 

{ 

D r 

ri 
D̂  .ro 
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S o u s c e t t e f o r m e , i l e s t m a n i f e s t e q u ' e l l e r e p r é s e n t e , 
u n e c o n i q u e a y a n t p o u r f o y e r F . 

L a d é m o n s t r a t i o n s e r a i t l a m ê m e d a n s l e c a s d e l a d i f -
f é r e n c e . 

THÉORÈME IV' (Réciprofjue des théorèmes J et U). — 
Si un point F^p/'is dans le plan d'un quadrilatère ABCl) 
ijig, i), est tel que l'on ait 

(4) ( B G D ) D - ( A G D ) D I - - ( A B D ) D , - ( A B G ) D 3 = O 

ou 

O ) ( B G D } D — ( A G D ) D , - ( A B D ) D ^ - f - ( A B G ) D 3 == o , 

les quatre points A, B, C, JJ sont sur une même conique 
ayant pour foyer le point F. 

Occupons-nous, par exemple, de l'équation (4)? 
marquons d'abord que la conique représentée par l'équa-
tion (3) passe par les trois points (XÎ, y )̂̂  [oc -̂iy )̂-, 
(x3,j3) : c'est donc la conique définie par le point F et 
par les trois points B, C, D. 

Considérons actuellement cette même conique. Son 
équation sera, d'après cela, " 

A X \ I 

D , J-, I 

D2 V'I I 

Ï>3 yz I 

Or on a, en vertu de l'équation (4), 

( : ) 

D .r y I 
Di X; Jl I 
D, y. I 

y:i I 

q u i e x p r i m e q u e l e p o i n t J ) e s t s u r l a c o u r b e ( 6 ) , 
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et par suite que les quatre points sont sur une même co-

nique ayant pour foyer le point F . 

7. 11 résulte de ce qui précède que, si Ton prend ladif. 

férence des produits, la courbe du théorème III sera tou-

jours une liyperbole, tandis que, si l'on prend la somme, 

elle pourra être l'une quelconque des trois courbes du 

second degré. 

Reprenons donc l'é^quation (3) et voyons le genre de 

courbe qu'elle pourra représenter. 

L'équation de la directrice est 

D , 7 1 r i>i I 7 i 

( «.) ^ r-2 I — r Do Xo I Do .ro r, 
1^3 î'3 I D3 X'3 ï IV-} J's 

Pour abréger, nous désignerons par m le coefficient 

de X et par — n le coefficient de de telle sorte que 

nous aurons 

m = Di(j', —>'3,) - Dsf j i—72) , 

- Dl (x^ — .̂ 3) -f- D 2 ( — ) — (^i — ^-o) 

%et, par suite, 

- 2 D1 Do [(72 - 7 3 ) (7L - 7 3 ) ( — 3̂ ) ( - )] 

- 2 D1 D3 I (71 - 7 2 ) ( J'3 - 7 2 ) + ( — ) ( ^3 - )J 

-R 2 DO D3 [(73 - 7 I ) (72 - 7 1 ) 4 - ( - ) ( -̂ 2 - )]' 

Soient F le foyer et BCD le triangle formé par les trois 

points J3) 3). 

On voit sans difficulté que la relation (9) devient 

m-
( — 7 .6c R>,D, c o s D — A È F ^ D I D S C O S G — ACT/D.DSCOSR.-



( ''-o. ) 

Or le triangle BCD nous donne 

'IBC COSD = ¿2-R- 6'-̂  — 

ibdco^ C = b'-'r- d-— c-, 
•icd cosB = c^-i- d-—- b'. 

Remplaçons dans l'équation (lo), elle devient par une 

transformation simple 

— D2)(D3— Di) 
-f- — D,)(Di—Ds)-!- C2(0,—DI)(D2-i:)3). 

D'autî e part, le coefficient de D, dans l'équation (3), 
est 

Xi I 
X2 R 2 I = '2 S , 

73 1 

s désignant la surface du triangle BCD. 

Il en résulte que la courbe sera une ellipse, une hyper-
bole ou une parabole suivant que l'on aura 

(II) 
^ f/-2(D3_D2)(D3—Di) 

H- b̂  (Di - Do)(Di - Ds) -h ( D , - D,)(D2 - D3)|4 Ŝ . 

8 . T H É O U È M E V . — Il existe une relation du second 
degré entre les distances au fojer des trois sommets 
d'un triangle inscrit dans une parabole. 

En eiïet, nous venons de voir que, si la courbe(3) est 
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uiie parabole, on a 

i --!),) Y),) 

Cette relation est du second degré par rapport à 
D3. 

9 . T h é o r è m e V I . — Si, par les divers points d'une 
conique, on élève sur le plan de la courbe des perpendi-
culaires égales respectivement aux rayons vecteurs 
allant au fojer, les extrémités de ces perpendiculaires 
sont situées dans un même plan. 

Supposons en eiïet que, dans Féquation (3), D, ,... 
représentent les s: des points . . . . Le preniiei' 
membre de cette équation exprime alors que le volume 
du tétraèdre, qui a pour sommets les quatre points 

. . . , est nul, c'est-à dire que ces 
quatre points sont dans un meme plan. 

Cela résulte d'ailleurs immédiatement de l'équation 

D — j)i X ji r ; - h ; 

car, si, dans cette équation, on remplace D par elle 
représente un plan : ce plan passe par la directrice. 

Remarque L — Plus généralement, si par les divers 
points d'une conique on mène des parallèles à une direc-
tion fixe, proportionnelles aux rayons vecteurs respec-
tifs menés d'un foyer à ces points, les extrémités de ces 
droites seront dans le même plan. 

En eifet, en remplaçant D par ^ dans lámeme équation, 

on obtient une nouvelle équation représentant encore 
un plan. 

Renuwque 11. — Deux parallèles à la direction fixe 
devront être de même sens ou de sens contraires suivant 
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(Jue les deux points appartiennent à la même branche 
ou à deux branches différentes. 

A l'aide des remarques précédentes, on démontre sim-
pU;ment deux théorèmes bien connus ; ce sont les suivants : 

1 0 . T h é o r è m e \ .11. — Toute section plane d'un cône 
de rés^olution se projette suj^ un plan perpendiculaire h 
l'axe mené par le sommet suivant une conique ayant 
pourfojer le sommet du cône. 

Soient, en eilet, F le foyer d'une conique( 4 un 
point de la courbe et Mm = K . mFune perpendiculaire 

Fijr. 4". 

au plan de la courbe menée par le point m. Joignons 
M et F. Le triangle Mm F donne 

11 en résulte 
M m = m F tang /?iFM. 

t a n c : m F M = K . 
L'angle mFM étant constant, la droite MF engendre 

im cane de révolution lorsque le point m décrit la-
conique. 

D'ailleurs la conique peut être considérée comme lâ  
projection sur son plan de la section faite dans ce cône 
par un plan sécant quelconque = K ( mx 4- ny -4- h)\ 
d où le théorème énoncé. 
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H . T h é o b è m e V I I L — Toute section plane d'un cône 
du second ordre se projette sur un plan cyclique mené 
par le sommet, et lorsque les projetantes sont parallèles 
au diamètre conjugué au plan cyclique considéré, sui-
vant une conique ayant pour foyer le sommet du cône. 

E n e i F e t , s i l a d i r e c t i o n M i n { f i g - 4 ) n ' e s t p l u s 
perpendiculaire au plan de la conique, l'angle m FM 
n'est plus constant, et MF engendre un cône quelconque 
du second ordre. Seulement ce cône admet le plan de la 
conique comme plan cyclique. 

A p p l i c a t i o i s î a l a d é t e r m i i v a t i o i v d e s f o y e r s 

d a i v s l e s c o u r b e s d u s e c o n d o r d r e . 

12. Nous allons appliquer les résultats qui précèdent 
à la détermination des foyers dans les courbes du second 
ordre. 

Avant d'aborder cette question, il est bon de faire 
quelques'remarques. 

L'équation d'une courbe du second degré, quand elle 
possède un foyer (a, ¡ii), peut se mettre sous la forme 

( i 3 ) {x — (x)^ {y — — {nix -h ny af = o. 

Si, dans cette équation, on fait x = a, 7 = ¡3, le ré-
sultat de la substitution est — (ma H- zz ¡i -f- A)- : il a 
donc le signe — . 

Si l'on remplace x et j par les coordonnées d'un point 
quelconque de la directrice, le résultat de la substitu-
tion est [Xi — a)--+- — ¡3)2, Xi etyi étant les coor-
données de ce point : ce résultat est donc positif. 

Donc : 

T h é o r è m e I X . — Dans toute courbe du second degré, 
le foyer, s'il y en a un, et un point quelconque delà 
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directrice correspondante appartiennent à des régions 
différentes. 

11 en résulte que : 

1 '' Dans Vellipse et dans la parabole, lesfoy ers sont 
intérieurs à la courbe et la directrice extérieure. 

Car, si un foyer était extérieur, ou si la directrice 
coupait la courbe, il y aurait des points de la directrice 
qui appartiendraient à la meme région que le foyer. 

Dans V hyperbole y la directrice est dans la même 
régioJi que les asymptotes. 

Même démonstration que plus haut. 

Passons maintenant à la détermination des foyers. 
Nous examinerons pour cela séparément chaque genre 
de courbe. 

I . — F o y e r s d e l ' e l l i p s e . 

1 3 . j V o u s avons vu que, si un quadrilatère ABCD(//^. i ) 
est inscrit dans une ellipse, on a la relation 

A D — A i D J - ^ A 2 D 2 — A 3 D 3 = O. 

Je rappelle que, si D est la distance du foyer au point 
A, la quantité A est l'aire du triangle BCD, 

Supposons que le quadrilatère inscrit devienne un 
parallélogramme. On aura 

= A2=A3, 
et, par suite, 

D _ Di-f-D2 — D 3 = o, 

ou 
D D . = D l D3 . 

Ainsi : 

T h é o r è m e X . — Si un parallélogramme est inscrit 
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dans une ellipse, la somme des distances d \tn foyer h 
deux sommets opposés est égale à la somme des dis-
tances du même foyer aux deux autres sommets. 

Ce théorème est évident si Ton part de Ja définition 
géométrique de l'ellipse. Nous le trouvons ici directe-
ment comme conséquence du théorème I, et nous allons 
nous en servir d'abord pour établir la définition géomé-
trique, et ensuite pour déterminer les foyers. 

l i . Dé finition géométrique. — P o u r arriver à la défi-
nition géométrique de l'ellipse, remarquons que, si la 
courbe admet un foyer F [fig. 5), le point F' symétrique 

Fiir. 5. 

f 

du point F par rapport au centre sera aussi un foyer. 
D'autre part, si un parallélpgramme est inscrit dans 

une ellipse, les diagonales sont des diamètres de la 
coui^be, de sorte que le théorème X peut s'énoncer : 

La somme des distances d'un foyer aux deux extré-
mités dUui diamètre est constante. 

Soient alors M et M' deux points diamétralement 
opposés. La figure MF M'F' est un parallélogramme ^ et, 
puisijuc 

AlP - M F = K. 

K étant une constante, il en résulte 

]\T F MF' K. Ainsi : 

T h é o b è m e X I . — Dans toute ellipse, la somme des 
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(I¿stances d'un point quelconque de la courbe aux deux 
foyers est constante. 

lo. Déterndnation des foyers. — K l'aide du tliéo-
rème XI, et sans connaître la position exacte des foyers, 
on démontrera parle procédé ordinaire que la tangente 
à l'ellipse fait des angles égaux avec les rayons vec-
teurs allant des foyers au point de contact. 

La démonstration de cette proposition est bien con-
nue, et nous ne la rappellerons pas. Ccîpendant nous 
ferons remarquer qu'elle repose uniquement sur cette 
propriété : La somme des distances d'un point quel-
conque de la courbe aux deux foyers est constante, et 
la position exacte des foyers n'y joue aucun iòle. 

Considérons alors le diamètre qui contient les foyers. 
Soient M l'extrémité de ce diamètre, T T ' la tangente 
en M [fig. les rayons vecteurs sont confondus. 

Vig. G. 
Ti 

M l -i 
F' 

Orl'angleTMF doit être égal à l'angle T ' M F : donc le 
diamètre FF'doit être normal à la courbe, et les foyers, 
s'ils existent, ne peuvent se trouver que sur l'un des axes. 

Sn^^posons que les foyers soient sur le petit axe. Soient cp 

Fig. 7. 
B 

l'un des foyers et AA' le grand axe {fig- 7). 
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Puisque la somme des distances aux extrémités d'un 
diamètre est constante, on aura, en la désignant par S, 

S O B -H = cp A -h cp A , 

ce qui est impossible, puisque Ton a 

cp A -4- c p A ' > A A ' 

et, à plus forte raison, 

c p A - f - c p A ' > B B ' . 

Ainsi les foyers sont sur le grand axe, et la somme S 
est égale à a désignant le demi-grand axe. 

On obtient par suite les f oy ers en décrivant du point 
B comme centre une circonférence de rayon égal à a. 
Cette circonférence coupe AA' en deux points et, par 
suite, il y a deux foyers dans l'ellipse. 

K). On aurait pu arriver aux mêmes conclusions sans 
faire intervenir la propriété de la tangente. En eiïet, 
soient F un foyer intérieur à la courbe, MM'le diamètre 
qui passe par ce point [fig- 8) et A A' le grand axe. La 

¥\q. 8. 

somme des distances du point F aux extrémités d'un 
diamètre étant constante, on aura, en la désignant par S, 

Or F A - f - F A ' ^ A A ' et à plus forte raison plus grand 
que ¡MM' : donc, pour que l'égalité précédente puisse 
avoir lieu, il faut que le point F soit sur AA', et l'on 
achèvera comme plus haut. [y! suivre,) 
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ÉQUATION Alix C A R R E S DES D I F F É R E N C E S DE L ÉQUATION 
GÉNÉRALE DU QUATRIÈME DEGRÉ ^ 

Par M. FORESTIER. 

1. Soit 
piX^ -h pzX — o 

l'équation générale du quatrième degré. 
Pour trouver l'équation aux différences, on doit rem-

placer X par X H-J, ce qui donne 

x'* -h 4JK 6/2 4 j3 
-f-

-+-PZ 

-^Pl 

-6/2 

-3/^17 

^p^y^ } = o, 

+-7̂ 37 

et l'on doit éliminer x entre l'équation donnée et celle-ci. 
L'équation résultante en est l'équation chercliée. 

2. Si l'on effectue cette élimination par la méthode de 
Sylvester, on est conduit à un déterminant du huitième 
ordre qui contient 4^320 termes, dont chacun est le 
produit de huit facteurs, qui, pour la plupart, sont des 
polynômes en pouvant avoir jusqu'à cinq termes. Plu-
sieurs d'entre eux sont nuls, parce que, parmi les soixante-
quatre facteurs qui coucourent à les former, il y en a 
douze qui sont égaux à zéro. Néanmoins, malgré la sim-
plification considérable que cette circonstance apporte 
dans l'expression, le calcul parait impraticable. 

3. En employant la méthode d'élimination de Bézout, 
on obtient un déterminant du quatrième ordre, dont le 

Ann. fie Mathémat., sérient, II. (Mai i883. ) j 4 
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développement n'a plus que vingt-quatre termes. Mais 
chacun de ses termes est un polynôme de degré élevé par 
rapport à y . Plusieurs sont du seizième degré, quoique 
le résultat final doive se réduire au douzième. En 
outre, les coefficients des puissances de j sont eux-
mêmes des polynômes dépendant de pK-̂ p̂ -̂  . . . . Il 
serait encore très difficile de mener à bien un pareil 
calcul. 

Les autres méthodes d'élimination ne réussissent pas 

mieux. 

4. Les méthodes que j'ai employées sont relativement 
très courtes, quoique l'ensemble soit encore un travail 
de longue haleine. Ces procédés ont le grand avantage 
de fractionner le calcul. Chaque coefficient s'obtient sé-
parément et indépendamment des autres. Chacun de ces 
coefficients est lui-même calculé par fractions indépen-
dantes, ce qui donne une grande simplicité et surtout 
une grande sûreté. 

5. Le but de ce travail est d'exposer ces méthodes et 

d'entrer dans tous les détails du calcul de deux des coef-

ficients. Il est inutile de les reproduire pour chacun des 

autres. Il suffira de donner les résultats soigneusement 

contrôlés. 

6. Soit 

l'équation du quatrième degré. L'équation aux diffé-
rences sera du douzième degré, et l'équation aux c a r r é s 

des différences sera du sixième degré. Soit donc 

( 2 ) Q̂  .5 Q2 Q3 + Q̂  .2 Q. ^ Q̂ , ^ o 

cette équation. 
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Les coefficients Q^, Q2, Q3, . . . sont des fonctions 
Jes différences des quatre racines de Téquation (i). S i je 
désigne ces racines par a, y, S, nous aurons 

- Q 3 - 2 : ( a - p ) 2 ( a - Y ) 2 ( a - 8 ) 2 , . . . . 

Le signe S s'étend à toutes les différences que Ton peut 

faire entre les quatre racines. 

7. Chaque coefficient Q o Q2? Qs, • • • est une fonc-
tion symétrique des racines de Téquation (i), et son 
expression, en fonction de p̂ ^ p2̂  ps et est une fonc-
tion entière de ces coefficients. En outre, la somme des 
indices des facteurs P̂ -) P̂ -, dans chaque terme 
de chacune de ces expressions, est constante et égale au 
degré de l'expression en fonction des racines: ainsi, dans 
Q3, cette somme d'indices sera égale à 6. 

En effet, soit 

Je multiplie toutes les racines de l'équation (i) par/.. 
Cette équation devient 

x̂  H- kpi x̂  /r2p̂  x'̂  -H k^p^x k̂ p,, = o. 

En général, le coefficient /?„ de l'équation (i) devient 
dans la nouvelle équation. Nous aurons donc 

= ^.[{kaL — k^y-{kai — k^iYik^ — kof] 

Donc la fonction cp est homogène par rapport aux indices 

de p et du sixième degré. 

8. Le degré de ô p̂ p̂̂ -» pz-^ph), expression de — Q3, 
c'est-à-dire le nombre des facteurs du terme qui en a le 
plus, est égal à la plus haute puissance des racines en-
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tränt dans l'expression de ce coefficient en fonction des 
racines. 

En effet, désignons par la somme des trois racines 
¡3, y, 0, et par î <74 les sommes de leurs produits deux 
à deux, trois à trois et quatre à quatre. Nous aurons 

a — /?2= a^Tj-h 

Substituons ces valeurs dans '̂ [p̂ p̂̂ -̂ p̂ p̂î )̂  Nous 
devons reproduire S [(a — — — S)^]. Or, si 
la fonction cp contenait des termes supérieurs au sixième, 
le résultat de la substitution contiendrait des puissances 
de a supérieures à 6, qui ne pourraient pas se réduire, 
et l'on ne retrouverait pas le résultat prévu. Donc la 
fonction f n'est pas d'un degré supérieur au sixième. 
On voit de même qu'elle n'est pas d'un degré inférieur. 

9. Ces deux propriétés nous permettent d'écrire im-
médiatement l'expression littérale de chaque coefficient. 
Ainsi on trouve 

+ Epsp'i ^ F/?l H- Gplp^ + Hp2pt ipî • 

Dans = la 
somme des indices de chaque terme doit être 8, et le 
degré, 6. On a donc 

Les mêmes lettres dans les deux expressions ne repré-
sentent pas les mêmes nombres. Les expressions sont 
indépendantes l'une de l'autre, et les lettres A, B, . . . 
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r e p r é s e n t e n t les coefficients inconnus de chaque poly-
uùme, coefficients qui restent à déterminer. 

10- Nous avons vu que Q i , Q2Î • • • sont des fonctions 
des diiïérences des racines de Téquation ( i). Mais toute 
f o n c t i o n de la différence des racines d'une équation doit 
satisfaire à une équation différentielle qui provient de 
ce que cette fonction ne doit pas changer quand on 
augmente d'une même quantité toutes les racines de cette 
équation. Je vais établir cette relation, qui me servira 
dans le calcul des quantités Q^, Q2, Q^, . . . . 

S o i t 

l = 
( 3 ) j ou 

( 1 - H / > 2 - + - - h . . . - T - Pn-\ ^ - T - Pu = = O 

une équation donnée, et 

' i) '^^PuPi.P^i • 

une fonction quelconque de la différence de ses racines 
exprimée au moyen des coefficients de l'équation. Je 
remplace, dans l'équation (3), x par x 4- \ ce qui re-
vient à augmenter de — A chaque racine de cette équa-
tion. Je développe le résultat f{^x-\~\) = o suivant les 
puissances croissantes de \ : 

I y ijpix^-^-i- — 

I ̂  ^ — = o. 

J'ordonne maintenant cette équation suivant les puis-
sances décroissantes de x , j'aurai 
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en posant 

1>0 P . -H ( ;¿ — I )/?! À — — A ^ 

Pa- == {fi — k-^ i)pk-i À .... 

Le coefficient de A dans chacune de ces expressions est 
donné par la quantité dans la première parenthèse de 
l'équation (5). 

La fonction (4) de la diiîérence des racines deviendra 

cp(Pi, P2, P.3, 

Je la développe suivant les puissances de A : 

^ i É l - É Î ^ ^ ^ ^ ^ 1 
\dpi d\ ^ dp2 d\ dp-^ dl ' 

Mais 

d\\ dV. dV-, . . . . 

Cette fonction ne change pas avec donc cliaque coef-
ficient de "k est nul, et l'on a 

_. do . ^ do . . do 
(6) n—'-dp, ' '''-'dp, ' ^'^'dp, ' 

Cette relation doit avoir lieu quelles que soient les va-
leurs de Po Pu-, . . . . Si elle est entière, le coefficient 
de chaque terme sera nul, ce qui donnera autant d'équa-
tions qu'il y a de termes. 

Si l'expression o est l'une de celles que nous avons a 
considérer, où la somme des indices des facteurs de 
chaque terme est constante, il est facile de voir qiu' 
l'équation (6) sera du même degré que cp, mais que la 
somme des indices dans chaque terme sera moindre 
d'une unité. Cela fournira un contrôle des calculs. 
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Calcul du coefficient Qg. 

11. Nous avons trouvé 

Gpî -+- ^PsPzPi 
4- Epsp', -f- Fpl -f- Gplpl + Hp.yi -i- . 

Je fais Ps = o^ = o. Deux des racines de l'équation (i) 
sont nulles, et les quatre racines sont a, ¡3, o, o. L'expres-
sion S ( a — — — devient facile à cal-
culer; on trouve 

(a — P)2[(a2-i- ri2)2_|_ p2(a2_|- ̂ 2). 

Les racines a et |3 sont données par l'équation 

Cl les fonctions de ces deux racines qui entrent dans 
l'expression précédente s'obtiennent presque sans calcul. 

On trouve (y. — PY = p; — , a^H- i^'^^p^—^p., 
et a|j — En substituant, l'expression de — Q s de-
vient 

— 2Spl -h 24PIP\ — Sp2pl />;. 

Mais, d'un autre côté, la valeur de — Q 3 , par l'iiypo-
tlièse =: o, o, devient 

Fpi-^Gplpl-r-llp.pl-^- Ipl 

d'où je déduis par comparaison 

F = — 2 8 , G = H = — 8, ] = 

cl, par conséquent, 

— Q:i = A/>4/?2-h- B/?4/?5-4- C/?^ h- Dp-spipi 
^ Ep,p'l - i%pl MP\P\ - ^P2PI -r-pl 

il ne reste plus que cinq coefficients à déterminer. 
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12. Pour calculer ces coefficients, j'aurai recours à 

l'équation différentielle (6), qui devient, pour l'équation 
donnée, 

, do „ do do do 
' dpi ^ dp^i ^ dp^ ^ dp,. 

En la développant pour la fonction — Q3, on obtient 

_4_ ( A 4 G - 4 - 4 D V3/>2 + ( B 3 D 

J'égale à zéro chaque coefficient, et j'ai ainsi une iden-
tité et les cinq équations suivantes, pour déterminer les 
cinq coefficients inconnus : 

3 A - t - 8 B = o , A H - 4 G 4 - 4 t ) = 0, B - f - 3 D 1 2 E = o, 

2 D — 60 = 0, 2 E - I - I 6 = O; 

d'où l'on tire 

A = : — 1 ( ) , B = 6, G =. — 26, D = 3o, E = : — 8 . 

Par conséquent, 

— QS = — H- — -r- 3O/?3/?2/'1 
- 8/>3/>Î - -i- 'Ap\p\- 8/>2/>Î . 

Calcul de Q4. 

13. Nous savons que 

Son expression en fonction de p̂ -, p̂ -) Ph sera du 
sixième degré par rapport au nombre des facteurs (8), 
et par rapport aux indices, elle sera homogène et du 
huitième ordre (7). Nous aurons donc 

(7> < -f- Ep',p\ "Pplpi-^- G p l p l - ^ ^ i p i p i p i 

( - -+- ^p^pipl - ^^pipi - ^pIPI • 
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14 . On pourrait, comme dans le calcul de Q G , iaire 
= o, /74 = o, pour exprimer, dans ce cas particulier, 

Q4 en fonction de p̂  et p̂ -̂  et déterminer un certain 
nombre de coefficients. Mais, pour avoir un plus grand 
nombre de vérifications par l'équation différentielle, fai-
sons seulement 4̂ = 0. Alors 

se réduit à 

Les trois parenthèses qui dépendent des différences 
des racines sont les coefficients, au signe près, de l'équa-
tion aux carrés des différences de l'équation du troisième 
degré 

piX^-^ Pl̂ C p^ = o. 

Cette équation est connue : c'est 

-^{'^ipl-^ ip^i -+- ipl — i^PzPiPi —PIPI ) = o-

Nous avons donc 

Les trois parenthèses qui dépendent de a, y sont 

aussi, au signe près, les coefficients de l'équation aux 

carrés des racines de l'équation proposée, équation que 

l'on obtient en changeant dans (1) x en \jx. Cette équa-

tion est 
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d'où l'on tin! 

En substituant dans l'expression (8), nous obtenons 

¡Hplp.- - ^¡PsPÎPi 

En faisant = o dans (7), et comparant le résultat à 
ce dernier, nous en déduisons 

F == 48, -- — II — 54, 1 = — 6, K ^ 38, 
Lr-17, M 

et il ne reste plus que les cinq premiers coefficients à 
déterminer. 

ìTì. Nous avons doiH' 

Ep'^pl -+- •iSplp2—'^^pÌp\ — ^APZPIpi 

L'équation différentielle (6) appliquée à cette fonction 
devient, ainsi que nous l'avons déjà dit (121), 

d'o ^ do do do 
dp y dp 2 dp ̂  dp '^ 

et elle donne 

{'i\ M- 3 B )/>-/?.{-f- 2(B ^ 
-4- (3 D -I- i6 F )p;,p\ -h(B — 56)plpi ^ (G — '24)p^pl 
~h {D -h 'S7.)p^p,pl-h ( E — 6)p3p\o.plpi 

-^O.plpl-T 0.P2PI = 0. 

Chaque coefficient devant être nul, nous obtenons sept 
équations et trois identités qui sont trois vérifications. 
En résolvant les sept équations, nous obtenons les valeurs 
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des cinq coefficienls inconnus, et deux nouvelles vérifi-
cations. Les valeurs des coefficients sont 

A = — 1 1 2 , B = 56, € = ¿ 4 , 32 , E = 6. 

Nous avons donc 

Q i = — I I 2 / > | - h 56/>4/>3/>1-H 

H- 38/>3/>2/?? — ^pspt ^7Pl — '̂̂ PIPÎ '̂ PIPI • 

Conclusion. 

16. L'équation 

x'* - h piX'^ H- /?2 pzX = O 

a pour équation aux carrés des différences 

Q.̂ f. o. 

Les valeurs des coefficients sont 

Q i - Sp.-'^pl 
Q2-= Hp'^—ipspi-^'i^pl- i6p.pl-h 

-^llpl-llplpl-^lplp'l. 
Qo == — I'^PIPI -+- — ixop^^pzpipi 

I8/>4/?3/>Î -+- '^'^P'.PI — ^pkplp'l — ^APlPi— ^^PIPI 
-+- - 9PIP\- 'I^PZPIpx -f- ^PSPIPI 
-^^pI-PXpu 

— '^•IpIPX - ^P'.PIP\ — 
i8/)47>37J2/>Ï H- I6/?4/>2 — ^p'-p\p\ — 
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SUR UN ALGORITHME A L G É B R I Q U E , 

P a r M . M a u r i c e D ' O G A G N E , 

É l è v e I n g é n i e u r des P o n t s et Chaussées . 

Représentons le développement de la m}''̂ ^ puissance 

du polynôme «i -H «2-f-- • où l'on remplace tous 

les coefficients par l'unité, à l'aide de la notation 

Cet algorithme jouit des propriétés suivantes ( ̂  ) : 

^ ^ ^ ( [a^a^.. ^ [ a ^ a . . . .apY'n) 

{ = (ap^i— ai){aia.2.. 

Dans le cas où 
<7i = I, 672=2, ap — p, nous poserons 

Nous pourrons facilement calculer, par voie récur-

rente, les quantités 

C ) Ma N o t e , r é d i g é e il y a un an, à l 'Éco l e P o l y t e c h n i q u e , a v a i t 
p r i m i t i v e m e n t p o u r b u t Tétude de ce t a l g o r i t h m e d o n t j e c r o y a i s 
l ' idée n o u v e l l e et d o n t j ' ava i s t r o u v é q u e l q u e s propr ié tés . Mais 
M . B r i s s e , m ' a y a n t appr i s q u e cet a l g o r i t h m e a v a i t déjà é té é tud ié par 
W r o n s k i qu i le n o m m a i t f o n c t i o n aleph et en a v a i t fa i t u n f r é q u e n t 
usage , je m e b o r n e à é n o n c e r ce l l e s des propr ié té s d o n t j 'aurai b e -
soin pour la présente app l i ca t ion , e x t r a i t e de m o n trava i l pr imi t i f , e t 
qu i , j e crois , est n o u v e l l e . Ma n o t a t i o n est d 'a i l leurs , au s i gne aleph 
près, ce l le de W r o n s k i . 
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E n e f f e t , l a f o r m u l e ( i ) d o n n e ^ d a n s c e c a s , 

e t l ' o n a l e s c o n d i t i o n s i n i t i a l e s 

On trouve ainsi 

= [laP^-e, .. 
[ i i F - I, 7, 25, 65, . . 

[ 1 2 F - 1 5 , [ 1 3 F - 9 0 , [ U F = 35O, . . 
Ces nombres sont identiques à certains coefficients 

envisagés par M. Schlomilch dans un Mémoire sur les 
facultés analytiques. Nous reviendrons plus loin sur ce 
point. 

a étant un nombre entier, faisons maintenant 

= a, a^—ri-^- i , a^ = a-4-/> — i, 

et posons 
[a(a + i). . .(a -+-/? — [a;,]̂ '"). 

Pour calculer les nombres àPaide des nombres 
appliquons la formule (2); elle donne 

= [ (a - -H/? [ (a - i);,^, fm-V, 

On déduit de là que 

•1) 

-)-/>(/) -4-1). ..(/> + a - ](">-«+!'. 
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Mais on peut aussi calculer directement, par voie ré-

currente, les nombres La formule (i) donne, en 

(îffet, pour ces nombres, 

[ a^]'-) = (a-t-/. - 1', 

et Ton a les conditions initiales 

Tous les nombres qui viennent d'être définis jouent 
un rôle dans la théorie des facultés analytiques. Je vais, 
en effet, démontrer que 

/ I 

i - + M ! K J ! ! ^ , [«/.]""' . 

la valeur de r: étant, bien entendu, supposée choisie de 

façon à rendre la série convergente. On a 

Mais 

La série sera donc convergente pour 

^>a-4-...-h(a-f-/)—i). 

La formule se vérifiant immédiatement pour p = i , 
faisons voir que si elle a lieu pour la valeur j? — i , elle 
est encore vraie pour la valeur p. 

Supposons alors que 

ZP ' ZP ZP^^ ' ' ' ZP^-"^-^ 
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Cette série est évidemment convergente pour toute 

valeur de z qui rend la précédente convergente; pour 
cette valeur de on a également 

î I a — I 
. — - H i-(^OL-i-p — l) Z Z'^ 

^ (a-+-/? — H h. . .H ^ 

Faisons le produit de ces deux développements; le 

coefficient du terme en est 

[ (a y> - I) [ l^n-ii 

H- (a p — . .-f- (a -f- /> 

ou, d'après la formule (3), 

La proposition est par suite établie. 
Dans le cas particulier où a = i, 

ZP Z^^'^^ ZP'^^ ' ' ' zP'^"'-

C'est ce développement que M. Scblomilcli envisage, 
dans son Mémoire Sur les coefficienls des facultés 
analytiques Il désigne le coefficient du terme en 

par Cm-, et en donne l'expression 

Mais, d'après la formule précédente, on a 

C) Journal de Creile, t. i l , p. o/ĵ i. 
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la comparaison de ces deux expressions fournit un théo-
rème. 

Il est facile d'avoir la fonction génératrice du nombre 
[a^Ji'^^ Multipliant les deux membres de la formule (4) 

par zP et posant i = o:, nous avows 

1 
(I — — ( a - f - i ) : r j . . . [ i — ( a n - / ? — i ) : r j 

= I [ C F - P Y ^ ^ X . . .-4- [OLPY^^^X'^-^ 

La fonction génératrice est donc 

( i — — ( a - h i ) ^ ] . . , [ i — (a-f-^ — 

et l'on a 

! 
I J r o rtt 

X Y)?n 

Tous ces résultats relatifs aux facultés analytiques se 
généralisent facilement, la démonstration étant identique. 

Soit 
/(z) = zP-h AiZP-^ . .4- Ap-iZ -h Ap — o 

une équation ayant toutes ses racines â ,̂  a^, -̂-̂ cLp 
réelles. On a 

^^ /{z)'~zP zP^^ -^...H . 

et cette série est convergente pour 
Multipliant les deux membres par posant 

I 
^ ~ X 

et 
o(x) n- Ai^r . .-h Ap-iXP-^ -h ApXP, 

on a 

(6) =i-h fai «2- • . .apY"̂ '' 
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La fonction génératrice de [«i «2 • • • est donc 

—!—? et Ton a ( M 

[«1^2. . — 
1 

m 

M a i s l a f o r m u l e ( 5 ) v a n o u s c o n d u i r e à u n r é s u l t a t p l u s 
i n t é r e s s a n t . 

E n e i f e t , s i , d ' u n e m a n i è r e g é n é r a l e , n o u s d é s i g n o n s 
p a r a u n e r a c i n e d e l ' é q u a t i o n 

/ { Z ) = o, 
n o u s a v o n s 

f ( z ) ^ f { a ) { z — a) 

o u , e n s u p p o s a n t t o u j o u r s p r i s e p o u r z u n e v a l e u r q u i 
r e n d e l e d é v e l o p p e m e n t d e c o n v e r g e n t , 

T _ 1 I I ^ a 

777) Jimà f i a ) ^ 2d f ( a ) • • • 

YP Zà f \ a ) zt^^ 2d f \ a ) 

I d e n t i f i a n t c e t t e f o r m u l e a v e c l a f o r m u l e ( 5 ) , n o u s 
v o y o n s q u e 

q u e 

s 

C ) M. Brisse, en me s ignalant la théorie des fonct ions aleph de 
Wronski , m'a indiqué, dans le Journal de M. Resal, t. V i l , p. i , un 
article de M. W e s t que j e ne connaissais point et que j 'aurais pu 
ut i lement consu l ter ; j'ai trouvé, dans cet article , une formule qui 
est, à très peu prés, la m ê m e que la formule ( 6 ) et qui est at tr ibuée 
à M. Hanegraeff . Je t iens à ment ionner ce fait , qui n'est venu à ma 
connaissance que l ongtemps après la rédaction de mon travai l , 

i/if .Wa/^j/?«!«/., 3«sé i i e , t. 11. (Mai «883.) i 5 
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e n f i n , d ' u n e m a n i è r e g é n é r a l e , q u e 

f o r m u l e r e m a r q u a b l e , p u i s q u ' e l l e p e r m e t t r è s a i s é m e n t 
d ' o b t e n i r l a v a l e u r d e [ a j « 2 - • q u a n d o n a f o r m é 
l e p o l y n ô m e f { z ) q u i , é g a l é à z é r o , a d m e t p o u r r a c i n e s 
l e s n o m b r e s , « 2 , . . . , a p . 

C e t t e f o r m u l e p e u t a u s s i s ' é c r i r e 

= [«lao. . 

n é t a n t s u p p o s é p. 

; QUELQUES P R O P R I É T É S D'UNE FAMILLE UE POLYGONES 
QUE L'ON PEUT FORMER AVEC UN POLYGONE DONNÉ; 

P a r M. L . - F . I B A C I l , 

Étudiant à la Faculté des Sciences de Marseille. 

L C o n s i d é r o n s u n p o l y g o n e d o n t l e s n s o m m e t s s o n t 
d é s i g n é s p a r l e s 7 i p r e m i e r s n o m b r e s : i , 2 , 3 , . . . , / / , e t 
i m a g i n o n s q u e s e s c ô t é s 1 2 , 9 . 3 , . . . s o i e n t d i v i s é s d a n s 
d e s r a p p o r t s a , 2 , « 2 3 . . . . , l a f i g u r e o b t e n u e e n j o i g n a n t 
s u c c e s s i v e m e n t l e s p o i n t s d e d i v i s i o n s e r a u n n o u v e a u 
p o l y g o n e , q u e n o u s d é s i g n e r o n s , p o u r a b r é g e r , p a r 
p o l y g o n e ( a 4 2 , « 2 3 , . • . ) d u p r e m i e r e t d o n t n o u s a l l o n s 
é t u d i e r q u e l q u e s p r o p r i é t é s . N o u s n o u s b o r n e r o n s d ' a i l -
l e u r s à d o n n e r l ' e x p r e s s i o n d e l a s u r f a c ^ d u p o l y g o n e 
r é s u l t a n t , p o u r p a s s e r d e s u i t e à l ' e x a m e n d ' u n c a s 
p a r t i c u l i t T , c e l u i d u t r i a n g l e , o ù n o u s r e n c o n t r e r o n s 

q u e l q u e s p r o p r i é t é s q u i p o u r r a i e n t ê t r e d i g n e s d ' a t t e n -
t i o n . 
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11. Expression de la surface du polygone résuif anl. 

— Appelons les sommets de ce dernier. Il est 
clair que la surface S est égale à la surface .s du poly-
gone donné moins la somme des triangles analogues à 
(«42, 2, /Tos). D'ailleurs, si Xi^jt^ I2, . • . sont les 
coordonnées des sommets i , 2,3, . . .. 0,7 • - • celles 
de ai2', . • nous aurons 

a^ Q .r, H- .r^ a j .7 l'i - v^ 
Xn — — — ^ ri2 =-- —r——7-" ' t «12 -T- 1 aj2 -1- 1 

les autres s'obtenant par une permutation circulaire. 
D'après cela, la surface du triangle («jo, 2, <703 ) sera 
donnée par le déterminant 

«12 4- l 

« 2 3 - 7 I 

«.,2 4- 1 
To 

Or, ce dernier se réduit a r ^ ou ( 1 20 ) re-

présente la surface du triangle formé par ces trois som-
mets. Il en résulte que nous avons 

S .V — 
«12(123 ) 

ài (ai2-r- I)(a23-r- I V 

le signe ^^^ indiquant qu'il faut permuter les indices 

n fois, afin de faire le tour du polygone. 

m. Expression de la surface du triangle résultant, 
— Dans le cas particulier du triangle, la formule précé-
dente devient 

S RRR-I—-
«,2(T23) " «31(312) 

"(«12-^ I)(a23-f-l) ( «31 r-1 ) ( a„4^ I ) 

et, en remarquant que (i23), (sSi), (3i 2) ne sont autre 
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c l J o s e q u e ç , 

(i) S ^ . 

(an--i)(a2:j-i-i)(.a:ji-hi) 

Lorsque les côtés sont divisés dans le même rapport a, 

a^-f-i S 5 
( a H - 1 ) 3 

La forimule ( i ) montre que la surface du résultant est 
proportionnelle à celle du triangle donné. De plus, 
comme elle est symétrique en aïo, aog, ag ,̂ elle indique 
que tous Jes triangles résultants que l'on pourra former 
avec cette série de rapports, en changeant Tordre de di-
vision, sont équivalents^ par suite : 

T h é o r î ^ m e 1 . — Les résultants obtenus en permutant 
sur les cotés la même série de rapports sont équiva-
lents, 

W , La formule (i) montre aussi que, pour que le 

rapport j soit un nombre donné A, on doit avoir 

( A I 2 - F - I ) ( A 2 3 - L - I ) ( A 3 I - F - I ) = A ( A I , A 2 3 « 3 1 H - 0 , 

et cela indique que, deux des rapports étant fixés, il sera 
toujours possible de déterminer le troisième, pour que la 
condition ci-dessus soit remplie. En particulier, la con-
dition, pour que le résultant (ai2a23a3i ) soit équivalent 
au triangle fondamental, sera 

«12 •+- « 2 3 -H «31 = — ( ai2 «23 -H «23 «31 + «31 «12 )> 

c'est-à-dire qu'il faut que la somme des rapports soit 
égale et de signe contraire à la somme de leurs produits 
deux à deux. En d'autres termes, tout faisceau de racines 
de l'équation 

a '-^ax^-^-axb = o, 
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dans laquelle a gI b sont eoinplètenient arbitraires, 

pourra former une série de rapports, tels que le triangle 

résultant correspondant soit équivalent au triangle fon-

damental. 

V. Considérons deux triangles T et T' de surfaces s 
et y , et imaginons que Ton en forme les résultants 
(ajoaosag,) et Si S et S' sont les surfaces de 
ces derniers, nous aurons 

S = 5 «15 «31 -
( a i 2 - f - i ) ( a 2 3 - i - i ) ( « 3 i H - i ) 

\ 2 ^2 3 «3 1 • 

Par suite 
«12 «23 «31 -

S' ~ .s' a', 9 a ' . , , -h 1 

Supposons maintenant que a,2, • 
<!'est-à-dire que l'on prenne pour les deux triangles la 
même série de rapports ^ nous voyons facilement que : 

T h é o r è m e I I . — Les surfaces des résultants corres-
pondant à une même série de rapports de deux\t ri angles 
sont entre elles comme ceux de ces derniers, et, en par-
ticulier : 

Les résultants correspondant à la même série de 
rapports de deux triangles équivalents sont équivalents 
aussi. 

VL Si l'on a en même temps S = 5, S ' c ' e s t -
à-dire si les résultants sont équivalents au triangle corres-
pondant, l'équation (3) devient 

«12 «23 «31-?- («12-^ «23 «12 «23 «31-+- «31 «12) 
a'i a; 7.3 H- (a'j,-!- «23 -i- «31 «'1.2^23- • •). 
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Or, d'après (IV), le second ternie du premier membre, 
ainsi que celui du second membre, sont identiquement 
nuls : il reste donc 

«12 «23 «31 — «1 2 3 '̂3 1 > 

qui s'énonce ainsi : 

T h é o r è m e . — Lorsque le résultant est équivalent au 
triangle de base, le produit des rapports est un nombre 
constant quel que soit le triangle de hase que Von con-
sidère. 

VJJ. Considérons maintenant n triangles T^, T2, • . . 
dont les surfaces sont 81,80, -.,8«, et imaginons que l'on 
prenne les résultants de ces triangles en conservant pour 
tous la même série de rapports^ si o-,, To, 0-3, • - sont 
alors les surfaces de ces résultants, nous aurons 

(7l vSi, 
0"., - - V S->. 

ajoutant, 

Si donc on considère un triangle équivalent à la somme 
des triangles donnés et que Ton forme le résultant de 
ce triangle, en prenant les mêmes rapports, celui-ci sera 
équivalent à la somme des résultants formés avec chaque 
triangle, 

VIII. Des triangles résultants de divers ordres, — 
De même que nous avons considéré le triangle (x̂  2, a 2 s v ) 
résultant d'un triangle donné, nous pouvons former le 
résultant de ce nouveau triangle avec une série de rapports 
( S « ) • ^̂  alors un résultant du second ordre 
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du triangle donné. En continuant de la même manière, 
on obtiendra, après n opérations, un triangle qui sera 
un résultant du premier ordre par rapport au (n — i)'®®® 
et du ordre par rapport au triangle donné. La série 
de rapports changeant toutes les fois, nous nous propo-
sons de résoudre le problème suivant : 

IX. Trouver Vexpression générale de la surface d*un 
résultant du n^^"'^ ordre. 

Soient 5 la surface du triangle donné, et S<,S2, - - ' jS„ 
les surfaces des résultants successifs. Nous avons, en ap-
pliquant la formule (i), 

«12 «23 « 3 1 - ^ 1 

J A «23-1-1}( «31-, - L) 

„ ^^ «̂12<*23«31 ï 

^ ^ - 4 - T ^ _ 1̂2 -̂2 3 3̂ 1 ^ ^ 

Multipliant ces égalités membre à membre, pour éli-
miner S ,̂ . . .,S/2_i, nous avons 

S == V «l2«-23«31-t-I «12 «23 «3 1 - ^ ^ 

'' ' ( «12-H l.)(«23̂ - •)! «31-T- i) 

Lorsque, dans la formation des résultants successifs, on 
a la même série de rapports, la formule devient 

«12 «23 «31-S„.=:S 

et enfin, lorsque les côtés sont tous divisés dans le même 
rapport a,, 

, ' «1 ~ 
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X. Cesexpressionsmontrentqueles rësulUnTSd'ordre 

quelconque jouissent des mêmes propriétés que ceux du 
second ordre et leur sont absolument analogues. Ainsi, 
on a, comme précédemment : 

Les résultants d'ordre quelconque de deux triangles 
correspondant à la même série de rapports sont entre 
eux comme les surfaces de ces triangles. 

En particulier, ils sont équivalents si les deux pre-
miers le sont. 

XI. Les résultats précédents montrent de plus que 
les résultants successifs vont, en général, en diminuant^ 
nous pouvons donc cberclier : 

I^a limite ^vers laquelle tend la somme des n premiers 
résultants d'un triangle donné, lorsque n tend vers 
V infini. 

Pour simplifier, nous supposerons que l'on conserve 
la même série de rapports; nous aurons alors 

S , -

s« -

En ajoutant membre à membre, 

c'est-à-dire 

Si nous faisons tendre7z vers l'infini, la somme tend vers la 
limite cbercliée T, et nous avons 

i - Y 
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XL On peut appliquer à 1 etude précédente la méthode 
des polaires réciproques. Considérons, à cet effet, un 
triangle (i23), son résultant (a,2, aos^aa )̂ et une conique 
auxiliaire. Au triangle (i2t3) en correspondra un autre, 
et aux sommets du résultant, divisant les côtés 12, 23, 
3i dans des rapports a,2, a^s, a3 4, correspondront trois 
droites passant par les sommets du triangle polaire et 
partageant les angles correspondants en des parties dont 
le rapport des sinus sera 3̂1 • Au triangle résul-
tant correspondra donc le triangle formé par ces droites, 
et comme la surface de ce résultant est donnée par une 
expression S = S désignant la surface du triangle 
donné, la surface de celui qui est formé par les trois 
droites ci-dessus sera donnée aussi par une expression de 
la forme S = -/c, a- étant la surface du triangle polaire de 
(123). Toutes les propriétés des résultants s'appliquent 
donc À ces derniers. DeFétude précédente, il résulte, par 
suite, les deux faits assez singuliers que voici : 

Si Von prend y sur les côtés d'un triangle ^ trois points 
(¡uelconques, ou si l'on mène par les sommets trois 
droites aussi quelconques, les surfaces de ces triangles 
sont proportionnelles à celle du prender et, par suite, 
proportionnelles entre elles. 

NUTE SUR M FAISCEAU DE SURFACES D'ORDRE QUELCONQUE^ 

P a r M . A . L E G O U X . 

Soit 

l equation d'un système de surfaces d'ordre quelconque. 
On suppose que .r, y^ ẑ  u sont les coordonnées homo-
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g è n e s d ' u n p o i n t d e l ' e s p a c e , q u e w = ax-i-bj 4 - c z 
q u e e r r r a - f - ^ - h v - f - S , e t q u e k e s t u n p a r a m è t r e v a -
r i a b l e . 

Recherche de la hessienne. — O n t r o u v e s a n s d i f f i -
c u l t é 

d\} J , J Y \ d\j , , J , lw\ 

a (a — i ) 

c = 

h ^ 

/ . . 

/7l — 

c / n i 0 - 0 1 
dy^ 

" C2 E ( £ — I) 

0 8 ( 8 - — l ) ' 

bcz{z-- • I ) 

dzdx 
caz{ z — I ) v a 

zx _ 

K 

abz(z—-- l ) 

= kw- adz(z — - I ) a S " 

xu 

dydii 
bdz{z- - I ) 

r/5 

' cdz{z — • I) 

^ if 

O n s a i t q u e l ' é q u a t i o n d e l a s u r f a c e h e s s i e n n e e s t 

a 6' c' d'2 afmn -f- 2 /̂i/ -h 2 c' -h 2 d! fgh 
__ /i __ o' a' m« — a' 6' /i^ — a' d p ~ h' d g^~c'd h^ 

-h/^ g' rn^ -f- A- « 2 — 2 ghrn AI — 2 A/AI/ — ifghn - 0• 
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Le résultat de la substitutiou des valeurs de al y c ' , . . . . 
dans cette équation paraît au premier abord extrême-
ment compliqué. Mais si l'on ordonne relativement aux 

puissances de on constate à l'inspection de 

l'équation que les coefficients de 

sont nuls identiquement, et le résultat final 

peut s'écrire sous la forme 

X {ihcyz -f- icazx-^ labxy 
-4- ladxu 'xbdyu icdzu) 

-v- P H- Y - h 0 — 

a Y B £ ( a - i - Y ® — 

Cette équation se décompose dans les suivantes 

( 1 ) _ o^ 
¡3 ) O, 

apY^«^^— -h 'icazx -f- labxy 
ladxitibdyu-\-icdzu) 

M- y ^ ~ aY0£(a-4- Y -H S — i)62j« 
-f- a^8£(a -4- p -4- S — a^Y^Ca -H ¡3 -f- Y — = o . 

Cette dernière équation prend la forme plus simple 

-a^x^- -ï- - 8 

( 4 ) 

? - T 

¿¿22bcyz icazx labxy 

-f-1 adx w -f- 2 bdy u-\-i cdzu = o ; 

il suffit pour cela de remplacer w par sa valeur et e par 
^ -h Y-h 0. 

L'équation (4) représente une surface conique imagi-
naire du second ordre. 
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Comme les équations (2), (3) et (4) ne contiennem 
pas le paramètre h y elles représentent le lieu géométrique 
des eourbes paraboliques tracées sur les surfaces du 
faisceau. On sait que la surface liessienne passe aussi 
par les points singuliers et par les lignes multiples des 
surfaces. Or il n'y a pas d'autres lignes multiples que 
les intersections des quatre plans x , j , u avec le plan 
iv, et il n'y a pas de points singuliers, comme on peut s'en 

assurer en égalant à zéro les dérivées partielles 

S ' l'équation (4) est bien le lieu dos 

courbes paraboliques tracées sur les surfaces. Les équa-
tions (2) et (3) représentent les plans x , r^ 
résultat évident, car ces cinq plans forment des surfaces 
singulières du système que l'on obtient en faisant soit 
A = o, soit À" = 00 . Comme l'équation (4) représente 
une surface conique, on voit que les courbes paraboli-
ques sont distribuées sur un cône imaginaire du second 
degré. Si le degré £ est impair, les surfaces ont des in-
flexions suivant les quatre droites xw^^jw^ zw, mv̂  
c'est-à-dire que le plan tangent suivant ces droites coupe 
la surface; si £ est pair, la surface est tout entière du 
même côté du plan tangent dans le voisinage de chacune 
de ces droites. {A suivre,) 

C ) On sait que, do riième que la courbe liessienne dans le plan 

rencontre une courl)e aux points d'inflexion, la surface hessienne 

rencontre une surface suivant une courbe dont tous les points ont 

une indicatrice parabolique, e l qu'on appelle courbe parabolique. 
Dans le plan, la hessienne passe aussi aux points singuliers; dans 

l'espace, la surface hessienne contient les courbes multiples et passe 

par les points sinp;uliers. 
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NOTE DE GÉOMÉTRIE INFINITESIMALE , 

P a r M . g e n t y . 

Soient deux courbes (A) et (B) situées dans un 
même plan -, a, o!\ ¿'Mes points de ces cour-

bes situés deux par deux sur trois lignes parallèles in-

finiment voisines^ s et ^ les points d'intersection des 

droites ad et hV, a'a" Vh"'^ a et ¡i les a n g l e s ^ ' et 

hs^ respectivement; les angles de contingence, et 
l̂ s rayons de courbure des courbes (A ) et(B) aux 

points a et h respectivement. 
Le triangle atsa' donne, aux infiniment petits près, 

Or 

Donc 

s a ss 
sin a ZcL 

\,sa 

; = 9a k.sa 



d'où l'on lire 

et, à la limite, 

On aura de même 

Donc 

( S>,238 ) 

X sa. s'a' 
ss' sin a ' 

2 
sa 

pa -- M-^ ^ sina 

pa __ sin p 

sb sin a 

Soient, par exemple, une ellipse et le cercle décrit sur 
le grand axe comme diamètre, et considérons les points 

fn p 

« et & de ces deux courbes, situés sur une même or-
donnée. 

Les tangentes en a et & se rencontrent en un point .v 
du grand axe, et l'on a 

aso -- a, bso — p. 

Soit n le pied de la normale au point a \ on aura 

Pa sa sin ^ sn sin ¡̂  
OA "T ^ • so sin a 



( ) 
et, par suite, 

o6.sn .s in3 sn.op sn.oq p — ; L_ — ; — ~ „Iff ^ 
' At>.sina so. sin 01 so 

On déduit delà une construction très simple du centre 

de courbure au point a d'une ellipse. 

QUESTIONS. 

1438. La dilTérence entre le nombre des diviseurs 

impairs et le nombre des diviseurs pairs d'un nombre 

entier est égale, en moyenne, à ( E . C e s a b o . ) 

1439. Le nombre des diviseurs de n est égal, en 

moyenne, Ixln. ( E . C e s a k o . ) 

1440. La somme des inverses des puissances des 

diviseurs de ?i est égale, en moyenne, à 

I I 

( E . C e s a r o . ) 

1441. Soient <7, è , r, . . . les diviseurs de /?. I.a 

somme 
a b c 

p 'r • ' ' 

est égale, en moyenne, à — ^ • 

( E . C e s a r o . ) 

1442. f{n) étant la somme des restes du nombre en-

tier divisé par tous les nombres entiers qui le pré-

cèdent, on a 

n^ l'À 
( E . C e s a r o . ) 
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1443. La somme des puissances des diviseurs 

de n est égale, en moyenne, à xnP. La constante a est 

comprise entre ~ et - 4- i. Déterminer sa valeur. 
^ P P 

( E . C e s a t i o . ) 

i l 4 i . On a 

/ ( I ) - / ( 3 ) + / ( 5 ) - . . . ± : / { 3 a i - I). 

dz \ f ( £ H- 2 /Z ) -h const., 

/ i 2 ) - / ( / , ) + / ( 6 ) - . . 
— ±: I f { £ 2 /i - I - I ) r o n s t . , 

pourvu que Fou remplace les puissances de e par les 
nombres d'Euler correspondants, définis par la relation 
symbolique 

(s -H I 4- {£ — I o, (/? — 1 , 9., 3 , . . . ). 

( E . C e s a h o . ) 

1 i i o . i" La somme des produits m à m des n premiers 
nombres naturels est divisible par tous les nombres pre-
miers compris entre ni H- i et n -h et supérieurs 

à 71 — m. 

2" La même somme, diminuée de i . 2 . 3 . . . m, est di-

sible par n — //i, si ce nombre est premier. 

( E . C e s a r o . ) 

1446. Les nombres de Bernoulli et d'Euler, définis 
symboliquement par les relations 

(B + i)P—BP:=iO, 

( z - h 1)^-1- (s — o, 

satisfont aux relations symboliques 

(f^B -h [2 — 2P)B^ — 
(/4B H- 3)P.:r.i ('> 

( E . . C e s a k o . ) 



( ) 

U É I M S T I L A T I O N BU THÉORÈMË DE D'ALEMBERT-, 

P a r M . W A L E G K I , 

Professeur de Mathémalii^ues spéciales au lycée Condorcet , 

La démonstration qui suit reproduit^ avec quelques 
développements, une Note insérée aux Comptes rendus 
(19 mars 1882) : qu'il me soit permis de remercier ici 
M. Laguerre qui m'a indiqué une simplification notable 
dans le mode d'exposition. 

i . A l'égard de l'élimination d'une variable, je rap-
pelle sommairement comment on l'établit sans employer 
le théorème de d'Alembert. 

P et Q étant deux polynômes des degrés m et /i, si l'on 
cherche deux polynômes P' et Q^ des degrés m — i et 
n — I, tels que l'on ait identiquement 

(1) P Q ' — Q P ' = o , 

on a, pour déterminer les m -h n coefficients de P' et de 
Q', m -h n équations linéaires et homogènes, dont le dé-
terminant A est appelé le résultant des deux polynômes 
P e t Q . 

La condition A = o est donc nécessaire et suffisante 
pour que les polynômes P' et Q' existent, sans être à la 
fois tous deux identiquement nuls. 

Il est clair dès lors que A est nul dans chacun des trois 
cas suivants : 

Quand l'un des polynômes P et Q s'évanouit; 
Quand le terme de plus haut degré s'évanouit à la 

fois dans P et dans Q ; 
Ann. rfe 1/aiA^'ma/., 3« sér ia i , t . II. ( J u i n l883 ) i G 
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[V Quand P et Q admettent un diviseur commun, de 

degré au moins égal à l'unité. 

Réciproquement, si A est nul, les polynômes P et Q 

présentent l'une des particularités énoncées. En effet, 

si l'un seul des polynômes P' et Q' s'évanouit, soit Q' 

par exemple, l'identité exige que Q s'évanouisse aussi, 

et Ton est dans le premier cas. 
Si aucun des polynômes P' et Q' ne s'évanouit, ou 

bien les termes de plus haut degré disparaissent dans P 
et dans Q , et l'on est dans le second cas : ou bien le terme 
de plus haut degré ne disparait pas dans l'un, P par 
exemple; je démontre qu'alors on est dans le troisième 
cas. 

Je divise Q' et P' par leur plus grand commun divi-

seur, s'il existe; l'identité (i) devient 

et Pi et Q, sont premiers entre eux. P̂  divise P Q i , il est 
premier avec : donc il divise P. Soit S le quotient qui 
est de degré au moins égal à i , eu égard aux degrés de P 
vX Pi ; je supprime dans (2 ) le facteur P^, il reste 

oQ, - Q = o : 

donc P et Q admett(^nt le diviseur commun 5. 

c. q . F. d . 

2. Pour évaluer le degré d'un déterminant D, je con-

sidère le cas où, dans chaque ligne, les degrés des élé-

ments décroissent en progression arithmétique de rai-

son 7' ( ^ ). 

Je réduis chaque élément à son terme de plus haut 

( ' ) Cette démonstrat ion est tirée du cours de M. Crétin, professeur 
de Mathématiques spéciales au lycée Saint-Louis . 
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degré, et je dis que le nouveau déterminant D̂  est homo-
gène. En effet, si je multiplie dans la deuxième ligne 
p a r j '', dans la troisième par j®'', et ainsi de suite, le 
polynôme D̂  est multiplié par une puissance de j ; d'ail-
leurs il est homogène, puisque chaque ligne l'est; donc 
il l'était avant la multiplication. 

Le polynôme DÎ , s'il n'est pas nul, est le terme de plus 
haut degré de D. 

Le meme énoncé subsiste si les degrés dans chaque ligne 
croissent en progression arithmétique. 

Toute équation algébrique a une racine, 

3. Je traite d'abord le cas où le degré m est impair; 
le théorème est déjà démontré si l'équation est réelle : je 
la suppose donc imaginaire. Soit P - h i Q s o n premier 
membre, soit = P^-f- Q2. SI f { x ) admet une ra-
cine, cette racine ou sa conjuguée appartient à P -h /Q ^ 
il suffit donc de démontrer que l'équation réelle/(.r) de 
degré m= oxi p est impair, admet une racine. 

A cet effet, je pose et je développe 
f { j - \ - z ) en séparant les termes de degré pair, et les 
termes de degré impair en 

m-2. xm rm-2 
/(>•+ ) = + +• • • +/(.r ) 

(m 

^{z^) est en z^ de degré ~ ? son premier coefficient est 

une constante non nulle, que je suppose égale à 

est de degré ^ — i en z'̂ . 

Je cherche à déterminer j de façon que o et aient 
un diviseur commun en z^. Soit A(7 ) le résultant. A 



, m ( m — 1} est en j de degré 

non nul; en eiFet. on a 

y m j'm-'l 
m\ {m — '})\ 

fm 

A ( 7 ) 

et a son premier coefficient 

/ o . . . 

• / • •• 

o 

j'ni~\ 
{m — 1 ) ! r 

f 

f 

Les degrés des éléments dans chaque ligne sont, par 
rapport à r , en progression arithmétique de raison égale 
à 2 ; tous les ternies du déterminant sont donc de même 
degré ; je cherche le degré du terme principal ou de 

if"')' i f ) ' • 

, m {m — I ) 
ce degré est égal à 

Je forme le coefficient du terme de plus haut degré 
dans A; pour cela, je réduis chaque élément à son pre-
mier coefficient, ce qui donne le déterminant 

o 

Ci, C/' . . . 

Ce coefficient n'est pas nul, car c'est 1 éliminant de x-
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entre deux polynômes U et V des degrés — ? — — i , 

en 

et 

U = ^ \{x -r- (x — lY" ] 

dont les degrés sont eiï'ectivement ^ ^̂  — — i , et qui 

n'admettent pas de diviseur commun, car un tel divi-

seur serait commun à U-{-V.r et à U — V x , c'est-à-dire 

à {x 4- et à ( x — i)''', qui sont premiers entre eux. 

Il résulte de ce qui j)récède que A ( j ) , polynôme réel 

dont le degré est le nombre impair — a d m e t une 

racine réelle. Pour cette valeur de j , ou bien ^ s'éva-
nouit, ou bien cp et A ont un diviseur commun. 

Dans le premier cas, f { x ) se réduit à o(z-) , qui est à 
coefficients réels et de degré impair en ^ admet 
donc un diviseur réel du premier degré en et un di-
viseur du second degré en x , et, par suite, une racine. 

Dans le second cas, où cp et tj; admettent un diviseur 
commun S(z^) dont le degré en z- est au moins i , au plus 

~ — I, est décomposé en un produit de deux fac-

teurs de degrés moindres que m. 

Si l'un de ces facteurs est de degré impair, il admet un 

diviseur réel du premier degré qui divise /(o?), sinon 

l'un des facteurs /i (x) est de degré 2p\ // étant un 

nombre impair, inférieur à p. Opérant sur J] (x) comme 

sur on forme une suite limitée de diviseurs de 

,f [oc) dont le dernier est ou de degré impair, ou de 

degré 2. Il admet une racine qui appartient à f , ce qui 

démontre le théorème. 

Je considère maintenant une équation à coefficients 
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réels ou imaginaires de degré m égal à 2'/?, p étant im-
pair. Pour abréger, je dirai que le nombre m est de pa-
rité i, et je vais démontrer que, si le théorème est établi 
pour les équations de parité inférieure à z, il est encore 
vrai pour une équation de parité i ; il sera, dès lors, 
établi dans toute sa généralité, puisqu'il est vrai pour la 
parité o. 

Soit f { x ) le premier membre de l'équation; je pose, 
comme ci-dessus, 

L'éliminant de entre cp et A est en j de degré 

^ ^ ^ — ^ et de parité (i — i) ; il s'annule donc pour une 

valeur réelle ou imaginaire de y . 

En remarquant que ) est en z'^ de parité [i — i), 
on prouvera, comme plus haut, f [ x ) admet un di-
viseur du second degré en x, ou un diviseur de parité 
moindre que i, ^^ P̂ *̂ suite une racine, ou enfin un di-
viseur de degré moindre que m et de parité i. Opérant 
sur ce diviseur comme sur f { x ) ^ on forme une suite de 
diviseurs de / ( x ) , qui sont en nombre fini, puisque 
leurs degrés décroissent, et le dernier est de parité 
moindre que i, ou admet une racine, ce qu'il fallait dé-
montrer. 

4. La résolvante employée est l'équation aux demi-

sommes des racines deux à deux. 
A ce point de vue, la démonstration qui précède est 

très voisine de celle que Lagrange, sous le nom de Fon-
cenex, a donnée en i j î p ). 

Lagrange classe, comme l'avait fait Euler, les équa-

C ) V o i r LAC-HANGE, Équations numériques, Notes I \ et X . 
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dons d'après la parité de leur degré, puis il ramène la 
recherche d'un diviseur du second degré à la résolution 
de l'équation aux sommes des racines deux à deux. 

La démonstration de Lagrange est insuffisante. De son 
temps, la question était mal posée, et la théorie des ima-
ginaires n'était pas arrêtée comme elle l'est aujourd'hui. 
On savait qu'une équation de degré m peut être choisie 
de façon à avoir m racines réelles et à les conserver réelles 
pour une variation convenablement limitée des coeffi-
cients. On regardait ces racines comme pouvant être 
exprimées par des fonctions analytiques des coefficients, 
et ces fonctions étaient supposées vérifier encore l'équa-
tion, quand cette dernière cessait d'avoir toutes ses ra-
cines réelles. On appelait impossibles les racines ainsi 
dénaturées, et l'on se proposait de montrer qu'elles 
étaient de la forme p -f- qi. C'est ainsi que d'Alembert 
prend une racine réelle développée en série et cherche 
ce que devient ce développement quand la racine cesse 
d'être réelle. De même, Euler, Lagrange et Laplace ad-
mettent que les racines existent sous une forme qui les 
soumet au calcul algébrique, ce qui rend leurs démon-
strations illusoires. 

Gauss ) (1^99) condamne la conception des racines 
impossibles et propose quatre démonstrations. La pre-
mière (1799), qu'il reproduira sous une forme peu diffé-
rente (1849), ^̂ ^ fondée sur des considérations de Géomé-
trie de situation. La quatrième (1816) appartient au 
Calcul intégral. La deuxième ( i8i5) seule est purement 
algébrique, mais elle est très compliquée par la nature 
et le procédé de formation de la résolvante. 

Je passe sous silence d'autres démonstrations qui em-
ploient la notion de continuité ailleurs que pour l'équa-

( ' ) G A U S S , Werke, t . I I I . 
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tion réelle de degré impair, et je mentionne enfin la dé-
monstration de M, Gordan [Mathematische Annalen, 
1876). M. Gordan rattache sa démonstration à celle de 
Gauss. La résolvante qu'il emploie est l'équation aux 
carrés des demi-diiïérences. Cette résolvante se présente 
moins simplement que l'équation aux demi-sommes, et 
le degré n'y est pas aussi facile à reconnaître. 

P R O B L E M E » E G É O M É T R I E ; 

P a r M. C O L I N , 

Élève du lycée Condorcet. 

Dans sa théorie des cycles, M. Laguerre démontre ( ^ ) 
le théorème suivant : 

Étant donnés le cercle O et deux droites paralleles 

^ • 

D ei D|, d'un point M de D on mène les tangentes MT, 

(M Nou\>ettes Annales, décemlirc 1882. 
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MT' au cercleI par le point A oii l'une rencontre D^, 
on mène la parallèle à Vautre. La droite ainsi obtenue 
enveloppe un cercle. 

Voici une autre démonstration du même théorème. 
Soient Nie point de rencontre des parallèles aux deux 

tangentes, P le pôle de D ; je dis que M, N, P sont en 
ligne droite. D'abord, MN passe par le milieu I de AA'. 
dans le parallélogramnte MAA'N. De plus, si l'on pro-
longe T T ' jusqu'à sa rencontre en P avec la droite D, 
le faisceau (M, T T ' P F ) est harmonique, et MP partage 
en parties égales la pàrallèle DÎ à sa conjuguée*, MP 
passe donc en I comme MN. 

D'ailleurs, le r a p p o r t ^ est constant et égal à ^̂ ^̂  ^> 

d et d^ étant les abscisses OD et OD^ ^ donc AN et A'N 
enveloppent un cercle homothétique du cercle O. P est 
le centre d'homothétie. 

KOTE SUR L 4 T R A N S F O R M A T I O N P A R S E M I - R R O I T E S 
RÉCIPROQUES-, 

P a r M. M a u r i c e D ' O G A G N E , 

Elève-Ingénieur des Ponts et Chaussées. 

Considérons un couple de semi-droites réciproques A 
et A' se coupant en un point o) de l'axe de transforma-
tion Q. Soit C une conique de centre o), ayant son grand 

axe dirigé suivant Q, et telle que le rapport ^ des carrés 

P A 
de ses demi-axes soit égal au rapport ^ des distances du 
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pôle P aux exlrémilés du diamètre AB du cycle K , qui 
passe par ce point; si Vp est perpendiculaire à AB, 

' 1 

^ ^ ( 

a YV 
Ü \ 

^ ^^ conique C sera une ellipse ou une hyperbole, 

selon que le pôle P sera intérieur ou extérieur au cycle K . 
Prenons la bissectrice Ai des semi-droites A et Q, et la 

bissectrice Â  des semi-droites A' et Ü. 
Nous allons démontrer le théorème suivant : 

T h é o r è m e . — Les semi-droites A I et A ' , forment un 
couple de diamètres conjugués de la conique C. 

Menons, en effet, au cycle K les tangentes parallèles 
aux semi-droites réciproques A et Â  ; tirons la corde des 
contacts mm' et les rayons Om et Om^ Nous avons 

et, par suite, 

D o n c 

ou 

rsina , rsinS 
s m P s i n P 

„ , H s i n a s i n 3 
P m . P m ' = . ^ , 

s i n ^ P 

s i n a s i n ¡5 _ F m . V m ' 

s i n ^ P Ĵ -



( ) 
Or, d'après une propriété bien connue du cercle, 

Pm.Pm'= PA X P B ; 
d'ailleurs 

2 

L'égalité précédente pourra donc s'écrire 

sinasin^ _ PA.PB 

C0S2 i-
a 

ou 

2 
OU e n c o r e 

PA.PB 
i 

C0S2 -! 
2 

Nous tirons de là 

ou 

i__ZÎZ_ • 2 
^ _ _ PA.PB _ r2_PA.PB ^ 0P_ 

S — a ^ " . "" ' 
C0S2 i-

p-f-a 

S —a r 
cos ^ 

2 
Par suite, 

p - a ¡3-4-a 
coŝ  cos^ ^^ 

2 1 r — OP _ PA 
PB' 

2 2 

ou, après une transformation bien simple^ 

a S PA ¿>2 
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On aura donc aussi 

a / 3\ 6-2 

ce qui démontre le théorème. 
Les asymptotes de la conique C seront, d'après ce qui 

préciîde^ les bissectrices des semi-droites qui se transfor-
ment en elles-mêmes et de l'axe Q. 

La conique C est caractéristique de la transformation. 
Elle peut, à elle seule, la définir. 

Nous pourrons dès lors énoncer le théorème précédent 
de la manière suivante : 

Deux semi-droites réciproques quelconques sont anti-
sjméiriques de Vaxe de transformation par rapport 
à deux diamètres conjugués de la conique caractéris-
tique. 

SllU I ; E N \ E L 0 P P E DE C E U T A I N E S D R O I T E S V A R I A D L E S ; 

P a r M . M a u r i c e D ' O G A G N E . 

1. Soient, dans un plan, C une courbe fixe quel-
conque, ab une droite mobile coupant cette courbe aux 

points <7 et les tangentes à la courbe C aux points a. 
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et b se coupent au point t \ la droite ab touche son en-
veloppe au point e; la droite eaji normale à cette enve-
loppe coupe en a et ^ les normales «a et ¿p à la 
courbe C. 

L'objet de la présente Note est la détermination du 
point e, lorsque la droite mobile est assujettie à certaines 
conditions remarquables. 

L e s e g m e j n ' t d e d r o i t e ab e s t d e l o j v g u e u r c o i î s t a n t e . 

2. On sait que, dans ce cas, rappelé ici à simple titre 
de mémoire, le point e s'obtient en abaissant du point 
de rencontre de a a. et ¿¡3 une perpendiculaire sur ab. 
C'est une des propriétés fondamentales du centre instan-
tané de rotation. 

3. Si la courbe C se compose de deux droites concou-
rantes, l'enveloppe de ab est une épicj cloïde ci quatre 
points de rebroussement ). 

L ' a r c ab e s t d e l o n g u e u r c o n s t a n t e . 

4. Représentant par d[a) et d[b) les arcs infiniment 
petits correspondants décrits par les points a et b sur 
la courbe C, nous avons, en vertu d'un théorème connu, 

cl{a) __ at.ae 

d{b ) ~ 'ht.be ' 

et comme, dans ce cas, d[a) =d[b), 

ae ht 
he ai 

d'où l'on conclut, pour la détermination du point e : 

C ) M. Mannheim a publié, dans les Nouvelles Annales, une élude 
géométrique de cette courbe (2® série, t. XVII, p- 821). 
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T H É O R È M E . — Si t! est le symétrique du point t par 
rapport au milieu du segment ah^ le point e se trouve 
sur la bissectrice de Vangle at'b, 

5. J'ai démontré ailleurs ), par la simple Géométrie, 
que si, dans ce cas, la courbe C se compose de deux 
droites concourantes, Tenveloppe de la droite ab est une 
parabole tangente à ces deux droites et ayant pour axe 
leur bissectrice. 

L A s o m m e d e l ' a r c ab e t d u s e g m e k t ab e s t c o w s t a j v t e . 

6. On a, dans ce cas, 

d{ab) d{diTcab) = o, 
ou 

d{ab)-^d{b) — d{a)=^o. 
Or 

et, en appelant dtù Tangle de deux positions infiniment 
voisines de aè , 

ou, puisque, d'après un théorème connu, diù = ^^^ 
a 

»/ 2.x o o ûwtah 
be.bt ae 

= d(b) sin tab. 
be.ot 

L'équation différentielle écrite plus haut devient donc 

ou 
ap. at sin tab be .bt — ae ,at = o, 

C ) Journ. de Math, élém,, t. ÎV, p. i6o. 
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ou encore 

be.bt — ae.at — o. 

Si Ton remarque que 

ap = be.coltba — ae, col tab, 

l'équation précédente devient 

be {th. col tba-h bt) — ae {t h col tab at) = o, ou 
be __ ah-^at 

ae~ bh-\- bt 

Cette expression permettrait de construire le point e, 
mais nous allons la transformer. En effet, elle peut 
s'écrire 

tab 
1 / . «Î.C0S2 
be at{\-^ do's tab) 2 

d'ailleurs 

donc 

bti\-\-ç.ostba) , ç^tba' 
^ ^ bt. cos^ 

. tba tba 
. , sm cos 

at __ smtba _ 2 2 ^ 

bt sintab . tab tab' 
sm cos 

2 2 

. tba tba „ tab tba 
, sm cos cos2 tang 
be 2 2 2 2 

ae . tab tab „ tba tab 
sin cos cos2 tang 

2 2 

expression qui se traduit immédiatement par l'énoncé 
suivant : 

T h é o r è m e . — Le point e est le point de contact sur 
ab du cercle exinscrit au triangle atb^ situé dans 
l'angle atb, 

7. Il résulte de là que, si la courbe C se compose de 
deux droites concourantes, l'enveloppe de ah est un 
cercle tangent à ces deux droites. 
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L E S E G M E N T ah KST VU D ' U N POIJNT F I X E 

s o u s UJN AJNGLE COJNSTAIiT. 

8. Soit O le point iixc. Nous avons 

d{a) __ ae,at 
d{b) "" be.bt' 

La normale acL coupe en a la perpendiculaire oa à 

c'est-à-dire la normale à l'enveloppe de oa^ puisque cette 

droite tourne autour du point o. De nièaie, la norinale 
¿ 3 coupe en ¡3 la perpendiculaire à et l'on a 

Par suite 

et 

d{a) ___ aca 
d{b) ~ 

at .ae an 
TTFe ^ 

ae ai ht 
ITe ~ "ai 



( ) 
Abaissons du point de rencontre t des tangentes les per-
pendiculaires th et ti sur ao et ¿o-, les triangles aooL et 
tlia sont semblables, ainsi que ho^ et izV̂ ; donc 

et, par suite, 

an ao ht ti 
Tk' ^ ~ 

ae ao.ti 
hë. ~ th. ho 

Tirons hm parallèle à OP; nous avons 

ae ao 
he ino -

donc 
ao • ao. ti 
mo th .ho 

on 
ho _ ti 
mo th 

égalité qui fait voir, en remarquant que les angles hti 

et boni sont égaux comme ayant leurs côtés perpendicu-
laires, que les triangles thi et omb sont semblables; et 
comme les côtés homologues th et mo, d'une part, ti et 
¿o, de l'autre, sont perpendiculaires, il en résulte que 
hi est perpendiculaire à mb et, par suite, à oe. 

On aura donc le point e cherché, en projetant le point 
de rencontre t des tangentes en h et en i sur les côtés 
oa et ob de V angle constant et en abaissant du point o 
une perpendiculaire sur la droite hi. 

Mais cette construction peut être simplifiée. En effet, 
tirons la droite oî; le quadrilatère oliti est inscriptible, 
puisque ses angles en h et en i sont droits; par suite, 

hot = hit\ mais hit ~ ioe, comme ayant leurs côtés per-

pendiculaires ; donc hot — hit, 
Ânti.de Mnrhémat., S'^sériii, t . l i . (Juin i S83.) I 7 
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On aura donc encore le point e, en faisant V angle 

boe égal à l'angle toa. 

9 . A p p l i c a t i o n . • — Dans une ellipse, une corde ab 
est constamment vue du centre o sous un angle droit ; 
quelle est Venveloppe de cette corde? 

La droite ot coupe ab en son milieu^ elle est donc 

médiane du triangle aob^ et, comme ce triangle est rec-

tangle en o, toa = ¿ao^ si e est le point où ah touclie 

son enveloppe, on a, d'après ce qui précède, aoe — toa\ 

donc aoe = bao -, et, comme ob est perpendiculaire à oa, 
oe sera perpendiculaire à ab\ la normale oe à l'enve-
loppe de ab passant par le point fixe o, cette enveloppe 
est un cercle ayant ce point pour centre. 

L f , s t a n g e n t e s a l ' e x t r é m i t é d e l ' a k c ab f o n t 

e n t i i e e l l e s u n a n g l ê c o n s t a n t . 

10. On a toujours 

d{a) _ ae.at 

d{b) ~ bc.bt ' 

D'ailleurs, si R et R' sont les rayons de courbure en a 
et è, i/9 et d '̂ les angles de contingence en ces points, 
on a 

d{a) = Ri/e, d{b) = R'i/6'. 

Mais, puisque atb est constant, d^ ~ d^' : donc 

dja:) __ R 

par suite, 
ae.at __ R 
TëJyt ~ W ' 
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Appelons a et ^ les centres de courbure en a et i , o 

un point tel que les rayons a a et ¿¡3 soient vus de ce 
point sous des angles droits; nous retomberons alors sur 
la même figure que pour la question précédente, avec les 
mêmes relations, et nous arriverons, par conséquent, au 
même résultat. 

Donc, le point o étant défini ainsi qu'il vient d'être dit, 
on aura le point e où ah touche son enveloppe en fai-

sant aoe = tob. 
Dans le cas particulier des coniques, ce problème 

donne lieu à un théorème plus intéressant, qui rentre 
dans le cadre d'un travail plus étendu que nous publie-
rons prochainement dans les Nouvelles Annales. 

KËCIIKRCHE mm COURRE P L A N E P O S S É D A N T UN LIEU 
G É O M É T R I Q U E DE P O L E S P R I N C I P A U X D I N V E R S I O N ; 

PAR M . G . F O U R E T , 

Répétiteur à rEroîe Polytechnique. 

On sait qu'il est possible, d'une infinité de manières, 
de transformer en elle-même par inversion une circon-
férence de cercle, en prenant comme pôles de transfoi-
mation les divers points du plan de cette circonférence. 
On peut énoncer cette propriété en disant que la circon-
férence de cercle a pour pôles principaux d'inversion 
tous les points de son plan. 

11 existe, d'autre part, des courbes planes appelées 
anallagmatiques, qui ont la propriété de se transformer 
en elles-mêmes par inversion, h l'aide d'un ou de plu-
sieurs points de leuj' plan pris pour pôles de transfor-
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mation. Les plus remarquables dans ce genre sont les 
anallagmatiques des troisième et quatrième ordres, qui 
possèdent, en général, quatre pôles principaux d'inver-
sion. Il existe même des anallagmatiques planes qui ont 
une infinité de pôles principaux d'inversion distribués 
le long d'une certaine ligne : on obtient une pareille 
courbe en transformant par rayons vecteurs réciproques 
une courbe douée d'une infinité d'axes de symétrie. 

N'y aurait-il pas, tenant le milieu entre le cercle et 
les courbes que nous venons de rappeler, une catégorie 
d'anallagmatiques planes possédant une infinité de pôles 
principaux d'inv(;rsion qui se succéderaient d'une ma-
nièi e continue, de manière à avoir pour lieu géométrique 
une ligne droite ou courbe. Telle est la question que 
nous allons résoudre. Nous nous appuierons, pour cela, 
sur une propriété bien connue de l'inversion, qui peut 
s'énoncer de la manière suivante : 

En deux points correspondants de deux branches 
de courbes inverses, les tangentes ci ces branches de 
courbes font avec le rayon ^vecteur coinniun (¡ui aboutit 
au pôle d'inversion des angles correspondants ) sup-
plémentaires. 

Supposons qu'il existe une courbe plane anallagma-
tique (G) douée d'une infinité de pôles principaux d'in-
version formant un lieu géométrique (L) (-). Soit O un 
point pris arbitrairement sur (C). Par O faisons passer 
une droite quelconque rencontrant (L) en P. Ce point P 
étant, par hypothèse, un pôle principal d'inversion de 
(C), il existe, à l'intersection de PO et de (C), un se-

( ' ) I/expression à'angle correspondant a ici le mémo sons qu'on 

G éo m o Ir i e ('̂ 1 é m e n I a î re. 

Le Iccleur est prie de faire la figure. 
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cond point M inverse de O par rapport à P, et tel, par 
suite de la propriété rappelée plus haut, que les angles 
correspondants formés par le rayon vecteur PO avec les * 
tangentes à (C) en O et en M soient supplémentaires. 

Cela posé, rapportons la courbe (C) à un système de 
coordonnées polaires ayant pour pôle le point O, et pour 
axe polaire la tangente OX en ce point à la courbe (C). 

Posons 

O M = p et M ^ = i o . 

En vertu de la remarque précédente, il y a égalité entre 
l'angle (o et l'angle V formé par le prolongement du 
rayon vecteur OM avec la tangente MT à (C), dirigée 
dans le sens où (o croit. Or, d'après une formule bien 
connue, on a 

t a i i g V = 
pw 

Par suite 

pL 1. 
p tango) 

d'où l'on conclut, en intégrant, 

p = a s inw, 

a étant une constante arbitraire. 
L'équation ainsi trouvée est celle d'une circonférence 

tangente en O à l'axe polaire O X . Quant au lieu (L), il 
reste indéterminé, ou, autrement dit, il comprend tous 
les points du plan. Nous arrivons ainsi aux conclusions 
suivantes : 

Un existe pas de courhe anallagmatique plane 
qui possède une infinité de pôles principaux d'inver-
sion ayant pour lieu géométrique une ligne droite ou 
courbe. 

La circonférence de cercle est la seule courbe 
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plane qui se transforme en elle-même par inversion, à 
l'aide d'un point quelconque de son plan pris pour pôle 

, de transformation. 

En remarquant que la sphère est la seule surface dont 
toutes les sections planes soient des circonférences, on 
déduit de ce qui précède les résultats suivants : 

3° Il n existe pas de surface anallagmatique qui pos-
sède une infinité de pôles principaux d'inversion ayant 
pour lieu géométrique une s LU face. 

4" La sphère est la seule surface qui se transforme 
en elle-même par inversion, quel que soit le point que 
Von prenne pour pôle de transformation. 

Il est bon de remarquer qu'il existe des surfaces anal-
lagmatiques dont les pôles principaux en nombre infini 
ont pour lieu géométrique une ligne droite ou courbe. 
Deux surfaces bien connues sont dans ce cas : le tore a 
pour pôles principaux d'inversion tous les points de son 
axe; la cyclide de Dupin a pour pôles principaux d'in-
version tous les points d'une certaine circonférence. 

SllU OlIELftUES I D E N T I T É S T R I G O N O M É T R I f t l l E S ; 

P A R M . G . F O U R E T , 

R é p é t i t e u r à l ' É c o l e P o l y t e c h n i q u e . 

En désignant par a, ¿, c trois angles quelconques, on 
a identiquement 

s i n ( 6 — c ) s i n ( c — a ) s i n ( a — 6 ) 

(I)' 
s i n 6 ' s i n e 

s i n ( 6 — c ) s in ( c — a ) s in ( a — 

s in a s i n b s i n c 
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Cette relation est déjà connue : elle est comprise dans 
l'énoncé de la question 681 (2® série, t. II, p. SaS), 
comme s'appliquant aux trois angles d'un triangle recti-
ligne. La démonstration qui en a été donnée (2® série, 
t. III, p. 72) l'a étendue à trois angles quelconques. De 
cette identité nous allons déduire, par quelques trans-
formations fort simples, d'autres identités qui nous ont 
paru, pour la plupart, nouvelles et dignes d'être notées. 

Nous commencerons par donner de la relation (i) une 
démonstration plus élémentaire et plus simple que celle 
qui a été publiée dans ce Recueil, en nous servant uni-
quement de la formule qui sert à transformer une diffé-
rence de cosinus en un produit de sinus, et réciproque-
ment. 

On a d'abord 

sm(b — c) s in(c — g ) 

sin a sin 6 

_ s inè sin(¿> — c)-h s i n a sin(c — a) 

" sin a sin 6 

_ cosc — cos(ib — c) -h 005(2« — c) — COSÍ-
""" 2 sin a sin 6 

sin(a-f-¿> — c)sin(¿> — a) ^ 

sin a sin 6 ' 

par suite 

sin(¿> — c) s in(c — a) s i n ( a — b) 

sin a sin¿^ sinc 

s i n ( a — b) ^ . . , . . . x • i 
= — j — A - I s m a s m o — s m ( a H- 6 — c ) s inc] 

sin a sm c> sm c ^ ^ 

sin ( a — r / tx / 2.x 
— — : — — — ^ — [ c o s ( a — b) — c o s ( a b) 

2sinasmbsinc ^ . / v / 
— c o s ( a -h — 2 c ) H- c o s ( a -+- 6)] 

s i n ( a — 6 ) s i n ( a — c)sin(¿> — c) 

sin a sinb s inc 

D'où l'on conclut la relation (i), en faisant passer tous 
les termes dans un même membre. 
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Pour abréger Técriture, désignons d'une manière gé-

nérale par bj c) la somme des trois valeurs que 

prend une fonction trigonométrique çp(a, è , c) des trois 

angles a , c, quand on les permute circulairement. 

Moyennant cette convention, la relation (i) peut s'écrire 

C V sin(¿^ — c) sin(h — c)sin(c — a)sin(a~ ô) _ 

j^d s i n a sin a s in6 sine ~ 

En appliquant la même relation aux trois angles a -h A, 

è -f- /z, c -f- /i, h étant quelconque, on obtient 

sin(^> — c) s in(6 — c ) s i n ( c — a ) s i n ( a — b) __ 
— o, <sin(aH-/i) sin(a-i-A) sin(6-+-/¿) sin(c-f- h) 

d'où, en faisant h 

sin(6 — c) s in(6 — c ) s i n ( c — a ) sin ( a — b) 

cosa c o s a cos6 cose 
= o. 

Dans (i) et (3) remplaçons ¿, c respectivement par 

a, ¡3, Y, et faisons ensuite a = + c, ¡î  = c -f-

il vient 

— c) sin(Z> — c ) s i n ( c — a ) sin ( a — b) 

sin(¿> -4-c) s i n ( 6 c ) s i n ( c - i - a ) s i n ( a H-¿)) 

isin(i> — c) sin(^> — c ) s in(c — a) sin ( a — b) 

COS(6-H-C) ' c o s ( 6 - T - c ) c o s ( c - h a ) c o s ( a 4 - è ) 

En diiférentiant (2) par rapport à /z, on obtient, toute 

réduction faite, 

c o s ( a H - A ) sin2(è-f- h) s in2(c-h A) 

(6) <] ^ s i n ( a — 6 ) s i n ( a — c ) 

( rr: COS («-+-A) COS (¿> H- h)cOS{c-\-h) COS («-+-¿>-+-0-f-3/i). 

Cette relation a lieu quel que soit h» En y faisant suc-

cessivement A o et /? = - ? on en conclut les deux sui-
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vantes : 

/ N v ^ c o s a s i n 2 ¿ s i n ^ c , 7 x 
( 7 ) > ¿ •. , r = c o s a c o s 6 c o s c — c o s ( a - h c ) , 

/ n x V ^ s i n a c o s 2 6 c o s ^ c . . , • - , , 
( 8 ) 7 -T—7 , , . , r = s i n a s m è s m n - h s i i i ( a 4 - 6 - h c ) . 
^ ^ ^ s i n ( a — 6 ) s m ( a — c ) ^ ' 

En diiï'érentiant par rapport à h la relation (6), on ob-

tiendrait une nouvelle identité, que Ton pourrait parti-

culariser en faisant h = 0 et /z = Mais les résultats 

auxquels on arrive ainsi ne sont pas assez simples pour 
mériter d'être énoncés. 

Des relations (i) et (3) nous pouvons encore déduire 
une relation fort simple et d'ailleurs connue, en les ajou-
tant membre à membre, après avoir cliassé les dénomi-
nateurs. On obtient ainsi 

^ s i n ( ¿ > — c ) c o s ( ¿ > — c) 

- h 2 sin(¿> — c ) s i n ( c — a ) s i n ( a — ¿>) = o , 

ce qui peut s'écrire, a, p, y désignant trois angles dont 

la somme est nulle, 

( 9 ) s i n 2 a -h- s i n 2 p -f- s i n 2 y -i- 4 s i n a s i n s i n Y = o . 

Cette dernière relation n'est qu'un cas particulier d'une 
autre beaucoup plus générale, dont nous aurons peut-
être l'occasion de nous occuper dans une prochaine Note. 

SUR LË D I S C R I M I N A N T DE L'EQUATION DU QUATRIEME D E G R É ; 

P a r M . W E I L L . 

Étant donnée une équation complète du quatrième 
degré, on peut, par une transformation connue, la ra-
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mener à la forme 

bx c = o. 

Changeons x en a: -f- y/— a, Téquation devient 

x'^ ^x"^ s/ — a x{b -h Sa\/—-a) -f- c — b ^—-a = o. 

Cela posé, considérons les deux coniques 

L'équalion en \ de ces deux coniques est 

o = — (c — ¿ » y / I T ^ ) ] 

En exprimant que cette équation a une racine double, 
nous aurons écrit la condition pour que l'équation du 
quatrième degré ait elle-même une racine double. Cette 
condition est donc 

Les deux conditions pour que l'équation ait une racine 
triple sont alors 

3a2-}- c = o, 
¿>2-1- 1 6 — i6ac = o. 

T I l É O l t E H E DE G E O M E T R I E ( ' ) ; 

P a r M . E r n e s t C E S A R O . 

Le théorème énoncé s'applique seulement au cas de 
constant. Dans le cas de p variable, les conditions (2) 

C) \O\T Mathesis, avril i883. 
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deviennent 

A{Bz-Cy) = o, 

A(Ga;--Az)-hB(Bz—Cy) = o, A2=i; 

c'est-à-dire 
A = I , B = o , G = o , ^ = o . 

Donc : 

T h é o r è m e . — Parmi toutes les droites, invariable-
ment liées au trièdre formé par la tangente, la binor-
maie et la normale principale, en un point d'une ligne 
à courbures variables, il nW a que la tangente, et les 
parallèles à la tangente situées dans le plan rectifiant, 
qui engendrent des surfaces développables. 

m \ L Ë C O M P L E X E F O R M É P A R L E S A X E S D ' U N E S U R F A C E 

D U S E C O N D O R D R E ; 

P A R M . G . K O E N J G S . 

I. M. Reye a appelé axe d'une surface S- du second 
ordre toute droite normale au plan polaire d'un de ses 
points. Les surfaces liomotliétiques et concentriques à 
S- forment un faisceau de surfaces circonscrites à 
S- suivant sa trace c^ sur le plan de l'infini. Les axes de 
S- sont communs à toutes les surfaces du faisceau, et sur 
tout axe il existe un point M dont les plans polaires par 
rapport aux surfaces du faisceau sont normaux à cet 
axej en particulier, la surface unique du système qui 
passe au point M y coupe l'axe normalement : donc le 
complexe des axes est aussi celui des normales aux sur-
faces du faisceau 
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Par tout point de l'espace passe une surface unique du 
faisceau; nous dirons que ce point est le point de dé-
part de la normale à cette surface. 

II. Si nous prenons pour équation de la quadrique S^ 

7̂72 V2 

une droite quelconque du complexe des axes, ayant 
z) pour point de départ, sera représentée par 

les équations 

ï - , 
- a - ) -

L'équation suivante 

A a - I - B P - H G - 4 - P ^ — Q / ? — — ^ p ) = o 

exprime que la droite (x — a z - f - p . fait 
partie d'un complexe linéaire : si l'on calcule les quan-
tités a, <7, a<7 — relatives à l'axe considéré, et 
qu'on les porte dans l'équation du complexe, on trouve 

{ , , , 7, i ^ ^̂  — r, — I -h Q —:;—— zx ~ U ——f— xy = O. 

Ainsi, pour que six points MÎ, Ma, . . M e , de coordon-
nées 

soient les points de départ de six axes appartenant à un 
même complexe linéaire, il faut et il iuffit que l'on puisse 
déterminer les quantités A, B, C, P, Q, R, ou plutôt 
leurs rapports, de sorte que les équations suivantes soient 
simultanément possibles : 

J l , = o, 9(.r2. Vo-̂ o ) o. . . . . cp(a:6. re.-Se) == o. 
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Mais cp ^ ) = o est Téquation générale des quadriques 
circonscrites au tétraèdre principal commun à toutes les 
quadriques du faisceau F(S^ ) ; nous avons donc démontré 
ce théorème : 

Pour que six axes d'une surface du second ordre 
appartiennent à un même complexe linéaire, il faut et 
il suffit que leurs six points de départ soient sur une 
même surface du second ordre circonscrite au tétraèdre 
principal de la suif ace. 

Pour que cinq droites appartiennent à une congruence 
linéaire, il faut et il suffit qu'elles appartiennent à deux 
complexes linéaires : dans le cas des axes, il est donc-
nécessaire et suffisant que leurs pomts de départ appar-
tiennent à deux quadriques circonscrites au tétraèdre 
principal; donc : 

Pour que cinq axes d'une surface du second ordre 
appartiennent à une même congruence linéaire, il faut 
et il suffit que leurs cinq points de départ et les som-
mets du tétraèdre principal soient neuf points d'une 
même hiquadratique. 

Pour que quatre droites appartiennent à un même 
hyperboloïde, il faut et il suffit qu'elles appartiennent à 
trois complexes linéaires; dans le cas des axes, il est 
donc nécessaire et suffisant que leurs points de départ 
appartiennent à trois quadriques circonscrites au té-
traèdre principal; de là ce théorème : 

Pour que quatre axes d'une quadrique appartien-
nent Cl un même hyperboloïde, il faut et il suffit que 
leurs quatre points de départ et les sommets du té-
traèdre principal soient huit points formant la hase 
d'un faisceau de hiquadratiques. 
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On sait que, si liuit points forment la base d'un 

faisceau de biquadratiques, en les séparant arbitraire-
ment en deux tétraèdres, il est possible de trouver une 
quadrique conjuguée à ces deux tétraèdres, et récipro-
quement, que si deux tétraèdres sont conjugués par 
rapport à une même quadrique, toute biquadratique 
passant par sept de leurs sommets ira passer par le hui-
tième. On peut donc donner au théorème ci-dessus la 
forme suivante : 

Pour que quatre axes d'une quadrique appartien-
nent à un même hyperholoide, il faut et il suffit que le 
tétraèdre formé par leurs points de départ soit conjugué 

*par rapport ci une quadrique ayant les mêmes plans 
principaux que la proposée. 

On peut remarquer que, si l'on prend quatre points 
sur une cubique gauche circonscrite au tétraèdre prin-
cipal, les axes dont ils sont les points de départ sont 
sur un même hyperboloïde. En effet, huit points quel-
conques d'une cubique gauche peuvent être considérés 
comme formant la base d'un faisceau de biquadratiques 
( P . S E R H E T , Géométrie de direction). On en déduit le 
théorème suivant : 

Si un point décrit une cubique gauche circonscrite 
nu tétj'aèdre principal, l'axe dont il est le point de dé-
part décrit un hyperboloïde. 

Parmi les cubiques gauches circonscrites au tétraèdre 
principal et qui sont en nombre quadruplement infini, 
il en existe qui forment seulement une série triplement 
infinie; ce sont celles qui sont tangentes à un axe en un 
point dilférentd'un sommet du tétraèdre principal. 

Dans un pareil cas, en appelant M le point de contact 
de la cubique avec l'axe qui la touche, l'hyperboloide 
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se réduit à un eône dont M est le sommet, et Ton re-
trouve ainsi le cône découvert par Terquem. Ce cône est 
précisément celui du complexe qui est relatif au point M. 
On est donc ramené à des propriétés connues. 

m . Actuellement introduisons dans les théorèmes ci-
dessus l'hypothèse que les points de départ sont pris sur 
une même surface du faisceau par exemple sur 

S- : nous obtenons des propriétés des normales à une 
même quadrique. 

Le premier théorème montre que : 

Suj' toute quadrique, il existe un système quintuple-
ment indéterndné de hiquadratiques les normales h la 
surface en tous les points d'une de ces hiquadratiques 
font partie d'un même complexe linéaire. 

Un cas particulier a été étudié par Cbasles : c'est 
celui où le complexe linéaire est formé de droites en ren-
contrant une autre fixe. Il existe alors la relation 

A P - f - B Q H-GR == o 

entre les arbitraires de l'équation (i), qui ne représente 
plus qu'une série quadruplement indéterminée de qua-
driques circonscrites au tétraèdre principal. Ainsi : 

Sur toute quadrique, il existe un sy stème quadruple-
ment indéterndné de hiquadratiques ; les normales en 
tous les points d'une de ces hiquadratiques rencontrent 
une droite fixe. 

Les hiquadratiques que nous venons de définir jouis-
sent d'une propriété exclusive que voici : 

Les points d'une quelconque de ces hiquadratiques se 
distribuent en groupes de six : les normales en six points 
d'un même groupe concourent, et le lieu de ces points 



( ) 
de concours est une droite, (C'est précisément la droite 
ci-dessus.) 

M. Desboves a donné un nom à cette droite, dans le 
cas particulier où la biquadratique se compose de deux 
coniques : il l'appelle la sjnnorniale. 

En continuant l'application des théorèmes ci-dessus 
aux propriétés des normales, on voit que : 

Les hiquadratiqu.es circonscrites au tétraèdre prin-
cipal d'une quadrique la percent chacune en huit 
points : les normales en huit points d'un même groupe 
rencontrent deux mêmes droites. 

Les cubiques gauches circonscrites au tétraèdre 
jyrincipal d'une quadrique la percent chacune en six 
points : les normales en six points d'un même groupe 
appartiennent CL un même hyperboloïde. 

Pour que les normales en quatre points d'une qua-
drique appartiennent ti un même hyperboloïde, il faut 
et il suffit que le tétraèdre formé par ces quatre points 
soit conjugué par rapport ci une quadi ique ayant les 
mêmes plans principaux que la proposée. 

R E C H E R C H E « E S C E R C L E S COIIPAKT T R O I S C E R C L E S D O \ X É S 
SOlîS HES A N G L E S D E T E R M I N E S ; 

P a r M . Î : . - M . L A Q U T È R E . 

La lecture des formules fondamentales de Géométrie 
tricirculaire et tétrasphérique exposées par M. Lucas 
{JS^ouv, Ann,, série, t. XV, p. 5oi) nous remet en mé-
moire une formule que nous possédons depuis une quin-
zaine d'années environ, représentant l'équation de l'en-
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semble des huit eereles qui coupent trois cercles donnés 
sous des angles déterminés. 

La détermination d'un tel cercle nous avait vivement 
préoccupé à cette époque; nous en possédions plusieurs 
solutions, les unes géométriques, d'autres analytiques; 
enfin notre ami, M. Halphen, alors au début de sa car-
rière scientifique, avait ajouté à ce nombre une solution 
analytique des plus élégantes, dont nous regrettons la 
perte parmi la plupart de nos notes égarées pendant le 
siège de Strasbourg. 

Nous ne donnerons ici que l'une des solutions géomé-
triques, absolument élémentaire ( ̂  ), et nous la ferons 
suivre de la formule dont nous venons de parler. 

Les théorèmes suivants sont évidents sur simple 
énoncé : 

L Les deux cercles C, C passant par les points d 'in-
tersection de deux cercles C2 (^t ay ant leur centre 
en l'un des centres de similitude S, S^ de ces derniers 
sont bissecteurs de leur angle [réel ou imaginaire) 
d'intersection. 

IL Les deux cercles se coupent entre eux ¿1 angle 
droit. Lje rayon de chacun est la racine carrée de la 
puissance composée des deux cercles par rapport au 
centre de similitude qui lui sert de centre. 

ni. Un cercle, dont la corde d'intersections alternée 
avec Vun et l'autre cercle passe au centre de similitude 
des points d^intersections, est isogonal aux deux 
cercles. 

IV. Les cercles orthogonaux CL Vun des cercles bis-
secteurs formeîit des séries de cercles isogonaux aux 

C ) U n e a u t r e d o n n e n t les mêmes r é s u l t a t s é t a i t o b t e n u e p a r la 

nnéthode de t r a n s f o r m a t i o n p a r r a y o n s v e c t e u r s r é c i p r o q u e s . 

Jnn. de Mathémat., 3" série, t. H. ( J u i n i883.) l 8 
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deux premiers dont le centre de sinnlitude est centre 
radical commun à toutes ces séries, panni lesquelles 
comptent les séries de cercles orthogonaux et de cercles 
tangents à la fois aux deux, 

V. Si l'on considère trois cercles C ,̂ Cs? C3, la ligne 
SsS, S2 de leurs centres de similitude est l'axe radical 
commun à toute la série de leurs cercles isogonaux, 
série dont font partie le cercle orthogonal et le cercle 
tangent aux trois cercles. 

Dans la combinaison des centres de similitude, il 
est nécessaire que les similitudes inverses entrent en 
nombre pair o ou 2. Les diverses combinaisons de si-
militude directe ou inverse correspondent aux diverses 
combinaisons de signes des angles d'intersection comptés 
à partir de la circonfér<^nce sécante commune. 

P R O B L È M E . — Construire un cercle T coupant un 
cercle donné C sous un angle a déterminé et passant 
par deux points fixes A et B, réels ou itnaginaires con-
jugués. 

Premier cas : A et B réels. — Soient p le rayon du 
cercle T cherché et r celui du cercle C; le cercle T' con-
centrique à r et de rayon p' = p -f-r cosa est orthogonal 
au cercle C concentrique à C et de rayon r sina. Il 
sera de plus tangent aux cercles décrits de A et B comme 
centres avec r cosa pour rayon, que nous désignerons par 
cercles A, B. 

Construisons le cercle auxiliaire A' passant par les 
points d'intersection des cercles A et C , et dont le centre 
de similitude avec A soit le centre de C . Les cercles A 
et A'ayant C pour bissecteur seront coupés isogonale-
ment par les cercles orthogonaux à celui-ci. Par suite, 
le cercle tang( nt aux trois cercles A, A', B ne sera autre 
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que le cercle F', et les éléments de F sont ainsi déter-
minés. 

Second cas : Les points A et B sont imaginaires 
conjugués, intersections de la droite L et d'un cercle S. 

Le cercle F passant par A et B doit alors avoir la 
droite L comme axe radical avec S. Il a donc comme axe 
de symétrie le diamètre de S perpendiculaire à L. De 
plus, tous les points de L ont même puissance par rap-
port aux deux cercles. Le cercle F est donc orthogonal à 
tout cercle ayant son centre sur L et orthogonal à S. 

Le problème précédent donne la solution du cercle 
coupant trois cercles donnés sous un même angle déter-
miné. 11 donne sans plus de diiiicultés la solution du 
cercle coupant trois cercles donnés sous trois angles dé-
terminés, solution fondée sur le théorème suivant : 

T H É O R È M E . — Soient RO, /'S les rayons de trois 
cercles Ci, C2, C3 de centres O^, O2, O3; le cercle T 
qui les coupe respectivement sous les angles ai, aa, a3 a 
pour axe radical avec leur cercle orthogonal S une 
droite dont les points M3, xMo, M| d'intersection avec 
les lignes des centres O^Oa? O3O,, O2O3 détachent à 
partir des centres des segments déterminés par les 
rapports 

M3O1 Al M2O3 _ À3 M1O2 _ X2 

M^CK'^X;' M2O1 ~ ÂT' wroz~T/ 

ou Von fait 

Ai^ricosai, X2=r2COsa2, Aa^racosaa. 

2).,, 2À2, 2X3 étant respectivement les longueurs des 
cordes coupant les cercles O^, O2, O3 sous les angles 
complémentaires de a^, a2, aa. 

Démonstration. — Considérons deux cercles C4, C2: 



( ) 
tous les cercles S orthogonaux à la fois à ces deux cercles 
ont leurs centres sur Taxe radical L de Ci et Co et ont 
réciproquement pour axe radical commun la ligne OÎ OO 
de leurs centres. Le point Ms d'intersection de celle-ci 
avec Taxe radical de l'un quelconque des cercles S avec 
le cercle T de centre o), coupant Ci en mi/z^ sous 
l'angle â  et C2 en m^n^ sous l'angle a2, est donc centre 
radical de T et de toute la série des cercles S orthogo-
naux à Cî et Co. 

Soit un second cercle F' coupant C, suivant m\ et 
C2 suivant 7??'^sous des angles à la fois égaux ou sup-
plémentaires des angles a, , ao d'intersection de ces cercles 
et de r . Les cordes m^rrî , n̂ n̂ ,̂  m^m ,̂̂  n^n., joignant 
les points d'intersection correspondants d'un même 
cercle Ci ou C2 avec les deux cercles F, F' également 
inclinés sur lui sont les unes et les autres isogonales aux 
deux cercles F, F' comme cordes sous-tendant dans le 
cercle C, ou le cercle C2 un arc dont les extrémités cou-
pent F et F̂  sous le même angle. Elles concourent donc 
en un centre S de similitude direct ou inverse des cercles 
F, F', suivant que les angles d'intersection seront égaux 
ou supplémentaires. Le cercle S décrit de leur point de 
concours avec un rayon dont le carré .92 égale.la puis-
sance composée de F et F̂  par rapport au point S (cercle 
bissecteur de F et F') sera orthogonal à la fois aux 
cercles C^ et C2 dont la puissance par rapport à S est 
précisément la puissance composée de ce point par rap-
port aux cercles F et F'. Il appartiendra donc à la série 2 

— S FUX. S NI\ = S T?-!. S AI'I = S /?^2. S M'̂ J ~ 

L'axe radical des cercles F et F', commun avec S, est 

donc axe radical de F et d'un cercle de la série S des 

orthogonaux communs à C, et C2. Il passe donc au 
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centre radical M3 commun au cercle Y et à toute la sé-
rie S. 

Le centre radical M3, commun à la série S de tous les 
cercles orthogonaux à la fois aux deux cercles C, et C2 
et à un cercle F les coupant sous des angles â  et ao, est 
donc également commun à la série des cercles S et à tous 
les cercles F' formant deux séries dont Tune coupe C, et 
C2 sous les angles â  et aa, et l'autre sous les angles 
supplémentaires!:—a, et t : — a o . 

Cette observation suffit à déterminer le point M3 sur 
la ligne des centres Oi, O2. C'est, en effet, le point de 
concours sur cette droite des deux transversales symé-
triques coupant les deux cercles C, et Co, l'une sous les 
angles donnés a^, aa, l'autre sous les angles supplémen-
taires — ai, — aa. Ces transversales ne sont autres que 
les cercles à courbure nulle de l'une et l'autre série F. 
Les cordes interceptées par la transversale sont tangentes 
aux cercles de centres Oj et O2 ayant et respective-
ment pour rayons, et, par suite, 

M3O1 _ X1 
M3O2 I2' 

Soient maintenant les trois cercles Ci, C2, C3 que le 
cercle F doit couper sous les angles a,, aa, OL^. L'axe ra-
dical A de celui-ci avec le cercle orthogonal à la fois aux 
trois coupera les lignes des centres en trois points M3, 
Ml, M2 déterminés par les relations énoncées ci-dessus. 
Il pourra donc être construit comme coupant l'un d'entre 
les cercles Ci , C2, C3 sous l'angle voulu et ayant avec 
leur cercle orthogonal un axe radical connu. 

Les diverses combinaisons de signe des valeurs I f , X25 
X3, dont la grandeur absolue représente la longueur des 
cordes interceptées dans chaque cercle par le rayon du 
point d'intersection dans le cercle F, déterminent quatre 
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droites AQ, A,, A2, A3, à chacune desquelles correspon-
dent deux solutions à angles d'intersections supplémen-
taires pour lesquelles, dans Tune et dans l'autre, les trois 
"k sont à la fois changés de signe. Ces deux cercles sont 
également inclinés sur le cercle orthogonal, leur bissec-
teur. On trouve ainsi les huit solutions obtenues par 
toutes les combinaisons de trois angles et de leurs trois 
supplémentaires. 

Observation importante. — Si l'on fait varier Â , 
A3 proportionnellement, les points M3, Mo, Mî restent 
invariables; d'où la remarque fort intéressante que l'axe 
radical d'un cercle quelconque avec le cercle orthogonal 
à trois cercles donnés lui est commun avec toute la série 
des cercles pour lesquels les cordes , ou les co-
sinus des angles a,, ao, ay d'intersection varient propor-
tionnellement. Le cercle orthogonal pour lequel ces va-
leurs sont nulles appartient à toutes les séries. 

Remarque. — Dans la figure que l'on construira pour 

suivre la démonstration précédente, les droites mîm2, 
nî̂ m'.̂  d'une part, n̂ n̂ ^ n\n[̂  d'autre part, concourent 
en un point R sur l'axe radical uv de T et T', puisque le 
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quadrilatère m r̂rî m^ îrii est inscriptible, et, par suite, 
Rmi .Rm2 = Rm^ R7n2. 

Recherchons maintenant l'équation de l'ensemble des 
huit cercles qui coupent trois cercles donnés sous trois 
angles déterminés. 

Désignons par 

1 , 2 , 3 les trois cercles donnés ; 
a, p, /', C, avec les indices correspondants, les coordon-

nées cartésiennes du centre, le rayon et la puissance 
du point quelconque { jo , j ) par rapport à l'un des 
cercles ; 

A, B, R, r , mêmes quantités par rapport au cercle F 
cherché -, 

cp, angle de T et de C (avec l'indice correspondant); 
= — 2r coscp, corde interceptée par C sur le rayon de 
r allant au point d'intersection. L'angle cp est celui 
des rayons des deux cercles ; 

i/, distance des centres de T et C. 

L'équation de l'ensemble des cercles T coupant (i), 

(2), (3) sous les angles Çi,cp2,cp3 sera le résultat de Téli-

mination de A, B, R entre les quatre équations 

r = G, 

l'équation en d étant reproduite trois fois avec les indices 

I, 2, 3 aux quantités d, r, 

Or, si l'on observe d'une manière générale que 

¿2 ^ ( A — A + ( ^ - B = R2-H R2-H X R, 

retranchant membre à membre l'équation en d de 
l'équation F, on remplacera le système (i) par le sys-. 
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tèiilc équivalent 

—A)2-+-(>'- B)2= R2, 

Les trois équations obtenues en donnant successivement 

les indices i , 2, 3 à C dans Téquationde la seconde ligne 

déterminent les valeurs de [x — A ) , [y—B), R qui, 

portées dans l'équation de la première ligne, donnent le 

résultat de l'élimination, ou équation du lieu cliercbé. 

Si A représente le déterminant 

dx dy 
= A, 

et X , Y , Z les résultats de la substitution de C aux quan-

tités contenues respectivement dans la première, la 

deuxième et la troisième colonne, l'équation chercliée 

sera 

( 3 ) 

soit 

(4) 

X2-h 

G 
dy 

dC 
d^ G X 

dx 

ou, en se servant des coordonnées homogènes et faisant 

ensuite s =zi, 

( 5 ) C F X 
dy 

^ C 
dx dx dy dz 

Ces équations se prêtent à plusieurs remarques inté-

ressantes : 

L Si l'on fait à la fois — X 3 — o , l'équation 

se réduit à Z = o. Sur la forme (5), on lit immédiate-

ment que les polaires des points du cercle orthogonal 

par rapport aux trois cercles sont concourantes, et par 
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la symétrie des équations aux dérivées partielles qu'elles 
concourent en un point du cercle. 

II. Si l'on clierclie l'intersection du cercle Z = o avec 
les divers cercles du lieu, on reconnaît que l'équation ( 3 ) 
ne peut être satisfaite avec Z == o que si l'on a conjoin-
tement X = o et Y = o, comme dans le cas du cercle 
orthogonal, ou bien qu'il est nécessaire que le dénomi-
nateur commun A soit nul. Les cercles du lieu coupent 
donc le cercle orthogonal au même point que le lieu 
A = o, soit 

x — ^^ 7 —pi 

{A = ¿p —a2 7—^2 = o , 

^ — «3 R — 

dans lequel on reconnaît aisément la droite M3M2Mi 

définie plus haut. Son équation, évidemment linéaire 

après le choix des signes fait sur coscp pour chacune des 

quantités \ est, en effet, satisfaite en posant, pour h; 

point Ms, 

y — /(iP— a2)2-H(7— M3O2' 

et de même pour Ma et M^. 

UI. L'équation du système des huit cercles peut se 
mettre sous la forme d'un déterminant, tel que 

X 

Z - Y 

Z + Y 
X 

= o, ou bien 
X 

z - x 

où l'on fait 

et 

X = 

Y = 

G ^ 

^ G X dx 
dC 
dx 

r coscp 

X 
dy 

dy 
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Z-i-Y = ^ _ X C ' 
dx dy 

^ ^ } C 
dx dy ^ ^ 

dC 
dy 

dC 
dx dy dz 

dC dC . 
—-f-.X 
dy 

dC 
dx 

dC . 
—-f-.X 
dy dz 

¿2, 

Avec un choix préalable des signes de coscp, l'équation 
ne représente qu'un groupe des deux cercles conjugués. 

En supposant le centre des coordonnées au centre du 
cercle orthogonal de rayon p (réel ou imaginaire), l'équa-
tion de l'ensemble des deux cercles conjugués ayant le 
cercle orthogonal pour bissecteur s'obtiendra fort sim-
plement. On a, d'une manière générale, 

G = 0 7 2 - 4 - - i - 2 — o 
\ 

d'où, en posant, pour simplifier, 

= \ a b X I, 
M = I I b X I, 
N = 1 a I X 1, 

2 T = I A b I I, 

le dernier déterminant étant le double de la surface du 
triangle des centres Oî , Oo, O3, et le premier, le double 
de la somme des produits des triangles que le centre O 
du cercle orthogonal forme avec deux des centres, parla 
corde \ détachée sur le troisième cercle par les rayons 
du cercle F, on aura 

\ A — MX -t- Ny -i- L, 

== Nj-f- L) -
| Y = iMxy-^ 2L7 

ou 
A = 4{MiF-f-Nj -i- L), 

Y = y ^ - 2NS, 
z = —8T2, 
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en représentant par S la puissance du point quelconque 
[ x ^ j ] par rapport au cercle orthogonal 

et l'équation (3) devient homogène et du second degré 
en A et S : 

4 2 2 ( M 2 - h N 2 — i 6 T 2 ) _4_ 4 L Z A -f-/?2A2 = o, 

> S 
d'où les deux valeurs conjuguées de - représentant les 

deux cercles également inclinés sur le cercle orthogonal 
correspondant aux valeurs de \ respectivement changées 
de signe 

2 _ — L ±: y/L^ p i { M ^ -i- iN̂  - 16T^ ) 

A - 2 ( M 2 - h N 2 — i 6 T 2 ) 

Les valeurs des coordonnées A et B du centre cherché 

et son rayon R seront donnés par les expressions 

X 2 
X ~ x == 2 M — y 

A A 

Y 2 

faciles à construire. 
Les raisonnements et les calculs qui précèdent reste-

ront les mêmes si de la Géométrie plane on passe à la 
Géométrie à trois dimensions, et la détermination de 
seize sphc^res coupant quatre sphères (i), (2), (3), (4) 
de centres Oi , O2, O3, O4, et de rayons r^, /'2, /'s? sous 
des angles donnés cp̂ , cpo, cpj, cp̂ , sera tout aussi simple. 
En posant X = — r cosç, c'est-à-dire désignant par \ la 
longueur interceptée par la sphère de centre O sur les 
arêtes du cône ayant son sommet au centre de l'une F 
des sphères cherchées, et pour base le cercle d'întersec-
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lion (réel ou imaginaire avec l'angle cp), on déterminera 

le plan radical de la sphère S et de la sphère orthogo-

nale S aux quatre sphères données par la position des 

six points M d'intersection de ce plan avec les arêtes du 

tétraèdre des centres. Le point ]VL2 où le plan radical 

coupe l'arête 0402 est déterminé par la relation 

Mi.Ot ^ h 
M12O2 X2' 

Ce plan déterminé, la construction sera ramenée à la dé-
termination sur le plan diamétral commun à la sphère 
orthogonale et à l'une quelconque des quatre, ainsi qu'au 
plan radical, du cercle coupant sous un angle déterminé 
le grand cercle de la sphère choisie et ayant avec le 
grand cercle de la sphère orthogonale la trace du plan 
radical pour axe radical. 

L'ensemble des seize sphères de la solution sera donné 
par l'équation 

où X , Y , Z, U représentent les déterminants résultats de 
la substitution de S avec l'indice convenable respective-
ment aux termes des première, deuxième, troisième et 
quatrième colonnes du déterminant 

A = 
dS dS dS ^ 
dx dy dz 

(X = ± rcoscp), 

qui représente le plan radical des sphères F cherchées 

et de la sphère orthogonale aux quatre sphères données 

représentées par l'équation générale 

avec les indices i , 2, 3, 4-

Représentant de même par L, M, N, P, 6V les déter-
minants 

h=\ a b c X I, M = \i b c X|, N = \ a I c X 

V \ a b I X I, 6V = 1 a c i I, 



( 285 ) 

OÙ les sphères ont pour équation générale 

ax -f- 6 J -4- c ~ o 

rapportée au centre de la sphère orthogonale, on obtien-
drait l'équation de Tensemble des deux sphères conju-
guées ayant le plan A radical commun avec la sphère 
orthogonale et pour lesquelles celle-ci est bissectrice du 
dièdre courbe d'intersection. 

Représentant par S = .r^ 4- ^ — p2 puissance 
d'un point par rapport à la sphère orthogonale, l'équa-
tion de l'ensemble des deux sphères con juguées à inter-
sections supplémentaires avec les quatre sphères s'ob-
tiendra comme celle des deux cercles conjugués. On a, 
en etï'et, immédiatement, après le choix fait sur les signes 
de cos cp pour séparer les seize sphères S en huit groupes 
à intersections correspondantes supplémentaires dans les 
deux conjuguées : 

Y = J A — 4 N S , 

Z = z^ —4PS, 

d'où 

I 6 2 : 2 ( M 2 - 4 - N 2 - f - P 2 _ I 4 4 V 2 ) -+- 8 L A S - f - jo^ A^ = o 

et enfin 
2 _ — L ± : V/L2 — ( M2 -f- P2 — I 44 V2 ) 

A ~ 4 ( M 2 - f - N 2 h - P 2 _ I 4 4 V 2 ) 

L'une des sphères correspond au signe 4- affecté au ra-
dical-, la sphère dont les angles d'intersection avec les 
quatre sphères sont respectivement supplémentaires cor-
respond au signe — . 

Les diverses combinaisons de signes pour les quatre 
cosinus donnent huit groupements, soit huit plans A ra-
dicaux des huit groupes avec la sphère 2 orthogonale 
aux quatre sphères données. 
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î.es coordonnées du centre et le rayon de la sphère 

cherchée seront donnés par les valeurs 

A A L A 

Nous terminerons par quelques détails surla construc-
tion du cercle F coupant un cercle donné C sous 
l'angle cp et ayant avec un autre cercle S l'axe radical 
déterminé A. 

Si, d'un point quelconque de A pris pour centre, on 
décrit un cercle auxiliaire I orthogonal au cercle S, il le 
sera également au cercle cherché F. Si, en outre, on 
décrit avec rsincp pour rayon un cercle C concentrique 
au cercle C, il sera tangent au milieu de la corde inter-
ceptée sur C par le rayon d'intersection de F et, par 
suite, orthogonal au cercle de rayon R -f- 7' coscp concen-
trique à F. Le centre du cercle cherché est donc l'un des 
deux points d'intersection de la perpendiculaire A menée 
du centre de S à l'axe radical A et de la conique ayant 
pour cercles focaux le cercle auxiliaire I et le cercle de 
rayon r sin cp concentrique à C avec une différence de dis-
tances tangentielles égale à 7'coscp. 

Cette remarque rcdie la construction obtenue par les 
raisonnements ci-dessus à la solution du problème qui 
consisterait à considérer le centre cherché comme situé 
sur les coniques avant pour cercles focaux les cercles 
concentriques à C, , Co, C;} et de rayons coscp,, 7'o coscp ,̂ 
/'3 coscp3 avec des différences de distances tangentielles 

Tisincpi — r2sincp2, /'jsincpi — /gsincps, /-¿sinf̂ o— 

La diiectrice de la conique correspondant au cercle 
focal I n'est autre que l'axe radical de celui-ci avec le 
cercle C dont tous les points sont à une distance tangen-
tielle rcoso du cercle focal C/. La conique est donc dé-
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terminée par les deux points d'interseetion de I et G avec 
les tangentes en ces points, et par les points faciles ¿dé-
terminer sur les tangentes communes aux deux cercles 
focaux. Son excentricité, égale au rapport de la distance 
tangentielle au cercle et à la distance à la corde de double 
contact, sera déterminée au moyen de l'un des points si-
tués sur les tangentes communes aux deux cercles focaux 
conjugués. Elle est donc complètement déterminée, et la 
solution graphique du problème est complète. 

La détermination des cercles coupant trois cercles 
donnés sous des angles donnés, ou des sphères coupant 
également sous des angles donnés quatre sphères données, 
est ainsi obtenue au moyen de constructions n'exigeant 
que la règle et le compas. 

Ol]ESTIOKS. 

1447. Soient a , , «31 • • •«) cLn des valeurs positives 

de , ^2, . . satisfaisant à l'équation, à coef-

ficients positifs, 

A I ^ T J - H A 2 . R 2 - H AG.RG-F- . . . 4 - A^.T^RRR K 

La probabilité que â ^ a^, » » , a,i soi(înt respective-
ment supérieurs à aa, ag, . . a,̂  est exprimée par 
la [ n — jŷ me puissance de 

I — ( A , A , - + - A2A2 4 - AGAG-F-. . . - H 

( E . C E S A I I O . ) 

1448. Les chiffres de rang /z, dans les puissances suc-
cessives d'un nombre quelconque, se reproduisent pé-
riodiquement. Pour les puissances de o, la période se 
compose de 2(72^3) termes, dont la somme est le 
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double de — i . Daus cette période, un même 

cliiiïre est répété | ( ^ ^ fois ^ <p ayant, pour chaque 

chili're, des valeurs différentes, suivant la forme de n, 
comme l'indique le tableau suivant. On a 

{n— 4/?-f-i) (71 = 4/7 -1-2) {n = f^p 

P o u r 0 et 5 . . . . 3, 2 , — 

)) I » 6 . . . . cp = - 2 , - 3 , 

» 2 )) RR Y . . . . — I , — 

» 3 )) 8 . . . . 3, — 

» 4 » 9 . . . . cpm: — 2, I , - 3 , -

P a g e l i g n e t , au lieu de : c o u r b e , lisez : l i g n e à flexion c o n -

s t a n t e . 

P a g e i 3 i , l i g n e s 3, 5, 10, 11 , en r e m o n t a n t , au lieu de: Cx —Az—Ap, 

lisez : Cx — Az Ap, 
Rectification, — L a q u e s t i o n 1431 a d é j à é té p r o p o s é e s o u s le 

n" 1411 ( a o û t 1882). 

( ' ) C e t h é o r è m e a é t é é n o n c é p a r M . C a t a l a n , c o m m e s u i t : « L a 

s o m m e d e s d i v i s e u r s d e s n o m b r e s i , 2, 3, . . . , n é g a l e la s o m m e d e s 

p l u s g r a n d s m u l t i p l e s d e c e s n o m b r e s , n o n s u p é r i e u r s à » 

-3) 

( E . C e s a r o . ) 

1449. La somme des restes du nombre entier TI, di-
visé par chacun des nombres entiers qui le précèdent, 
augmentée de la somme des diviseurs des nombres non 
supérieurs à /e, est égale h. (E. Ç e s a r o . ) 

14o0. i" La somme des puissances des nombres 

premiers à N et non supérieurs à ce nombre est divi-

ble par N, si m est impair. 

La somme des produits m h m des nombres premiers 

à N et non supérieurs à ce nombre est divisible par N, 

si/r/est impair. ( E . C e s a r o ) . 

Eli RATA. 
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m UKE ÉQUATION i N D É T E R M i N É E ; 

P a r M . S . R É A L I S , 

I n g é n i e u r à T u r i n . 

1. La résolution, on nombres entiers, de l'équation 
indéterminée 

( l) 

a été, depuis Fermât, l'objet d'intéressantes études de 
la part de dillérents géomètres, Euler en tête. Nous en 
tenant d'abord à la contribution fournie parles Nouvelles 
Annales, nous citerons ici, après le théorème énoncé 
par M. Catalan dans le premier volume de la Collection, 
p. 52O, les remarquables articles insérés tour à tour par 
Le Besgue (i"̂ ® série, t. IX, p. 178^ série, t. VIII, 
p. 4^2), par M. Gerono ( a*" série, t. Vl l l , p. 4^4 et SSg ; 
t. IX, p. 469^ t. X, p. 204-, t. X y i , p. 325), par M. E. 
de Jonqiiières (2® série, t. X\1I, p. 874 et 5i4). 

Les conclusions de ces articles se rapportent surtout à 
des cas d'impossibilité de l'équation considérée, ou à 
des limitations auxquelles elle est soumise pour des va-
leurs particidières de l'entier donné À. Mais la question 
n'en est pas moins intéressante quand on l'envisage au 
point de vue de la résolution de l'équation. C'est sur 
quoi nous allons présenter quelques indications, fortin-
complètes sans doute, mais qui pourront mettre sur la 
voie de recherches ultérieures. Quelques propriétés des 
nombres, dignes d'être signalées, se présenteront d'elles-
mêmes comme conséquences immédiates des formules 
posées. 

Il est facile d'abord d'établir des relations d'iden-
Ann.de Mathémat., 3** sér ie , l . II. (Jui l le t i 8 8 3 . ) I 9 



( ) 
tité propres à vérifier l'équation (i) pour certaines va-
leurs de k. 

Ainsi l'égalité très simple 

(2) («2— iby-h b^Sb — = (a3— 

où b peut être changé en — è, donne directement une 
solution dans le cas assez étendu de /r = ( 8 ft — 3 a^ ). 
Par exemple : 

2^—4=22, —i^-h 5 = 33 — 11 = 42, 

Le résultat particulier 

(3a2qz8) = =1= 3a)2, 

pour le remarquer en passant, met en évidence que tout 
nombre de V une des formes 3a2qp 8 est la différence 
entre un cube et un carré. On exclut^ dans le cas des 
signes supérieurs, riiypothèse de ¿z == 1, qui conduit à 
l'égalité — 5 = — — c'est-à-dire 5 = 

La même égalité (2), en y changeant « en 2a, et è en 

se change en la transformée 

]>ar où l'on satisfait à ( 1) lorsque A = b ' [ ± b — 
Par exemple, 

33— 2 = 52. = 63—20=142, 

133—81 = 462, . . . . 

Cette transformée s'exprime aussi par la relation équi-
valente 

où b peut être positif ou négatif. 
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Les résultats particuliers ^ 

i)3dz (3a2±: 1)2 ^ (aa^h 3a)2 

nous font reconnaître incidemment que : 

I® Tout nombre de l'une des formes i, ainsi 
que tout carré de la forme (3 a-— i)^, la différence 
entre un cube et un carré ; 

a® 7b¿¿^ ca/'re (3a--f-1)-, à l'exception i/e 16, est 
la différence entre un carré et un cube. 

On observera, à l'égard de cette dernière proposition, 
que lorsque a o, la formule donne le résultat insigni-
fiant = mais alors on a i ̂  = 3--^ 

3. L'identité (2) rentre, du reste, dans la formule 

(/;2 -t- kq'̂  y — kq̂ - ( 3/?2 __ A-̂ 2 )2 _ 3 

assignée par Euler pour la résolution, en entiers, de 
l'équation — l x z - = j - . Faisant r/ = r, ce qui ne res-
treint pas la généralité de la relation algébrique, on a 
effectivement la transformée ci-dessus de l'identité (2). 

JNous ne devons pas omettre de rappeler ici l'impor-
tant Mémoire : Sur certains nombres complexes com-
pris dans la formule a-\-b \j— c, inséré par le P. Pé-
pin dans le Journal de Mathématiques pures et 
appliquées, 3® série, 1.1, p. 317. Dans cet écrit, le savant 
auteur reproduit et étend considérablement plusieurs 
reclierches d'Euler, Legendre et autres géomètres, sur 
des questions d'Analyse indéterminée. Les équations 
[entre autres, différents cas particuliers de l'équation ( i) 
par nous considérée] y sont traitées au double point de 
vue de la résolution , quand elle est possible, et de l'in-
dication des cas d'impossibilité ou de limitation. 
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4 . L ' i d e n t i t é 

que Ton obtient par un procédé indiqué dans VAnalyse 
indéterminée d'Euler (Chap. VIII), mérite d'être 
signalée^ elle sert à amener une nouvelle solution de (i) 
(et, par suite, une infinité de solutions), à Taide d'une 
solution préalable oL^-h k = supposée connue. 

Pour des valeurs entières ou rationnelles de a, p, les 
solutions fournies par cette formule se trouveront géné-
ralement exprimées en nombres rationnels x , j . Par 
exemple, l'équation étant vérifiée par les 
valeurs = 3, nous assignerons ces valeurs à a 
et p, dans l'identité (3), et il en résultera la nouvelle 
solution, en nombres rationnels. 

En certains cas, une solution entière en amène une 
autre de même nature. Par exemple, pour a = 2 / i Y , 
¡3 = av, valeurs de x ci y constituant une solution en-
tière de l'équation 

la formule (3) fait connaitre la nouvelle solution entière 

Le résultat particulier 

(9Y2±: 4Y2(2Y ± I) = (27Y3±: 18̂ 2 + 7̂)2 

nous conduit à remarquer, incidemment, que : 

1® La somme du carré et du cube de tout nombre 
pair peut s*exprimer par la différence entre un carré 
et un cube; 
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La différence entre le cube et le carré d'un 
même nombre pair peut s'exprimer par la différence 
entre le cube et le carré de deux nombres entiers iné-
gaux, 

5. Dans le cas de a = 2/1 ¡3, d'où A = ^̂  — ¡â), 
l'identité (3) devient 

(63/J6|53_ 

Dans le cas de a == 2/^y, ¡3 = Sy, on obtient 

Dans le cas, enfin, de a = —^/zy, p = l'iden-
tité (3) nous donne 

[ 4 A ( Y -f- -i- 8/l3) ^ 62A3v 63/^6)2. • 

Attribuant, dans ces formules, des valeurs entières à 
/z, ¡3, y, on trouve des valeurs entières de o:, satis-
faisant à l'équation (1). 

6. Nous remarquerons ici que, pour certaines valeurs 
de /r, on peut assigner immédiatement deux, et même 
trois, solutions entières de l'équation (i). 

On vérifie, par exemple, l'équation 

soit en prenant x = la,^ j — ia[a-\- i), soit en prenant 
X ~— 2a, = 2a(a — 1). 

L'équation 

où a peut être positif ou négatif, admet de même les 
deux solutions immédiates 

X — i{a H- i), 

' y = 2(a-4-i)2H-i, 

X aa, 
' y = 

en outre de la solution évidentex = — 1 , 7 -- 2(a--f-a). 
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Pour l'équation 

i F ^ - f - 4 a 3 ( 9 a - H 2 ) 

les solutions immédiates sont x = — 2a, j = et 

Pour l'équation 

on a les deux solutions 
x ~ — a . 

) ( a-h i)(a-h 2) ) (a~i)a 
= ^ ^ ' 

d'où cette propriété, que le carré d'un nombre trian-
gulaire est y en même temps, la somme d'un carré et 
d'un cube, et la difjérence entre un carré et un cube. 

Pour 

on a 

[y^ , 

en outre de la solution évidente x = — 2, j = ^ ^ ^ • 

Citons, comme dernier exemple, l'équation 

4 

à laquelle on satisfait par les trois systèmes de valeurs 
de X et J : 

x~ a, i X ~ — 
3(a2-f-a) 3(a2_a) 

X — a 
3 « 2 3 a - H 2 

7 = 

7. Des résultats qui viennent d'être exposés découlent, 



relativement à l'équation (i), des conséquences impor-
tantes sur lesquelles nous ne nous arrêterons pas en ce 
moment. Signalons seulement, en terminant, les propo-
sitions qui suivent, assez curieuses au point de vue de 
la tliéorie des nombres. 

Le double carré de tout nombre entier est égal, 
d'une infinité de manières, à la différence entre une 
somme de deux carrés et une somme de deux cubes. 

C'est une conséquence de l'identité 

Ainsi, pour p = I, 
2 . I 2 ( I 8 I 2 - h 2532 ) — { 3'23 -i- 4o3 ), 2 . i2 = ( 1 3 5 3 7 2 -4- 1 4 1 1 3 2 ) — ( 5 6 8 3 - f - 5 8 4 3 ) , 

La même identité, oii [i = i , pouvant être mise sous 
la forme 

43(3/i2)3[(3A2)3^_i3] , ^ (63A6_|_ 1)2̂ .(62/̂ 3)2̂  

nous apprend encore que : 

L'unité peut être représentée, d'une infinité de 
manières, soit en nombres entiers, soit en nombres ra-
tionnels, par la différence entre une somme de deux 
carrés et une somme de deux cubes. 

Ainsi, 

I ( 2 I 72 362 ) _ ( 363 + 123 ), 

• r / 4 y 
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De3 deux formules 

6 a 2 6 2 = : 2 6 ) 3 - 1 - ( « 2 - 4 - 2 6 ) 3 ] 

— [(a3_ 3a6)2-r- («3 3aby], 

lesquelles se déduisent de (2), et auxquelles on peut 
joindre des résultats particuliers, tels que 

6( yi ^ 2 «2 YI ( 2 a^f] — [( «3 -4- ( 3 «3 )2 

[ ( 2 « 2 ) 3 _ ^ ( 3 ^ 2 ) 3 ] _ [ ( 2 a 3 ) 2 . + . ( 5 « 3 ) 2 ] ^ 

il résulte que : 

3" Le sextuple d'un carré peut toujours s'exprimer, 
au moins de deux manières différentes^ par une somme 
de deux cuhes, dinduuée d 'une somme de deux carrés. 

Exemples : 

6.12= (23-1- 2->) — (j2^_32) 33) 
6.22= (23+ 63) --(22-+- 142) = (i53_|_ 1̂ 3) _(582^_ 0̂2), 
6.32= (73-f-Il3)_(i82-H 362) ^ 

4" ie triple carré d'un nombre pair plus grand que 
2 est égal à la différence entre une somme de deux 
carrés et une somme de deux cubes. 

C'est ce qui résulte de la formule 

3(2ab)^= [(«3— 3 a 6 ) 2 - h (a3_i_ 3a¿,)2] 

où l'on voit de plus que, si ab n'est pas un nombre pre-
mier, la décomposition indiquée pourra s'effectuer au 
moins de deux manières différentes. Ainsi : 

3 . 1 2 2 = (IO2-+- 262 ) — (l3 4-73), 
3.122 =(92 -f- 452)_(73-4-Il3), 
3.1^2 ̂  (•,982 -f- 2342) — (35̂ > -H 373). 
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Enfin, des deux premières formules du n° 5, où l'on 
fera ^ -f- y = o après les avoir ajoutées ensemble, il 
résulte que : 

5® Le décuple d^ un carré peut être représenté, d^une 
infinité de manières, par une somme de deux carrés, 
diminuée d'une somme de deux cubes. 

On trouve, par exemple, dans le cas où le carré con-
sidéré est égal à l'unité : 

I O . I 2 = ( I 8 I 2 ^ - 232) — (323 + 83), 

10.12= (1353724-6112) — (5683 -4- 723), 
10. i2 == (r4i 1324192) — (5843-f- 563), 

à quoi viennent s'ajouter les égalités que l'on obtient par 
d'autres moyens, telles que : 

IO.i2 = (52-^l2) _(23H-23), 
I O . l 2 = (I62H- 22) — (53 -1- 53), 

Il est bon d'observer que, dans les différentes décom-
positions qui viennent d'être indiquées, on peut admettre 
i^VL aucun des carrés ne se réduit à zéro, tous les cubes 
sont plus grands que zéro. 

T H É O R È M E D E C I N É M 4 T I Q l ! Ë ; 

P a r M . E d . D E W U L F , 

L i e u t e n a n t - C o l o n e l d u G é n i e . 

Une figure se déplace dans son plan: soient a et b 
deux de ses points, non situés en ligne droite avec le 
centre instantané de rotation 0<, a <?i ¡â /e5 centres de 
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courbure des trajectoires de a et de b. Les droites ab, 
ap concourent sur une droite issue de OÎ et parallèle à 
la corde de Varc déterminé par l'angle aO^b sur le 
cercle des inflexions. 

Pour démontrer ce théorème, nous allons nous ap-
puyer sur un lemme que nous avons énoncé dans une 
Note insérée aux Comptes rendus des séances de 
VAcadémie des Sciences (mai 1881) : 

Sur une droite issue du centre instantané de rota-
tion Oî, les points décrivants a et les centres de cour-
bure OL de leurs trajectoires forment deux ponctuelles 
projectiv^es dont les points doubles se confondent en O,. 

En effet, les segments O^ a, O^ OL sont liés par la rela-
tion 

I 
— T T — c o n s t . , 

Oja Oia 

qui est l'expression la plus simple de deux ponctuelles 
projectives dont les points doubles se conibndent en O, 
( C H A S L E S , Géométrie supérieure, 2® édition, N ° 1 7 1 ) . 

Supposons maintenant que les ponctuelles projectives 
dont les points doubles se confondent en 0< soient dé-
terminées, sur O,«, par le point a^ correspondant au 
point a« de l'infini, et sur OÎ b par éo correspondant 
à P«. 

Pour construire le point a qui correspond à un point a, 
traçons, par le centre instantané OÎ , deux axes rectangu-
laires, tels que O, x soit parallèle à la droite a^ ¿o? c'est-
à-dire à la corde de l'arc déterminé par l'angle aO^b 
sur le cercle des inflexions. 

Soit S le point d'intersection de O^j avec la droite ab-̂  
si nous projetons, du point S, les points décrivants 
a, . . . , «0 sur Oî o: en a', . . . , a^, la ponctuelle de OÎ X 
sera perspective avec la ponctuelle formée sur OÎ a par 
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les centres de courbure a, . . . , a x , et les droites qui 
joignent les points correspondants de ces deux ponc-
tuelles vont concourir en un point S' de S. Ce point 
S' est déterminé parla droite a^a«, c'est-à-dire par la 
parallèle à 0^a menée par a^. Si nous joignons ensuite 
le point S' au point a', l'intersection de cette droite avec 
O, a nous donne le point a centre de courbure de la tra-
jectoire du point a. 

Nous déterminons, de la même manière, le centre de 
courbure ^ de la trajectoire du point b. Nous tirons Sèo 
qui coupe O^x en et par b'̂  nous menons une paral-
lèle à Oi é qui coupe Ô  S au point S'. 

En eiièt, le triangle formé par cette dernière droite, 
par a'ç̂  et par a'̂  Ŝ , a ses côtés respectivement paral-
lèles à ceux du triangle ¿QO^ ces deux triangles sont 
homologiques, et la parallèle k O i b menée par b'̂  coupe 
0 | S en S'. Donc, le point ¡3 se trouve sur la droite aa', 
ce qui démontre notre théorème. 

Corollaire. — Soient [a) et (è) deux courbes de la 
figure mobile^ (^è) les enveloppes de ces courbes-, 
a et ¡3 les centres de courbure de [a) et [b) en leurs 
points de contact avec leurs enveloppes. 

On sait que les points ao, èô  définis comme plus haut. 
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sont les projections sur Oî a et 0| è du centre instantané 
du second ordre O2. 

On sait aussi que le centre de courbure a« de (e«) au 
point de contact avec l'enveloppée n'est autre que le 
centre de courbure de la trajectoire de a. Le centre de 
courbure ¡â̂  de (e^) est le rayon de courbure de la tra-
jectoire de p. 

D'après notre théorème, énoncé ci-dessus, la droite 
issue de O, et parallèle à «o^o et les droites ap, aî ̂ ^ 
concourent en un même point. Ainsi se trouve démontré 
le théorème de Cinématique, dû à M. Habich, et que ce 
géomètre a fait connaître récemment dans les Nouvelles 
yinnales ( ̂  ). 

Observation. — Le théorème général que nous avons 
démontré est lui-meme un cas particulier de celui-ci : 

Une figure se déplace dajis son plan. Soient O le 
centre instantané de rotation, a et a! deux points quel-
conques fixes de la figure, h un point mobile sur Ob 
et ¡3 le centre de courbure de la trajectoire du point b 
au moment considéré: le lieu géométrique de l'inter-
section des rayons ab.^ a'^ est une conique passant par 
le centre instantané ; si les points a et a' sont en ligne 
droite avec le centre O, ce lieu géométrique est une 
droite passant par O ; enfin, si le point a' est le centre 
de courbure de la trajectoire du point a au moment 
considéré, le lieu géométrique est une droite passant 
par le centre instantané et parallèle à la corde qui 
sous'tend l'arc déterminé sur le cercle des inflexions 
par Vangle aOb. 

3o o c t o b r e 1882. 

C ) 3- sér ie , t. I , p. 458. 
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m L E S CUBIQUES G A U C H E S P A S S A N T P A R CIKQ P O I N T S 
D O N N É S ; 

P a r M . G . K O E N I G S . 

En cherchant la solution de la question 1283 pro-
posée par M. Genty dans les Nouvelles Annales, 2® série, 
t. XVII, p. 487, j'ai été conduit à quelques propriétés 
des cubiques gauches passant par cinq points donnés : 
j'énoncerai simplement les résultats en me contentant 
d'indiquer la méthode qui m'y conduit. 

I. Les triangles que les diverses cubiques passant par 
cinq points tracent sur un plan lixe a sont, on le sait, 
conjugués par rapport à une conique Ha de ce plan : la 
trace sur le plan a de la droite joignant deux des cinq 
points est le pôle de la trace du plan des trois autres. 
Appelons, pour abréger, points correspondants les som-
mets du triangle qu'une quelconque des cubiques du 
système détermine sur le plan a. On voit tout de suite 
que : 

La conique H« étant le lieu des points du plan a qui 
coïncident avec un de leurs correspondants, H « se trouve 
être le lieu des points de contact du même plan avec 
les cubiques du système qui le touchent. 

Désignons par C^rla cubique du système qui passe par 
le point X de l'espace. La cubique Ĉ ., qui passe par le 
point V pris sur la conique H « , a sa tangente vt dans le 
plan a, elle perce ce plan au point çv pôle de vt par rap-
port à H a . J^orsque le point v décrit la conique, (v décrit 
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une courbe A« dans le plan a, et vt enveloppe une 

courbe B«. 

La courhe A« est le lieu des points du plan a dont 
les points correspondants coïncident. 

La courbe B« est Ven^^eloppe dans le plan CL des 
droites du complexe formé par les tangentes aux cu-
biques du sy stème. 

On peut remarquer que le cône du second ordre ayant 
w pour sommet et contenant la cubique est 
tangent au plan a tout du long de î xv, d'ailleurs, cette 
droite vw touche au point v la conique Ha. Donc : 

La courbe Aa est le lieu des sommets des cônes du 
second ordre contenant les cinq points donnés et tan-
gents au plan donné. 

La conique Ha est Venveloppe des génératrices de 
contact. 

L'étude de la courbe Aa complétera donc la solution 
de la question 1285. 

11. Pour faciliter l'étude des courbes A« et Ba, nous 
introduirons un système de quartiques planes que nous 
allons définir. 

Soient A une droite du plan a, d son pôle par rapport à 
Hâ  d̂  et d̂ ' les points correspondants de î/, situés sur A. 
Les cubiques du système qui rencontrent une fois A tra-
cent sur le plan a, outre la droite A, une courbe Ua(A). 

La courbe Ua(A) est du quatrième ordre; elle a un 
point double en et dd'.^ dd" sont les tangentes en ce 
point double. 

Pour démontrer cette proposition, il suffit de remar-
querqu'un point x décrivant la droite A, ses correspon-
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dants y et z sont alignés avec le point d : sur toute 
droite \ issue de rf, il n'y a que deux points du lieu, et 
l'un d'eux vient coïncider avec d chaque fois que la 
droite \ vient coïncider avec dd^ ou dd", 

La courbe Ua(A) coupe la droite A aux deux points ¿Z' 
et d" d'abord, et puis aux points où A coupe la conique 
H«. Cette conique est donc rencontrée en six autres 
points u par la courbe Au sujet des six droites 
du joignant le point d k ces points, on observe que : 

I® Elles sont tangentes aux points u à la courbe 

Elles sont tangentes aux points u aux cubiques C,̂  
et, par suite, sont des droites du complexe des tangentes 
aux cubiques du système -, 

3® En dehors de ces six droites, on ne peut mener du 
point d d'autres tangentes à la courbe B«̂  et en dehors 
de ces mêmes droites et des tangentes dd' et dd '̂ en son 
point double d, la courbe Ua(A) n'admet pas d'autre 
tangente issue du point d. 

On voit donc que la courbe Ua(A) est de la dixième 
classe, et, par suite, qu'elle n'admet pas d'autre point 
double que le point d; on peut voir aussi que la courbe 
Ua(A) passe par les dix traces sur le plan a des droites 
joignant les cinq points deux à deux, etc. 

En faisant tourner le plan a autour de la droite A, on 
arrive à ce résultat : 

La surface décrite par les cubiques du système qui 
rencontrent une droite fixe est du cinquième ordre. 
Elle admet une cubique double, à savoir : la cubique 
du système qui s appuie deux fois sur la droite fixe. 

En dehors de la droite fixe, cette surface contient les dix 
droites joignant les cinq points donnés pris deux à deux. 

III. Revenons à la courbe B«; nous venons de con-
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struire les tangentes qu'on peut lui mener d'un point 
quelconque du plan : elle est de la sixième classe. Il est 
aisé de voir qu'elle est unicursale. En eifet, appelons 
I, 2, 3, 4y 5 les cinq points donnés, la droite (i , 2) peut 
être adjointe à deux coniques circonscrites au triangle 
(3, 4, 5) et tangentes au plan a, chacune en l'un des deux 
points où H« perce le plan (3,4, obtient ainsi 
deux cubiques singulières du système, tangentes au 
plan a : la trace du plan (3, 4̂  ^ ) s'oilre donc deux fois 
comme tangente à la courbe B« : c'est donc une tangente 
double de cette courbe. Ainsi : 

La courbe Ba est de la sixième classe et unicursale : 
ses dix tangentes doubles sont les traces sur le plan a 
des plans menés par les cintj points pris trois à trois. 

On en déduit pour la courbe A«, qui est la réciproque 
de B„ par rapport à Ha, la proposition suivante : 

La courbe Aa est du sixième ordre et unicursale : 
ses dix points doubles sont les traces sur le plan CL 
des droites joignant les cinq points pris deux à deux, 

Et pour le complexe des tangentes aux cubiques du 
système : 

Le complexe formé par les tangentes aux cubiques 
gauches passant par cinq points est du sixième ordre. 

Le cône du complexe est donc du sixième ordre. 
Son sommet p étant pris arbitraire dans l'espace, on 

en connait trente génératrices, savoir : 
Les droites joignant p aux cinq points donnés^ 

2'' Les droites joignant p aux dix points que l'on ob-
tient en prenant les traces des droites joignant les cinq 
points deux à deux, sur le plan des trois autres^ 

y Les quinze droites qui, issues de/?, rencontrent cha-
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cune un couple d'arêtes opposées des cinq tétraèdres que 
Ton peut former avec les cinq points donnés. 

IV. Le complexe qui nous occupe offre un mode de 
génération intéressant, qui rentre dans un ordre de con-
sidérations développées par Transon dans un Mémoire 
qui a été l'objet d'un Rapport de Cbasles [Comptes 
rendus, t. XLII). Si. à tout point;? de l'espace, il corres-
pond une direction de droite, la droite issue de paral-
lèle à cette direction, fait partie d'un complexe, et le 
point p s'appelle le point de départ de cette droite du 
complexe. Dans un complexe défini par les points de 
départ de ses rayons, il existe un système de cônes du 
second ordre, découverts par Malus, et auquel Transon 
rattache, dans son Mémoire, d'importantes propriétés 
infinitésimales des complexes. Imaginons que le point 
Pq de l'espace soit le point de départ d'une droite AQ du 
complexe^ si le point p est infiniment voisin de p^^ le 
rayon A, dont p est le point de départ, sera infiniment 
voisin de AQ-, si Ton demande que A forme avec AQ un 
élément de surface développable, on trouve que le point 
p doit définir une droite po p située sur un cône du se-
cond ordre ayant po pour sommet : c'est le cône de Ma-
lus. Ce cône varie d'un point à l'autre de l'espace et 
engendre le système de cônes que nous voulions définir. 

Dans le cas actuel, tout point p de l'espace définit une 
cubique C^, et s'offre comme le point de départ de la 
tangente à cette courbe en ce point. Le complexe qui 
nous occupe peut donc être facilement défini par le point 
de départ de ses rayons. 

Relativement au cône de Malus, il nous suffira 
d'énoncer ce résultat fort simple : 

Le cône de Malus relatif et un point po de l'espace 
est le cône projeetif à la cubique Cy,, . 

Ann.de Mathémat., 3« s é r i e , t . U. (Juil let i883.) 2 0 
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Le complexe que nous étudions offre donc une solu-

tion du problème suivant, qui dépend d'un système 

d'équations différentielles aux dérivées partielles du pre-

mier ordre : 

Trouver un complexe défini par les points de départ 
de ses rayons, et tel que le cône de Malus relatij à 
tout point de l 'espace contienne cinq points fixes. 

V. Nous terminerons en énonçant une proposition 
concernant les points d'intersection des courbes A«, B 
et Ha. Elle consiste en ce que : 

Les courbes A«, B« H„ sont tangentes aux six mêmes 
points. 

Appelons ul un de ces six points^ comme appartenant 
à Ha, u! coïncide avec un de ses correspondants ^ comme 
appartenant à A«, ses deux correspondants coïncident. 
En u' se réalise donc la coïncidence de trois points cor-
respondants-, la cubique est, par suite, osculatrice au 
plan a. Ainsi : 

Il y a six cubiques gauches passant par cinq points 
et osculatrices à un plan donné. Les six points de con-
tact sont sur une même conique. 

DÉHOKSTRATION DLLN THÉORÈME DE F E R M A T ; 

P a r M . G E N O G C H I , 

Professeur à l 'Univers i té de T u r i n . 

Ce théorème est énoncé dans les Recherches de M. Ch. 
Henry sur les manuscrits de Fermât, et revient à dire 
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que le système des deux équations 

— i = — I =z 

n'admet de solution en nombres entiers que p o u r x ^ ^ . 
On écarte, bien entendu, les solutions évidentes x = 

etj: = — h J — Z =Z±: I. 
Le P. Pépin vient de s'occuper de la question ainsi 

posée, mais ses calculs assez prolongés et difficiles ne 
conduisent pas à un résultat simple et précis qui devrait 
être la vérité ou la fausseté de l'assertion de Fermât, 
car il conclut seulement que, si un nombre peut la dé-
mentir, il doit dépasser l'unité suivie de 3848 cliiffres. 
J'ai donc pensé qu'il n'était pas sans intérêt de montrer 
que quelques principes connus depuis longtemps per-
mettaient non seulement d'abréger beaucoup la discus-
sion, mais de parvenir à une conclusion précise, et cela 
en suivant la voie tracée par le P, Pépin. 

En éliminant x , on trouve 

OU, sous une autre forme, 

et ici J- peut être un nombre impair ou bien un nombre 

pair. 
Soit impair. Les formules connues pour les triangles 

rectangles en nombres donneront 

f el g étant deux nombres entiers impairs et premiers 
entre eux. Il s'ensuit, d'après l'équation j fg^ qu'on 
aura 

/ = m 2 , 
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avec m et n entiers, et, par conséquent, 

P — 8^ yi- z=z mt n^, m^ n^— i = = ? 
' 1 1 

d'où 

résultat absurde, puisque le double de la somme de deux 
bicarrés ne peut être un carré. Il y aurait exception pour 
77/ = dt 1, 77 = zi= 1, mais cela donnerait j - = i , et, par 
suite, a; = I, = i , solution écartée. 

Soit maintenant y pair. On fera 

en supposant q u e / e t g* sont deux nombres entiers, pre-
miers entre eux, le premier pair et le deuxième impair. 
J/équation i f g donnera 

avec a et ¡3 nombres entiers, et il en résultera 

72 4 a2 1̂2̂  4 a2 p2 _ I = p _ 2̂ ^ 4 _ 

CiCtte dernière équation se met sous la forme 

et, en faisant, pour abréger, 2 a--f- = on a 

{7 -̂f-i)(/> —i). 

p est un nombre impair, et /^-l-i, p — i sont deux 
nombres pairs n'ayant d'autre facteur commun que 2. 
Soit donc a = 77777, m et n étant premiers entre eux, il 
s'ensuit 

d'où 
± I = — 2 71 ,̂ 

partant 

Ainsi la différence ou la somme in^ =p i de deux bicarrés 
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serait doùble d'un carré, ce qui est encore impossible. 
Il y a exception pour m = ± i ^ n = o on n=:± i mais, 
dans le premier cas, on aurait 

solution écartée^ dans le dernier, on aura 

d où 

et, par conséquent, 

solution de Fermât. Celle-ci est donc la seule admissible, 
et le théorème de Fermât est démontré complètement. 

Les principes dont j'ai fait usage, sur la somme et la 
différence de deux bicarrés, remontent au Traité sur les 
triangles rectangles de Frenicle, et on peut les trouver 
dans un ancien Mémoire d'Euler [Comment. Acad. 
Petrop.y t. X pour 1738, publié en 1747^ P- et suiv.). 
En i855, j'ai obtenu ces théorèmes en étudiant la théo-
rie des nombres appelés congrus par Fibonacci, lesquels 
peuvent être regardés comme exprimant Vaire d'un 
tjnangle rectangle, de manière que cette théorie des 
congrus est intimement liée avec celle des triangles rec-
tangles en nombres, tant cultivée par Diophante, Fre-
nicle, Fermât. J'ai prouvé que les formules 

r'*—s'*, 

OÙ /• et s sont supposés entiers, représentent toujours 

des congrus, et que la même chose a lieu pour les for-

mules 

si r et s sont deux nombres entiers, l'un pair et l'autre 
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impair. J'ai prouvé de plus qu'aucun congru n'est carré, 
ni double d'un carré, ni égal à un carré multiplié par 
un nombre premier de la forme 8 m 3 , ou par le double 
d'un nombre premier de la forme 8m-+-5, ni par le 
produit de deux nombres premiers de la forme 3, 
ni enfin par le double produit de deux nombres premiers 
de la forme 8m-4-5. Je crois que ces derniers théo-
rèmes étaient nouveaux. 

P R O P O S I T I O N S DE M . L I O N N E T . 

L Trouver un nombre entier dont le carré soit égal 
au produit tl't'' de trois triangulaires consécutifs; 
ou, autrement, trouver un triangulaire égal à la somme 
de deux carrés d'entiers dont Tun est l'unité. 

II. Quelles sont les valeurs entières et positives de x 
pour chacune desquelles j x el j ont le même chiffre des 
unités pour toute valeur entière et positive dey? 

III. La somme des puissances, d'un même degré i 
impair et positif, des ni nombres i , 2, 3, . . . , m est 

divisible par le triangulaire t •= i m ( m -h i), somme de 

ces m nombres. 

IV. Trouver un groupe de trente impairs consécutifs 
dans lequel le nombre des impairs 'premiers soit égal à 
celui des impairs composés. 

V. Dans toute suite de soixante entitirs consécutifs, 
dont le plus petit excède cinq, le nombre des imf>airs 
premiers est au plus égal à quinze. 
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C O N C O U R S D ' A D M I S S I O N A L E C O L E C E N T R A L E 
( p r e m i è r e s e s s i o n , 1 8 8 2 ) . 

S O L U T I O N D E M . E d m o n d L E V A I R E , 

Elève du pens ionnat Notre -Dame-du-Sacré-Cœur . 

Géométrie analytique. 

Soit — i = 0 Véquation d'une ellipse rap-

portée à son centre et à ses axes ; et soient a, ê les 
coordonnées d'un point P situé dans le plan de cette 
ellipse. 

Former V équation générale des coniques qui passent 
pdr les points de contact M et M' des tangentes menées 
du point P à Vellipse.^ et par les points Q et Q', oii 
cette ellipse est rencontrée par la droite 

CLX êv 

Disposer du paramètre [Ji et de Vautre paramètre 
variable que contient Véquation générale, de manière 
quelle représente une hyperbole équilatère^ passant par 
le point P. 

On fait mouvoir le point P sur la droite représentée 
par Véquation x y = l.^ et Von demande : 

Le 4ieu décrit par la projection du centre de 
Vellipse sur la droite QQ'; 

2® Le lieu décrit par le point de rencontre des coj^des 
MM' et QQ' . 

Démontrer que ce dernier lieu passe par deux points 
fixes, quelque soit et déterminer ces points. Chercher 
pour quelles valeurs de l ce lieu se réduit à deux droites 
et déterminer ces droites. 
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L La droite MM' est la polaire du point P, par rapport 

à l'ellipse; son équation est 

, , a.r Gv 
I - - -f- ~ — I = : 0 . a^ ¿>2 

La droite Q Q ' a pour équation 

Donc, l'équation générale des coniques passant parles 
points d'intersection de ces deux droites avec l'ellipse 
est 

;/•- y- . / OL.T êr \ / olx êr \ 

o u 
t Xa'̂  

—(^^I^-^-O^o-

La condition pour que cette équation représente une 
hyperbole équilatère est 

ce qui exige que 

( ' ) Si — = est infini , e t l 'équation ( 3 ) représente le 
sy s t ème des d e u x droi tes MM', QQ', Dans ce cas particul ier , il n'y a, 
en réal i té , aucune hyperbole équi latère passant par les po ints M, M', 
Q, Q'. C'est, d'ai l leurs, ce qu'il est faci le de d é m o n t r e r sans avoir 
recours à l 'équation (3 ) . 

En effet , les coeff ic ients angula ires des droites MM', QQ', é tant 
égaux , et de s ignes contraires , les po ints M, M', Q, Q' où l 'e l l ipse 
est rencontrée par ces d e u x droi tes appart iennent à une m ê m e 
c irconférence . Il en résul te que toute con ique c irconscr i te au qua-
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Pour que l'hyperbole passe par le point P, il faut la 

condition 

OU b i e n , en réduisant, 

, /a2 g2\ ^ 

Remplaçant X par sa valeur, il vient 

a^-^b^ /a2 g2\ 

de cette équation on tire 

g2 _ a2 

Les conditions cherchées sont donc 

IL Pour trouver : 
1 " Le lieu décrit par la projection du centre de V ellipse 

drilatère M M ' Q Q ' a des axes respect ivement parallèles à ceux de 
l'ellipse, c'est-à-dire parallèles aux axes de coordonnées. Que si la 
conique circonscrite au quadrilatère MM'QQ' est une hyperbole équi-
latère, ses asymptotes seront parallèles aux bissectrices des angles 
que forment les axes de coordonnées en se coupant au centre de 
l'ellipse. Or, lorsque b'^cû— o, la droite MM' est aussi parallèle 
à l'une de ces deux bissectrices, car l'égalité supposée b^cî  — o 
donne 

a a ¿,2 

et — I X ^ est le coefficient angulaire de MM'. Donc, s'il existai t 

alors une hyperbole équilatère, passant par les points M, M', Q, Q', 
une droite MM' parallèle à l'une des deux asymptotes de l 'hyperbole 
couperait cette courbe en deux points M, M', s itués à distance finie, 
ce qui est, comme on sait, impossible. (G.) 
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sur la droite QQ' , lorsqu'on fait mouvoir le point P sur 
la droite représentée par l'équation x 4 - = / , nous 
remarquerons qu'en remplaçant [JL par sa valeur l'équation 
de la droite QQ' devient 

La perpendiculaire à cette droite, menée par l'origine, 
a pour équation 

(2) ab^y^a^x =: o. 

Le point P devant se trouver sur la droite représentée 
par l'équation x -4- r = on a 

(3) 

L'équation du lieu clierclié résulte de l'élimination de 
a et ê entre les équations (1), (2) et (3 ). 

Les deux dernières donnent 

et 6 = -b^y — a^x b^y — a^x' 

€t, en remplaçant dans la première a, 6 par ces valeurs, 
et réduisant, on trouve 

- ( ^ ) = o-

C'est l'équation du lieu cherché, qui est un cercle 
passant par l'origine des coordonnées ( ^ ).. 

C ) La valeur ^^ H- rev ient à puisque a -i- 6 = 

e t l 'équation de la droi te QQ' peut s'écrire 

ax (6 —a)^ _ 

d'où 
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Le lieu décrit par le point de rencontre des cordes 

MM'^^ Q Q ' e s t représente par Téquation qui résulte de 

l'élimination de a et ê entre les trois équations 

, , OLX ê r 
( 4 ) = 

ax êr —a2 

(6) a + g = 

La résolution des équations (4) et (6) par rapport à a 

et ê donne 

ly Ix 

e t b = — 
a = 

_ Z 2L— L 

En portant ces valeurs de a, ê dans l'équation (5) et 

réduisant, on trouve 

( 7 ) ¿2 62¿C) + 2«2¿>2 = O, 

on sat is fa i t à cet te équat ion en posant 

¿p l l 
«2 ' 

donc , quels que so ient a et 6, la droi te QQ' passe par un po int f ixe F 
d o n t les coordonnées x, y o n t r e s p e c t i v e m e n t pour va leurs 

là' Ib' 
-H a'^b-" 

11 s 'ensui t que le l i eu de la project ion du centre C de l 'ell ipse sur la 
dro i te QQ' est la c i rconférence décr i te sur CF c o m m e diamètre . 

La dro i te MM' est, de m ê m e , assuje t t i e à passer par un p o i n t 
f ixe F', qui est, par rapport à l ' e l l ipse , ' l e p(Me de la droite représentée 
par l 'équat ion x y = l, et d o n t les coordonnées sont 

Le l i eu de la projec t ion du centre C de l 'el l ipse sur la dro i te MM' est 
la c i rconférence d o n t CF' est un diamètre. -

Ces d e u x c i rconférences sont tangentes l 'une à l 'autre au centre de 
l 'el l ipse. (G . ) 
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équation qui représente une hyperbole équilatère, ayant 

«es asymptotes parallèles aux axes de coordonnées. 
Démontrons maintenant que ce dernier lieu passe par 

deux points Jixes^ quel que soit l. 
L'équation (7) est vérifiée lorsque les deux suivantes 

le sont simultanément: 

Ces deux équations sont indépendantes de /; le lieu 
passe donc, quel que soit /, parles deux points fixes, in-
tersection des lignesque les deux équations représentent. 
En les résolvant, on obtiendra les coordonnées des deux 
points. 

L'équation a-y -i- h-x = 0 donne 

et, par suite, on a 

d'où 
«2 62 

et j r - i p 

a2 
L'un des deux points a pour coordonnées H 

¿2 «2 62 
1 ? et 1 autre 

v/a2-i- 62 

v/a2 ¿,2 ¿,2 ¿2 

Les valeurs de l pour lesquelles le lieu se réduit à deux 
droites s'obtiendront en exprimant que les coordonnées 
du centre vérifient l'équalion du lieu. 

En désignant par f'^ et f^. les dérivées du premier 
membre de l'équation ( 7 ), ou a 

/i. = 2(a2 4- b^)y _ È! («2-4- 62 -f- 2̂) ^ o, 

f\ ^ 'X{ 62 ) «2 H- 62 + /2 ) o, 
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d'où 

et, par suite, 

la^h^ ï ;—̂  î-—- = o, /2 ( 2̂ -f- ) ' 

ce qui se réduit à 

(a2_|_ô2_ /2)2 d'où / = ± 

Donc le lieu se réduit à deux droites, lorsque 

Z zzz-f-\/a2 ¿,2 ou l 

Pour déterminer les équations des deux droites dans 
cliacun de ces deux cas, il suffit de remplacer l par ses 
valeurs dans les équations 

La valeur -f- ^a^ -f- è- de / donne 

«2 ¿,2 
V y = ^a^ ¿,2 ^a^ ¿,2 

Et pour / = — y/a--H }es équations des deux 
droites deviennent 

«2 62 

-1- ¿>2 y/â  ¿,2 
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S O L U T I O N S DE O U E S T I O K S 
P R O P O S É E S B A S S L E S N O l l Y E L L E S A K N A L E S . 

Question 1 4 1 0 
(voir série, t. I, p. 336 ); 

PAR M . M O R E T - B L A N C . 

Etant donné un contour polygonal inscrit dans une 
parabole et tel que les projectiojis de ses côtés sui' la 
directrice soient égales, on mène par chacun de ses 
sommets une parallèle P à l'axe de la parabole, puis 
on prolonge tous les cotés du contour dans le même 
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sens jusqu'à la première P qu'ils rencontrent. Tous les 
segments ainsi déterminés sur les lignes P sont égaux. 

( D ' O c a g n e . ) 
Soient 

l'équation de la parabole, A la projection de chaque côté 
du contour sur la directrice 5 ̂ s-îJ ^ Js 
coordonnées de trois sommets consécutifs. L'équation 
de la droite qui joint les deux derniers est 

(73 — 72)«̂ ' — (̂ 3 — ^2)7 -+- x^y^ — x^y^ o 

— r 2 

ou, en remplaçant x̂^̂  et x^ par ^ ~ ^̂  divisant par 

d'où l'on tire, pour l'abscisse du point où elle rencontre 
la droite P passant par , y s, 

et, pour le segment compris entre ce point et la para-
bole, 

- (y' - 7173 -4- 7273). 

En remplaçant J2 et par leurs valeurs j i -{-A, 
ik (en supposant j croissant avec l'indice), il 

vient 

¿Ci—X = — , p 

valeur indépendante de l'indice. 
Si les côtés étaient prolongés dans le sens opposé, il 

suffirait de changer le signe de A, ce qui ne modifie pas 
le résultat. 
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Question 1 4 1 3 
( voir 3' série, t. 1, p. 383) ; 

PAÎI m. k. f a u q u e m b e r g u i : . 

Profe s seur au lycée de N i c e . 

Si, par un point (¡uelcompie M de la sécante com-
mune Cl deux coniques homothétiques, on mène une 
droite quelconque AB coupant la première en A et B, 
la secoîide en A' et B'̂  les produits MA X MB et 
M A ' x M B ' é g a u x . ( P . B a u b a r i n . ) 

Menons dans les coniques les diamètres C O D , G ' O ' D ' 

])arallèles à la sécante commune IMK, et les diamètres 
EOF, l y O ' F parallèles à la droite variable AB \ 
D'après le tliéorème de Newton, on a 

M A X M B O E X O F O E 

de même 

M l X M K OG X O l ) 

M A ' x M B ' O ' E ' 

Ml X MK " 

Or, les coniques étant liomotliétiques, on a 

OE _ 0'E\ 
ÔG ~ O'G' 

donc 
M A X M B = M A ' X M B ' . 

c . q . f . d . 

. \ o f e . — S o l u t i o n s a n a l o g u e s de-MM. More t -B lanc ; B e r t h e l e t , é l è v e 
au Lycée de M o u l i n s ; Adrien l^i luz, é l ève à l E c o l e P o l y t e c h n i q u e de 
Zurich. 

( ' ) I.e Ici^teur est prié de faire la figure. 



( 325 ) 

Question 1418 

(voir 3* série, t. I, p. \ ; 

P a r M. LEZ. 

On donne une ellipse de demi-axes OA, OB et deux 
circonférences concentriques à l'ellipse, et de rajons 
R; r ~ OB. Une droite issue du centre O, conunun aux 
trois courbeSj coupe les circonférences /', R en des 
points C, D par lesquels on mène des parallèles à OA 
dirigées dans le sens OA. La première rencontre Vel-
lipse au point E, la seconde est rencontrée en un point F 
par la normale (t 1*ellipse en E ; trouver le lieu géomé-
trique du point F . ( E . L e b o j v . ) 

Une droite j = mx issue du centre commun O ren-
contre les cercles et -i--> 2 _ 

des points C et D ayant pour ordonnées j = ^ ,̂ 

La parallèle CE à l'axe focal rencontre l'ellipse 

¿,2̂ 2 2̂ j2 _ 0̂2 ¿2 

au point E ayant pour abscisse 

') — r^ ju^ 
in'^ 

Les coordonnées de ce point E deviennent 

mh 

IH- ' ^ y/i -

quand r = b ~ OB. 
La normale en E, représentée par 

y-
mb ani f a \ 
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rencontre la droite DF, où 

y/1 -h 

en un point F ayant pour abscisse 

{9.) a 
a s/1-^ m- asj m''-

Eliminant la variable m entre les équations (i) et (2), 
on aura l'équation du lieu décrit ¡lar le point F ; on ob-
tient ainsi une ellipse 

concentrique à l'ellipse donnée 

Note. — La m ê m e ques t ion a été r é so lue par MM. M o r e t - B l a n c ; 
L é o n Rousse t , é l ève du L y c é e de L y o n ; et par un a n o n y m e . 

Question 1421 
(voir 3* série, 1.1, p. 432); 

PAR M . VICTOR DE S T R É K A L O F , à S a i n t - P é t e r s b o u r g . 

Soient AOD, BOE, C O F les trois hauteurs et G le 
centre de gravité d'un triangle ABC; démontrer que 
les cercles cii^conscrits aux triangles AGD, BGE, CGF 
se coupent en un second, point qui est Vintersection de 
la droite OG^ et de V axe radical du cercle circonscrit 
au triangle ABC;, et du cercle des neuf points de ce 
triangle. (Rev. G . R i c h a r d s o i v , M . - A . ) 

On sait que les polaires d'un même point, relatives 
aux trois angles d'un triangle, vont rencontrer respecti-

{' ) Cette e l l ipse d e v i e n t un cercle lorsque R — « -f- 6. 
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veillent les côtés opposés en trois points situés en ligne 
droite ( C h a s l e s , Géométrie supérieure, ^^ édit., 1 8 8 0 , 

p. 257). De plus, si ce point est le point O de concours 
des hauteurs du triangle ABC, la droite mentionnée sera 
l'axe radical du cercle circonscrit au triangle et du cer-
cle des neuf points de ce triangle. 

En effet, soient F' le point de rencontre du côté AB 
avec la polaire de O, relative à l'angle opposé C, et C 
le milieu de AB ( ^ ). On a 

(1) F'B.FA == F'A.BF; 

d'où l'on tire successivement 

F ' B ( B A - B F ) ( F ' B - h B A ) . B F , 

F ' B . B A 2 F ' B . B F -4- a . B G ' . B F . = 2(F'B.BF -+- B G ' . B F ) ; 

i F ' B . B A = F ' B . B F h - B G ' . B F . ; 

F ' B . B A = : ^ F ' B . B A - r - F ' B . B F . ^ B G ' . B F . ; 

F ' B . B A = F ' B . B G ' - i - F ' B . B F - i - B G ' . B F ; 

et, en ajoutant F'B- de part et d'antre, on aura 

F ' B ( F ' B -f- B A ) = F ' B ( F ' B -r- B G ) n - B F ( F ' B - h B G ) , 

= = ( F ' B - t - B F ) ( F ' B ~ B C ' ) , 

d'où 

(2) F'B.FA =-F'F.F'C', 

ce qui veut dire que le point F' est situé sur l'axe radical 
des deux circonférences considérées (-). On verra de la 
liiéme manière que le point D' de rencontre du côté BC 
avec la polaire de O, relative à l'angle A, est sur la même 

( • ) Le l ec teur est prié de faire la f igure . Le point F' est l ' intersec-
t ion des dro i tes ED, AB p r o l o n g é e s ; les po ints F', F sont c o n j u g u é s 
h a r m o n i q u e s de A, B. 

(2) Car les po ints A, B appart i ennent au cercle c i r c o n s c r i t au 
tr iangle ABC, et les points F, C à la c i rconférence des neuf po ints 
de ce tr iangle . 
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droite; done les polaires du point O, relatives aux trois 
angles du triangle ABC, rencontrent respectivement les 
côtés opposés en des points qui appartiennent k Taxe 
radical des deux circoniérences. 

Pour construire l'axe radical, il suffit de prolonger la 
droite ED jusqu'à la rencontre de AB au point F' et d'a-
baisser de F ' une perpendiculaire F 'R sur la droite OG, 
qui est, comme on sait, la ligne des centres du cercle 
circonscrit et du cercle des neuf points. 

Cela posé, on a, d'après la relation ( i ) , 

F ' F ( F ' F ~ F C ) ( F ' F — ¥ B ) ( F ' F -f- F A ) , 

d'où 

F ' F . FC/ == F ' F . F A — F B . F ' A ; 

mais, d'après la relation (i), 
F B . F ' A = F ' B . F A . ; 

donc 
F ' F . F G ' . : ^ F F . F A — F ' B . F A = F A ( F ' F -i- F ' B ) , 

d'où 

( 3 ) F ' F . F C / = F A . F B . 

Or, les triangles semblables ACF, BOF donnent 

F A . F B = C F . O F ; donc 
F F C F 

F F . F C ' ^ C F . O F , ou ^ = 

Cette dernière égalité montre que les triangles rectan-
gles F ' F O, C F C sont semblables, et, par conséquent, 
l 'angleOF'F^l 'angleFCC/.Maislequadri latèreOFFR 
étant inscriptible, les angles O F ' F , ORF sont égaux 
entre eux, comme inscrits dans un même segment du 
cercle décrit sur OF' comme diamètre. Donc l'angle 

O R F F C C . = F C G . 

Il s'ensuit que les (juatrci points C , G , F, R appartiennent 
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à un même cercle; dónela circonférence circonscrite au 
triangle CGF passe par le point R de rencontre de la 
droite OG et de l'axe radical F'R dont il s'agit. 

On démontrerait de même que les cercles circonscrits 
aux triangles AGD, BGE passent par le point R : le théo-
rème proposé est donc démontré. 

Note. — M . M o r e t - B I a n c a d o n n é u n e d é m o n s t r a t i o n f o n d é e s u r 

k s f o r m u l e s de la G é o m é t r i e a n a l y t i q u e . 

Question 1422 
(voir 3" série, t. I, p. 4 -2); 

P A R M . R O M E R O , à M a d r i d . 

Tout nombre dont le carré se compose des carrés de 
deux nond)res entiers consécutifs est égal ci la somme 
des carrés de trois nombres entiers dont deux, au 
moins, sont consécutifs. (G.) 

Les solutions en nombres entiers de l'équation 

(1) X2=:Y2-f -Z2 

sont données par les formules 

où a el b représentent des nombres entiers. 
Si les nombres Y, Z ont une différence égale à l'unité, 

on a 
«2—62 — .^ ab — zh I. 

L En prenant le signe 4- devant i , il vient 

{ a - t - b ) - — l a ' ^ - — J , 

c'est-à-dire que a h et a sont une solution de l'équa-
tion 

Ca) . r 2 — — I . 
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Posons 

X ~ a-\-h et y = a\ 

Téqualion (2) peut être mise sous la forme 

Le nombre — ^ i'st entier, puisque x est impair. 

On a, par suite, 

(3) r P (')• 

u . En prenant le signe — , la relation 

donne 
{a ~ by 

et, en posant a — h = x el b = J , 

d'où 

X / x — \ 

Les relations (3) et (4) démontrent la proposition. 

Note. — Autres démonstrat ions de MM. Fauquembergue , C. Cha-
banel , F. Borlett i . 

( ' ) Ou, eu reujplaçant x e l y par leurs valeurs a b et a , 

( a -h b -1 ( a --h — \ \ = [—^—) + ( — - — .j + b-. 

.. ¡a — b — i y ia — b — i \- , 
C ) \ = ( ) + ( ^ 
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Question 1423 
(Tolr 3 ' s é r i e , t. I, p. 48o); 

P A R M . N . G O F F A R T . 

La normale en M à une parabole rencontre cette 
courbe en un second point N et son axe en P. Par le 
point Q milieu de MN, on mène une parallèle à Vaxe 
de la parabole, et du point M on abaisse la perpendi-
culaire MR sur cette droite : 

I ° Démontrer que PR est perpendiculaire à MN ; 

2® Trouver le lieu géométrique du point R lorsque 
le point M se déplace sur la parabole. ( C H A M B Ó N . ) 

La parallèle QH à l'axe est le diamètre conjugué à 
la direction MN. Donc la tangente HJ au point H, 
est parallèle à MN, et la normale en H est perpendicu-
laire à MN. Or les sous-normales IK et LP sont égales au 
paramètre p. Donc les triangles rectangles RLP et HÍR 

sont égaux; par suite, RP est parallèle àHK,c'est-à-dire 
perpendiculaire à MN. 

Dans le triangle rectangle MPR, on a 

( i ) L P 2 = ] V I L . L R . 

Or 
M L 2 = : 2 / > . A L . 
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Donc 

et si Ton fait 

on aura pour Véquation du lieu du point R 

La formule (i) montre que le paramètre de la para-
bole est moyen proportionnel entre les ordonnées de la 
parabole et du lieu (2), correspondantes à la même 
abscisse. 

Note. — La m ê m e ques t ion a été r é so lue par Mx\L M o r e t - B l a n c ; 
I^ez; Hénoy , à B o r d e a u x ; C h o u d a d o w , à S t a w r o p o l , au Caucase ; 
Ch. Laurans , é l ève au lycée de Lyon.; A. P e r c e r o u , é lève au lycée de 
B e s a n ç o n ; L, Rousse t , é l ève au lycée de L y o n ; Giat e t B e r t h e l e t , é l èves 
au lycée de M o u l i n s ; Ch. R o b i n e l et U. Génin , é l è v e s au l y c é e de B a r -
l e - D u c ; A. Barès, é l ève au lycée de T o u l o u s e ; e t par un a n o n y m e . 

Question 1 4 3 4 
(voir 2' sér ie , t. II, p. 144); 

PAR M. GIAT, 
Élève en .Mathématiques spéc ia les au lycée de Moul ins 

( c l a s s e de M. M a r c h a n d ) . 

L'angle de deux hyperboles équilatères, concentri-
ques, est double de l'angle de leurs asymptotes. 

( E . C E S A R O . ) 

Soient OA, OB, et OA', OB' les asjinptotes des deux 
hyperboles; P un de leurs points d'intersection-, PA, 
PA' leurs tangentes en ce point, qui rencontrent respec-
tivement en A et A' les asymptotes OA, OA' dont l'an-gle 
A'OA est aigu 

C ) I.e lecteur est prié de fa ire la f igure. 
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On sait que le segment de tangente, compris entre les 

deux asymptotes d'une hyperbole, est partage en deux 
parties égales au point de contact. Les hyperboles consi-
dérées étant équilatères, on en conclut facilement que 
PA — PO = PA'. Il en résulte que les trois points O, A, 
Â  sont sur une circonférence dont P est le centre. Or, 
dans cette circonférence, l'angle APA' a pour mesure 
l'arc A A', tandis que l'angle inscrit AOA' a pour mesure 
la moitié de cet arc. Donc 

A P A ' = 2 A 0 A ' . 

c . Q. f . d . 

Note. — M. Berthelet , é lève du lycée de Moul ins , a donné, de 
même , une démonstrat ion géométr ique très s imple de la proposi t ion 
énoncée . 

La même question a été résolue au m o y e n de calculs par MM. E . 
Baris ien, l ieutenant au î ji® d' infanterie , en Algér i e ; A. Goffart ; 
C. Wli i tekcn, élève à l 'université de Pensy lvan ie , à IMiiladcIphic; et 
par un anonyme . 

O D E S T I O N S . 

l i o l . Démontrer que, si les deux racines de l'équa-
tion 

sont entières, l'équation indéterminée 

( A ) 

dans laquelle on a pris 

admet toujours une solution entière. 

Exemples, 
Pour a a-, 

3 
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d'où 

l'équation (A) est vérifiée par 

2° Pour a = 2, 
Î 5 = ± i , 

d'où 
— 11 ^ ~ I • 

Les équations 

a-3-h 189=72^ ^ 3 _ 2 7 r = : j 2 

admettent respectivement les solutions 

— 53 161 == 62, 33 — 2 3 = 22 ; 

— 53 -1 - 1 8 9 = : : 82, 3 3 — 2 7 = 0. 

3« Pour a = 32, 

d'où 
22 i, — ! 28; 

on a les résultats 

--192-^-h 7103 488 = i6o2, i6o3—4059 i36 1922; 

— 1 9 2 3 - ! - 7 160 832 ^ 2882, i 6 o 3 — 4 0 9 1 9 0 Î = 642, 

équivalant, respectivement, à 

483-1- I 10 992 = 202, I O 3 — 991 r= 32 ; 

— 4 8 3 + 1 J l 8 8 8 = 362 , 1 0 3 — 9 9 9 = i 2 . 

Nota. — L'équation en mise sous la forme 

et supposée vérifiée par des valeurs entières de a, (3, 
constitue par elle-même une solution entière de (A), 
pour une infinité de valeurs de /r, comprises dans l'expres-
sion (3 a — z)z. 

Le résultat le plus simple à obtenir par cette voie con-
siste dans l'égalité évidente 

- — ,2 . 

( S . R e a l i s . ) 
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14S2. L'expression 

8?-3(a2-i-2a)4-i 

se réduisant à un carré pour des valeurs entières de a et 
¡3, l'équation indéterminée 

est résoluble en nombres entiers indépendamment 
de la solution immédiate 

X = CL, y = 

Exemples, 
Pour a = o, ¡ï = I, valeurs satisfaisant à la condition 

indiquée, l'équation devient 

I = 

et admet les solutions 

y = o et 7 = 3, 

en outre de la solution immédiate 

rj «2 ¿jr Pour CL — — 2, p — - — , J equatiou 

admet les solutions 

X— — x — a-\-i, 

«2 — a _ «2 -H 3 a 

en outre de la solution immédiate 

«2+ a 
^ = — 2, 7 = — 

( S . R é a l i s . ) 



( 336 ) 

l4o3. Le nombre ^̂̂^ est la 
is/o. 

somme des carrés de deux nombres entiers. 

( C a t a l a n . ) 

1454. On donne une splière et un point dans son in-
térieur^ de ce point on mène trois cordes telles que le 
pôle du plan de deux quelconques d'entre elles soit sur 
la troisième : la somme des inverses des carrés de ces 
cordes est constante. ( M A N N U E I M . ) 

1 455. On considère deux droites rectangulaires et un 
cercle tangent à ces deux droites; le lieu des foyers des 
paraboles tangentes à la fois aux deux droites et à la cir-
conférence est une circonférence tangente aux deux 
droites. ( W E I L . ) 

i 456. Soient i'i, (i! \ Z>, c, v' les points d^intersection 

d'une conique et des côtés BC, CA, AB d'un triangle 

ABC : démontrer que les six droites A a, Bè , BZ>', 

Ce, Ce' enveloppent une autre conique. 

( H . ScHROETER.) 

1457. Une hyperbole est tangente aux axes d'une 
ellipse, et les asymptotes de l'hyperbole sont tangentes 
à l'ellipse; prouver que le centre de l'hyperbole est sur 
l'un des diamètres conjugués égaux de l'ellipse. 

( w o l s t e j n h o l m e . ) 

1458. Construire une parabole tangente à une circon-
férence donnée, connaissant l'axe et le paramètre de la 
parabole. (A.) 

1 459. Le cube d'un nombre entier autre que l'unité 
ne pcnit être la somme des carrés de deux nombres en-
tiers consécutifs. 
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RELATIONS ENTRE LES DISTANCES DU FOYER D'UNE CONIQUE 
A QUATRE POINTS OU A QUATRE TANGENTES 

[ S O I T E V ) ] ; 

PAR M . X . A N T O M A R I , 

Professeur au l y c é e de Carcassonne. 

I L — F O Y E R S DE L ' H Y P E R B O L E . 

17. Nous avons vu (théorème 11) que, si un quadri-
latère ABCD est inscrit dans une hyperbole, de telle 
sorte qu'il y ait deux points sur chaque branche, on a 
la relation 

A, Ai, . . . ayant la même signification que dans le cas 
de Fellipse. 

Si le quadrilatère devient un parallélogramme, on a 

A A j rr. A^ = A3 

et, par suite, 
D — D , rr. D i - - D 3 . 

Ainsi : 

T H É O R È M E X I L — Si un parallélogramme est in-
scrit dans une hyperbole, la différence des distances 
d'un foyer à deux sommets opposés est égale à la dif-
férence des distances aux deux autres sommets. 

Or, si un parallélogramme est inscrit dans une hyper-
bole, les diagonales sont des diamètres. De là, cet autre 
énoncé : 

La différence des distances d 'un foyer auoc extré-
mités d un diamètre de Vhyperbole est constante. 

(') Voir m ê m e T o m e , p. 193. 

Jnn. de Mathémat., série, t. i l . ( A o û t >883.) 
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Disons encore que cette propriété est évidente quand 
on part de la définition géométrique de l'hyperbole. 

Remarquons maintenant que, si F est un foyer, le 
point F', symétrique par rapport au centre, est aussi un 
foyer. Soient alors F et F' ces deux foyers et MM' un 
diamètre [fig. 9) . On a 

et, par suite, 
M F ' - M F = K . 

D'où : 

T h é o r è m e X I J I . — La différence des distances d'un 

Filî- 9. 

— — p 

point quelconque de Vhyperbole aux deux foyers est 
constante. 

Partant de là, on pourra raisonner comme pour l'el-
lipse et prouver : 

I ® Que la tangente en un point fait des angles égaux 
avec les rayons vecteurs allant des f oyers au point de 
contact ; 

Que les foyers doivent être sur Vun des axes, car 
ils doivent être sur un diamètre normal à la courbe. 

Ils ne peuvent, d'ailleurs, pas être sur l'axe non 
transverse : ils seront donc sur l'axe transverse. 

18. On peut arriver plus directement aux mêmes eon-
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elusions. Soit, en effet, cp un foyer situé sur un diamètre 

Fig. T O . 

quelconque MM' de l'hyperbole [ fig, lo) , et soit AA' 
l'axe transverse. 

La différence des distances aux extrémités d'un dia-
mètre étant constante, on doit avoir 

M M ' = cpM' — cpM = c p A ' — cpA. 

Or, dans le triangle AcpA', on a 

A A ' > cp A ' — o A , 

c'est-à-dire 
A A ' > MM', 

ce qui est impossible, puisque AA' est le diamètre mini-
mum : donc les foyers sont sur l'axe t r a n s v e r s e , et Ta dif 
férence constante est égale à cet axe. 

Si alors la longueur de l'axe non transverse est don 
née, on construira les foyers par le procédé ordinaire. 

19. Supposons que l'on donne un diamètre quelconque 
en grandeur et en direction, et que Ton donne aussi la 
grandeur et la position de l'axe transverse : il est facile 
de construire les foyers. 

Désignons par 2a l'axe transversc et par MM' le dia-
mètre; F étant un foyer, on aura 

F M — 

par conséquent l'hyperbole, qui a pour foyers M et M' 
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et pour longueur de Taxe transverse passe par le 

point F. 
Le problème précédent est alors ramené à trouver les 

points de rencontre d'une droite avec une hyperbole, 
problème que Ton sait résoudre. 

Remarque. — On traiterait d'une manière analogue 
le problème correspondant pour l'ellipse. 

I I L — F o y e r d e l a p a r a b o l e . 

20. Nous avons vu précédemment que si D î ,D2,D3 
sont les distances de trois points d'une parabole au foyer, 
on a ( théorème V ) 

¿,2( Dl — D2) ( D, - D3 ) -h ( D2 - Dl ) ( D2 - D3 ) = 4 S2, 

0, d désignant les côtés du triangle formé par les trois 
points et S la surface de ce triangle. 

Supposons Di D2. La relation précédente devient 

•̂2(D3 —D2)2 = 4S2 ou 2S — D2). 

On prendra le signe -t- si D3 > D.>, le signe — dans le 
cas contraire. 

Or, si l'on désigne par h la hauteur correspondant au 
côté on a 

2S = dk 

et, par suite. 

Ainsi : 

T h é o r è m e X I \ . — Si deux points d'une parabole 
sont équidistants du foyer et si, par un troisième point 
quelconque, on mène la perpendiculaire sur la droite 
qui joint les deux premiers, cette perpendiculaire est 
égale à la différence des distances dufojer au troi-
sième point et a Vun des deux autres. 
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21. C'est à l'aide de cette propriété que nous allons 

déterminer le foyer de la parabole. Démontrons d'abord 

que le foyer doit être sur Taxe. 

Première démonstration. — Supposons que le foyer 

soit un point quelconque F , [Jig. i i ) p r i s à Tintérieur 

Fiff. u . 

de la parabole : nous avons prouvé qu'il ne peut être à 

l'extérieur. 

Soient A et B deux points équidistants du point F^. 

Menons F^ I perpendiculaire sur le milieu de AB : cette 

perpendiculaire rencontrera la parabole en deux points 

C et C , puisque C C n'est pas l'axe. D'après le théo-

rème XIV, on doit avoir 

GI = G F , - A F , , 

ce qui est impossible, à moins que le point C ne soit à 

l'infini et alors C C serait Taxe, et le foyer serait sur 

Taxe. 

Deuxième démonstration. — Soient F^ le foyer, A 

et B deux points équidistants de F^, M un point quel-

conque de la parabole et MP la perpendiculaire abais-

sée de ce point sur AB [fig- i^)- On devra avoir 

MP = MFî —AFi. 

Pour un autre point quelconque M', on devrait avoir 
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aussi 

M'P' = M'Fi —AF,. 

En retranchant membre à membre, il vient 

M ' P — M P = M'F, — MFi. 

Menons MI parallèle à AB et décrivons Tare MK du 
Fig . 12. 

point Fi comme centre. L'égalité précédente montre 

que 
M'I = M'K. 

Partant de là, on démontrera par le procédé ordinaire 
que la tangente à la courbe au point M est également 
inclinée sur MP et sur MF^. 

Or A et B sont d e u x points quelconques équidistants 
de Vi ; pour un autre couple de points A' et B' équidis-
tants de F i , on devra avoir la même relation : ce qui 
exige évidemment que AB et A'B' soient parallèles. Mais 
alors la perpendiculaire abaissée du foyer sur AB est 
un axè de symétrie et, par suite, le foyer est sur l'axe. 

Il nous reste à déterminer sa position. 

22. Soient F le foyer supposé connu et AB une corde 
perpendiculaire à Taxe [fig- i3). 

Prenons un point quelconque M e t menons MP per-
pendiculaire à AB. On aura 

MP = MF — AF. 



( ) 
Du point M comme centre décrivons la circonférence 

Fi^. i3. 

de rayon MP et joignons M et F. On aura alors 

FN AF. 

On voit facilement, d'après cela, que la détermina-
tion du foyer est ramenée au problème suivant : 

Décrire une circonférence passant par deux points 
donnés A et et tangejite à une circonférence donnée. 

On sait que ce problème se ramène lui-même 1« dé-
termination du point I, et il est à remarquer que la 
construction donne un second foyer à l'infini, puisque 
MP est parallèle à l'axe. 

Remarque, — Nous n'avons pas parlé de la détermi-
nation des directrices, parce que, les foyers étant déter-
minés, les directrices s'en déduisent immédiatement. 

23. En dehors de la détermination des foyers, les théo-
rèmes I et II peuvent recevoir d'autres applications. 

Considérons, par exemple, la relation 

A D — A , D , - f - A g D ^ — A^Da = 

Désignons par ô, Oo, 03 les distances respectives des 
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q u a t r e p o i n t s à l a d i r e c t r i c e . O n a 
D = Ko, Di = Koi , D2 = Ko2, D3 = Ko3. 

En remplaçant, il vient, après la suppression du fac-
teur K , 

A 0 — Al Ol -H As 02 — A3 03 = o 

ou 

(i4 ) Ao-1-A.2O2 = Al Ol A3O3. 

Remarquons maintenant que les quatre points consi-
dérés ont une position indépendante à l'égard de la di-
rectrice. Rien dans la relation (i4) n'indique que les 
quatre points appartiennent à une conique ayant pour 
directrice la droite considérée. En d'autres termes, l'écA-
lité (i4) alien pour un quadrilatère convexe quelcoiique 
situé du même côté par rapport à une droite. 

Ainsi : 

T h é o i i È m i e X V . — Etant donnés un quadrilatère con-
vexe plan et une droite située dans son plan et ne ren-
contrant pas sa surface, si Von multiplie la distance 
de chaque sommet à la droite par Vaire du triangle 
for mó par les trois autres, la somme des produits cor-
respondant Cl deux sommets opposés est égale à la 
somme des deux autres. 

On voit sans peine quels seraient les théorèmes ana-
logues dans les autres cas. 

On voit aussi sans peine comment on pourrait com-
prendre les divers énoncés en un seul. 

24. Enfin on peut arriver directement aux mêmes 
conclusions. Considérons, par exemple, le quadrilatère 
convexe ABCD et l'axe XY [fig, 14). 

Imaginons que l'on applique en A une force perpen-
diculaire au plan du quadrilatère et égale à l'aire du 
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triangle BCD ^ au point B une force ég^le à l'aire du 
triangle ACD, etc. Considérons d'ahord les forces A| et 

A2 appliquées en A et C. Le théorème des moments, 
appliqué à ces forces, donne 

A X A a - f - A 2 X C e — ( A - h A2 ) . « , 

en désignant par z la distance à XY du point d'appli-
cation de la résultante. 

Or les deux triangles BCD et ABD, ayant meme baae, 
sont entre eux comme les longueurs CF et AF, c'est-
à-dire que l'on aura 

_A 
A2 

C F 

A F 

Le point F est donc le point d'application de la résul-
tante, et ^ = ¥ f y par suite, 

A X Ka H- A 2 X C e = ( A A s ) ? ' / . 

On aurait de même 

A l X l U -i- A 3 X ï y d = { A . , ) F / ; 

d'où 
A x A a - ^ A 2 x G c = : A l X B ¿ > - i - A 3 x D ¿ / . 

25. Les résultats précédents peuvent être formulés, 
d'une manière générale, comme il suit : 

T h é o r è m e X V L — Soient A i , A o , . . •, A / / , n points 
appartenant ci une conique, D,, D^, D3, . . ., D,; les dis-
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tances respectives au fojer ; si Von a la relation homo-
gène f{ D|, D2, . . . , ) = o, o/z aura aussi 

/ ( O i , 0 . , . . = o, 

G,, désigimnt les distances respectives de 
n points quelconques d'un plan à une droite quelconque 
de ce plan. 

Désignons en eiï'et par 04, Oo, . . . , o„ les distances des 
n points considérés à la directrice correspondante. On 
aura 

D, = D2 = KO2, 

0 5 ) / ( D „ D 2 , . . . . = 

p désignant le degré d'homogénéité. 
Or, dans cette équation^ la conique n'intervient que 

par la quantité constante R qui n'est pas nulle et qui 
disparait. On a donc, pour tout système de n points et 
par rapport à une droite quelconque du plan des n points, 

/(Oi, O2, . . . . 0„) =r. o. 

La réciproque est évidente. 

2 6 . T H É O R È M E X V I I . — R E L A T I O N 

E N T R E Q U A T R E C O -

L I Q U E S C I R C O N S C R I T E S A UN Q U A D R I L A T E R E . — L O R S Q U E 

quatre coniques sont circonscrites à un quadrilatère^ 
il y a une relation homogène et du quatrième degré 
entre les distances de quatre foyers aux sommets du 
quadrilatère. 

Soit ABCD le quadrilatère. Nous désignerons les som-
mets par (i), ( 2 ) , (3), (4)- Soit C/ une conique circon-
scrite au quadrilatère et dont les distances d'un foyer 
aux sommets sont x/, j U i . 

Supposons que i varie de o à 3, et que les quatre co-
niques obtenues soient du meme genre. On aura les 
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quatre équations 

( i 6 ) 

Aa? — AiJK H - ~ A^u ~ O, 
Axi — AijKi -I- Aa î — A3 w, =r o, 
AX2 A,j2 ~ A2̂ 2 A3M2 = 

Aâ s —Aija-f-A2-3 — Â î̂ g 

L'élimination de A, A, , A2, A3 donne 

( ' 7 ) 

X y z 
Xi f i 
X2 72 - 2 

-3 

U 
III 
Ui 
U3 

C'est la relation eliereliée. Elle donne le lieu géomé-
trique des foyers des coniques circonscrites à un qua-
drilatère. La recherche de ce lieu aurait présenté bien 
plus de difficultés si elle avait été faite autrement. Nous 
nous proposons de revenir plus tard sur cette équation, 
s'il y a lieu. 

En particulier, si l'une des coniques est un cercle, par 
exemple C3, on aura 

3̂ = J'3 == 3̂ ^ 

et la relation (17) devient 

i i 8 ) 

X y z 
Jl -1 

72 -2 
I I I 

C'est la relation (1) dans laquelle les coordonnées des 
sommets du quadrilatère ont été remplacées par les dis-
tances de ces sommets aux foyers de C| et de C2-

( // suivre.) 
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D é T E R M l N 4 T 1 0 K E T G O N S T R l ! C T i O \ KOUVELLE DU C E R C L E 
QUI C O U P E T R O I S C E R C L E S S O U S T R O I S A N G L E S DONNÉS 
E T DE L 4 S P H È R E QUI C O U P E Q U A T R E S P H È R E S S O U S D E S 
A N G L E S D O N N E S ; 

P A R M . L A Q U I È R E . 

Dans un récent article, nous avons donné deux dé-
monstrations d'un théorème permettant de construire le 
cercle qui en coupe trois autres sous trois angles respec-
tivement égaux à trois angles différents donnés, aussi 
simplement que le cercle isogonal, ou que le cercle tan-
gent aux trois. 

La démonstration qui suit, beaucoup plus simple, met 
en évidence une construction nouvelle beaucoup plus 
simple encore. Elle nous a fait découvrir un beau théo-
rème de Géométrie à trois dimensions qui n'a peut-être 
pas encore été remarqué, bien qu'il soit d'une extrême 
simplicité. 

Nous donnons, in extenso, la démonstration en ques-
tion, vu son peu de longueur. 

Soit R le rayon d'un cercle variable Y coupant sous 
deux angles respectifs constants a, et ao deux cercles 
fixes Ci, C2 de rayons 

Soient de plus 

Xj = — 2/'i c o s a i , X2 = — COSX2 

les cordes interceptées par les cercles c, et C2 sur les 

rayons du cercle Y aboutissant aux points d'interseetion 

Jes distances tangentielles ŷ  et yo du centre du cercle F 

aux cercles c, et ĉ  donneront les relations simultanées 
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c V o ù 
(i) 

e t d e m ê m e 

É l î m i n a i u R , 
(2) = 

L'équation (2) exprime que le lieu du centre du cercle 
variable T est une conique V ayant un double contact 
avec le cercle Q 

(3) 4 = 

aux points d'intersection des deux cercles , c^ avec les-
quels il a même axe radical. 

L'équation (i) exprime de son côté que la puissance 
du centre du cercle variable F par rapport au cercle Q 
est égale k R-, et par suite qu'il lui est orthogonal (*). 

Le cercle Q est facile à construire, puisqu'il passe par 
les points d'intersection des deux cercles c^, ĉ  et par les 
points des tangentes communes dont les distances aux 

points de contact sont dans le rapport 

L'équation (3) exprime que le cercle Q partage l'angle 
des deux cercles et Cg, de manière à faire avec eux deux 
angles respectifs cô  et CO2 définis par la relation 

s i n w i c o s ai 
( 4) = ? smc(j2 cosag 

comme on le voit immédiatement en prenant par rap-

(*) Le cercle variable T a donc pour enveloppe les deux cercles 

passant aux points d'intersection de c, el c ,̂ anallagmatîque du q u a -

trième ordre à deux points doubles. 1 
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port aux deux cercles ĉ  et Cg la puissance du point du 
cercle Q infiniment voisin du point où les trois cercles 
se rencontrent. 

La relation indiquée pour les cercles subsiste pour les 
spheres représentées par leurs cercles équateurs du plan 
des trois centres. La série des sphères S coupant Si et 52 
sous les angles constants â  et ol^ est donc orthogonale à 
la sphère fixe (3 ) qui passe par leur cercle d'intersection 
et les coupe sous les angles définis par la relation (4)-
Leur centre est sur une surface du second ordre de ré-
volution autour de la ligne des centres des sphères ÎJ et 
.̂ 2 et circonscrite suivant leur ligne d'intersection à la 
sphère (3) que toutes les sphères S coupent orthogona-
lement. 

Soit à trouver le cercle coupant trois cercles donnés 
sous trois angles donnés. Les remarques ci-dessus per-
mettront de le déterminer des deux manières suivantes : 

En le considérant comme le cercle orthogonal aux 
trois cercles obtenus, ainsi qu'il vient d'être dit, 
avec chaque groupe de deux cercles Ci, Co, C3 accouplés ^ 

2® En déterminant son centre comme intersection des 
deux coniques V obtenues dans deux de ces combi-
naisons. 

De même, la sphère coupant quatre sphères sous 
quatre angles donnés se déterminera : 

I® Comme orthogonale à quatre sphères Q^ 
Comme ayant son centre à l'intersection de trois 

surfaces du second ordre de révolution dont les axes se 
rencontrent deux à deux, et qui se coupent par suite 
suivant des courbes planes dans des plans perpendicu-
laires à celui qui contient les deux axes de révolution. 

Enveloppe des sphères coupant trois sphères fixes 
sous trois angles donnés respectivement constants. — 
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D'après ce qui précède, cette euveloppe est la cyclide 
ayant pour section principale les deux cercles coupant 
les trois équateurs du plan des trois centres sous les 
angles donnés. 

Elles sont, en eOet, orthogonales au cercle d'intersec-
tion des trois sphères Q''déterminées comme il a 
été dit plus haut, et leur centre décrit la conique d'inter-
section de ce plan (perpendiculaire au plan des trois 
centres) avec les surfaces du second ordre également 
déterminées, toutes courbes planes qui se croisent aux 
deux mêmes points, réels ou imaginaires, points coni-
ques de la nappe considérée. 

Les angles a,, ao, a3 et leurs trois supplémentaires dé-
terminent les deux cercles sections principales d'une 
même nappe qui se coupent en deux points sur le cercle 
orthogonal aux trois équateurs, second couple de points 
coniques de la cyclide (un couple au moins est imagi-
naire). Leur corde détache sur les lignes des centres et 
à partir de ceux-ci des segments directement proportion-
nels aux couples de longueurs X, A3 se rapportant aux 
cercles de mêmes indices, ainsi que nous l'avons démontré 
dans une Note antérieure. 

Si l'on remplace successivement un seul des angles a 
par son supplémentaire, on obtient les trois autres 
couples de cercles sections principales des trois autres 
nappes de la cyclide. 

Scolie, — L'enveloppe du cercle coupant deux cercles 
fixes sous deux inclinaisons constantes se compose de 
deux cercles passant par les points d'intersection des deux 
cercles donnés (section principale d'une cyclide dont 
l'une des directrices réduite à un plan est orthogonale à 
la sphère enveloppée). 

Observation. — Le théorème est évident par la trans-
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formation par rayons vecteurs réciproques du lieu par 
l'un des points d'intersection des trois sphères fixes. La 
transformée de la sphère variable ayant évidemment 
pour centre de similitude commun de toutes ses posi-
tions le sommet du trièdre dont les faces sont les réci-
proques des trois sphères fixes, l'enveloppe de la sphère 
variable est la cyclide réciproque du cône de révolution 
enveloppe de ses transformées. 

Même observation pour le scolie. 

Remarque. — Le scolie donne une autre manière de 
construire le cercle F par la construction immédiate de 
six cercles auxquels il doit être tangent. 

Par un point quelconque co tracer un cercle et ses 
rayons (oa^jtoao respectivement inclinés de a, et â  sur 

les tangentes aux cercles ĉ  et ĉ  en leur point M d'in-
tersection. Par le point de concours m des parallèles 
respectives a, m̂ â̂ m à ces tangentes, mener les tangentes 
77ZÍÍ, mto au cercle co. Leurs directions seront celles des 
tangentes en M aux deux cercles tangents à la série des 
cercles F, tandis que miù sera celle de leur cercle ortho-
gonal Q et de la conique lieu de leurs centres. La même 
construction pour chaque couple de cercles CÎ dé-

termine trois cercles orthogonaux et six cercles tangents 
au cercle cherché F. 

Construction analogue pour les sphères. 
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THÉORÈME DE GÉOMÉTRIE; 

PAR M . G O F F A R T . 

Soient F , F' les foyers d'une ellipse ; I I ' une tangente. 
Pour déterminer le point de contact, il suffit de prendre 
le symétrique ç du foyer F par rapport à cette tangente, 

puis de mener la droite F'o qui coupe I F au point 
cherclié. 

Les points O et I étant les milieux de FF' et de Fcp, 
on a 01 parallèle à KM. Donc 

M H . H O = H I . H K . 

Or, en désignant par a l'angle HOF, on a 

F F — ( û l F F — F I 
m = O F s i n a , H K ^ = F F ' c o s a , 'A 1 

o u 
IH r e s i n a , H K = c o s a , 

en sorte que 

( i ) M H . H O == c a s i n i a. 

Si donc on considère toutes les ellipses de foyers F et F', 
tangentes à toutes les droites parallèles à I I ' , le lieu des 
points de contact M sera défini par la relation (i). Et si 
l'on prend pour axes OM et une perpendiculaire à OM, 

Jnn. de Matkémat., Z^série, t. II. (Août 1883.) 2 3 
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on reconnaît immédiatement que cette relation caracté-

rise l'hyperbole équilatère. Donc : 

Le lieu des points de contact de toutes les ellipses 
qui ont les mêmes foyers avec toutes les droites paral-
lèles à une direction donnée est une hyperbole équila-
tère concentrique aux ellipses, qui a pour asymptotes 
la direction donnée et la direction perpendiculaire, et 
qui passe par les foyers donnés. 

SUR LA C O N S T R U C T I O N » ' U N E C O U R R E A L G É R R I Q U E 
AUTOUR D'UN DE S E S P O I N T S ^ 

P A R M . C H . R I E H L E R . 

Dans un article publié dans les Nouvelles Annales de 
Mathématiques (t. XIX et XX, série), j'ai donné la 
construction d'une courbe algébrique autour d'un de ses 
points, en cherchant les expressions approchées des ra-
cines infiniment petites, qui fournissent les coordonnées 
des points d'intersection de la courbe et d'une transver-
sale passant par le point considéré. Cette méthode, d'une 
application très facile, offre, dans son exposition, quel-
ques difficultés lorsqu'on veut la présenter en toute ri-
gueur. Je me propose d'exposer, dans ce qui suit, une 
méthode plus simple et d'une application aussi aisée 
que la première, qui repose, non plus sur la recherche 
de l'expression des racines elles-mêmes, mais sur celle 
de certaines fonctions symétriques des racines. 

Je supposerai que le point à étudier soit à l'origine des 
coordonnées lorsqu'il se trouve à distance finie. 
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L 
S o i t 

l'équation de la courbe, désignant d'une ma-
nière générale Fensemble homogène des termes de degré 
¡JL de l'équation proposée. 

Coupons la courbe par la droite 

cr = ar, 

y br 

issue de l'origine; a el b sont les coordonnées du point 
directeur de la droite, et r la distance, avec son signe, 
du point ) à l'origine. 

L'équation qui donne les rayons vecteurs des points 
d'intersection de la transversale avec la courbe sera 

il) r U i ( a , b)-\- r-^V^ia, b)~h-. ..^r^V^ia, b) = o. 

Cette équation est satisfaite d'une manière permanente 
par 7' = o ; en la débarrassant du facteur r, il vient 

( 3 ) U i ( a , ¿>) 4- b ) - ^ , . b ) = o. 

Lorsque le point directeur (a, b) viendra se placer sur la 
droite JJi ) = o , une nouvelle racine de l'équation 
en r tendra vers zéro; et si U2(<3r, b) ne s'annule pas eu 
même temps que Û  c'est-à-dire si U2 ) n'est 
pas divisible par U, (x , j ) , une seule racine tendra vers 
zéro, quelles que soient, d'ailleurs, les valeurs des coef-
ficients b)., ¿), . . . des termes de degré 
le plus élevé. Cette racine qui tend vers zéro engendre 
une branche de courbe tangente à la droite U4 = o, 
et c'est du signe de cette racine que dépend la position 
de la courbe par rapport à sa tangente. 

Désignons par 7-4, 7'2, 73, . . . , les racines de 
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l'équation (3), et soit 7 ^ la racine qui tend vers zéro. On 

aura 

-i JL J _ __ U2(a, b) 
C m~\ 

Le signe de r̂  est évidemment donné par le signe du se-
cond membre lorsque le point est suffisamment 
voisin de la droite = car tous les ternies 

, —J— du premier membre restent finis, et le 
r^ /'s 

seul terme ^ augmente indéfiniment. Lorsque le point 

directeur passe d'un côté à l'autre de la droite )=:o, 

cliange de signe, mais è) ne changera 

pas de signe si le point ¿) se meut dans une région 

angulaire suffisamment petite et voisine de (x, r) = o ^ 

la racine change donc de signe quand UÎ (a, b) passe 

Fî . 1. 

par zéro. Supposons que OA soit la tangente donnée par 

l'équation = o, m le point directeur de la sé-

cante: si les coordonnées du point m rendent — f x 

positif, le point M de la courbe correspondant à la racine 
r, se trouvera du même côté que m par rapport à l'ori-
gine, caria racine r̂  sera positive; si le point directeur 
vient en la racine /'Î sera négative, et les points M' 
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et Di' seront de part et d'autre de l'origine : la courbe 
aura la disposition MO M' de la /ig. i . 

Si, au contraire, les coordonnées du point m rendaient 

— 6) ^̂  courbe serait située de Tautre côté 

de la tangente, et, comme précédemment, tout entière 

du même côté de la droite. 

2. Supposons maintenant que 132 soit divisible 
par Vi [Xj j)^ et soit 

L'équation (3) devient, dans ce caŝ  

( ¡ ) U i - l - r U i V i + r2U3-i-.. .-h o , 

en posant, pour abréger. 

Quand Uj tendra vers zéro, deux des racines de l'équa-
tion (4) tendront vers zéro; soient r̂  et /'a ces racines, 
nous aurons 

en désignant, pour abréger, par Ŝ  la somme 

s. = - + -

et par S2 la somme des produits deux à deux des mêmes 

quantités 

rm-t rm-l 

les sommes S, et S2 restent finies quand Vf passe par 
xéro. 
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Les formules précédentes peuvent s'écrire 

(a) 

</n 
r-z • 

et de ces deux formules on déduit la suivante : 

\ ' 1 ' 2 / 

Tous les termes qui figurent dans le second membre de 

cette dernière équation restent finis, excepté le terme 

— qui augmente indéfiniment quand U^ passe par 

zéro, si, comme nous le supposons, U3 n'est pas divisible 

par JJi. Le signe du second membre est donc donné par 

le terme — 4 ^ - Ce terme change de signe avec L^, et, 

Fig. 2. 

y 

par suite, le premier membre change de signe. Les ra-
cines et 7'2 sont donc réelles quand le point directeur 
est du côté de la droite Uj (o:, j ) = o pour lequel 

— 4 ^ ^st positif, et elles sont imaginaires de l'autre. 

De plus, la formule (a) nous montre que ces racines 
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sont de signes contraires; car ^ et ^ augmentent indé-

finiment, et leur somme reste finie ; la formule (c) indique 

par le signe de — ^ ^^ ^̂ ^̂  de la tangente doit se 

trouver le point directeur pour que les racines soient 
réelles; elle permet donc, dans tous les cas, de construire 
la courbe, qui présente par rapport à la tangente la dis-
position de la//g-. 2-, le point est d'inflexion. 

3. Supposons Ui identiquement nul et Uo égal à un 
produit de deux facteurs réels distincts, 

U2-IJV. 

L'équation (3) prend la forme 

<5) U V -f- U3 H - . . . + = o. 

Si U3 n'est divisible ni par U, ni par V, une seule des 
racines de l'équation ( 5 ) tendra vers zéro lorsque le point 
directeur franchira la droite = o ou la droite 
\ {jo^j) = o; par suite, le signe de la racine qui tend 
vers zéro sera encore donné par l'équation 

I ï I U3 
ri ' ~ UV 

car ^ donne son signe au second membre. On voit aisé-

ment que l'origine est un point double réel 5 les branches 

de courbe qui se croisent en ce point sont situées d'un 

même côté de leurs tangentes respectives, comme pour 

le point simple ; et le signe de la quantité — ^ donne 

la position de chacune des branches par rapport à sa tan-
gente lorsqu'on y substitue successivement les coor-
données d'un point directeur voisin de chacune des deux 
tangentes. 
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Si les deux facteurs dans lesquels se décompose U2 

sont imaginaires, l'origine est un point isolé, car Féqua-

tion (3) n'a pas de racines réelles voisines de zéro. 

4. Si les deux facteurs de Uo sont égaux, U2 sera le 
carré d'une fonction linéaire U*, Téquation aux rayons 
vecteurs prendra alors la forme 

(6) U2 H- r U 3 -+- U.V H - . . . + r»^-'^ U,n == o. 

Si U3 n'est pas divisible par U, une seule racine de 
l'équation (6) tendra vers zéro, et la formule 

{a") 
1 

'•1 
I I 

J'fn-l 

nous montre que cette racine ne change pas de signe 
quand U passe par zéro, c'est-à-dire quand le point di-
recteur franchit la droite U (x, j ) = 0. I.e signe de U3 
fournit le signe permanent de cette racine, laquelle en-

Fig. 3. 

gendre évidemment les branches MOM^ de la courbe 
[fig> 3). On pourra donc^ connaissant le signe de U3, 
déterminer la position de la courbe. 

5. Supposons actuellement U3(<2, divisible par U, 
et soit 

U3=U.V2, 
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l'équation aux rayons vecteurs prend la forme 

( 7 ) U2-H r U V 2 + r^V^-^-.. .-i- o, 

où nous supposerons U4 non divisible par U. 

Quand U tend vers zéro, deux racines de l'équation 

en r tendent vers zéro 5 soient et 7̂ 2 ces racines, on 

aura, comme précédemment, les formules 

(«1) 

(bi) ri i 

4 

La formule (c,) est évidemment de la forme 

_ _i_y ^ v | - 4 Uv + u w 

W étant la somme 

WZ=-2V2SI-+-U(4S2-3S?). 

W prend donc une valeur finie quand U tend vers zéro. 

Si V.̂  — 4U/. la fonction ^^ est posi-

VÏQ. 4. 

tive, et, par suite, les racines r̂  et r* sont réelles; la 
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formule (¿4 ) nous montre que les deux racines r̂  et / ^ 
sont du signe de U4. Si U4 est positif, les deux racines 
sont de même signe quand le point directeur est de part 
et d'autre de la droite U = o; la formule (a^) nous 
donne alors le signe des deux racines. 

On obtient, dans ce cas, une disposition analogue à 
celle de la fig, 4? et l'on saura, dans tous les cas, si les 
deux branches sont toutes deux au-dessus ou toutes deux 
au-dessous de la tangente. 

Si U4 est négatif, les deux racines sont de signes con-

Fig. 5. 

traires, on obtient alors une disposition de la courbe 
comme celle de la fig, 5. 

Si — 4U.i o, la fonction ) est néga-

tive, les racines r̂  et ro sont imaginaires conjuguées; le 
point O est un point de rebroussement isolé. 

3̂^ Si Vo — == o lorsqu'on substitue dans la fonc-
tion V^ — 4U4 les.coordonnées d'un point de la tangente 

U = o, la fonction ^^ ^ ^ aura pour valeur 

r^ / \ So— 3 , 

Q étant le quotient de \ — 4U', par II; elle change de 
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signe avec U; par suite, les racines r^/ ^ seront réelles 
quand le point directeur est d'un côté de la droite U = o, 
elles sont imaginaires de l'autre. 

C'est le signe du terme — 
2V0S 

U 
qui indique de 

quel côté de la tangente se trouve la courbe. 
V2 — 4U4 étant égal à zéro quand on y substitue les 

coordonnées d'un point de la tangente, U^ = ) ' 

suite, U4 est toujours positif, et les racines ri et / o sont 
de même signe, pour des points suffisamment voisins de 

Fig. 6. 

la tangente. La figure affectée par la courbe est alors 
celle de la//g-. 6. 

Pour avoir le signe de — 2 VoS^ H- Q, il suffit de re-
marquer que Si est la somme 

T I I 

rrn-2 
Cette somme varie peu dans le voisinage de la tangente, 
elle ne change pas de signe si Si ne s'annule pas au mo-
ment où le point directeur traverse la tangente ; par 
suite, Si diffère peu de la somme des inverses des racines 
de l'équation 

U4-f- Uâ^ -h. . .4- o; 
Us s , diffère donc aussi peu que l'on veut de — ~ • 
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Tous ces résultats sont indépendants du nombre des 

racines de l'équation en r qui, en même temps, pourraient 
devenir infinies; si cela arrive, un certain nombre de 
termes des sommes 

I 

f^l f '2 f^m-l 

disparaissent, et rien ne sera changé dans les raisonne-
ments. 

Nous ne pousserons pas plus loin l'étude détaillée des 
circonstances que présente la discussion de la courbe, 
lorsque plus de deux racines tendent vers zéro à la fois; 
nous nous contenterons d'indiquer en quelques mots la 
manière dont on pourra procéder, dans le cas plus com-
plexe où trois racines tendent vers zéro. 

G. Soient toujours r̂ ^ /'o, les racines de 
l'équation en r qui sera de degré m — i dans le cas que 
nous allons étudier; soient / j, 7'2, les trois racines qui 
tendent vers zéro ; supposons pour fixer les idées que 
l'équation en r soit 

et que l'on ait 

On aura les relations 

1 1 1 -, 
ri rs 

1 ] — + . . . = V.,. 

• = rtr^rn'^ U, 
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Ces équations peuvent s'écrire 

' 1 ' 3 U 1 

en appelant Ŝ  la somme des racines autres que 7̂ 2,7̂ 3, 

S2 la somme de leurs produits deux à deux, et S3 la 

somme de leurs produits trois à trois. 

Nous formerons de même la fonction des racines 

I 1 
ri r^ ( - - - V F - - - Y rJ V''2 r-J 

•Si A ^ o les trois racines 7'̂ , 7̂ 0? sont réelles comme 

l'on sait, et si A o une seule racine, rt est réelle. Il 

est aisé de voir que A est de la forme 

Ui ^ 

cette quantité est essentiellement négative pour de petites 

valeurs de Ui ; par suite, une seule racine r̂  de l'équa-

tion est réelles, parmi celles qui tendent vers zéro 5 les 

deux autres sont imaginaires conjuguées, le produit Ta 7-3 

est donc positif, et, par conséquent, le signe de la troi-

sième racine est donné par le signe de — ^ • Cette ra-

cine change donc de signe avec UÎ . On obtient une seule 

branche de courbe analogue à celle de ^sl fig. i . 
On discuterait aussi aisément les cas où : 

I® U2 est le carré d'une fonction linéaire U, étant 

identiquement nulle, et U3 divisible par U, ainsi queU4 ; 

Ui et U2 étant identiquement nuls, U3 est le cube 

d'une fonction linéaire U, et IT/, divisible par U , ainsi 

que Un. 
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Le cas où quatre racines de l'équation en r tendraient 
vers zéro est un peu plus complexe; on voit toutefois 
que le problème n'est autre que celui de chercher les 
conditions de réalité de deux ou quatre racines d'une 
équation du quatrième degré, et qu'on peut introduire, 
dans la solution, de notables simplifications en ne con-
servant dans les expressions que les termes qui influent 
réellement sur leurs signes. 

7. Nous allons terminer cet exposé par une remarque 
importante. 

Si, au lieu de considérer une équation de degré m qui 
représente une courbe ayant à l'origine un point simple 
ou double, on avait considéré une équation représentant 
une courbe ayant à l'origine un point multiple d'ordre' 
p, la théorie eut été la même. Car soit 

b) . r^-P\}„t{a, b) o, 

l'équation en r qui convient à ce cas. 
Le polynôme } ) est décomposable en p facteurs 

de la forme p x — a j réels ou imaginaires, simples ou 
multiples. Considérons un facteur simple de U^ ), 
il fournira dans b) un facteur linéaire correspon-
dant en a ei b. Soient 

et, pour abréger, 
l}p{a, h) lïVp 

L'équation en r sera 

UVp-i + r P = o. 

Si Uy,^, il'est pas divisible par U(x,j) ), le rai-
sonnement que nous avons fait, dans le cas d'un point 
simple ordinaire à l'origine, nous montre que la droite 
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U = o du faisceau U^(a:,j) ) = o est taugente à une 

branche ordinaire de courbe, située tout entière d'un 

même côté de sa tangente. Toutes les racines simples de 

l'équation — o donnent lieu à la même dis-

cussion; si elles sont toutes simples, on pourra donc 

dire que le point multiple d'ordre p résulte de la super-

position de p points simples. 

Si le polynôme admet un facteur double, 

l'équation en r prendra la forme 

U 2 A' -f- . . . -h l]„, = o, 

et la droite U = o sera une tangente de rebroussement; 
on construira les branches tangentes à la droite U = o, 
comme nous l'avons fait, dans le cas où l'origine est un 
point double. 

Il est inutile de pousser plus loin cette analyse, ce 
que nous avons dit précédemment suffit pour montrer 
comment on opérerait dans des cas plus complexes. 

8. Dans ce qui précède, nous avons coupé la courbe 
par la droite 

X = a?% 
y br, 

et nous avons étudié l'équation en qui donne les rayons 
vecteurs menés de l'origine au point de rencontre de la 
droite et de la courbe. Cette méthode n'offre aucune 
difficulté pratique; mais on peut aussi, au lieu de cela, 
prendre l'équation de la transversale sous la forme 

et éliminer j entre cette équation et celle de la courbe; 
on obtient alors l'équation 

U i ( i , X) -f-¿rU2(i , X) 4 - . . . -ha^'w-iU^Cr, X) = o. 
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Le eoefiieient angulaire de la tangente est donné par 

U i ( i , X ) = o , 

et l'on opérera sur cette équation en x et comme nous 

l'avons fait sur l'équation en r , a el b. 
Ce seront les fonctions symétriques 

I I I 

Xi X.2 X,n-\ 
I I 

qui nous permettront de faire la discussion et de con-
struire la courbe dans chaque cas particulier. 

9. Si le point à étudier n'est pas à l'origine, mais en 
un point (a, ê) du plan, il faudra considérer l'équation 

et, comme F ( a , ê) = o par hypothèse, l'équation précé-

d(;nte a l a forme 

U i ( . r , J ) + I h i x . y ) + . . l h n { x , y ) = o, 

qui est de même forme que celle que nous avons discutée. 
Nous allons passer maintenant au cas où le point con-

sidéré est à l'infini, c'est-à-dire étudier la courbe autour 
de ses asymptotes. 

D I S T A N C E S DU C E N T R E DE G R A \ I T È AUX P O I N T S 
R E M A R Q U A B L E S DU T R I A N G L E ; 

P A R M . GEORGES D O S T O R . 

1. Nous désignerons par A, B, C les trois sommets 
d'un triangle et par a, c les longueurs des côtés res-
pectivement opposés à ces sommets. 
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RepréseiUoiis par W le rayon du cercle circonscrit; 

par r, les rayons des cercles, dont le premier 
est inscrit et les autres exinscrits au triangle. 

Supposons que la lettre G soit mise au centre de gra-
vité du triangle et la lettre O au centre du cercle circon-
scrit. Portons les lettres I, T, F̂  aux centres des 
cercles. Tun inscrit et les autres exinscrits. Enfin plaçons 
la lettre H au point de concours des liauteui s. 

2. Les distances du centre de gravité G aux trois 
sommets A, B, C ont pour carrés respectifs, comme Ton 
sait, les expressions 

GA = - ( ¿>2 o. ('2 — a~ ). 
9 

GB' = ^ ( 2 c2 H- _ ¿,2 

GG" = i lA— c2), 
qu i donnent 

GA -hGB'-Î-GC"^ 

3. La distance du centre de gravité G au centre O du 
cercle circonscrit est donnée par 

GO = 4R2—-(a2 c2). 

On en déduit de suite la distance du centre de gravité 
G au point de concours H des hauteurs, dont le carré 
est ainsi 

4. Enfin on trouve facilement que le carré de la dj^oite 
qui joint le centre de gravité G au centre I du cercle 

Ann, de Mathémat., Z*" série, t. II. (Août i883.) 
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inscrit a pour valeur 

Gi'=: ^{bc-^ ca-\-ab)— ^{a'^ b^ c^) — 

Dans cette expression, il suffira de changer le signe de 
a et de remplacer r par — r\ pour avoir la distance qui 
correspond au centre du cercle exinscrit, opposé à 
l'angle A. 

On trouve ainsi qu(; 

^^(bc -- ca — ah ) — -f- — ^ ^ ) 4 ^r', 

GÏ'^ rnr ^(ca ab — bc ) — ^ (a^ b^ -H c^ ) h- 4Rr", 

1 ( ab ~ bc — ca) - b'^ -r- c^ ) -h A Rr". 
^ 9 

Ces ([uatre dernières égalités donnent 

GI -u or'-;- GI"' -f-

,6R2 — 1(«2 ¿,2 û c2) 
9 

i9, R2-f- 4G0 . 

o. Toutes ces formules peuvent s'obtenir directement 
par la Géométrie pure-, on peut aussi l'es calculer au 
moyen de la Trigonométrie. 

P R O P O S I T I O N S DE M. S . R É A L I S . 

1. L'équation 

— 2 a'- -h 4 «Î̂  ^ + Ê̂  — 

dans laquelle a est un entier quelconque et ^ un entier 
diiï'érent de zéro et de ±: 4a-, n'a pas de racine entière. 
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IJ. L'équation 

— 2 ^ ^ a^ — 2 p« = o, 

dans laquelle a est un entier quelconque et ^ un entier 
différent de zéro et de ± 2a2, n'a pas de racine entière. 

IIL L'équation 

, ^^ -I- ( 5 a2 -4- 4P 2 a ( 2 a 2 a^ — p2 == o , 

dans laquelle a est un entier quelconque, et ¡â un entier 
différent de ± â  et de 3 a-, n'a pas de racine entière. 

IV. L'équation 

dans laquelle a est un entier quelconque et P un entier 
différent de zh a ,̂ n'a pas de racine entière. 

V. L'équation 

a2 + B ^ a^ — B2 

où a et ¡i sont des entiers de même parité, ^ étant 
différent de dz a^, n'a pas de racine entière. 

CORUESPONDAKCE. 

Extrait d'une lettre de M, d'Ocagne, 

Je ferai remarquer que de la construction du centre 
de courbure de Tellipse, donnée dans le numéro de mai 
(p. 238) par M. Genty, on peut très facilement déduire 
la construction due à M. Mannheim. A cet effet, com-
plétons la figure de la page 238, en tirant Oa et, si cette 
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droite i:oupe iC au point i, en joignant ce point au 
point n. 

Dans le triangle 0//5, qa et 5a sont des hauteurs; donc 
oa est perpendiculaire à qs et par suite à tn\ dès lors, 
dans le triangle oi/z, oa et tC étant des hauteurs, ni est 
perpendiculaire à oi, et par suite à a/i; d'où la con-
struction de M. Mannheim : 

Elever à an la perpendiculaire ni jusquà sa ren-
contre avec le diamètre oa et abaisser du point i la per-
pendiculaire iC sur V axe os. 

S O L U T I O N S D E Q U E S T I O N S 
P R O P O S É E S « A N S L E S N O l i V E L L E S A N N A L E S . 

Question 1281 
( Toir a* s é r i e , t. XVII* p. 38/,); 

PAR M. E. FAUQUEMBERGUE, 

Professeur au lycée de Nice. 

E équation 

V/2 

n admet pas d'autre solution, en nombres entiers, que 
celle qui correspond aux xmleurs x =y o. 

(DE JOJNQUIÈTIES.) 
Si l'on pose 

% 

? 
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on a identiquement 

( i ) — = 
( 2 ) u^ — v^ — — r, 

et l'équation proposée devient 

( 3 ) 

De ce système de trois équations on déduit facilement 
le suivant : 

( 4 ) 

( 5 ) = 

Or,M.Gerono a démontré série, t. XVII, p. 382) 
que ces deux dernières équations simultanées ne peuvent 
être vérifiées que par — p» ™ çv — i ; d'où t = 2. 

Donc il en résulte 

(2 + v / 3 - ( 2 - v / 3 = 2/3, 
d'où 

équation qui évidemment ne peut être satisfaite, en 
nombres entiers, que par x = o. 

De même * 

d où 

et enfin j = o. 
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Question 1 4 2 0 
( Toir s é r i e , l . I, p . i l s ) ; 

PAR M. R E B U F F E L , 

Professeur au lycée d'Angers. 

Jrouver la valeur des intégrales 

/
• .r"- I dx r dx 

v/H ' J / s ' 

dans lesquelles R désigne le polynôme 

-1- ( n — -r- (n—2 -f-. . . -h i. 
( S . RÉALKS . 

1. On sait que 

_ 71 X"^ 1 — ( AI H- I ) X" -r- I 
H = r-̂  r 

par conséquent 

f x"-^ dr r — ]) dx 
J V̂Î  J X''-^^ — ( 4- T ) .27« -F- L 

Posons 
( n 4 - 4- I ~ Y 

(l'on 

M N 4- — = DY, 

l'intégrale devient 

' C^ ^ s/y ^ ijx — i) 
n -r- \ ) j ^y AI ( /I 4- T ) N ( 4-1 ) 

i l . On peut écrire la deuxième intégrale 

r X^^-^ dx 
J x^^[nx — {n- I ) ]V/R 

r ( x d x 
, J .r" ( n X — ( n 4 i )] [ n x — ( az — i )J — i ' 
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et, en posant 
— (IL -R-1 )J - R, 

d'où 
— x'^-^ ] dx — dy, 

elle devient 

I r dy __ 1 v^i-t-.r - -1 

/i(/i-i-i) J y^!^ -\-y~ Mn ~ i) 

n(7H-i) y/(:r —i)2.R —I ' 

Note. — La même question a été résolue par MM. Piuma (Charles-
Marie), à Gênes; Chabanel (Charles) et H.-B.-D., professeur de 
Mathématiques à Rome. 

Question 1 4 2 3 
( v o i r : i * sér i e , l . I, p . 479) ; 

PAR M . N . G O F F A R T . 

On donne une conique fixe et deux points K et A' 
situés sur une même tangente h cette courbe. 

Par le point A' on mène une seconde tangente qui 
touche la, conique en d. On mène la droite Kd qui ren-
contre de nouveau la conique au point e, la droite e 
qui coupe la conique au point f et enfin la droite A f 
rencontrant de nouveau la conique au point g. 

Démontrer que la tangente à la conique au point g 
et la droite A! ef se coupent en un point de la seconde 
tangente menée du point A ci la courbe. ( G E N T Y . ) 

Soient A le point de contact de A A' et i le point 
d'intersection de A'e et gd : la droite hi est la polaire de 
A (-) ; elle rencontre la conique en mel la tangente A!d 

( ' ) Le lecteur est prié défaire la figure. 
Parce que la polaire de A passe par le point d'intersection, i, 

des diagonales cf, dg du quadrilatère inscrit dfge dont les côtés op-



{ 376 ) 
en B. Or, d étant le pôle de A'rfB, il en résulte que A d 
est la polaire de B, et que par suite Be est tangente en e 
à la conique. 

Appliquons le tliéorème de Pascal au triangle den. 
Les tangentes Be, AA', A'B rencontrent respectivement 

les côtés /¿c/, de^ eh aux points P, A, C qui sont en ligne 
droite. 

Or e est le pôle de BeP, A' celui de hd : donc A'fe 
est la polaire du point P. Cette polaire rencontre gd en i 
ainsi que h/Ji : doiu- g//i passe au point P. 

Donc \i)s trois pôles P, g^ in étant en ligne droite, 
leuis polaires A'ej\ ¿'̂ R tangente en g-, et Am tangente 
en m se coupent au irieme point. c. Q. F. n. 

Note. — Autres solutions analytiques de MM. Moret-Blanc, Ch. 
Robinet et U. Génin, élèves au Lycée de Bar-Ie-Duc; Romant, élève 
au Lycée de Lyon; Rerthelet, élève au Lycée de iMoulins. 

Question 1424 
( voir 3" série, t. I. /.Ko); 

PAR M. MORET-BLANC. 

O/i donne un ellipsoïde et un point A, on mène par 
ce point une sécante variable D^ soit D, la droite con-
juguée de D par rapport à Vellipsoïde. Trouver le lieu 
de la projection M du point A sur la droite . 

( B A R B A I ' V I N . ) 

posés de, fg se co'upent en A. La droite II i prolongée rencontre la 
conique au point m de contact de la seconde tangente mk. menée 
de A. 

De même, la polaire du point P de rencontre des droites mg^ dit 

passe par le point Í intersection des diagonales gd, hm du quadrila-
tère inscrit mghd; donc V e f est la polaire du point P ; et par con-
séquent les tangentes à la coiírbe aux points m, g se coupent en un 
point de \ 'e/. C'est ce qu'il fallait démontrer. (G.) 
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il! f : _ -

equatiou de rellipsoïde. 
Soient Xq, J) Oî coordonnées du point A ; , j <, 

Zi celles d'un autre point B de la droite D. 
La droite D, sera l'intersection des plans polaires des 

points A et B-, elle aura pour équations 

(1) —^ ^ ¿>2 ^ 

Les cosinus directeurs de cette droite sont proportion-
nels à 

y0^1 ^0,71 — .Tq^I Xq YI — Vo^i ^ 

l'équation du plan mené par le point A perpendiculaire-
ment à D, est donc 

Jo^i —-ori {X — ao) 
(3) '' 

On obtiendrait l'équation du lieu du point M en éli-
minant Zi entre ces trois équations; mais l'équa-
tion ( i ), ne renfermant pas ces variables, est celle du lieu 
demandé qui est le plan polaire du point A. 

Ce résultat pouvait être prévu, car la droite D tournant 
autour du point A, sa conjuguée D, se meut dans le plan 
polaire de ce point et peut y prendre toutes les posi-
tions; un point quelconque M du plan est donc la pro-
jection du point A sur une des droites Di. 

Note. — La même question a été résolue par M. Gofiarl. 
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Question 1427 
(voir série, t. 1, p. 527) ; 

F A R M . CHARLES C H A B A N E L . 

Trouver la valeur de l'intégrale 

oii l'on a posé, pour abréger, 

p __ ( ^ ) ( ) ( " " 3 ) . . . ( A- - - 1 m — 1 ) 
• I . 2 . 3 . . . (2/?L L) 

( S . llÉALIS.) 

Désignons par R le polynome compris sous le signe du 
radical. Le produit de R par i . 2 . 3 . . . ( 2m -f- i) est 
identique à la dérivée de l'ordre 2 7?i -f- i de 

7/1+2 , 
X — l 

en posant 

Tintégrale proposée devient donc 

d ï i ^ ' 

noiis aurons, en diiTérentiant cette équation, 

•jt )• dr — ( .r — I )2//i-t-i 
Q 

( . r — I ) dx^nM 

- T- I 2 m 2 ) —V—t ' d.r-f'i^l dx, 
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puis, en divisant le premier membre par j et le second 

2 dr = dx. 

De 
( .r — l ) cp W-H2 _ I 

on déduit successivement 

ix — I) ^ cp — {^n -f- im -+-

.d'^od'^ 
^̂  ^ S " ^ -4- 2/71 -h l ) ( n 2 m -f-

— ^^ ^^ ^ ~ im){ ii -I- un i)(/i 4- im -f- ^ 

i 

Donc 

'IDY ~ (N -T- I) ( AI — 2 ). . .( /I H- 2 //I -T- 2 ) -

el 

/d'^rn^i ç 
y dx'^^^ 

S — 2 7 y / 1 . 2 . 3 . . . ( 2 m - 4 - i ) 

~ (/i-l-i)(n-f-2). ..(/i-h 2/714-2)' 

Remplaçant j)̂  par sa valeur 

o n a 

/^/2m-|-l cp 
( / i . 2 . 3 . . . ( 2/W - M ) R , 

î .2.3. . . 1 2m 4- I) ... , , /FT 
S = 2 X : — — {X— v/R, ( /î 4- I ) ( 2 j . . . ( 4- 2 /w 4- 2 ) ^ 
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liemarijue, — Si l'on fait m o et si i'on remplace n 
par n — i, ou a 

H RRR JC A-F''-^ -H ( /I ~ I - ( N — '1 ) . . 'AX V 

et 

Y/R N { N - H I ) 

Note. - Solulior» analogue de M. Charles-Marie Piuina, à Gênes. 

Question 1428 

( voir 3" série, 1.1, p. 528 ); 

P A R M . E R N E S T C É S A R O . 

Si l'on considère les solutions entières (non négatives) 
(le chacune des équations 

X ly ^ n — i, IX n — 3, 3 x iy = n — 5, 

le nombre total de ces solutions égale l'excès de n -+- 2 
sur le nombre des diviseurs de [n-^ 

( C a t a l a j n . ) 

La des équations proposées est 

px-~(p-\- i)y =zn — {ip~-1). 

11 est visible qu'on y satisfait en prenant x ~ — (/z -f- 3 ), 
J = 72 -f- I. En conséquence, les solutions entières de 
cette équation sont données parles formules 

.r — — (>1 -f- 3 ) — (/; i) t, 

y /i -M —pt, 

où t est un entier cjuelconque. 
Pour que x et r ne soient pas négatifs, il faut attribuer 
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à t des valeurs telles qu'on ait 

p + i - ~ 

<t< 

OU bien 

IP 

n 1 
P 

n -t- I 
l P S 

[ Z ] désignant le plus grand nombre entier contenu 
dans Z. 

Le nombre des solutions enlieres, non négatives^ de 
l'équation considérée, est donc 

~ 71 -4 - I " ~ n 4 - 2 ' ̂  

L p \ IP 
" n - f - 2" 

lir que 
IP-^ 

%ale I, Cela posé, il est clair que 

ou o, suivant que p i divise ou ne divise pas n -j- 9.. 
Conséquemment on a 

" 71 4 - I 7 1 4 - R 

L P _ IP J 

si p + 1 divise « 4 - 2 , et 

n 4 - i " n 4 - t 

_ P J .P • J 
lorsque p -f- i ne divise pas n -f-

Si 9(Z) désigne le nombre des diviseurs de Z, on 
obtient par addition 

~ n H 

A^oie. — La même question a été résolue par MM. Chabanel etGoffart. 

( ' ) Si px + (jo + 1)J' = w — {-j-p — \ ) représente la dernière des 

é(juations 

X H- iy = /i — I, ix -v 3 r — az — 3, 3^r -h i^y = n — ..., 
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O U E S T I O N S . 

4460. Soient G le centre de gravité d'un tétraèdre 

A B C D ; 0 | , O2, O3, O4 les centres des sphères circon-

scrites aux tétraèdres GBCD, G A C D , GABD, G ABC res-

pectivement. Le centre de gravité du tétraèdre O^ O2O3O4 

est le centre de la sphère circonscrite au tétraèdre donné. 

Même théorème pour le triangle et les cercles cir-

conscrits. ( G E N T Y ) . 

1461. Par un des points d'intersection A de deux 

dont on considère les solutions entières, non négatives, p est néces-

sairement le plus grand nombre entier satisfaisant à la condition 

n — {'ip — \ ) 

c'est dire ,que p — d'où p -r-1 - n -h 3 

Or la somme des différences 

el 

n-hi n -h r n -j- i Jl H- r n n 4-1 
t 2 y 2 3 

, • • •, 
. P J P-'ry 

se réduit à 
N -r 1 ' /I 4 - 1 

I _/? -h I ~ n \ — \ ^-n. 

Donc, le nombre des solutions dont il s'agit s'obtient en retranchant 

de n autant d'unités qu'il y a de diviseurs de n -i- 2 dans la suite 

a, 
Mais p - r i étant au moins égal à — ^ ^ moindre que /i-h 2, le 

nombre /z-i-• a seulement deux diviseurs « 4 - 2 et 1, qui n'appar-

tiennent pas à la suite 2, . . . , (/?-+-1). 

Par conséquent, on a 

N, N.. - • N P N — [ 0 ( , ? ) — 2 ] - N - H 2 — 6 ( / 7 Î ) . 

C . 0 . F . D. 

( G . ) 
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hyperboles ëquilalères de même centre O, on mène une 

sécante qui rencontre les deux courbes en B, B'; de ces 

points on abaisse des perpendiculaires BC, B ' C sur les 

tangentes aux deux courbes, au même point A : démontrer 

que l'angle COC'est quadruple de l'angle des asymptotes. 

( E . F A U Q U E M B E R G U E . ) 

1462. Dans le triangle ABC on a pris le point C sur 

AB, et B' sur AC, tels que l'angle C ' C B soit égal à — et 

que l'angle B'B C soit égal à — ; démontrer que si C C = BB' 

le triangle A B C est isoscèle. ( E M I L E L E M O I N E . ) 

1463. Etant donné un point P sur une ellipse de centre 
O, on mène en ce point une tangente et la normale qui 
touche au point Q la développée de l'ellipse, et l'on fait 
passer un cercle par les extrémités/', / 'du diamètre con-
jugué à OP et par la projection S du centre O sur la 
tangente en P, puis l'on prolonge OS jusqu'à sa rencontre 
<în S' avec le cercle; démontrer que O S ' — PQ. 

(ClIAMBOi\. ) 

1464. On donne les deux paraboles ± c) ^ 
une tangente à l'une de ces paraboles rencontre la seconde 
parabole aux points P, Q ; sur P Q comme diamètre on 
décrit un cercle qui rencontre la seconde parabole en 
deux nouveaux points R, S^ prouver que la droite RS est 
tangente à la première parabole. ( W O L S T E N H O L M E . ) 

1465. De deux points situés sur Taxe des x et équi-
distants de l'origine, on mène des tangentes à la conique 
représentée par l'équation 

Y2 Y KXV — =R O ; 
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prouver que les points d'intersection de ces tangentes 
sont sur la conique hy- -h h xy — x — o. 

( WOLSÏENHOLME. ) 

1466. ABCD étant un trapèze, on joint les extrémités 
A et D du côté oblique AD à un point M du côté BC^ on 
mène une parallèle à DM par le point B, et une parallèle 
AM par le point C. Démontrer que ces deux droites se 
coupent sur AD. ( D ' O C A G J M E . ) 

1467. Le nombre p r e m i e r = a/z-h i étant supérieur à 
3, la somme des puissances, d'un même degré pair 2 a com-i 
pris entre zéro et/?— i ~ 2«, des n entiers 1, 2, 3, ..., n 
et celle des puissances, du même degré, des n entiers 
suivants zz-j-i, p — i = m sont divisibles 
par/?. ( L I O N N E T . ) 

1468. Soient sur le cadran d'une montre, à Pinstant 9, 
OA la direction de la petite aiguille, OB celle de la 
grande^ déterminer 6 de façon que, lorsque, après un 
certain temps, la petite aiguille sera venue sur la direc-
tion OB, la grande aiguille soit précisément dirigée sui-
vant OA. Quelles sont toutes les heures comprises dans 
un cycle complet, de midi à minuit, qui répondent à la 
question? 

Remarque, — On pourrait appeler ce nouveau pro-
blème sur les aiguilles d'une montre le problème des 
positions inverses. Il fait connaître les instants pour les-
quels les indications de la montre ne seraient pas pré-
cises, si les deux aiguilles étaient absolument identiques. 

( D ' O C A G N E . ) 

R E C T I F I C A T I O N . 

ÍI1 
YK 
0. 
m 
M-

NFcinr Ionio, page 3ro. ligne 12 en remontant : «i/ lieu de yx, lisez y'. 
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RELATIONS EKTRE LES DISTANCES DU FOYER D'UNE CONIQUE 
A QUATRE POINTS OU A QUATRE TANGENTES 

[ F I N ( ' ) ] ; 

PAR M . X . A N T O M A R I , 

Professeur au lycée de Carcassonne. 

DEUXIÈME P A R T I E . 

BELATIOJV EBIÏHE L E S D I S T A N C E S D'UW F O Y E K 

A Q U A T U E T A Î Î G E I Î T E S . 

1. L'équation tangentielle d'une courbe du second 

ordre rapportée à son foyer est 

(I) ( u — Wo)̂  -f- (r — VoY — ~ — o, 

Uo et vo désignant les coordonnées de la directrice. 

Cette équation développée devient 

u^ -i- — a uuo — uf) ~ ~ 

Si donc (¿^ (mo.̂ ^ )̂, ^3) désignent 

quatre tangentes, on aura les quatre équations 

IUUq — -h 
I 

= 0, 

+ ''1 — 2 î i — V'o -f- •4 
T 

= 0, 

2 ?/o — 2 (̂2 ul 

«1 — 2 U^ Uo — 2 P3 Vo H- ul I 
= 0. 

(*) Voir même Tome, p. 807. 

j4nn. de Mathémat,, 3« série, t. H. (Septembre i883.) 25 
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Soient rf, ¿/í, í/2, í/;} les distances du foyer aux quatre 
tangentes. On aura 

(3) 

ul -

Éliminons /¿o, t̂ t ~ entre les équations (2). 11 vien-

dra, en tenant compte des relations (3). 

( Í > 

(P 

l'i Í 

1 r/: 

(l'est la relation rcchercliée. 

On voit sans plus de détails que, si trois tangentes 
restent lixes et que la quatrième varie de façon que la 
relation (4) soit satisfaite, la quatrièm(î tangente enve-
loppe une conique ayant pour foyer l'origine^ et, par 
suite, que réciproquement, si quatre droites sont assu-
jetties à la relation (4)j> elles sont tangentes à une même 
conique ayant pour foyer l'origine ou un point donné. 

3. Comme nous allons le voir, la relation (4) peut 
être mise sous une forme plus simple et plus facile à in-
terpréter géométriquement. Mais nous pouvons dès à 
présent démontrer le théorème suivant : 

T h é o u è m e I . — Dans les coniques à centre, le produit 
des distances d'un foyer à deux tangentes parallèles 
est constant. 



( ) 
Supposons que les quatre tangentes forment un paral-

lélogramme. On aura 

( 5 ) 

Par suite, 
Ifi Ti 

(6) 
\ ui -f- "" p2 

I I 

X 

Remplaçant dans (4)? il vient 

-
-

ii ' l ' 

( 7 ) 

I 

r 

Î L ! 

Ul 

Kn Kl 

K'i 

, Après avoir multiplié la première ligne par K et la 
deuxième par K', retranelions la troisième de la pre-
mière et la quatrième de la deuxième; puis supprimons 
les facteurs (i — R) et (i — K ' ) ; nous aurons 

o o — r 
K 

d^ 
k' 
d\ 

^ Ku K . 

K'2 
— K'í¿i K'c, 
dl 
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ou, en développant, 

KK'2 
(uvi — vui) 

ou encore 

di 
K 

ïê 

Mais, en vertu des relations (6), on a 

K' 
( 9 ) d! 

k;2 ^ 
K 2 d¡ 

et, en multipliant (8) et (g) , membre à membre, on a 

d^d¡ = d¡d!, 
d'où 

dd2 = dxdz. c. Q. F. D. 

C o r o l l a i r e . — Le lieu des pj^ojections d'un fojer sur 

les tangentes est une circonférence. 

C'est à Taide de cette propriété que nous détermine-

rons les foyers dans l'ellipse et dans l'hyperbole; mais, 

avant d'aborder cette question, nous allons simplifier la 

relation (4). 

4. Commençons par rappeler une formule importante. 

Etant données deux droites et 02(1^2^^2) 

et un point P , intersection de deux droites 9') et 

(/îg. i 5 ) , on a 
Ml 

s i n D ï S P s inOSDa 

s i n P S D î ^ s i n O S D , 

V 

W2 P2 
u' v' 

o désignant l'origine des coordonnées. 
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Pour plus de détails à ce sujet, nous renvoyons à la 
Géométrie analytique de Painvin. 

Posons maintenant 

Fig. i5. 

(lO 

On voit sans peine que la relation (4) développée 
peut s'écrire 

Í¿1 Pi 1 u I 
A W2 I U2 Vi ] 

u^ I Uz 

u P 1 U V I 

= Vl \ , A3 = Ul Vl I 
u^ I Ui (̂ 2 I 

A 
d\ 

A2 A3 ^ 

et, en divisant par A qui n'est pas nul, car les trois tan-
gentes (^35^3) lie peuvent concourir 
au même point, il vient 

u I U I U V I 
u^ I Ul I Ul Vl 1 

1 Ui I I U3 I I U2 V2 I 

d' d\ Ul I Ul I dl Ul Vl I 
U2 I U2 I U2 Vi I 
W3 I W3 3̂ I Ih I 

= o. 
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Supposons, pour fixer les idées, que le foyer soit à l'in-

térieur du quadrilatère formé par les quatre tangentes, 

Fig. i6. 

et soit cp ce foyer {/îg- i6), qui est aussi l'origine. 
On a, d'après ce qui précède. 

( i 3 ) 

\ 

s i n A B D 
X 

sincpBC 

sin D B G sin cpBA 

è ! s i n B E F 
X sin cpEC 

r s ir iCEF sin cpEB 

lé, 
\ 

s i n ^ A B 
X 

s i n ^ p î b 

a 
sin C A D s i n i ^ B 

( 1 4 ) 

Ou a, d autre part, en examinant la figure, 

s i n Í B t í d i sincptíG d î 
7 î = - , > d 

s i n c p A D _ dz 

- d ' 
sincp A B sincpBA sincpEB 

Eu tenant compte des relations (i3) et l'équa-



( ) 
lion (12) devient 

. 1 I sin A ^ I s i n B ^ I s i n C A H 

s i n ^ ^ ^ sin-G^ " s i n ^ 

Soient A, B, C, D les angles du quadrilatère. Les 
triangles ABD et DBC donnent 

_ A D B D D G D B 

si 
d'où 

s i n A B D A D s i n A 

= X 

On a de même, dans les triangles A E F et DEF, 

s i n A ^ _ s i n A sin D E F _ s i n D 

A F ~ E F ' D F - W ' 

d'où 

s i n A ^ A F s i n A 

D'autre part, les deux triangles ABF et DGF donnent 

A F A B D F G D 

. sin G . 
s m A F B s i n A F B 

d'où 

et par suite 
D F ~ G D ^ sin G ' 

sin A E F A B sin A sin B 

. ~ G D ^ sin G sin D ' 
s m D E F 

Eniin les deux triangles CABet CAD donnent 

s i n G A B G B s i n B 

~ GT5 ïhTÎ) ' 
s i n G A D 
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Remplaçons dans ( i5), et nous aurons 

^ ^ sin A 

d ^ C D ^ iTiTC 

-x- 1 A Ë sin A s i n B _ i C B sin B _ 

dl ^ C D ^ sin C sin D ^ C D ^ i m D ~ 

ou encore, sous une forme tout à fait symétrique, 

/ C D sin C sin D _ A D sin A s i n D 

, ^ d ~ d, 
A B s i n A s i n B B C s i n C s i n B 

d2 d^ 
Ainsi : 

T h é o r è m e II. — Si, dans une conique, les quatre côtés 
d'un quadrilatère sont tangentsàune même branche de 
courbe, et si Von multiplie chaque côté du quadrila-
tère par les sinus des angles adjacents, puis que Von 
divise par la distance du foj er au côté opposé^ la somme 
des résultats correspondant à deux côtés opposés est 
égale à la somme des deux autres. 

5. On démontrerai L d'une manière analogue le théo-
rème suivant : 

T h é o r è m e III. — Si un quadrilatère est circonscrit 
il une hyperbole de telle sorte quil y ait deux côtés 
tangents à chaque branche, en opérant comme dans le 
théorème I I , la différence des résultats correspondant 
à deux côtés opposés est égale à la différence des deux 
autres. 

On aurait donc, dans ce cas, 

i a b sin a sin b C D sin C sin D 

1-) ! 
) _ A D sin A sin D C B s i n C s i n B 

\ d, " d; 
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Remarque, — Les tliéorèines II et III pouvaient 
être déduits des théorèmes I et II de la première Partie. 
Nous avons préféré la démonstration précédente, qui 
nous semble plus élémentaire. 

C o r o l l a i r e L — Dans tout quadrilatère inscriptible 
circonscrit à une ellipse, si l'on dis^ise chaque côté par 
la distance du fojer au côté opposé, la somme des rap-
ports correspondant à deux côtés opposés est égale à la 
somme des deux autres. 

Nous avons trouvé en effet 

A B s i n A sin B C D sin G sin D 

di d 
— A D s i n A s i n D G B sin G sin B 

~ dl dz 

Si le quadrilatèré devient inscriptible, on a 

s i n A s i n B = sin G s i n D s i n A s i n D = sin G s i n B , 

et, par suite, en supprimant le facteur commun sin A sinB, 

, A B G D A D G B 

C o r o l l a i r e I L — Dans tout quadrilatère inscriptible 
circonscrit ci une hyperbole et tel quil y ait deux côtés 
tangents à chaque branche, en opérant comme précé-
demment, la différence des rapports relatifs à deux 
côtés opposés est égale à la différence des deux autres. 

Car si le quadrilatère devient inscriptible, la relation 

A B s i n A s i n B C D sin G s i n D 

di d 
_ A D sin A s i n D _ G B s i n C s i n B 

ch 
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devient 

, , AB CD AD CB 

6. Nous pouvons maintenant démontrer bien facile-
ment le théorème I. 

Considérons d'abord le cas de l'ellipse. Si le quadri-
latère devient un parallélogramme, la relation (i6) 
devient 

ou 
A B X i/, di ( d -, d.> ) == P>C X dd, ( c/, d-^ ). 

Or 

S désignant la surface du parallélogramme. 11 en résulte 

did,i == dd-i. 

Considérons maintenant le cas de l'hyperbole. Si le 
quadrilatère devient un parallélogramme, la relation 
(17) devient 

ou 
AB X did-.^{d.— d) = BG x dd.{d, - d-, ). 

Or 
AB((^2—^A) = == S. 

d'où 
dx d^ — dd-i. 

APPLICATION A LA DÉTERMINATIOJV OES FOYERS. 

7. Nous ne traiterons que le cas de l'ellipse, le cas 
de l'hyperbole s'en déduisant simplement. 

Nous avons vu que le lieu géométrique des projections 
d'un foyer sur les tangentes est une circonférence. 

Par raison de symétrie, cette circonférence aura pour 
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centre le centre de la courbe; et, comme les tangentes 

sont extérieures k Tellipse, elle sera tout entière exté-

rieure à l'ellipse. 

Supposons que le foyer soit un point quelconque'^ 

intérieur à la courbe ( 1 7 ). Menons le diamètre cp MN. 

Fig. 17. 

Il est visible sur la figure*que l'on a 

d'où 
cp M X f̂ N > cp xM' X cp , 

M et N étant les points de rencontre avec la circonfé-

rence, lieu des projections des tangentes. 

D'autre part, si Ton mène les perpendiculaires <pPet 

cpP' sur les tangentes en M'et N', on a 

c p M ' > c p P , c p N ' > c p P ' , 

d'où 
c p M ' X c p N ' > cpP X cpP', 

et par suite 
cpM x c p N > c p P x cpP'. 

Mais les quatre points M, N, P et P' doivent appartenir 

à la même circonférence, c'est-à-dire que l'on doit avoir 

CpM X CpN =r CpP X CpP'. 

Cette égalité, comparée avec l'inégalité précédente, 
exige que M et P coïncident d'une part, N et P' de l'autre ; 
par conséquent, que le diamètre MN soit normal à la 
courbe, car M et P ne peuvent coïncider qu'au point M^ 
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Ainsi les foyers sont sur Tun des axes. Ils ne peuvent 

évidemment pas être sur le petit axe, et ils seront par 
suite sur le grand axe. La circonférence lieu des projec-
tions des foyers devient alors la circonférence circon-
scrite et le produit constant devient égal à h-. 

Si donc on désigne par c la distance d'un foyer au 
centre on devra avoir 

( a -f- c ' ) (a — c) — ¿>2, 

ou 
ai c2 ¿)2 et c2 — ¿>2 . 

Remarque, — Dans le cas de la parabole, il faudrait 
commencer par exprimer que la courbe représentée par 
Téquation (4) représente une parabole, ce qui donnerait 
une relation entre les distances d'un foyer à trois tan-
gentes. Cette relation servirait* à déterminer le foyer. 

RELATION ENTRE QUATRE CONIQUES INSCRITES 

nAKS LE MÊME QUAnRILATÎlRE. 

8. Reprenons la relation (i6) 

A B s i n A s i n B C D sin G s i n D B G s i n B s i n G A D s i n A s i n D _ 

d^ d dz di ~ ' 

Soit C¿ une conique inscrite dans le quadrilatère ABCD 
et soient z/, Ui les distances de son foyer aux côtés 
du quadrilatère. 

Faisant varier z de o à 3, on aura 

C D sin G sin D A D sin A sin D A B sin A sin B B G sin B sin G 
: 1 = O , 

X y Z U 

G D sin G s i n D A D sin A s i n D A B s i n A s i n B B G s i n B s i n G • = o , 
Xx yx Ux 

G D sin G s i n D _ A D sin A s i n D A B s i n A s i n B _ _ B G s i n B s i n G _ 

72 -2 «2 
G D sin G s i n D \ D s i n \ ^ i n D A B s i n A s i n B B G s i n B s i n G 

1 o. 
•>¿'3 JZ 3̂ 
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En éliminant les quatre quantités qui entrent aux nu-

mérateurs, on aura 

( 2 0 ) 

I 
y 

I T 

X 

I I I I 

Xi n -1 Uy 
I I I I 

y-L iH 
I I I 

73 3̂ 
I 

Uz 

C'est la relation cherchée. Elle donne le lieu géomé-
trique des foyers des coniques inscrites dans un quadri-
latère. 

Si parmi ces quatre coniques il y a un cercle, la rela-
tion précédente devient 

Jl 

I I 

I I 

I 

I 

I 
u 
I 

I 

Ui 
I 

SUR LA CONSTRUCTION D'UNE COURBE ALGÉBRIQUE 
AUTOUR D'UN DE SES POINTS 

[ S U I T E ( * ) ] ; 

PAR M . C H . B I E H L E R . 

I L 
T H É O R I E DES A S Y M P T O T E S . 

1. Soient 

jx̂ ) = O l'équation de la courbe; 

C ) Voir inèine T o m e , p. 
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/ '(x, y ) l'ensemble homogène des termes de degré m 
de F ; 

^(.r, r ) l'ensemble homogène des termes de degré 
m —i, .... 

L'équation de la eourbe sera de la forme 

y) y) y) " 

Coupons la courbe par la droite 

T iTo -T- a f\ 
y=y() '-hf\ 

L'équation de degré m qui nous fournit les m valeurs 
de r qui conviennent aux points d'intersection de la 
droite et de la courbe est de la forme 

i'X) -4- Ul r»'- ' -4- U2/''" - . \Jni == O. 

Les coefficients Uo, U^, U2, ... sont des fonctions de 
.Xo, y Q dont le degré est marqué par l'indice et qui ont 
pour expression 

h), 

IJ, = x o f a — h ) . 

Cela posé, si la transversale est choisie de manière 
que b) = o, l'une des racines de cette équation 

devient infinie, et, pour qu'un second point de rencontre 
de la droite avec la courbe passe à l'infini, il faut en 
outre que U < = o, c'est-à-dire que le point (xo, j 0) soit 
situé sur la droite 

( 3 ) = 

Nous allons démontrer que, si les coordonnées Xo, j 0? 

n'annulent pasUo, la courbe F ( x , = o est asymptote 
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à la droite dont l'équation est 

^ f a -H yf'h ^(«r = 

Soient /'n A o, . . . , /'m- I les m — i racines de l'équation 

( O Ul H- l H-. . .-4-U;,, o. 

On aura 

Quand Ui tend vers zéro, c'est-à-dire quand la trans-

versale se déplace parallèlement à la droite (3), jusqu'à 

coïncider avec cette droite, une seule racine de l'équation 

(4) tend vers l'infini. Soit r, cette racine, elle a évidemment 

le signe de — ^ ; elle 

engendre une branche de courbe 

asymptote à la droite. Lorsque U, change de signe, c'est-Fig. I. 

y 

à-dire lorsque la transversale passe de l'autre côté de la 
droite (3), on obtient sur cette transversale un point 
dans uñe direction opposée à la première, et ce point 
engendre une seconde branche de courbe asymptote à la 
même droite. 

On obtient une disposition analogue à celle que présente 
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la fig. I, et le signe des quantités ™ et U^ donne la 

disposition de la courbe par rapport à l'asymptote. Si U2 

n'est pas divisible par Ui, on peut substituer à la place 

de .ro, 7o dansU2 les coordonnées d'un point de l'asymptote 

et prendre pour le signe invariable de U2 le signe que 

prendra cettc; fonction quand on y substitue les coor-

données de ce point. 

2. Supposons maintenant que la fonction L2 soit 

divisible par Ui, et soit 

Lorsque Ui tend vers zéro, deux racines de l'équation 

(4) tendent vers l'inlini-, supposons que U3 ne soit pas 

divisible par Ui ; U3 conservera un signe invariable quand 

le point (xo, 0) se déplacera dans le voisinage de l'a-

symptote. 

Soient r^ les deux racines qui augmentent indé-

finiment, on aura les relations 

ia) /'i — - r - Si), 

( b ) y-i r.2 = ( Vi S i ) Si — S.,. 
^ 1 

( E ) ( - RO = ( VI -. SI - I ^ - 4 SI ( V, - - SI ) J S^, 

S| étant la somme des racines , 

et S2 la 
somme des produits deux à deux des mêmes quantités. 
On voit par ces formules que et j o ne sont réels 
qu'autant que U3 et Uj sont de signe contraire, car c'est le terme — 4 ^ qtii donne son signe au second membre ^ 

la formule (a) nous montre de plus que et / ^ sont de 

signe contraire. La courbe est donc tout entière d'un 

même coté de l'asymptote, et la formule [c) nous indique 
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quel est ce coté. On obtient un point d'inilexion à Tinfini 
et des branches de courbes analogues à celle de la a. 

Fig. 2. 

v 
1 

/ Oj 

Supposons maintenant que U^ soit identiquement 
nul, U2 sera décomposable en un produit de deux facteurs 
du premier degré, et l'équation U2 (x, y) — o, qui, dans le 
cas précédent, représente une hyperbole ayant pour l'une 
de ses asymptotes la droite HH' représentée par l'équa" 
tion (3), représente maintenant un système de deux droites 
parallèles, comme il est aisé de le faire voir. L'équation 
U3(x,j> ) = o représente une courbe du troisième degré 
qui a pour asymptotes les deux parallèles représentées 
par U2(.x', J) ) — o; U3 conserve donc un signe invariable 
quand on substitue, pour Xo, Ĵ o? coordonnées d'un 
point sufijsamment voisin de Tune des deux droites 

r) = 

Soit Uo = UY, U et \ étant les deux fonctions 
linéaires qui sont les premiers membres des équations 
d(îs deux parallèles représentées par U j = o. 

On verra, comfne dans le premier cas. que chacune des 
deux droites U — o, V = o est accompagnée de branches 
de courbe asymptotes à chacune de ces droites et la dis-
position des branches autour de chaque asymptote est 
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donnéiî par la forniiile 

Ih Il — rni-^ = = • 
UV' 

Je signe de Ja racine ; < qui augmente indéfiniment étant 

donné dans les deux cas par le signe du second membre. 

La courbe se construit donc séparément autour de 

chaque asymptote. 

i . Supposons maintenant que j ) soit le carré 
d'une ionction linéaire 

l 2 - Ij--

La racine qui augmente indéliniment ne change pas 
de signe quand le point (XQ, j o ) passe d'un côté à F autre 
delà droite U = o; on obtient dans ce cas deux branches 
de courbe asymptotes de part et d'autre à cette droite et 
dans la même direction. 

Le point est de rebroussement à Tinfini et la formule 

H-- r., -f-. . . 2 == -

nous donne, parle signe permanent du deuxième membre, 

Fig. 3. 
/H 

/ . 
>1 /-'"' : 

I . ' . 

le signe de la racine infiniment grande, et par suite la 

région où se trouve la courbe. On obtient la fig, 3. 
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o. Supposons U.i divisible pari et soit 

V, = uv.. 

L'équation aux rayons veetcnirs prend la forjne 

(5) r^n-^U^ -h r'« nJVo -4- . U;,, o. 

Quand U tend vers zéro, deux racines et / o de l'é-
quation (5) tendent vers zéro, et l'on a, coninui précé-
diîinnient, les relations 

(d) ry - — 

r o - - (S - 4 [il̂  (S - S.) S. - S,; . 

La formule (c') peut aussi s'écrire 

(c,) (7-1 - ' 

où l'on a posé 

Si — 4 o, les racines et /'s sont réelles, et, 

Fig. 

. , il y: 

suivant que U4 est positif ou négatif, on obtient des dis-
positions de courbes représentées par les/ig*. 4 ou 5. 
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f.e signe de V^ nous donne, dans le cas de 

position des branches de courbe. 

L'asyniptote dans ce cas est double et de rebrousse-

ment. 

Si V j — 4U 4 < ]O , les racines r̂  et r^ sont imagi-

naires, aucune branche réelle de courbe n'accompagne 

Fig. 5. 

M 

r asymptote. Le point de rebrousscjnent à Tin fi ni est 

isolé. 

Si \ i — 4 L \ — o, la fonction \ i; — 4 ^h est divisible 

par IJ. 

Soit Q le quotient. La formule (c'̂  ) devient alors 

< /'I — -- — ^ — ^ ; 

pour que et / ^ soient réels, il faut que Q — oSf 

soit de même signe que U; on n'obtient donc de points 

de la courbe que d'un coté de l'asymptote. De plus, les 

racines/'i et/'o sontde môme signe^ l'égalité Vi; — 4U/,= o 

montre en eifet que U., est positif. 

On obtient un rebroussement de deuxième espèce; la 

formule {a') donne la position de la courbe avec {c\ ). 

Le cas où plus de deux racines augmentent indéfini-
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ment se traite de la même manière que pour le point à 
distance finie. L'analogie entre la discussion du point à 

Fig. 6. 

' I / 

/ 

l'infini et celle du point à distance finie est d'ailleurs 
complète. 

6. Nous allons, en terminant, montrer que la mé-
thode de Cauchy se prête à une discussion toute sem-
blable. 

Soient toujours 

u') -f- -4- h{x^y) -h... = o 

l'équation de la courbe^ 

y Z= ax -f- X 

l'équation d'une droite quelconque. 
L'équation qui donne les abscisses des points com-

muns à cette droite et à la courbe est 

ax H- X) -I- g{x, ax -1- ax -h X) -{-... = o, 

ou 
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En développant les coefficients des diverses puissances 

de X parla formule de Taylor, on obtient Téquation 

x'nfix^a) x^-y , a) -4- ^ ( i , a)] 

( i ^ ) _ + Hh^) 

Si a est une direction asymptotique 

l'équation aux abscisses prend la forme 

En posant 

U , ( X ) = À / ( i , a ) , 

on obtient ainsi une équation qui se prête à une discus-
sion identique à celle que nous avons faite sur l'équation 
aux rayons vecteurs. 

On voit que les circonstances que nous avons étudiées 
précédemment se représenteront ici dans le même ordre-, 
il est donc inutile de nous y arrêter, et nous allons pas-
ser à l'étude des branches de courbes dépourvues d'a-
symptotes et correspondant à des directions multiples 
de points à l'infini. 

La méthode que nous emploierons peut également 
servir à construire les branches hyperboliques, c'est-
à-dire accompagnées d'asymptotes, et en cela elle est re-
marquable. ' • 

Il n'y a d'exception que pour le cas où l'asymptote 
passe par l'origine, et ce cas peut toujours être étudié 
directement avec une grande facilité. 
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• UL 

B R A N C H E S P A R A B O L I Q U E S . 

1. Soit 

réquatioii^de la courbe. 

fv- i^-t j) désigne rensemble homogène des termes de 
degré ¡ji de F ( x , 7 ). 

Soit 

une transversale quelconque. 

Formons le faisceau des droites qui joignent l'origine 
aux points de concours de la droite et de la courbe. 

L'équation de ce faisceau sera, comme l'on sait, 

\ - a x ) ^ f , n - 2 ( x , y ) l n i ( y ^ a x y n f ^ ^ o, 

ou bien 

en 

Posons 

^x / X 

on aura pour l'équation du faisceau 

( -+- -T- I ) 
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OU bien 

{ 

o ' i ' J a h - l (a) -f- ~ 

Cette équation est de la forme 

( 6 ) Uo-4- -H. . . -+- == o, 

Ua( A) étant un polynôme de degré |Ji en à savoir : 

( F X - 2 ) ! 

Si a est une direction de points à l'infini 

o, 

par suite, l'équation (6) est divisible par i, et, après la 

suppression du facteur i, elle devient 

( 7 ) Ul ( X ) -f- if U2 ( X ) - . . . H- ( X) = o ; 

Si ^̂  Uo()s) n'est pas divisible par Ui 

un<i seule des racines de l'équation en t tendra vers zéro 

quand X tend vers la racine XQ de l'équation 

U i ( X ) == o. 

Cette racine engendre une branche hyperbolique 

asymptote à la droite 
I y =z ax -}- r-? 

Ao 

et la discussion de Féquation donne la position des 
branches par rapport à l'asymptote, JNous ne nous y ar-



( 4O9 ) 
rèteroiis pas, et nous allons supposer inimédiateinent 

que cette racine AQ de U4 soit nulle, c'est-à-dire 

Dans ce cas, quand \ tend vers zéro, une seule racine 
de l'équation en t tend vers zéro [U2()v) n'étant pas di-
visible par X] -, le signe de cette racine est donné par 
l'égalité 

Î2 im-i Ui(X) 

La racine ti qui tend vers zéro a évidemment le signe de 

— "Xy'̂ ^^a) ' engendre une branche parabolique qui 

a la disposition de la fig. i où l'on suppose < 0 . 

VIQ. I. 

Si l'on suppose U^ et Uo divisibles par on obtient 

l'analogue du point d'inilexion ^ les deux branches sont 

toutes deux d'un même côté de O A : on le reconnaît ai-

sément. Dans ce cas, deux racines de l'équation (7) ten-

dent vers zéro. 

2. 'Si Uv est identiquement nul, U2(X) étant, en gé-
néral, décomposable en facteurs du premier degré, 

U2- UV, 
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chacune des racines )vo et de l'équatiou U2(A) = o 

donne une asymptote à des branches hyperboliques de 

courbe que nous construirons comme précédemment. 

Mais si l'une de ces racines est nulle, à la racine non nulle 

correspond une branche hyperbolique et à la racine nulle 

une branche parabolique aisée à construire si U3 n'ad-

met pas X en facteur. 

La forme de la courbe sera celle de la^z^ç. 1. 

3. Supposons maintenant que les deux racines de 
Téquation U2()v) soient nulles, et V^^X) non divisibles 
par A; la racine qui tend vers zéro a le signe de 

et ce signe est le même, quel que soit le signe de On 

obtient donc une branche de courbe de la forme de la 

v\ 

A 

f i g . qui correspond au rebroussement de première 
espèce. \ous avons, pour cela, supposé 

= o, = o, o. 
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4. Supposons U3 (X) divisible par dans ce cas, deux 

racines de l'équation 

(8) iU3(X) -4- -4-.. .-f- o 

tendent vers zéro-, on a, dans ce cas, les formules 

h 
I 

TJl 

i.'i cp,„_2(<rO 

I X<i>2(X) 

I 

Si 

les racines ij et t., sont réelles et inégales; chacune 
d'elles, quand k tend vers zéro, engendre une branche 
parabolique. 

Si \ ^ o , on obtient une disposition analogue à 
9 m — ' 

Fig. 3. 
, / 
' F I , h 

v: /-fv 

Fis. 

/ 

/ \ 

7:s 

Ufig 
rm 2( ^ > 

), on obtient la fig. 4- Le signe 
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de donne, dans le cas de la fig. 3, la région où 

se trouvent les courbes. 

Si 

le point à Tiniini dans la direction a est isolé, les branches 
sont imaginaires. 

o. Mais, si 

les deux racines t̂  et ¿2 ne sont plus réelles, quel que soit 
le signe de.X; par suite, la courbe se trouve d'un même 
côté de OA-, étant positif, les racines t̂  

el 12 sont de même signe. 
On obtient une disposition analogue à celle de l a ^ . 5. 
Les développements que nous avons donnés en traitant 

de la construction de la courbe autour de l'origine nous 

y / / 

dispensent d'entrer dans de plus amples détails. On ver-

rait aisément comment il faudrait opérer dans des cas 

plus complexes que ceux que nous avons traités. 
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Q U E S T I O N D A S T R O N O M I E -, 

P A R M . E . F A U Q U E M B E R G U E . 

Étant données les dardées des quatre saisons de Van-
née astronomique 5 89^/om/'^), trouver 
Vexcentricité de Vorbite de la Terre, 

(^Nouvelle Correspondance mathémat., nov. 1878.) 

Désignons par i , , iô  les durées de Tliiver, du 
printemps, de l'été et de l'automne; f̂ t 
les secteurs elliptiques correspondants ; par T la durée 
d'une révolution complète et par S l'aire de l'orbite. 
D'après la loi des aires, nous pouvons écrire 

- ! - .vo __ _ ^ 
f-l h--- h T ' 

Nous sommes conduits à calculer les segments ellipti-

ques .ç, -i-s.2 et Sr^-hSi, 
Or, en prenant pour axe polaire la ligne des solstices, 

et en désignant par a l'angle que fait cette droite avec 
le grand axe, l'équation de la courbe est 

a(ï — e') 

Donc 

.Çj -i- s., — ( I r- j 
I i — e cos i (0 — a ) 

== <7- V J — 
( / \ - e (0 — a \ 

arc t a n s — tans 

sin ( 0) — a ) 

•J. ' 1 . c (•) — a ) 

V f — / :; c sm a 
a - y/1 - r- ( arc ran^ —̂ ^ v ^ — 

e- cos-a 
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De même, prenant l'inlégrahî entre les límites — ^ 

et H- - , on trouve 2 

á^ J i — e- ( a r c lan^ — — e:^ — 
" \ ^ e c o s % " I -

e cos a 
A-̂ -u Si = a W I — 1 arc lan^ ^ W i — e'̂  —^—--

\ ^ ecosy. " I — é ' ^ s i i î ^ a 

D'ailleurs, 

S ~ T. a^- \J i — e-. 

On a donc, pour déterminer e et a, les deux équations 
. , ^ \J\ — e- /— e sin a ix - -
{\ ) arc tang — : / 1 — r——7- ~ —Fp—^ ' e SM) a 1 — e- sui- a 1 

, , ^ sji — e-'^ , ^ c o s a v̂ 
( ) arc tan^ sj \ ~ e- . — T: — • 

fM'osa ^ 1 —i'-^sin-^a T 

Pour les résoudre, nous poserons d'abord 

d'où 

V • -
{ ) ) — ; — t a n ii II ; rsina 

r sin a — \/i — e- cot u, 

1 — e- cos'-^a ~ (^i — e-)(i -r- coi-ii). 

Par suite, l'équation (i) deviendra 

cot // f, 
ff — 

I • C(»l - (( 

•}. U — SIN 9, U - - '2 T: —^^—=, 

ou encore, en faisant 211 = u 

( i ) ?/i - - sin 7/1 — >.7: 

En posant de même 

I T 

tl-^f. 

\/ I — 
(D) — tan2:c, 
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réquation ( 2 ) deviendra 

2 — sin '2Ç=-2T. ^ , 

ou encore 

(6) Cl — siriî i 2T: — 

Les angles ueii^ sont ainsi déterminés par les équations 
transcendantes (4) et (6). Elnsuite, en divisant membre 
à membre l'équation (5) par l'équation (3), on aura 

(7) tança rrz: , 

d'où l'on déduira a. Il suffii-a alors de poser 

(8) ^ " cosj", 

pour que l'équation (3 ) donne 

(9) lanp;rr — sin a lan -̂î/. 

Nous laissons au lecteur le soin de faire l'application 
de ces formules aux données de l'énoncé. 

CONCOURS D ' A R M I S S I O i l A l / E C O L f C E N T R A L E 
(SKCOM)E SESSION', l88:->/) 

( T o i r n u ' m p T<»m«, p , <)>), 

SOLUTION DE M. E, BARISJEN, 

ÎJiMitcnanl au î̂ jT (rinfanloi'io, à Dra-el-Mizaii. 

On donne, dans un plan, deux axes de cooi'données 
rectangulaires OX, OY et deux points H et H', le 
premier défini par ses coordonnées h \ le second, 
symétrique du premier par rapport au point 

Par ce dernier point, on mcjie une droite indéfinie 
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DOE foiinant avec l'axe OX un angle DOX = on 
projette les j)oints H, H' sur cette droite en A, /?'. 

On projette le point h en u sur Vaxe OX, et le point 
u en Ui sur la droite DOE. 

On projette le point h! en v sur Vaxe OY et le point 
V en Vi sur la droite DOE. 

( Toutes ces projections sont orthogonales. ) 
Enfiti.^ sur la longueur Ui Vi comme hypoténuse, on 

construit un triangle rectangle Vi S, en menant S 
parallèle à OX et UiS parallèle à OY ( ̂  ). 

Cela posé., on demande : 
De trouver les coordonnées du point S en fonction 

des trois constantes <7, 6 ; 
D'écrire Véquation d'une parabole ay ant le point 

S ]}our sommet et la droite DOE pour directrice \ 
3" De démontrer que le lieu des f o j ers de toutes les 

paraboles obtenues en faisant varier l'angle f) se com-
pose du systèiiie de deux cii'conjérences de cercle 

De démontrer que toutes ces paraboles sont tan-
gentes aux axes de coordonnées ; 

De démontrer que les cordes de leurs contacts avec 
ces axes se croisent toutes en un même point. 

Soient a et ê les coordonnées x., j du point S, et 
K la projection du point H sur l'axe OX. 

Si nous projetons sur OD le contour OKH/zO, il vien-
dra, en posant Oh = r, 

r — a COS 0 -f- sin 6. 

D'autre part, 
a--0?/iCos6, 

G Ux -z O u COS 6 = r cos"-0, 

() If T-z n/f cosO r cos 0, 

(') !.(• Icrtcin- est prie de f;nic IH 
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d'où 

(1) a = /'cos3e. 

De même 
^ z=—Ovi sine —OP sinîe, 

( 2 ) — r s i n ^ e . 

En remplaçant dans les égalités (i) et (?>) r par sa 
valeur 

a cos6 -J- ¿>sinO, • 

on aura les coordonnées a, ¡3 du point S, en fonction des 
trois constantes Q. 

2° Menons du point S la perpendiculaire S i à la droite 
DOE. La perpendiculaire Si sera Taxe de la parabole 
dont S est le sommet, et DOE la directrice. Le foyer F 
de la parabole s'obtiendra, en prenant sur le prolon-
gement de l'axe iS, à partir du sommet S, SF = Si. 

Soient x,j^les coordonnéesde i, etX, Yles coordonnées 
de F . 

On aura 
X ~ Oi cos 6 et J == O sin Ô. 

Mais 

Oi = Oui — u^i 

— r c o s 2 6 — i i i S . sin6 = r c o s s e — r(cos28 sin6-4-sin3e)sin 

d'où 
O i — r cos^ô — r sin^ô == r cos 2 6. 

Donc 

( 3 ) = r c o s 2 e cosB, 

( 4 ) y = r C0S2B sin8. 

Pour déterminer X et Y, nous avons les relations 

il s'ensuit 

X = 2 a - - a 7 = 2 r cos^Ô — r COS28 cos6, 

Y == 2^ — y = — 2 r sin^d — r cos 26 sin8, 
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ou 

(:>) X = rcosi) 

et 

(6) — r s i n Ô . 

Ces dernières relations font voir que le point F est le 
symétrique de A, par rapport à OX ( ^ ). 

On aura l'équation de la parabole, en exprimant que 
les distances d'un point quelconque de cette courbe, au 
foyer F et à la directrice DOE, sont égales entre elles. 

L'équation de la directrice DOE étant 

r cosO — ^ sinô = o, 

l'équation de la parabole est 

{x — {y — Y)2 =-.{ycos^ — x sin6)2 

ou 

{x — r cosO)2-v- ( y -h r sin0)2 = ( j cosò — ^ sin0)2, 

OU b i e n e n c o r e 

( 7 ) (x cosO -i-jKsinO)2— ir{x cosO — y sinO) - 1 - ^ 2 — 0 , 

équation dans laquelle 

r — a cosO -i- h sinO. 

Pour avoir l'équation du lieu des foyers, il faut 

( ' ) C'est aussi ce que montre la Géoniétrie élémentaire, car de 
l'égalité supposée OH' = OH résulte évidemment 

0 / i ' = O/i, Ov — hu, vv^^uu^, t'w = t̂ jWj — 0/i. 

Les triangles rectangles w, S, h O u , étant égaux, w, S = la 
droite M S est parallèle à hu^, le point S est sur la droite uv. 

En outre, S F — Donc vF est égale et parallèle à 
(̂ >,8 = 0 M, par conséquent F u est perpendiculaire à OX, et de plus égale 
à uh. C'est-à-dire que F est le symétrique de h, par rapport à OX. 

(G.) 
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éliminer 6 entre les équations (5) et (6), qui donnent, 

en remplaçant /' par sa valeur a eos 9 4- ^ sin 9 : 

X — ( i l c o s 6 H- h s i n 6 ) c o s ò , 

Y =r — ( a cose 4- 6 sine) sine, 
X2 Y2 = ( a cos e -f- sin e 

(ît 
sine cose I «cose— sine 
— Y ^ 2 a \ — h \ 

D'où 

( X 2 _ I - Y 2 ) 2 — ( « X — ¿ Y ) 2 = : O; 

( X ^ - T - Y 2 — a X ~ Y) (X2-+-Y2-F- a X — 6 Y ) = o. 

Le lieu se compose du système des deux circonférences 
égales, représentées par les équations 

X2^_ Y 2 - a X - f è Y = 

et 

4" En faisantj> = o dans l'équation (7), on obtient 

(¿r c o s e — ry- = o, 

ce qui montre que la parabole est tangente à Taxe des 

X, au point 

= 

De même la parabole est tangente à Taxe des y au 

point 

5° L'équation de la corde des contacts de la parabole 

avec les axes est 
X y _ 

cose sine 
ou 

x c o s e — J s i n e = r = a cos e -i- b sin e, 
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qui peut s'écrire 

( x ~ a ) cosO — ( j - i- s in6 = o. 

Sous cette forme, on voit que la droite de contact passe 
par le point fixe a: a^ j — — qui est le point symé-
trique de H par rapport à l'axe OX. 

A o i e . — La question de Géométrie analytique du Concours 

d'admission à l 'Ecole Centrale (première session 1882), a de même 

été résolue par M. Barisien; c'est par oubli que sa solution n'a pas 

été mentionnée dans le numéro de juil let dernier. 

É C O L E P O L Y T E C H N I Q l i E ( C O N C O U R S DE 4 8 8 1 ) 
( voir 3' série , t. I, p . 129) ; 

S O L U T I O N D E M . HENRI C A R T I E R , 

Élève du lycée d'Angoulème. 

On donne une asymptote d*une hyperbole et un point 
P de la courbe. Sachant que Vun des fojers décrit la 
perpendiculaire menée de P sur F asymptote considérée, 
on demande le lieu du point M d'intersection de la 
seconde asymptote avec la directrice correspondant au 
foyer donné. 

Je prends pour axe des x l'asymptote donnée A X , et 
pour axe des y la perpendiculaire PA menée de P à 
l'asymptote. 

Soient a l'ordonnée mobile AF, du foyer F situé sur 
Taxe des et p l'ordonnée AP du point P. 

L'équation générale des hyperboles considérées est 

^̂  ( j — = -t- nyy, 

et, comme elles passent par le point P, on a 

(i) {p — a) = ±np. 
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La seconde asymptote a pour équation 

(2) (i — — inx — ia = o. 

L'équation de la directrice correspondant au foyer F 
est 

( 3 ) 

En éliminant n et a entre les équations (i), (2), (3), 

on aura l'équation du lieu géométrique proposé. 

Les équations (3) et (i) donnent 

Il — 

En remplaçant n el a par ces valeurs dans l'équation 

( 2 ), il vient 
j 2 _ ipi^yzh x) ~ o. 

Donc, le lieu clierclié se compose de deux cercles de 

rayon passant par l'origine A des coordonnées, et 

dont les centres ont pour ordonnée p et pour abscisses 

-f- et — p . 

Note. — La même question a été résolue par M. Hertz, élève de 
Mathématiques spéciales au Lycée Condorcet. 

Solution géométrique de la même question. 

Un point F pris arbitrairement sur le prolongement de la perpen-
diculaire AP à l'asymptote AX donnée peut être considéré comme 
un foyer de Tune des hyperboles dont il s'agit dans l'énoncé de la 
question proposée. Et si AM représente la directrice correspondant 
à ce foyer, et PB une parallèle à l'asymptote AX, menée de P et ren-
contrant au point B la directrice AM, on aura 

PB = PF, 

d'après une proposition connue ( ') . Par suite l'angle BFP du triangle 

rectangle isoscèle BPF sera de 45°. 

( ' ) La distance d'un point quelconque P d'une hyperbole à l'un des 
foyers. F, de cette courbe, est égale à la parallèle à l'une des deux 
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Cela posé, suit FG la perpendiculaire abaissée du foyer F sur la 

directrice AM, le quadrilatère F G B P étant inscriptible, les angles 

BFP, A G P sont égaux : donc 

A G P = 

En outre, si Ton désigne par M le point d'intersection de la seconde 
asymptote de l 'hyperbole et de la directrice AM, et par R le point 
d'intersection de A F et d'une parallèle à GP menée de M, on aura 
évidemment 

AM 2 AG, AR rrz 2AP, 
et l 'angle 

AMR = A G P == 

Donc le point M appartient à l'arc du segment capable de 

décrit sur la droite déterminée AR. 

Mais il faut observer qu'il y a deux hyperboles passant par le point 

P, et dont F est un foyer, et AX une asymptote. Ces deux hyperboles 

sont symétriques, l'une de l'autre, par rapport à la droite A F ; d'où 

résulte finalement que le lieu du point M se compose des arcs de 

deux segments capables d'un angle de décrits sur la droite AR 

des deux côtés de celte droite. ( G . ) 

P U B L I C A T I O N S I l É C E N T E S . 

C O U R S D ' A S T R O N O M I E DE L ' E C O L E P O L Y T E C H N I Q U E , p a r 

M. //. Faye, membre de l'Institut. IP Partie : Astro-
nomie solaire, Théorie de la Lune, Navigation. Grand 
in-8®, avec figures dans le texte. Prix : — Paris, 
Gauthier-Villars^ i883. 

A N J S U A I R E D E L ' O B S E R V A T O I R E DE M O U T S O U R I S pour 
l'an i883, Météorologie, Agriculture, Hygiène. In-18'', 
avec ligures dans le texte. Prix : —Paris , Gauthier-
Villars; i883. 

A N N U A I R E P O U U L ' A N i883, publié par le Bureau des 

asymptotes menée du même point P. el terminée à la rencontre de la 

directrice correspondant au foyer F. 
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Longitudes, avec des Notices scientifiques. In-iS'' de 
860 pages, avec figures dans le texte et cartes. Prix : 
— Paris, Gauthier-Villars; i883. 

N O T I O N S DE G É O M É T R I E , rédigées conformément au 
programme du 2 août 1880, pour les classes de huitième, 
septième, sixième et cinquième, par M. A. Ducatel, pro-
fesseur au lycée Condorcet. in-8'', avec figures dans le 
texte. — Paris, G. Masson, 1882. 

R É F L E X I O W S SUR LA M É T A P H Y S I Q U E DU C A L C U L I N F I N I -

T É S I M A L , par Carnot, 5® édition, ln-8®. Prix : — 
Paris, Gauthier-Villars; 1881. 

T R A I T É DE G É O M É T R I E AJNALYTIQUE A D E U X D I M E N S I O N S , 

par G. Salmon, traduit de l'anglais sur la 6® édition par 
MM. ResciL et Vaucheret. In-8", avec figures dans le 
texte. Prix : 10̂ ' pour les souscripteurs. — Paris, Gau 
thier-Villars; i883. 

Le second'fascicule est sous presse. 

T R A I T É DE G É O M É T R I E , conforme aux programmes offi-
ciels, renfermant un très grand nombre d'Exercices et 
plusieurs Appendices consacrés à l'exposition des prin-
cipales méthodes de la Gréométrie moderne, par MM. E. 
Rouché et Ch. de Comherousse. 5® édition, revue et 
notablement augmentée. In-8® de x L v i i i - 9 6 6 pages, 
avec 616 figures dans le texte, et 1087 questions pro-
posées. Prix : — Paris, Gauthier-Villars; i883. 

T H É O R I E DES NOMBRES P A R F A I T S , par M . Jules Car-
vallo. i n - 8 ° . — Paris, chez l'auteur, 1 9 , villa Saïd; 
i883. 

I N T R O D U C T I O N AUX PRINCIPES M A T H É M A T I Q U E S DES LOIS 

GÉNÉRALES DU MONDE PHYSIQUE, par M. Picart. In-8. 
Prix : — Paris, Gauthier-Villars; 1882. 
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TIRAGES A PART. 

Sur les relations qui existent entre les covariants et 
invariants des formes binaires; par M. R. P e r r i n . 

Extrait des Comptes rendus de V Académie des Sciences ; 
i883. 

Johns Hopkins University circulars; publisiied with 
the approbation of the Board of Trustees. Vol. 11, n®® 21 
et 2 i . Baltimore; i883. 

Mémoire de Géométrie vectorielle sur les complexes 
du second ordre qui ont un centre de figure; par 
M. G e j n t y . Extrait du Journal de M. Besal, 3® serie, 
t. Vi l i ; 1882. 

Nouvelles formules de quadrature ; par M. le général 
P a r m e n t i e r . Extrait du Bulletin de V Association fran-
çaise pour Vavancement des Sciences; 1882. 

Jjeher einige Versuche mit statischer Electricität; 
von V. D v o r a k . Separat-Abdruek aus den Annalen der 
Physik und Chemie, neue Folge, Band XIX; i883. 

Sopra un equazione indeterminata. Nota dell' in-
gegnere S. R e a l i s . Estratto dal Bullettino di bibliogra-
fia e di storia delle Scienze matematiche e fisiche, 
tomo XVI; i883. 

Die allustischen Rotations apparate und Apparate 
zur Messung der Stärke der I^uftscluvingungen; von 
V. D v o Ì Ì a k . Sonderabdruck aus der Zeitschrift für 
Instrumentenkunde ; i883. 

Sur diverses questions d'Arithmétique ; par M. E. 
C e s a r o . Premier Mémoire. Extrait des Mémoires de la 
Société roj aie des Sciences de Liège, 2® série, t. X ; 
i883. 
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S O L I I T I O K S DE Q U E S T I O N S 
P R O P O S É E S U A K S L E S NOUVELLES A N N A L E S . 

Question 1391 
( voir 3* série , t. I, p. 142) ; 

P a r m . M a u r i c e D ' O G A G N E . 

Soit k la courhe enveloppée par une droite de lon-
gueur constante dont les extrémités s'appuient sur 
deux droites fixes. Démontrer que toute courhe pa-
rallele à k peut être engendrée de la même façon. 

( L a g u e r r e . ) 

AB de longueur constante, glissant entre OX et OY, 

enveloppe k. C étant le centre instantané de rotation, 

O, A, C, B sont sur une même circonférence de dia-

mètre constant égal à g-^^^y' ^^ tangente correspon-

dant à la courbe parallèle à k coupe cette circonfé-

rence en A' et B-. La distance de A'B' à AB étant 

constante , les arcs AA' et BB', et, par suite, les angles 

AOA' et BOB' sont constants-, les droites OA' et OB' 

sont donc fixes. D'ailleurs 

A ' B ' A B 
• = const. 

sin A ' O B ' s i n X O Y 

Par conséquent A 'B 'a une longueur constante, et le 
théorème est démontré. 

Note. — La même question a été résolue par M, J. Mister, profes-
seur à l'École du Génie civil de Belgique. 
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Question 1390 
(¥Oír 3* série, t, I, p. x«)2 ) ; 

P A U M . F R A N Ç O I S B O R L E T T Î , 

Ingénieur à Milan. 

Intégrer l'équation 

( E . F a u q l e m b e r o u e . ) 

cl^ y d'Y 

L'équation caractéristique 

x{\ — — (i — ix)r -H I — — ,), 

correspondant à l'équation donnée dans laquelle on 
remplace le second membre par zéro, est satisfaite pai' 

= I ; 

en conséquence, l'équation 

d'^y dy 

admettra l'intégrale particulière y = 
Alors, si l'on fait 

l'équation proposée devient 

dz T — ox {'!) -J- ; :: — e^x(i — x). 

dx x{\ — x) 

L'intégrale générale de l'équation (2) est 

et, par l'équation (i), l'inlégrale générale de l'équaticm 



( ) 
proposée devient 

A et B étant deux constantes arbitraires. 

Note. — La même question a été résolue par ÎNLAL î.ez, Charles 
Chabanel et Wladimir Habbé, à Odessa. 

Question 1417 
( v o i r s é r i e , t . 1, p. 334) ; 

PAR M. CHARLES C H A B A N E L . 

Le nombre p étant supposé premier, et les deux 
groupes, 

ri, r^y .... rp-i 

et 

formant deux systcnnes complets de résidus prender s 
par rapport au module il j a nécessairement deux 
indices différents i et ^ , tels que les produits risi et 
rfiSfi sont congrus par rapport au module p. 

( x \ . H C R W I T Z . ) 

Cliacun des groupes 

/'2, . . . 

est identique, à l'ordre près, au groupe 

( I ) 1 . 2 . 3 . . . 7 ? — I , 

qui contient les p — i entiers premiers et iniérieurs à 
p. Il s'ensuit que les trois produits 

P' rrr r-^l^. . ./>_1, 

p'f — V̂j . . . S 
sont égaux. 
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Soit ti le résidu de / /Î/ par rapport au module tout 

produit rs étant premier à p, chacun des p — i résidus 

est égal à un entier du groupe (i). Nous avons main-
tenant à comparer ces résidus entre eux. 

A cet effet, supposons que les entiers (2) soient 
distincts les uns des autres; le groupe qu'ils formeront 
sera alors identique, à l'ordre près, à celui (i), et leur 
produit sera égal à P. Or les produits 

et 
rj X /'a X . . . X rp-x Sp_i 

sont congrus par rapport au module p^ car tout facteur 
riSi du second produit est congru au facteur correspondant 
ti du premier produit. L'hypothèse que nous avons faite 
a dojic pour conséquence 

P Eis ri Si X r.2S2 X . . . X (jijod /> ), 

ou 
p E£E; n r.2 . . . X Si S.2 . . . Sp-i ( mod p ), 

ce qui donne 

(mod/?) , 

ou bien, à cause de P = P' = P'', 

P 2 ~ P (mod/?). 

Mais le produit P est évidemment premier au module ; 
cette congruence ne peut donc subsister sans que l'on ait 

P Eziz -t- f ( mod p ), 

congruence impossible quand 2, car 

1 . 2 . 3 . — 1 ) - i - 1 o u P - f - I 

est divisible par le nombre premier p (théorème de 
Wilson), c'est-à-dire que 

- I ( mod p ). 

Celte impossibilité prouve que les résidus (2) ne 
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peuvent pas être tous distincts les uns des autres : en 

conséquence, il y a nécessairement deux résidus qui sont 

égaux entre eux. Soient ti et t^ ces résidus, on aura 

r iSi = rkSk ( m o d j o ) . 

c . Q. F . d . 

Note. — La même question a été résolue par M. Moret-Blanc. 

• G ) " 

vil 

Question 1429 
(YOir 3' série, t. I, p. 528); 

P a r M. L . B . , à A n g e r s . 

^ 8 5 ^ ^ — — T S ^ ( C a t a l a n . ) 8 25 48 8i I20 ^ ^ 
L \4/-J 

On a [Calcul intégral de M. Bertrand, p. 247) 

1 . 2 . 3 . . .[X 
•t, —— , 

7 l ( / Z - 4 - l j ( / l - f - 2 ) . . . ( / î - | - (Jl) 

où ¡jl est un nombre entier qui augmente indéfiniment. 

On tire de là facilement 

I . 2 . 3 . • .[X* , 

( I ) 
• G ) -

Mais évidemment 

" 1 2 . 5 2 . 9 2 . 1 8 2 . 1 7 2 . 

ou 

4 . 8 . 1 2 . . . 4 ( { X - I ) 

8 . 1 2 . 1 6 . . . ( 4 , ^ ) ' ' 

( 5 - 0 ( 9 - 1 ) . . . ( 4 1 ^ - 3 - 1 ) 

quel que soit le nombre entier y.. 
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En multipliant le second membre de réquation ( 2 ) par 

. 9_±_L . . facteur évidemment éfijal à Tunité, on a 7 —I u —I ® ' 

( 3 ) 
( 

X {i.. 

SI, enfin, je multiplie les équations (i) et (3) membre 
à membre, j'obtiendrai, en disposant convenablement les 
facteurs, 

r/i-

t2 
92-1 

r.2 _ J I12-1 

8 
ou bien, en multipliant par - pour la symétrie, 

" r i ; 
9 24 ^ ^ I2T 

8 25 ^ 87 Tïô 

c . Q . F . D . 

Note. — La même question a été résolue par MM. Goffart et Cesaro. 

Question 14o9 
(Toir 2' sér ie , t. II, p. ;}36),-

PAR M . E . F A U Q U E M B E R G U E . 

Le cube d'un nombre entier autre que Vunité ne peut 
être la somme des carrés de deux nombres entiers con^ 
sécutifs. 

Soit 

( l) 

OÙ o: et représentent des nombres entiers. 
De l'équation (i) on déduit successivement 

2.Î7 -h 1, 
8 ( 4 ^ -H 2 -K 4, 
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et en posant 
Y et -h 2 = X, 

il vient 
Y3 = X2-f-4. 

Mais il est démontré dans la Théorie des nombres 
de Legendre (3® édition, i83o, t. II, p. 12) qu'une 
équation telle que 

n'admet que les deux solutions entières 

¥ = 2, X = 2 et X:=IÏ. 

Par suite, les relations 2} = = Xdeviennent 

ou 
iy = 5, 4.2? -4- 2 = TI. 

Le premier système donne 

et le second, les valeurs fractionnaires 

5 q 
4 

Donc l'équation 

(l) j)2 

ne peut être vérifiée, en nombres entiers, que par j = i 
et X = o. c. Q. F. n. 

Q U E S T I O N S . 

1469. a, b étant des nombres entiers, la quantité 

( g ( - g y/^^TT^Y""-' 
2 v / â M ^ 2 

est la somme de deux carrés, et aussi la somme de trois 
carrés ( « ^ 2 ) . ( E . C a t a l a n . ) 
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1470. a étant un nombre entier positif, il y a, 

entre les carrés des entiers consécutifs a el a -H i , au 
moins un triangulaire et deux au plus. 

Le nombre des carrés d'entiers compris entre deux 
triangulaires consécutifs est nul ou égal à l'unité. 

3® a étant un entier positif, si le nombre des trian-
gulaires compris entre (a-f- i)^ et ( a - f - 2 ) - est égal à 
deux, le nombre des triangulaires compris entre a^ et 
{a 4- i)-, ainsi que celui des triangulaires compris entre 
(a -i- i)- et (a -I- 2)-, égalera l'unité. 

Voici un premier exemple de la vérification de ces 
énoncés : 

3, 22, 6, 32, 10, i5, 4^ 21, 52, 28, 

( L IONNET. ) 

1471. On donne, dans un liexagonecirconscriptible à 
un cercle, les longueurs des trois diagonales qui unissent 
les sommets opposés : construire cet hexagone, sachant 
que ces trois diagonales sont respectivement parallèles à 
trois côtés de l'hexagone, deux quelconques de ces côtés 
n'étant pas consécutifs. (E. LEMOIKE. ) 

1472. Soient O le centre du cercle circonscrit à un 
triangle ABC, et i le point d'intersection des trois 
hauteurs du triangle; prouver : 

Ï® Que la distance de O à l'un quelconque des côtés 
est la moitié de la distance de i au sommet opposé à ce 
côté; et de là: 

2° Que Oi est la résultante des trois forces égales OA, 
O B , O C . (SYLVESTER , F . R . S . ) 

(Extrait du journal anglais The edacational Tintes; août i883). 

R E C T I F I C A T I O N . 

Y _-{_ 3 ot V -
Question 1405. au lieu de x -- -4==^ Usez x — 
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K O T E S U R L E S P E R M U T A T I O N S DE n O R J E T S 
E T SUR LEUR C L A S S E M E N T ; 

PAR M . J . B O U R G E T . 

1. On peut elasser de diverses manières les permuta-
tions en nombre P„ de n objets numérotés 

J'ai fait connaître en 1 8 7 1 , dans les Nouvelles An-
nales de Mathématiques, un premier mode de classifica-
tion: c'est celui qui résulte du procédé classique employé 
pour les former et en compter le nombre. J'en ai indiqué 
un autre plus commode dans le journal de Mathéma-
tiques élémentaires (année 1881). Ces deux modes de 
classification permettent tous deuxde résoudre facilement 
les deux problèmes suivants : 

Trouver directement et isolément une permuta-
tion de rang donné ; 

Trouver le rang occupé par une permutatioji don-
née dans la classification adoptée. 

Mais aucune des deux ne permet de trouver la for-
mule du rang occupé par un élément déterminé dans la 
permutation de rang donné p. 

Je propose dans cette Note un nouveau mode de clas-
sification des permutations, différent des deux précé-
dents, qui conduit facilement à la solution de ce problème 
difficile. Ce nouveau mode de classification consiste es-
sentiellement dans le partage des permutations en 
groupes de permutations circulaires. 

2. Considérons, par exemple, une permutation de six 
Ann.de Mathémat., 3« série, t .U. (Octobre i8830 2 8 
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objets 
2 4 6 1 3 5 . 

Plaçons le dernier objet au commencement, nous au-
rons 

5 2 4 6 1 3 , 

puis opérons de meme sur ce résultat, nous obtiendrons 
le tableau des permutations suivantes : 

2 4 6 1 3 5 
5 2 4 6 1 3 
3 5 2 4 6 1 
1 3 5 2 4 6 
6 x 3 5 2 4 

4 6 I 3 5 2 

2 4 6 1 3 5 . 

On voit qu'après la sixième permutation on retombe 
sur la première et tout recommence dans le meme ordre. 
Ces diverses permutations sont dites circulaires,, parce 
que, si les objets sont placés sur une circonférence dans 

le sens du mouvement des aiguilles d'une montre, on 
obtient les divers résultats du Tableau précédent en li-
sant, dans le sens indiqué, les nombres placés sur la cir-
conférence et en changeant chaque fois d'origine, par 
une rétrogradation d'un raug par rapport à l'origine de 
la lecture précédente. 
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3 . T h é o r è m e I . — Toute permutation den éléments 
fait partie d'un groupe de permutations circulaires et 
la première permutation du groupe peut être celle qui 
commence par i. 

Ce théorème est évident, d'après ce que nous venons 
de dire. 

4 . T h é o r è m e I I . — Chaque groupe de permutations 
circulaires de n éléments contient n permutations. 

En eiï'et, si l'on suppose les objets écrits sur un cercle, 
chacun des n objets sera pris successivement comme ori-
gine. 

5 . T h é o r è m e I I I . — Dans le nombre des permu-
tations de n objets, il y a autant de groupes de n pej^-
mutations circulaires qu'il y a de permutations den — r 
objets. 

En efíet, considérons l'un quelconque des types de per-
mutations circulaires de n objets (permutation dont le 
premier objet est i), dans lesquels se décompose le 
nombre total des permutations de n objets. L'ensemble 
des éléments qui suivent (i) constitue l'une des permu-
tations de 71 — I objets et il y aura autant de types de 
permutations de n objets qu'il y a de permutations diffé-
rentes des [n — i) objets (2, 3, 4, . . . — n \ c'est-
à-dire D'ailleurs, chaque permutation type donne 

72 permutations différentes et circulaires : donc 

On tire de là facilement 

Nous supposerons, pour faire image, que chacun des 
types de permutations de n objets soit écrit sur la circón-
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férence d'un cercle. Nous aurons donc cercles dif-
férents donnant les groupes de permutations circulaires 
dans lesquels on peut décomposer les permutations de 
il éléments. Nous les nommerons cercles (i). 

6. Corollaire. — On classera les permutations des 
[n — I) éléments (2, 3 ,4 ; • • • > comme on a classé les 
permutations de n éléments en groupes de permutations 
circulaires. Chaque groupe est donné par un cercle (2); 
il y a cercles (2). 

Les P„_2 permutations des n— 2 objets (3,4? , , ..¡n) 
seront classées de la même manière en groupes de permu-
tations circulaires donnés chacun par un cercle [Z) ; il y 
aura cercles (3), etc. 

On arrivera ainsi à classer les permutations des trois 
objets [11 — 2, « — I, Jl) en groupes de permutations 
circulaires, donnés chacun par un cercle [n — i)\ il y 
aura deux cercles [n — 2). 

Enfin, il n'y a qu'un cercle [n — 1); car P^ = i . 11 
donnera les permutations des deux objets [n — I , TZ). 

7 . P R O B L È M E L — Former par ordre toutes les per-
mutations de n objets. 

La classitication précédente conduit à une solution très 
simple de ce problème. 

1° Le cercle (/z — i) donne les permutations des deux 
objets [n — i), n. 

2'' Pour former les P2 cercles n — 2, nous plaçons 
successivement sur des cercles, à la suite de l'objet n — 2, 
les permutations données par le cercle précédent. 

3"̂  Pour former les P3 cercles n — 3, nous placerons 
successivement sur des cercles, à la suite de l ' o b j e t — 3, 
les permutations données par les cercles [n — 2 ) précé-
dents, etc. 
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11 n'est pas besoin d'ailleurs de se servir de cercles ; 

nous n'employons cette expression que pour faire 

image. 
Les cercles (i) étant formés, nous aurons toutes les 

permutations classées par groupes de permutations cir-
culaires. 

8 . E x e m p l e . — Former toutes les permutations de 
quatre éléments. 

Le cercle (3) nous donne les deux permutations 

3 4 4 3, 

s"" Les deux cercles (2) sont donc (2 3 4)̂  (2 4 3). 
Us nous donnent les six permutations 

2 3 4 2 4 3 

4 2 3 0 2 4 
3 4 2 4 3 2 

3" Les cercles (i) sont donc 

1 2 3 4 1 2 4 3 
I 4 ^̂  3 I 3 2 4 

1 3 4 2 I i 3 2. 

Ils nous donnent les permutations des quatre éléments 
rangés par ordre et par groupes de permutations circu-
laires 

1 2 3 4 1 4 2 3 1 3 4 2 1 2 4 3 I 3 2 4 1 4 3 2 
4 1 2 3 3 1 4 2 2 i 3 4 3 t 2 4 4 I 3 2 2 1 4 3 
3 4 1 2 2 3 I 4 4 2 1 3 4 3 1 2 2 4 I 3 3 2 1 4 
2 3 4 1 4 2 3 Î 3 4 2 1 2 4 3 1 3 2 4 1 4 3 2 1 . 

9 . P r o b l è m e I L — Trouver une permutation de rang 
donné p dans ce mode de classification. 

Chaque cercle ( i ) donne Ji permutations -, si donc nous 
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divisons p par n̂  ce qui donnera 

p = / ï Q / i - f - R/i , 

nous en conclurons que la permutation est donnée 
par le cercle (i) de rang Q̂ ^ -h i , et qu'elle est la R^ de 
ce cercle. 

Maïs, pour que cette conclusion soit générale, il faut 
faire la division de manière que R,̂  ne soit jamais nul. 
B.n peut donc prendre l'une quelconque des valeurs 
(i , 2, 3, . . . /z), mais il ne peut pas être zéro. peut 
être nul. En effet, supposons que p contienne n exacte-
ment, nous poserons 

p = n. 

La permutation de rang p se trouvera bien dans le 
cercle (i) de rang Q^-j- i et elle sera bien la de ce 
cercle. La règle donnée précédemment est conservée; 
elle ne le serait pas, si nous avions fait la division avec 
le reste zéro. 

Nous voilà ramenés à trouver le cercle (i) de rang 
I. Mais ce rang n'est pas autre chose que celui de 

la permutation des n — i éléments (2, 3, . . . n) qu'il 
faut placer à la suite de (i) pour former le cercle (i) en 
question. Nous opérerons donc sur Q,i-f- i comme nous 
avons opéré sur p, et nous poserons 

Q^ -I- I zrz ( ^ — I) + , 

étant l'un des nombres ( i , 2, , . . n — i). 
Cette égalité nous montre que la permutation de rang 
-4- i des n — i éléments (2 ,3 , . . . , w ) est donnée par 

le cercle (2) de rang et qu'elle est la R^^ 
de ce cercle. 

Nous sommes ainsi ramenés à trouver le cercle (2) de 
rang i . Or ce rang est celui de la permutation 
des n — 2 éléments ( 3, 4 v • qu'il faut placer à la suite 
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de (a) pour tormer le cercle (2) en question. Nous opé-

rerons donc sur + i comme sur p et nous poserons 

-f-1 = ( /I — 2) + R„-2. 

En raisonnant toujours de la même manière, nous 

aurons les égalités successives 

q « - 2 - f - i = ( n - 3 ) - 4 - r « _ 3 , 

Q/T-3 + I == ( / I — 4 ) Q/.-4 -t- ^n-k, 

Q3-4-I = 2Q2-1-R2, 

R2 n'étant pas nul, mais égal à Tun des nombres i , 2. 
Cette dernière égalité nous apprend que la permuta-

tion à prendre des deux éléments (/̂  — i , n) de rang 
Q3 + i est donnée par le cercle [ n — i) de rang Q2 i , 
et qu'elle est la R^ de ce cercle. Comme il n'y a qu'un 
cercle n — i , il faut que Qo -h i = i : donc Q2 = o. 

Nous poserons enfin, pour la symétrie, 

Q2-hi = i.Qi-{-Ri, 

et l'on aura R^ = i. D'ailleurs, Q2 étant nul, Qi est nul 
aussi. 

Après ce travail préparatoire, on a la permutation des 
deux éléments (/z— i , ii) qu'il faut connaître pour for-
mer le cercle [n — 2) dont on a besoin. Après avoir 
formé ce cercle, R3 fait connaître la permutation circu-
laire qu'il faut prendre pour former le cercle ( t z — 3 ) . 
Après avoir formé ce cercle, le reste R4 nous apprend la 
permutation circulaire à prendre pour former le cercle 
suivant [n — 4)Î etc. 

Enfin nous formons le cercle (i), et le reste R,̂  nous 
apprend quelle est la permutation clierchée dans ce 
cercle. 
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1 0 . E X E M P L E . — Trouver la cinq cent cinquante-

cinquième permutation des six éléments ( i ,2,3,455,6). 

Nous obtenons dans ce cas 

Cercle ( i ) 555 = 6 .92 - f -3 , 
» ( 2 ) 9 3 - 5 . 1 8 ^ 3 , 

» ( 3 ) 19 ==4.4 -4-

» (4) 5r=3.i H-
» ( 5 ) 2 = 2 . 0 - 1 -

[ I . 0 -I-

1" Dans le cercle (5), qui est (56), je prends la 
deuxième permutation 65 ; 

2" Le cercle (4) sera (465)^ je prends la deuxième 
permutation (546) -, 

3® Le cercle (3) sera je prends la troisième 

. (4635) permutation 12.-—i-

4® Le cercle (2) sera (24635); je prends la troisième 
permutation (35246) -, 

Le cercle (i) sera (i 35246) \ je prends la troisième 
permutation 

4 6 I 3 5 2 

et j'ai la cinq cent cinquante-cinquième permutation 
demandée. 

1 1 . PROBLÍ:ME I I L — Trouver la formule du rang de 
chaque élément dans la permutation de rang p. 

Ce problème parait inextricable avec les deux autres 
modes de classification que j'ai donnés; on peut le ré-
soudre facilement comme il suit dans le nouveau mode. 

Le dernier reste R, = i indique (ce qui est évi-
dent) que l'élément h occupe le rang i dans la permu-
tation unique qu'il forme ; 

2® Nous formons le cercle [n — i) en plaçant cet élé-
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ment /z à la suite de n — i : nous obtenons [n — i ) w. On 

voit que 

L'élément n — i a pris le r a n g i 

» n » Ri -4-1. 

Puis nous prenons la Rg permutation circulaire 5 le 

rang de chaque élément augmente de R2 — i unités; 

donc 

L'é lément n — i prendra le rang R2 

» n » Ri4-R2. 

Mais le dernier élément n de la permutation type 

[n — 1)71 ne peut pas augmenter de rang; en d autres 

termes, cette augmentation revient à son passage au pre-

mier rang. Si donc on trouve RiH-R2 supérieur à 2, 
on devra ôter 2 et le reste indiquera sa place au premier 

rang. 

3° Plaçons la permutation formée des deux éléments 

[n — I, //) à la suite de [n — 2); nous formerons le cercle 

n — 2, et dans ce cercle 

n — 1 occupera le rang i 

n — I » r 2 - h i 

n » R I - F - R S - M . 

Prenons maintenant la R3 permutation que donne ce 

cercle; le rang de chaque élément augmentera de R3 — i 

et après cela 

n — 2 aura le rang R3 

n~i » R2-f- Ra 
71 » RI H- R2 -f- R3. 

Mais aucun de ces éléments ne peut avoir un rang su-

périeur à 3. Or, R3 étant au plus 3, il n'y a aucune cor-

rection à faire à la première formule. R2-4-R3 ne peut 

pas surpasser 5, mais il peut surpasser 3 : on retran-

chera 3 si cela a lieu. R, -f-R2 doit être diminué de 2, 
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s'il y a lieu ; Ri -h R2 -h R3 ne peufpas surpasser 5, mais 
peut surpasser 3 : on le diminuera de 3, s'il y a lieu. En 
général, dans le calcul de^la somme des restes, on dimi-
nue, s'il y alien, cliaque fois une somme trouvée de l ' in-
dice du dernier reste employé. 

4° Plaçons la permutation formée des trois éléments 
[n — 2, — [, 72 ) à la suite de (72 — 3 ) ; nous formerons 
le cercle (72 — 3), et dans ce cercle 

n — 3 occupera le rang i 

n — 1 » R3 -+-1 
n — \ » R2 -f- R3 -4-1 
n « R i - f - R 2 - I - R 3 - Î - 1 . 

Nous prenons dans ce cercle la R^ permutation circu-

laire. Le rang de chaque élément augmente de R 4 — i , 

sans pouvoir surpasser 4 dans cette permutation nou-

velle 

n — 3 occupera le rang R4 
n — % » R3 4- R4 
n — I » R2 -f- R3 -4- R4 
n » R i H - R 2 - h R3- I -R4. 

On calculera ces sommes avec les précautions que j'ai 

indiquées précédemment. 

La loi est évidente; nous trouverons donc que, dans la 

permutation de rang p , 

1 occupera le rang. . R/i 

2 » .. R„_i-f-R^ 
3 » .. 
i » .. R«-l-+- R« 

n » .. Ri - R2-h...-t-R,i-3-i-R/z-2+ 

Nous n'oublierons pas que dans le calcul de ces diverses 

sommes les restes doivent être pris dans l'ordre des in-

dices croissants et que, arrivé à un reste, si la somme ob-
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tenue surpasse l'indice, on la diminue de cet indice avant 
de continuer. 

1 2 . E x e m p l e . — Trouver le rang de chacun des six 
éléments dans la cinq cent cinquante-cinquième per-
mutation de six éléments. 

Dans ce cas 

R6=3, R5=3, R4=3, R3=2, R2=2, RI = I. 

Formons le tableau suivant : 

1 occupera le rang 3 
2 » 3 -f- 3 
3 )) 3 H - 3 - i - 3 
4 » 24-3 + 3 + 3 
5 » 2 + 2 + 3 + 3 + 3 
6 » 1 + 2 + 2 + 3 + 3 + 3 . 

Puis, en exécutant les calculs avec les précautions in-
diquées ci-dessus, nous trouverons que 

1 occupera le rang 3 
2 » 6 
3 » 4 
4 >> I 
5 » 5 
6 » 2. 

Donc la cinq cent cinquante-cinquième permutation 
demandée est 

4 6 I 3 5 2 c. Q. F. T. 

1 3 . P u o b l è m e I V . — E t a n t donnée une permutation, 
trouver son rang dans la classification adoptée. 

Désignons par 

Al, A2, A3, . . . , A/i, 

les rangs donnés occupés par les éléments 

I , 2, 3, . . n . 
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Nous résoudrons les équations 

A,, 

R/î-i + R/i = A2, 
-+- R/i-1 -+- R« = A3, 

R«-3 Rrt-2 + R/t-i H- = A4, 

Ri -f- R2 -i- R3 H- . . . Rrt-3 Rrt-2 -r- R«-l + R/î = A,t. 

Nous en déduirons les divers restes R^, Rg, . . R,?. 
Dans cette résolution, il faudra remarquer que chaque 
reste est positif, différent de zéro et au plus égal à son 
indice. Les soustractions successives auquelles on sera 
conduit devront s'effectuer toutes : on ajoutera donc Tin-
dice si cela est nécessaire, et cela sera nécessaire si le 
résultat trouvé est négatif. On n'oubliera pas, pour se 
guider dans les calculs, qu'on fait ici l'opération inverse 
de celle qui a été indiquée dans le problème précédent. 

Les restes successifs R,Î, » • • • 5 étant trou-
vés, on pourra en déduire les quotients successifs et par 
suite p, au moyen des équations 

P R«, 
i ) Q „ _ i + R ^ _ i — I , 

Q„_i = (ai — 2) R,Î-2— i, 

Q3 = 2Q2-f-R2-I, 
Q2 = iQi-4-RI-I. 

De ces formules, on peut d'ailleurs, si l'on veut, tirer p 
en fonction des restes. On obtient 

p = R„ -4 - / i (R„_ t — i ) 

-H n{n — i){n — 2). . . 3 ( R 2 — i ) . 

1 4 . E x e m p l e . — Trouver le rang de la permutation 
de six éléments I, 3, 5, 2. 
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Nous avons à résoudre les équations 

R6=3, 
R5-4-R6=6, 

Rg-hRi-f-Rs-f-Re^ I, 
R2 ^ R3 R4 -H RFI RG = 

Ri-f- R2+ Rs-f- R4+ Rfi-f- R6=̂  a. 

Nous en concluons 

R6=3, 

R4=3, 

R2=2, 

R i - I, 
d'où 

p = 3 4 - 6 . 2 - 4 - 6 . 5 . 2 - 1 - 6 . 5 . 4 . n - 6 . 5 4 . 3 . 1 = 5 5 5 . 

c. Q. F. T. 

lo. THÉORÈME I V . — Deux systèmes de restes con-
jugués donjient deux permutations conjuguées à égale 
distance des extrêmes. 

Le reste R^ est l'un des nombres i , 2 ,3 , — 2, 
p—Deux de ces nombres à égale distance des 
nombres extrêmes i , se nomment Donc, si 
R^ représente le reste conjugué de Rj^, on aura 

RpH-

Soit un système de restes 

R«5 R/i-i) Rrt-2) R31 R2; 

le rang p de la permutation correspondante sera 

p = , — I ) 
— r ) ( R „ - 2 — riin-^\)(n — 2 ) . . . 4 . 3 ( R g — i ) . 
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Prenons les restes conjugués 

^'n-iy 

le rang p' de la permutation correspondante sera 

p' = r ; + n ( K - i — i)-\-n{n- i)(R'̂ .^ — i) -h. !. 
—i)(/i —2)...4.3(R2 —i), 

ou bien 

p'= 1 n — —R/Î_I—1 ] + 71 (TI—i)[n—I — i]+... 
-f- 71 — i ) ( 71 — '2) . . . 4.3 [3 — Rs — i] 

= H-7l-H7l(71 — I — l)-h7l(71 — l)(7l — 2 — l)-l-... 
n{n — i)(7i—2).. .4.3(2 — 1) 

— [ R „-f- 71 ( R 1 — I ) -T- 71 ( 71 — I ) ( R 2 — I ) + . . . 
-4- 7L(7L — L)(7L — 2 ) . . . 4 . 3 ( R 2 — L)]. 

Mais on a l'identité 

n n(ri — 1 — ï) n{n — i)(7i — 2 — i) 
-4- 7l(7l —l)(7i— 2)(7l— 3—l)-f-. . . 

+ n{n — i) . . . 4.3(2 — i) = 1 . 2 . 3 . . . 71, 
donc 

p'=1-1-1.2.3. ..71 — p 
ou bien 

p + p' = I -i- I . 2. 3 . . . 71, 

ce qui prouve que les deux permutations obtenues par 
deux systèmes de restes conjugués sont à égale distance 
des extrêmes dans notre classification, 

1 6 . T H É O R È M E V . — Deux permutations conjuguées 
à égale distance des extrêmes ont leurs éléments dis-
posés en ordre inverse, ou, ce qui est la même chose, ont 
leurs éléments de même rang conjugués. 

En effet, la formule de l'élément quelconque n -f- i —p 
dans la permutation conjuguée d'une première est don-
née par la somme 
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calculée avec les précautions indiquées au n® 13. Rem-
plaçons R^, R'p+o • • • V^^ leurs valeurs, nous aurons la 
formule 

R ^ ^ , ) 3 - ) 

Pour calculer cette expression, nous ajoutons les deux 
premières parenthèses. Si leur somme est inférieure 
à ^ - f - i , c'est que la somme R^H-R^^i est supérieure 
à 4- I ; dans ce cas, on peut mettre la somme de ces 
deux parenthèses sous la forme 

/? H- 2 — [ R P - 4 - L - (/> + I)] 

ou bien 
jP + 2 —(Rp-4-Rp^l), 

le trait horizontal indiquant que cette somme est faite 

conformément aux règles suivies dans 1 e n"" 13. Si 1 a somme 

des deux parenthèses est supérieure à p i, il faut lui 

retrancher -}- i , et dans ce cas elle se réduit à 

P - H i ; ? 

car sera au plus égal à p H- i. 
Ajoutons maintenant la troisième parenthèse. Si la 

sommeest inférieure àp-f- c'est queRp-4-Ry,^,-f-Rp+2 
est supérieure k p 2 : donc 

D'ailleurs on a 

+ 2 — Rp-+-i) -f- (/> -H 3 — RpH-s) 

= /> 3 - [ R p - h R^-hî -i- 2)] : 
donc 

(p + i — + — ( p 3 —RJ ,+2) 

=z p -\r 3 Rp-M R/î+2 J • 

Si, en ajoutant la troisième parenthèse, nous obtenons 
une somme supérieure à p -f- 2, il faut retrancher p -h 2 
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et il nous reste finalement encore 

En continuant à raisonner de la même manière, nous 
arrivons enfin, pour la formule du rang de l'élément 

T i - l - i — à 

/l-r- I — [R/> h- R/î-f-l -h . . .H- R J . 

Donc l'élément n -i-i — qui occupait dans la pre-

mière permutation le rang 

R/) + R/>-i-i - f - . . . -T- R « , 
occupera le rang 

Ai -f- I — [Rp -i- Rp+i -4-... -4- R J . 

Ces deux places sont également éloignées des places ex-

trêmes. 

Il résulte de là que la permutation conjuguée n'est 

pas autre chose que la première lue en ordre inverse de 

droite à gauche. 

On peut vérifier ce résultat sur l'ensemble des permu-

tations de quatre objets que nous avons formées. Le théo-

rème que nous venons de démontrer réduit à moitié le 

nombre des opérations à faire pour former toutes les 

permutations de n éléments. 

17. La solution du problème 14 nous montre que 
le calcul des diverses permutations dépend uniquement 
de la connaissance des restes 

R«> R«-i> R«-2> R3? R2-

Or, nous sŝ vons que 

R„ est l'un des nombres i 2 3 . . . n — i n — \ n 

)) I 2 3 . . . n — 2 /? — I 

» 1 2 3 . . . « ^ — 2 

R3 » 1 2 3 
Ro » 1 2 . 
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Si donc nous faisons par ordre toutes les combinaisons 
possibles de ces divers éléments, nous aurons toutes les 
permutations des n éléments, au moyen des formules du 
n® 14. Mais ce procédé serait moins rapide que celui 
que nous avons indiqué au n"" 7. 

On peut se demander comment il faut associer les 
restes pour obtenir les diverses permutations dans Tordre 
de notre classification. Voici le théorème qui fait con-
naitre cet ordre. 

1 8 . T h é o r è m e V I . — Le tableau des restes étant 
j or nié 

r i 1 3 . . . n — 2 n — i n 

I 2 3 . . . n — 2 n — i 

R/i-2 1 . . . — 2 

Rv 1 2 3 4 
Rs I 3 

Rs 1 2 
Ri I, 

on prend d'ahord les deux dernières lignes^ et l'on 
forme les associations successives (i , i). (2, i). Passant 
(ï la ligne précédente, on forme les associations 

( m ) , ( 2 1 1 ) , ( 3 n ) , (121) , (221) , ( 3 2 1 ) . 

Passant à la ligne suiv ante ^ on forme les associa-
tions 

( i I 1 I) ( I 2 I I) ( I 3 I I) ( I I 2 i ) ( 1 2 2 1 ) ( i 3 2 i ) 

(2 I I I ) (2 2 I I ) ( 2 3 I i ) ( 2 1 2 i ) (2 2 2 l ) (2 3 2 l ) 

(3 I I I) ( 3 . 2 I I ) ( 3 3 I i ) (3 I 2 i ) (3 2 2 i ) ( 3 3 2 i ) 

( 4 I I I) ( 4 2 1 1 ) ( 4 3 I i ) ( 4 I I) ( 4 2 2 i ) . ( 4 3 2 i ) . 

Passant à la ligne suivante, on associe chacun des 
nombres de cette ligne successivement avec chacun des 
résultats précédents, et ainsi de suite. 

Ann. de Mnthêm., 3« série, t. II. (Octobre i883.) 2 9 



( 4oo ) 

Les associations finales donneront les groupements 
des restes classés de façon ci fournir les permutations 
successives de notre classification. 

En eiïet, si ce théorème est vrai pour p ob jets, il est vrai 
pour car les nouveaux restes i , in-
diquent d'après nos formules le rang du [p -f-1 objet. 
Il faut donc que ces p 4- i restes soient groupés succes-
sivement avec chacun des groupements obtenus pour p 
objets. Or le théorème est vrai évidemment pour deux 
objets : donc il est général. 

SUR M É L É N M DU T R U X G L E RECTILIGNE ; SVMÉDIAKE ; 

I^AR M . MAURICE D ' O G A G N E . 

1. J'ai publié, en 1880, une Note sur une ligne con-
sidérée dans le triangle rectiligne ), où j'étudiais les 
propriétés d'un élément dont on ne s'était pas encore 
occupé, à nia connaissance, et qui présente cependant 
de l'intérêt tant par la simplicité de ses propriétés que 
par les nombreuses applications qui en résultent. Ayant 
eu, depuis, l'occasion de m'en servir dans diverses ques-
tions intéressantes, je demanderai la permission de re-
venir sur cette petite théorie de Géométrie élémentaire, 
en la modifiant sur certains points et la complétant 
par de nouvelles et nombreuses remarques. Je com-
mencerai par donner des démonstrations absolument 
géométriques des théorèmes bien simples qui en sont 
labase'^ je les ferai suivre de quelques applications im-
portantes. 

(') Journal de Mathématiques élémentaires, t. IV, p. 53(). 
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2. Définition. — L'élément qui nous occupe est la 

droite symétrique de la médiane d'un triangle par rap-
port à la bissectrice issue du même sommet; pour abréger 
le langage, nous demanderons la permission de donner à 
cette droite, dans la suite de cette Note, le nom de 
sjmédiane, qui rappelle sa définition. 

3 . T H É O R È M E I . — Si Von porte sur le côté A B la 
longueur AC^ égale à AC, et sur le côté AC la lon-
gueur AB' égale à AB, la sjmédiane issue du sommet A 
passe par le milieu de B'C^ 

Cela résulte sans démonstration de la définition qui 
vient d'être donnée ; on en conclut un moyen commode 
de construire la symédiane, 

4 . T H É O R È M E IL — Les distances d'un point de la 
sjmédiane aux côtés adjacents sont proportionnelles 
aux longueurs de ces côtés [ f i g . i). 

Fig. I . 

Prenons, par exemple, le point S où la symédiane AS 
rencontre le côté opposé. Soit AM la médiane. Abais-
sons les perpendiculaires MP et SU sur le côté'AB, MQ 
et SV sur le côté AC. 

Les droites AS et AM étant, par définition, symé-

triques par rapport à la bissectrice de BAC, on a 

ÎÎAS = (5A!ÎÎ, = (ÎAS. 
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Dès lors, les triangles ASU et AMQ sont semblables, 

ainsi que les triangles AMP et ASV, ce qui donne 

Ë U - M Q S V _ M P 

A S ~ A M ' A S ~ A M ' 

et, par division, 
S U _ M Q 

S V ~ M P ' 

Si nous considérons la'hauteur AH, nous avons 

^ _ Ai! ^ „ 
M G ~ A G ' M B ~ A B 

et, par division, en remarquant que MB = MC, 

M Q _ ^ . 

M P ~ A G ' 

donc 

S V " " A G ' c . q . F. D. 

5 . C O U O L L A I R E . — Les tvois SJ médiane S dhiu triangle 
concourent en un même point dont les distances aux 
trois côtés sont propoj tionnelles aux longueurs de ces 
côtés. 

En effet, Î/, ÎZ', d̂ ' étant ces distances, nous avons, 
d'après le théorème précédent, pour le point de ren-
contre des symédianes issues des sommets A et B, 

d' d" _ d d' 

par suite, 
b c ^^ a c * 

b a 

ce qui prouve que ce point se trouve sur la symédiane 
issue du sommet C, et l'on a 

^ _ £ _ £ a b c 
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6 . T h é o r è m e I I I . — Les segments déterminés par 
une sjmédiane sur le côté opposé sont proportionnels 
aux carrés des côtés adjacents. 

On a, en effet {fig- i)-, 

^ _ ^ S E _ A C 

M I " " Â H ' S V ~ A H 

et, par division, 

se ~ SV A G 

ou, d'après le théorème II, 

S B 

se 
S B A B ^ 

A G 

7 . C o r o l l a i r e 1 . — Dans le triangle rectangle, la 
sjmédiane issue du sommet de V angle droit se confond 
avec la hauteur, 

La propriété précédente appartient, en eiï'et, à la hau-
teur abaissée du sommet de Tangle droit d'un triangle 
rectangle sur l'hypoténuse. 

8 . C o r o l l a i r e I L — Les antiparalleles de la sjmé-
diane issue de Vangle A par rapport aux angles ABC 
et ACB coupant le côté BC aux points I et K , on a 
B I = C K . 

Car on voit que 

A B A G 
B I = - — et G K = 

B S G S 

On peut remarquer, en outre, que : 
L'angle IAK est supplémentaire de l'angle BAC. 

9 . T h é o r è m e I V . — Le point de concours des sjmé-



{ 4 5 4 ) 

dianes est le harycentre des sommets A, B, C respec-
tivement affectés des coefficients a-, b^, c^. 

Si J'oii joint le point A à ce barycentre, la droite 
ainsi obtenue coupera BC en un point S, dans le rap-
port inverse des coefficients; or, B étant affecté du coef-
ficient Q coefficient on aura 

B S C2 A B ' 

es " - ÂC'̂  

AS est donc bien symédiane, et le théorème est établi. 

1 0 . T H É O R È M E V . — La perpendiculaire élevée à la 
base BC par le pied S de la symédiane AS, rencontrant 
aux points B' et G les perpendiculaires élevées à AB 
et à AC par les points B ei C, on a 

BB̂  _ AB3 
CC ~ AG3' 

En effet, AH étant la hauteur, on a 

^ _ CC _ es ^ 
ÂB ~ ÂH' ~ÂG ~ AH' 

donc 
M ' _ ^ ^ 

G C ~ G S ' A G ' 

ou, i n vertu du théorème III, 

B B ' A B ' 

G G ' 
A G 

A P P L I C A T I O N S . 

1 1 . P R O B L È M E . — Par le point de concours de deux 
droites, en tirer une autre telle que le rapport des 
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distances de chacun de ses points aux deux premières 
ait une valeur donnée. 

On porte sur les deux droites des longueurs qui soient 
entre elles dans le rapport demandé, et l'on prend la 
symédiane du triangle ainsi formé (théorème II). 

1 2 . P R O B L È M E . — Diviser une droite a dans le rap-
port des carrés de deux droites h et c. 

On forme un triangle avec les trois droites, et Ton 
prend la symédiane correspondant au côté a (théo-
rème III). 

Si l'on ne peut former un triangle avec les trois 
droites données, on augmente h el c dans un même rap-
port, de façon à rendre la construction possible. Cette 
solution est plus simple que la solution classique qui 
repose sur l'emploi d'un triangle rectangle. 

Il est d'ailleurs à remarquer que le triangle (a, h, c) 
se trouvera souvent tout formé sur la figure. 

1 3 . P R O B L È M E . — Trouver h Vintérieur d'un triangle 
un point dont la somme des carrés des distances aux 
trois côtés du triangle soit un minimum. 

Prenons à l'intérieur d'un triangle ABC un point dont 
les distances respectives aux côtés a, Z>, c soient dési-
gnées par J, d", 

Exprimant que les trois triangles déterminés par ce 
point ont une somme de surfaces équivalente à la sur-
face S du triangle ABC, nous avons entre les variables i/, 

d̂ ' la relation 
ad -H hd^ -4- cd" =28. 

La fonction à rendre minimum est la somme 
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Nous pouvons multiplier cette fonction par la quan-
tité constante a ^ h ' ^ c ^ et écrire, d'après l'identité 
de Lagrange, 

(a2 - i _ ¿2 c2) {d^-^ d"^ ) == {ad-\- bd'-^ {ad'— bdf 

•+-{bd"— ad'y. 

Le premier terme du second membre est constant^ les 
trois autres sont des carrés variables; le minimum de 
leur somme a lieu quand ils sont tous trois nuls, ce qui 
donne 

Î = ^ = 
a ~~ b c 

Cette relation définit, d'après le corollaire du théo-
rème II (n" 5), le point de rencontre de trois symé-
dianes. Donc : 

1 4 . T h é o r è m e . — Le point dont la somme des carrés 
des distances aux trois côtés d'un triangle est mini-
mum est le point de concours des trois sjmédianes de 
ce triangle. 

1 5 . T h é o r è m e s s u r l a p a r a b o l e . — La droite qui 
joint le point de concours de deux tangentes à une 

Fig. 2. 

parabole au fojer de cette parabole est sjmédiane 
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da triangle formé par les deux tangentes et la corde 
de contact [fig- 2). 

Soient les tangentes AB et AC. Joignons les points A, 
B et C au foyer F ; A F eoupe BC au point S. Tirons AM 
parallèle à Taxe de la parabole. D'après un théorème 
bien connu, les angles BAM et CAF sont égaux, et, 
comme AM passe par le milieu M de BC, AS est la 
symédiane du triangle ABC. 

16. CoROLLAiiŒ I. — Appliquant au point F de la 
symédiane AS le théorème II (n® 4) , nous avons ce 
théorème : 

Les distances du foyer ¥ aux deux tangentes AB 
et AC sont proportionnelles aux longueurs de ces tan-
gentes. 

17. C O R O L L A I R E II. — Appliquons maintenant le théo-
rème III (§ 6) ; il donne 

B S Â B ^ 

G S " " A G 2 

Mais on sait que AF est bissectrice de l'angle 
donc 

G S ~ G F 

et, par suite, 
B F A B ' 

Les distances du foyer aux points de contact sont 
proportionnelles aux carrés des longueurs des tan-
gentes. 

18. Remarque. — Les an g les Al»^ et RAM sont 
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égaux, ainsi que ACF et CAM. On est ainsi conduit à 
une propriété de la symédiane que je proposerai de re-
clierclier directement [Exercices, IV). 

1 9 . T H É O B I I M E S SUR LA L E M J V I S C A T E . — La norinale à 
la lenmiscaie est sjmédiane du triangle formé par les 
rajons ^vecteurs et Vaxe polaire. 

L'équation de la courbe rapportée à ses pôles étant 
pp̂  = K, les dérivées par rapport à p et PI sont PI et p. 
D'après cela, on aura la normale en portant p sur pi, p̂  
sur p et composant ces longueurs comme des forces, ce 
qui rentre dans la construction de la symédiane donnée 
théorème I (§ 3). 

20. Sur la ligne des pôles comme diamètre, décrivons 
une circonférence^ aux quatre points de rencontre de la 
lemniscate et de cette circonférence, d'après le théo-
rème précédent et le corollairel duthéorèmelIT (§ 7), la 
normale sera perpendiculaire à l'axe polaire-, donc : 

Les points de la lemniscate où la tangente est paral-
Vele Ci Vaxe polaire sojit sur la circonférence décrite 
sur la ligne des pôles comme diamètre ( ̂  ). 

21. Bemarque, — Si l'on compare ic tracé qui vient 
d'ctre indiqué, pour la normale à la lemniscate, à la con-
struction de la tangeiite à cette courbe, qui résulte de 
la méthode dellobcrval, on est condnit h une propriété 
de la symédiane bien facile à démontrer directement 
[Exercices, 1). 

• C) Jl' crois avoir énonce ce lUéorcinc pour la première fois dans 
les Nouvelles Annales, série, l. XX, p. 200. M. Barharin l'a 
depuis dénionlré d'une autre façon (3̂  série, l. I. j). :>7). 
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2 2 . T H É O R È M E S U R l à S P I R A L E d ' A R C H I M È D E . — Par 

le point de rencontre du rayon vecteur et de la pa? ai-
le le à la tangente menée par Vextrénùté de la sous-
normale, tirons la sy médiane du triangle formé par 
ces droites et la normale, La droite ainsi menée passe 
par le centre de courbure ) [fig- 3).. 

Soit C le eentre de courbure, c'est-à-dire le point où 
MN touche son enveloppe. La sous-normale ON étant 
constante, NT parallèle à OM est tangente au cercle 
décrit par le point N. Dès lors, on a entre les déplace-

Fii . 3. 

ments infiniment petits correspondants des points M 

e t N , 
d{M) _ M C . M T 

D { N ) ~ N G . N T ' 

D'ailleurs, l'angle MON étant constant, et MN étant 

( ' ) Ce U i é o r c m e a été auss i é n o n c é p a r n o u s , m a i s u n p e u d i i ïé -

rcmiTicnt , et a v e c u n e a u t r e d é i n o n s l r a t i o n {Nouvelles Annales, 

sér ie , t . XIX, p. 29:? ). 
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normale à la courbe au point M, NO à celle du point N, 

on a aussi 
^ ( M ) _ M N _ N T 

d{N) ~ N O ~ M T ^ 

Donc i 
M C . M T N T 

N C . N T M T 

ou 
-2 

^ _ N T _ M P 

NC 
M T N P 

ce qui, d'après le théorème III (§4*), démontre que PC 
est symédiane du triangle MPN. 

2 3 . P R O B L È M E SUR L E S CONIQTJES. — Une droite va-
riable se meut dans le plan d'une conique de façoji que 
les tangentes à la conique aux points d'intersection 
avec la dj'oite se coupent sous un ajigle constant. Dé-
terminer le point oii cette droite touche son enveloppe. 

Soient A et B les points d'intersection de la droite et 
de la conique. Les tangentes à la conique en ces points se 
coupent au point T. La droite AB touche son enveloppe 
au point E. On a entre les déplacements infiniment 
petits correspondants des points A et B la relation 

d [ k ) _ A E . A T 

d { B ) ~ B E . B T ' 

D'ailleurs, R et R̂  étant les rayons de courbure aux 
points A et B, ¿/O et JV les angles de contingence cor-
respondants, on a 

Mais, l'angle ATB étant constant, par 
suite, 

A E . A T ^ R 

B E . B T R ' 
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Or, d'après un théorème connu, 

_ A T 

R ' ~ 

donc 
N B T 

A E . A T _ A T 

B B . B T 
B T 

ou 

A E A T 

ce qui, d'après le théorème III, fait voir que la droitelli 
est sjmédiane dans le triangle ATB. 

Dans le cas où l'angle constant Î Î B est droit, 
TE est perpendiculaire sur AB. Donc, en appelant C le 
cercle tel que de chacun de ses points on voie la co-
nique K sous un angle droit, nous avons ce théorème : 

Le point de la polaire réciproque de C par rapport 
Cl K correspondant à un point M, pris sur C, s obtient 
en abaissant du point M une perpendiculaire sur sa 
polaire prise par r appoint (i K . 

2 5 . P R O B L È M E SUR LES C O N I Q U E S . — Etant donné le 
centre de courbure en un point quelconque d'une co-
nique, en déduire le centre de courbure en tout autre 
point de cette conique. 

Les tangentes à la conique aux points a et è se cou-
pent au point t\ a et ¡3 sont les centres de courbure 
correspondant à ces points 5 ts étant symédiane du 
triangle «¿è,la perpendiculaire élevée à ab par le point 5 
coupe en a' et h' les normales a a et ¿»p. 
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D'après uii théorème eonnu, nous avons 

a a at'^ 
h 3 bt? 

OU, en vertu du théorème V {§ 10) , 

a a ad 
V^"" W 

Des points a et ¡3 abaissons sur ah les perpendicu-

laires sioci et î î ij nous aurons 

a ai _ as 
by, " Fs' 

par suite, les parallèles OLÍU et z¿ à at et à ht se cou-

pent au point u sur la symédiane st ; cela donne le théo-

rème suivant, qui résout la question : 

Les parallèles aux tangentes menées par les projec-

tions des centres de courbure sur la corde de contact 

se coupent sur la symédiane du triangle foi mé par ces 

tangentes et la corde de contact. 

26. Si nous rapprochons la construction donnée au 

§ 23 du théorème énoncé au § 15, nous obtenons le théo-

rème suivant : 

K étant une courbe telle que de chacun de ses points 

on voie la parabole P sous un angle constant, ¥J la 

polaire récipî oque de K par rapport CL P, toute droite 

qui joint deux points correspondants de K et ¥J passe 

par le fo yer de V. 

On voit, par les applications qui précèdent, que la 

symédiane joue un rôle utile dans des questions inté-

ressantes et de genres très divers. C'est ce qui me fait 
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espérer qu'on voudra bien désormais la prendre en 
considération, en lui conservant un nom absolument 
nécessaire quand il s'agit d'énoncer les théorèmes nom-
breux où elle figure. 

E X E R C I C E S SCU L A S Y M É D I A K E . 

I. On prolonge le côté AB du triangle ABC d'une 
longueur égale AIV5 en B' et en C on élève respective-
ment à AB et à AC des perpendiculaires qui se coupent 
en I; AI est perpendiculaire à la symédiane issue du 
sommet A. 

IL Les trois syniédianes d'un triangle passent res-
pectivement par les trois sommets du triangle formé par 
les côtés extérieurs des carrés construits sur les côtés du 
triangle donné. 

m . Du milieu M de BC on abaisse les perpendi-

culaires MP et M Q sur AB et AC. La droite P Q qui 

joint les pieds de ces perpendiculaires est perpendicu-

laire sur la symédiane issue du sommet A. 

IV. AM étant médiane du triangle ABC, on prend 

un point P tel que P B A ^ M A B et 1 ^ = M A C . Le 
point P est sur la symédiane issue du sommet A. 

V̂ . Les trois syniédianes d'un triangle passent res-

pectivement par les trois sommets du triangle polaire 

réciproque de ce triangle par rapport à son cercle cir-

conscrit. 

VI. Le point de rencontre des syniédianes est le 
centre de gravité du triangle formé par les pieds des per-
pendiculaires abaissées de ce point sur les trois côtés du 
triangle donné. 



( 4 6 4 ) 

VII. Les points U e t K étant les pieds des perpendicu-
laires abaissées des points B et C sur la bissectrice issue 
du sommet A, on mène par le point H une parallèle à AB 
et par le point K une parallèle à AC. Ces droites se 
coupent au point L Démontrer que le point I est sur la 
symédiane issue de A. 

Note. — Les solutions de ces questions seront insérées dans les 
Nouvelles Annales. 

C O N C O U R S D ' A D M I S S I O X A l / E C O t E S P E C I A L E MILITAIRE 
M 1882 

( T o l r . r s é r i e , t . I , p . ; 

SOLUTION DE M. MOHET-BLANG. 

COMPOSIXIOPÎ D E M A T H É M A T I Q U E S . 

1. Étant donnés un cercle de ray on r et un point A 
dans soji plan, ci une distance d du centre, on suppose 
menée par le point A une sécante telle que la somme des 
carrés des segments compris entre ce point et les points 
d'intersection avec la ci/conférence soit égale à un 
carré donné nï^. 

Démontrer que, si a désigne Vangle que la sécante 
fiit avec le diamètre passant par le point A, on aura 
la formule 
^ . /?22 — 2 r2 
(,) c o s 2 a ^ — 

D I S C U S S I O N . — Limites de m quand on fait varier A , 

le point A étant supposé à l'intérieur du cercle. 

Soient B et C les points d'intersection de la sécante 
avec la circonférence de centre O. 
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La relation entre les trois cotés et un angle d'un 
triangle, appliquée aux triangles AOB, AOC, donne 

^ A B ' -f- \ \ ] d COS a, 

-H irAC.Grosse: 

d'où, en ajoutant, 

2 — m - H 9. d'̂  ~ ( A B -i- A C ) c/ cos a. 

Abaissant OI perpendiculaire sur la corde BC, on a 

A B - f - A C ^ AI — r- r/cosa, 

d'où 
A B ^ A C — cos a. 

Substituant cette valeur dans la relation précédente, il 
vient 

d'où 

COS- a 

- — ( i) cos a = 2 cos2 a — I ~ ——^^— ( ' ). 

C A L C U L L O G A T I I T H M I Q U E . 

2. La formule étant admise, calculer Vangle A À 
Ô ', I EW supposant I® la distance d égale au plus 
grand segment du rayon divisé en moyenne et extrême 
raison, et m égal au double de la moyenne proportion-
nelle entre r et d. 

(/) Les limites de m sont évidemment y ar-'-f-
Ann. de Malhèmatsérie, t. n. (Octobre i883.) 3o 
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¿ = et m = i / y / 3 . 

4 dr = 1 r2 (/5 — i), 

3 ~ v/5 2 
log 2 — o,3oiu3oo 

log sin 7,4899824 

COS2a = T , - '910124 

345 5i"49'3O" 

2 a = : 5I"49'38%2 

COS2a = — f r2 : § — I = — o,75, 
l o g c o s ( 1 8 0 ' ' — 2 a ) = 1 , 8 7 5 0 6 1 3 

699 4I°24 '3O" 

86 4",6 
180^^— 2 a = 4 i ' ' 2 4 ' 3 4 " , 6 

90" — a = 20" 4^' 1 7 " , 3 

a . = . 6 9 ' ' 1 7 ' 4 2 " , 7 . 

3. On connaît, dans un li iangle ABC, deux côtés Z>, 
c, et Von sait que ce triangle est équivalent au triangle 
équilatéral construit sur le troisième côté a. Calculer 
ce côté et l'angle A. 

( On établira les deux équations propres à déterminer 
chaque inconnue indépendamment de Vautre, et Von 
montrera la concordance des résultats que fournit leur 
discussion,) 

s désignant la surface du triangle, on a, par des for-
mules connues, 

= TG — ' 
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d'où 

( ¿ , 2 . _ . . o , 

o u 

a - ^ 

Pour que le triangle soit possible, il faut d'abord 

qu'on ait 

J < 

ou 
io^2c2_ 3 c i > O. 

Quand cette condition est remplie, le problème admet 
deux solutions, si b est diifèrent de c. 

En eifet, la plus grande des deux valeurs de a^ est 
évidemment inférieure à (¿-l-c)^, et lapins petite est 
supérieure à [b — car on a 

— C2 )2_ c2 ) > 4 ( ^ > 2 ) __ g ¿>C, 

c2)2_4(^2_C2)2 / g^C— (1), 

ou, en élevant au carré, et passant tous les termes dans 
un même membre^ 

8 ( ¿>2 4 - C2 )2 -H 4 ( ¿>2 _ C2 )2 — 4 8 ( ^2 ) + 6 4 ¿>2 C2 > O, 

12(6 c)'-* > O, 

relation évidente si b est différent de c. 

Lorsque Z> = c, on a a- a = = c p'I n'y a plus 
qu'un triangle, qui est équilatéral. 

Calculons maintenant l'angle A. 

(») Le second membre, 8bc — 3 {b^-^c'^) = 2bc — ~cy, esl une 

quantité positive si c > by. c. 
V'3 
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el 

( 472 ) 

v/3 
= bc s i n A , 

2 

2bc s inA 

v/3 

a^ z= ¿>2 -I- — i b c cos A . 

Egalant ces deux valeurs de ¿ẑ , il vient, en divisant par 

4 hc, 

- Sin A -4- ~ c o s A = ^ , , ^^ 7 
2 2 4 

OU, en remarquant que ^ = cosGo®, ^ = si 1160 '̂, 

• / A ^ o . s in ( A + 60 ) = - 7 — - — • 
bc 

Pour que le triangle soit possible, il faut que l'on ait 

ou 
— o, 

condition identique à celle qui a été trouvée plus haut. 

Si elle est remplie, en appelant 9 le plus petit angle 

c2)v/3 
ayant pour sinus ? on aura 

1)2 
sin 0 sin60" > sin60", si b J c, 

2 bc ^ 
d'où 

e > 6o% 

A e - 6o% 

A = 1 8 0 " — 0 — 6 0 " ; 

il y a deux triangles satisfaisant à la question. Si h -=1 r, 

on a 
0 rrr 60̂  
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et simplement 

A = 60°; 

il n'y a qu'un triangle, qui est équilatéral. 
Ce sont les résultats obtenus dans la première discus-

sion. 

L E S M O H E N T S D ' I N E R T I E P 0 L 4 I R E S Dll T R I A N G L E , 
P A R R A P P O R T A S E S P O I N T S R E M A R Q U A B L E S , 

PAR M . GEORGES D O S T O R . 

1. Conservons les notations adoptées dans Particle 
relatif aux distances du centre de gravité aux points re-
marquables d'un triangle (même tome, p. 368 et 369). 
Représentons par M la masse du triangle, supposé 
homogène et d'une épaisseur constante. 

On sait que le moment d'inertie polaire du triangle, 
par rapporta son centre de gravité G, est 

I g - ( 1 ) . 

2. Les moments d'inertie par rapport aux som-
mets A, B, C seront donc 

È2-I-C2)-F- M . G Â " 
ob 

OU 

12 

J b = —M(3C2 m-3^2—62)^ 

12 

{ ' ) L A U R E N T , Mécanique rationnelle, 2" édition, t. I, p. 2 0 1 . 
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3. Le moment d'inertie par rapport au centre O du 
cercle circonscrit sera de même 

ou bien 
3D 

l0:rr: ^ M ( b^ ^ Ĉ  ) -f- M R2 _ 1 M ( ¿,2 

e'est-à-dire 

4. Le moment dHnertie du triangle par rapport au 
point de concours H des hauteurs étant donné par 

INZ::. — M ( A 2 - | - C 2 ) _ | - M . G H , 

on trouve, en remplaçant GH par sa valeur 

4 R 2 — C2)^ 

que 

Jh= 4MR2— A («2+ c2). 

S. On verrait de la même façon que le moment d'i-
nertie polaire du triangle, par rapport au centre I du 
cercle inscrit, est 

ou, puisque 

^-m{bcca ^ ab) — ^ M { a - + - 6 + c )2 — 4 M R r . 

6. Changeant dans cette formule successivement le 
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signe de a, c et substituant à — r e s p e c t i v e m e n t 
les rayons r', on obtient les moments d'inertie du 
triangle par rapport aux centres 1', F , V" des cercles ex-
inscrits. On trouve aiijsi que 

Ir = —a)s-f-4MRr', 

II" = ^M(ca—ab—bc)— ^ M(c-h a — + 4 MRr'', 

II. = LM{ab-bc - ca) — b - cy iMRr'". 

S O l l I T I O N S DE Q U E S T I O N S 
P R O P O S É E S DANS L E S NOUVELLES A N N A L E S . 

Question 1399 
( v o i r 3" sér ie , t. I , p. 192 ); 

P a r M. M O R E T - B L A N C . 

En chaque point d'une conique on mène un dia-
mètre et la normale. Trouver le lieu de l'intersection 
du diamètre et de la tangente à l'autre extrémité de 
la corde normale. ( E . F a u q u e m b e r g u e . ) 

Soient 

(l) — o 

l'équation d'une ellipse, et XÎ, y^ les coordonnées d'un 
point pris sur la courbe. L'équation de la normale en 
ce point est 

( 2) b'^x^y — a2 r 1 x c ' ^ x^y^ = o. 

Éliminant y entre ces deux équations, on a, pour dé-
terminer les abscisses des points d'intersection de la 
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normale et de l'ellipse, l'équation 

-f- — c"*-x^ylx a'^c'^x\y\ — = o, 

qui admet la racine = Divisant par x — x^ et 
égalant le quotient à zéro, on a pour abscisse du second 
point d'intersection de la corde normale 

./•i I b^'w] - - ((''{'>. h'- — a- ) r f I 

d'où 

L'équation de la tangente à l'ellipse en ce point est 

b-xx' r Ct 'jy' — b- = o 
ou 

b 2 ./•./•, I ¿/ î -4- a ( 2 b - - a'^ )y j ] 

I " b- )xf J -f- a-b-( 6'» x\ -v- ) — o, 

(ju'on peut écrire 

l [b^xx,^^ a'^yyx jibi^x— <^y\) 
( 3 ) ' 

I -i-'2a^b^(xxiyi-^yyixi)-T-a^yl) = o. 

L'équation du diamètre passant par le point 
est 

r J' 

J 1 

et Ton a la relation 

( 5 ) b'-x'l a-y l = a-b-. 

On aura l'équation du lieu demandé en éliminant 
et entre ces trois équations. 

Des deux dernières on tire 

abx aby 

— s/b-X''^ ary- ^ 
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Reportant ces valeurs dans l'équation (3), on a, en di-
visant par a? lï ,̂ 

( -- a^yt ) (/̂ r. _ a^yi) ^ / ¡y, 
= -f- -f- a^-y'-, 

OU, en élevant au carré, 

[ -h â y'* — ¿̂2 ( ¿>4 _ 4 ¿3̂2 ¿,2 ) j2 
¿,2 (¿G ̂ .2 «6̂ 2 )2 (¿,2 ̂ 2 2̂ y2 ). 

L'équation est du huitième degré ^ mais, comme elle ne 
contient que des termes du huitième et du sixième degré, 
on peut la résoudre en coordonnées polaires. On a 

^ _ , «2 1,2 ( ,7,6 sin-2 (j ¿6 c o s 2 f) )2 ( a'2 s in2 0 eoS" 0 ) 

' ~ [a» sirî  0 coŝ  0 — «2 ¿>2 ( «4 4 «2 ¿>2 ^ sin2 0 cos20]2 ' 

La courbe est symétrique par rapport aux axes et touche 
l'ellipse à ses quatre sommets. 

Pour l'hyperbole, il suffirait de changer b~ en —b'^ . 
Soient 

y' = ipx 
et 

— .ri) —•/•!) = u 

l'équation d'une parabole et celle de sa normale au 
point J Eliminant x entre ces deux équations, et 
supprimant de l'équation résultante la racine 
on a, pour l'ordonnée du second point d'intersection de 
la corde normale et de la parabole, 

La tangente au point [x '^j ') , a pour éyuation 

— -^-P'^ ) „ —( r? H-
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et le lieu de son intersection avec le diamètre == y^, 

( _J_ ( j 2 ) 2/> cC = O 

OU 
( - h ) ( 3^2 ^2 ) 2 p y i x = 

La courbe située tout entière du côté des x négatifs est 

symétrique par rapport à l'axe de la parabole qui est 

asymptote des deux branches : elle est limitée vers la 

droite à l'abscisse x = — / (̂a y/3). 

Note. — La même question a été résolue par M. Lez et par un 
anonyme. 

Question 1401 
( vo ir 3* s é r i e , t. 1, p . 240) ; 

PAR M . CHARLES C H A B A N E L . 

Soit qp le quotient de la division de n par on a 

q l - ^ q l - ^ " . ^ ^ = -h 3 - { - . . . H-(2/1 — 
( E . C É S A R O . ) 

Soit r le reste de la division de n par p. posons 

qp=V, De 

( I ) ou p p , 

on conclut que qy, est égal ou supérieur à p suivant que 
r < P o u 7 5 P . 

L'égalité (1) revient à 

n — {V-\~\)p — (p — /• ), 

et, parce que r on a 

c'est-à-dire qne le quotient q^^s est inférieur à p. 
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On a évidemment 

Il résulte de ce qui précède que dans la suite 

qu ^p-i, qv, qp-hiy qn, 

il y a P ou quotients qui sont égaux ou supérieurs à p. 
Par la même raison, il y aura qp̂ ^ quotients égaux 

ou supérieurs à -f- i . Donc le nombre des quotients 
égaux à p est <7̂  — 

Ainsi, la somme 

ql-, ql. 
contient 

q\ —qi termes égaux à i", 

qi—qz » 
q^—qw » 

et enfin 

qn — qn-^\ ou qn termes égaux à n". 

Donc on a, quel que soit l'exposant a, 

d'où 

q \ - \ - ' ' q\ 

En faisant a = 2, on a 

= qi-i- 3q.2-h . . ̂  ( '¿n ~ i}qa, 

ce qui est la relation proposée. 
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Question 1453 
( Toir 3* série, t. 11̂  p. ri3f)); 

PAR M. E. FAUQUEMBERGUE, 
Professeur au lycée de Nice. 

Le nombre -r^^ est La somme des 
is/i 

carrés de deux nombres entiers, ( C A T A L A N . ) 

Posons 

X n'est autre chose que le nombre proposé 
En multipliant ces deux égalités membre à membre, 

on obtient l'équation 

OU encore 

équation de la forme 

dont les solutions en nombres entiers sont données par 
les formules 

OÙ a et b représentent des nombres entiers. 
Le nombre proposé est donc bien la somme de deux 

carrés. 

Note. — La même question a été résolue par M. Moret-Blanc. 

C) Et r est un nombre entier impair. 
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Question 1463 
( v o i r 3» s é r i e , t . II, p. ;î83); 

P A R M . J O S E P H C H A M B O N ( I ) . 

Étant donné un point P sur une ellipse de centre O, 
on mène en ce point une tangente et la normale qui 
touche au point Q la développée de l'ellipse^ et Von 
fait passer un cercle par les extrémités R, R' du dia-
mètre conjugué à OP, et par la projection S du centre O 
sur la tangente en P, puis Von prolonge OS jusqu^à sa 
rencontre en S'avec le cercle ; démontrer que 0 S ' = PQ. 

La droite PQ est, comme on sait, le rayon de cour-
bure de l'ellipse au point P. Et, en nommant a, h les 
demi-axes de l'ellipse et b' le demi-diamètre conjugué 
à OP, on a 

ah 

( voir, dans le Traité des Sections coniques de G. Sai -
MOJV, les expressions des rayons de courbure). 

D'autre part, OS étant la perpendiculaire menée du 
centre de l'ellipse à la tangente PS, on a 

ab 

Donc le produit 

os 

P Q X os = X = H ' K 
ab b 

Mais, les cordes SS', RR' du cercle RSR^ se coupant ¿fu 
point O, on a 

O S ' X O S = O R ' X O R 0 R 2 ZZR: B ' K 

(') Lorsque M. Chambón nous a adresse' rónrmcé et la sofution de 
la question 1463, il était élève au Lycée de Hoi'deaux. 
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Les égalités PQ X OS - - y-' et O S ' x OS ^ ¿'̂  don-

n e n t O S ' ^ P Q . c . Q . F . D. 

Note. — même question a été résolue par MM. Moret-Blanc 
et J. Hénoy. 

Question 1466 
(voir 3" sér ie , t. II, p. 38}); 

P A R M . M A U R I C E R A G L O T , 

Élève de l'École préparatoire Sainte-Barbe. 

ABCD étant un trapèze, on joint les extrémités A 
et D du côté oblique AD à un point M du côté BC; 
on mène une parallèle à DM par le point B et une 
parallèle à AM par le point C. Démontrer que ces 
deux droites se coupent sur AD. 

( D ' O C A G N E . ) 

Soient O et O' les points de rencontre du côté AD, 
et des parallèles aux droites DM, AM, menées des 
points B et C. 

Je prolonge les côtés AD, BC du trapèze jusqu'à leur 
rtmcontre en K . 

On a, en vertu des paralltdes AM, O'C, l'égalité de 
rapports 

K O ' K G 

K A ~ K M 

d'où 
K A . K G 

K 0 ' = 
K M 

De même, le parallélisme des droites DM, OB donne 

K O _ K B 

KD ~ 
doù 

Maisy les bases AB, DC dn trapèze ABCD étant pa-
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r a l l è l e s , o n a 

KA _ KB 
KD ~ KG^ 

d'où 

KA.KG == KD.KB, et par suite KO KO'; 

c'est-à-dire que les deux points O et O' coïncident. 
Donc, les droites menées des points B et C, paral-

lèlement à DM et AM, se coupent sur AD. c. Q. F. n. 

Note. — La même question a été résolue par MM. Romero et 
Moret-Blanc. 

Q U E S T I O N S . 

1473. I. Les deux droites de Simson relatives à deux 

points diamétralement opposés sont rectangulaires. 

IL Le lieu du point de concours des deux droites de 

Simson relatives à deux points diamétralement oppo-

sés est le cercle des neuf points. ( N . G O F F A R T ) . 

1414- rt, X, j)̂  étant des nombres entiers, chaque 

valeur de x qui vérifie l'équation 

est la somme de trois carrés. H y a exception pour x = i , 

et pour I ) . ( E . C A T A L A N . ) 

1473. Résoudre, en nombres entiers, l'équation 

( E . C A T A L A N . ) 

1476. Trouver les solutions entières de l'équation 

H- -4- ^ -H I = 
( L T O J N N E T . ) 
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1 477. ABC est un triangle rectangle en A. D'un point 
quelconque M pris sur le côté AB, on abaisse sur la hau-
teur AH la perpendiculaire MP; par le point P, on 
élève à la droite CP la perpendiculaire PQ qui coupe AB 
prolongé au point Q. 

Démontrer que A Q = BxM. (D ' O C A G N E . ) 

1478. Par un point O de l'espace, on abaisse des per-
pendiculaires sur trois plans diamétraux conjugués d'une 
quadrique et on mène le plan passant par les pieds de ces 
trois perpendiculaires. Ce plan et les plans analogues 
obtenus en faisant varier le système des trois plans dia-
nukraux conjugués passent par un même point M. 
Trouver le lieu du point M lorsque, le point O restant 
fixe, la quadrique tourne autour d'une droite. 

( P E L L E T . ) 

1 479. g étant une racine primitive de la fonction 

où tous les exposants de g sont des nombres pairs, est 
divisible par 

.r/ '̂— I 

p est supposé un nombre premier autre que 2, et v plus 
grand que I . ( P E L L E T . ) 

1 480. La somme des puissances ^n de deux nombres 
entiers, inégaux, est une somme de quatre carrés, dont 
deux sont égaux entre eux. 

Corollaire. — La forme contient une in-
finité de nombres premiers. 

i Catala]N-. ) 
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Parmi les arts qui prêtent à l'Industrie leur puissant concours, le Dessin linéaire est, 
sans contredit, celui dont les applications sont le plus fréquemment et le plus utilement 
invoquées. En effet, les produits les plus simples des professions usuelles, aussi bien 
que les combinaisons les plus compliquées de la mécanique moderne, avant de revêtir 
une forme matérielle et définitive, reçoivent une première réalisation dans un dessin, 
dans un plan, traduction claire et fidèle de l'idée de leur inventeur. Plus éloquente que 
la parole, cette image permet d'embrasser d'un seul regard un vaste système d'opéra-
tions que la description verbale la plus lucide ne parvient pas toujours à faire com-
prendre. D'un autre côté, pour apprécier à leur juste valeur les éléments d'une création, 
pour en calculer les proportions, corriger les défauts, juger l'ensemble et vérifier les 
conditions de succès, le moyen le plus rapide et le plus sûr est de lui donner la fonne 



linéaire : c'est la marche dictée par le bon sens et confirmée par rexpérience de tous 
les siècles. 

S i , à toutes les époques, le Dessin linéaire a rendu d'incontestables services aux 
arts qui sont la base de la vie sociale, à la Géodésie, à l 'Architecture, à îaMécanique, 
les développeinp.rjte toujours croissants de l'industrie moderne ouvrent un champ pliis 
vaste el plus iécond encore à la variété infinie de ses applications. La presque totalité 
des proîessions mécaniques et des arts industriels a pour point de départ la science du 
Dessin et lui demande chaque jour de nouveaux services. Cette science est donc appelée 
à jouer un rôle important dans le progrès universel. ^ 

Cette véri té , déjà établie par les faits, a reçu de la loi une haute et légitime consé-
cration : le Dessin linéaire fait partie de l'enseignement des Écoles primaires et des Lycées. 
Rendre obligatoire cette branche de l 'enseignement, c'était répondre à un besoin impé' 
lieux , incontesté, universel ; contr ibuer, selon la mesure de nos forces, à en populariser 
Fétude et le goût, c'est faire une œuvre utile, destinée à produire de bons résultats. Tel 
€st le but de la publication de cet ouvrage. 

Quant au plan et à l'exécution de notre travail, voici les principes que nous avons 
pris pour base et pour guide : notre but étant d'être utile à tous, nous avons cherché à 
ionner un ouvrage précis , méthodique, complet , et en même temps à la portée de 
Imtes les intelligences. Une longue expérience de l'enseignement nous a convaincu que 
la plupart des Traités de Dessin linéaire ne répondent que très-imparfaitement aux 
besoins des élèves et aux nécessités de l'époque. Les uns, presque exclusivement théo-
riques , sont peu propres à un enseignement élémentaire ; les aut res , purement artis-
tiques, ne donnent qu'une place fort restreinte aux principes de la science; d'autres 
enfin ne traitent qu'une branche spéciale du Dessin linéaire. 

Nous avons donc tâché d'éviter ces extrêmes. Dans notre Cours, les principes et les 
applications suivent une marche progressive et parallèle. Pour faciliter l'intelligence du 
tete et pour rendre notre ouvrage aussi complet et; aussi utile que possible, nous n'a-
vons pas reculé devant l'exécution d'un nombre considérable de planches, dues à l'ha-
bile graveur M. Dulos. 

¥ne analyse succincte de notre travail donnera une idée de la marche que nous avons 
suivie et des matières que nchis avons traitées. 

Notre COIIB.S comprend quatre grandes divisions. 

La PB.lîMiEïiE P A a T ï E renferme les éléments de la Géométrie pratique et descrip-
t ive , savoir : la géométrie plane, traitant des figures rectilignes et curvilignes, telles 
cpe les angles, les tr iangles, les polygones, le cercle, l'ellipse et les courbes relatives ; 

la géométrie dans l 'espace, traitant des angles dièdres et tr ièdres, des solides, tels 
^«e les polyèdres réguliers, le prisme, le cylindre, le cône et la sphère. Cette partie se 
l)irmine par la projection orthogonale des ombres. 

La B B O T i i î M B P A R T I E , divisée en ii^ux sections, contient : d 'abord, l 'Arpentage, 
IjBYêe des f l a n s , le Nivellement ; et en second lieu, des notions sur le Tracé des Cartes 

géographiques. On trouve dans cette partie la manière de disposer les jalons, d'em-
pkyer la chaîne, les différents niveaux, l 'équerre d'arpenteur et le graphomètre ; le 
meyen de construire les mappemondes, de tracer les méridiens et les cercles parallèles 
dans les projections verticales, horizontales et polaires ; enfin la théorie sur laquelle se 
foBde le tracé des caries plates destinées exclusivement à la navigation. 

la TROISIÈME PARTIE comprend l'Architecture, ou, pour mieux dire, fournit des 
raisseignements relatifs à son étude. On y trouvera l'exposé des cinq ordres principaux : 
b toscan, le dorique, l ' ionique, le corinthien et le composite ; la manière de galber 

colonnes et de tracer les moulures et les cannelures; le tracé de la colonne torse^ 
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des frontons et des chambranles. On y enseigne les rapports qui exîjBtent entre le plan, 
2 a coupe et l'élévation, le tracé des voûtes, soit à plein cmtre, soit en ogive, celui 
d68 escaliers et des principaux vases. ^ 

La QUATRIÈME PARTIE traite : du Dessin industriel; 2° de la Perspective 
linéaire et aérienne. Elle se termine par l 'étude du Lavis. 

Le Dessin industriel ne se compose pas ici de dessins de machines se rapportant à 
une seule branche de l 'industrie; mais il fournit des démonstrations relatives aux par-
ties les plus nécessaires au tracé des principales projections, ce mode nous ayant paru 
dune application plus vaste, et comme le seul moyen de suppléer à notre peu d'éten-
due. C'est ainsi que nous donnons le développement matériel du cylindre, celui du 
cône et de la sphère, le tracé de la vis et du serpentin, et qu'à l'occasion des engre-
aages, nous indiquons la définition et le tracé de la cycloïde et de l'épicycloïde qui , 
résultant elles-mêmes de la développante, en sont les bases constitutives. 

A l'occasion de la Perspective, nous démontrons la différence et les rapports du plan 
géométral au plan perspectif ; la perspective des plans et des élévations ; celle des ombres 
portées, envisagées sous le rapport scénographique ; enfin la réflexion des objets dans 
l'eau, en expliquant le principe sur lequel elle se fonde. 

Nous complétons nos études par des notions sur le lavis, ainsi que sur la composition 
des teintes conventionnelles, que l'on est dans l'usage d'employer pour les plans en 
général et les cartes en particulier; enfin, pour ajouter un nouvel intérêt à nos études 
sur le lavis, nous exposons la théorie de la perspective aérienne. 

PLANCHES. 

P m E M I E M U IPAMTli : . 

Éléments de Géométrie pratique et descriptive. 

P l a n c h e I . De la ligne. 
P l a n c h e I L De la ligne et des angles. 
P l a n c h e I I I . Des surfaces. 
P l a n c h e I V . Génération par le t r iande . ) „ . ^ .. 

^ , , ^ , f } Exercices et apphcations. 
P l a n c h e \ . Generation par le carre. ) 
P l a n c h e VI. Application de la perpendiculaire et de la diagonale. 
P l a n c h e VII. Du cercle. 
P l a n c h e VIIL Exercices de la ligne courbe. 
P l a n c h e I X . Ellipses et courbes analogues. 
P l a n c h e X . Polygones réguliers. 
P l a n c h e X L Rosaces. 
P l a n c h e XIL Rapport des surfaces. 
P l a n c h e s XIII et XIV. Mesure des surfaces. 
P l a n c h e XV. Géométrie dans l'espace. (Projections. Intersection des plans.) 
P l a n c h e X V I . Solides. — Développements des polyèdres réguliers. 
P l a n c h e XVII. Suite des solides. 
P l a n c h e X V I I L Mesure des solides. 
P l a n c h e X I X . Courbes d'excentricité. 
P l a n c h e X X . Ombres portées. 
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Arpeniage, Iietèe dfli Flans, XiveUement, Tracé des cartes féograi^biqWi 

P l a n c h e I . 

P l a n c h e H . 

P l a n c h e I I I . 

P l a n c h e I V . 

P l a n c h e V . 

P l a n c h e V I . 

P l a n c h e V U . 

P l a n c h e V I I I . 

P l a n c h e I X . 

P l a n c h e X . 

P l a n c h e - X I . 

P l a n c h e X H . 

P l a n c h e X I U . 

CkioiiKmiiiae. 

Arpentage. ~ Levée des plans. 
Suite de la levée des plans. — Nivellement. 
Suite du nivellement. 
Échelles et instruments de proportion. 
Dessin topographique. 
Dessin cosmographique. 
Sphère armillaire. 
Mappemonde. 
Projection verticale du globe terrestre. 
Projection horizontale. 
Projection polaire. — Développement conique. 
Théorie et projection des cartes plates. 
Gnomonique. 

T R O I i S i È l f l E P A R T I E . 

Architecture, tracé des Voûtes, des Escaliers et des Vases. 

Des cinq ordres d'après Vignole. 
Détails d'architecture. 
Colonne torse, frontons et chambranles. 
Volute ionique. 
Ornements d'architecture. 
Plan, coupe et élévation d'un édifice. 
Coupe des pierres. — Tracé des voûtes. 
Suite de la coupe des pierres. — Tracé des ogives. 
Charpente. — Assemblages. 
Escaliers. (Plan et élévation.) 
Tracé des vases. 

9 1 J A T M £ ] f I £ P A R T I E . 

Bessin linéaire appliqué à Tindustrie. — Études de Iiavis et de Perspective. 

P l a n c h e L Développement des surfaces. 
P l a n c h e II. Pénétration des solides. 
P l a n c h e IH. Vis , serpentin et vis sans fin. 
P l a n c h e IV. Engrenages, cycloïde, épicycloïde. 
P l a n c h e V. Roue d'angle. 
P l a n c h e VI. Théorie de la perspective. 
P l a n c h e s VII et VIII. Pespective des plans. 
P l a n c h e s IX et X . Pespective des élévations. 
P l a n c h e XI. Perspective des plans inclinés. 
P l a n c h e Xn. Application des points de fuite. — Réflexion dans Teau. 
P l a n c h e XIII. Perspective des ombres portées. 
P l a n c h e s X I V et X V . Études de lavis. — Complément des points de fuite. 
P l a n c h e XVI. Théorie des ombres. — Perspective aérienne. 

P l a n c h e I. 
P l a n c h e n. 
P l a n c h e m. 
P l a n c h e IV. 
P l a n c h e V. 
P l a n c h e M. 
P l a n c h e VU. 
P l a n c h e vin. 
P l a n c h e IX. 
P l a n c h e X. 
P l a n c h e XI. 

Paris.—Imprimerie de GAUTIIIER-YILLARS. qaai des Aasastios, S&. 
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m LA T H É O R I E D E S T A V T O C H R O N E S ( M ; 

P A R M . H . R E S A L . 

1 . Théorie générale, — On dit qu'une courbe fixe est 
taulochrone lorsqu'un point matériel m, soumis à l'action 
d'une force extérieure variable en grandeur et en direction 
suivant une loi donnée, qui est assujetti à décrire cette 
courbe, arrive dans le même temps en un point déter-
miné A^, quel que soit le point de départ Ao ou pour 
lequel la vitesse est nulle. 

Pour plus de simplicité, nous supposerons la masse 
du mobile égale à l'unité. 

Nous ne considérerons (2) que le cas où la force extérieure 
dérive d'un potentiel d'une seule variable potentiel 
que nous représenterons par 

- / ( X ) -

Soient les valeurs de y en Ao, Â ^ ^̂  la vitesse 
du mobile arrivé en un point A correspondant à y j s 
l'arc A A i . Nous avons 

ds 
' - - d t 

et, d'après le principe des forces vives, 

( ' ) Extrait du Cours de Mécanique de VÉcole Polytechnique. 

(2) C'est à M. Puiseux {Journal de Mathématiques pures et 

appliquées, t. IX, i844) que l'on doit la méthode qui sert de base à 
la théorie que nous allons exposer; on trouve dans le Cours de Méca-

nique de Sturm, publié en 1868 par M. Prouhet, l'application de cette 
méthode, mais seulement dans le cas particulier de la pesanteur. 

Ann. de Mathémat., 3® série, t . II. (Novembre i883.) 3 l 
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on déduit de ces deux formules la suivante : 

Si t désigne la durée du trajet AoA<, nous avons 

/

^•i ds 

. ,,, v//(Xo) - / ( X ) 
ou 

--4 
sJrtJr 

ds 

0) - = S = ^ y , 
v/Wx. v//(xo)-/(x) 

Il nous faut maintenant exprimer que cette durée est 
indépendante de y . A cet effet, en désignant par h une 
constante et par x une nouvelle variable que nous sub-
stituerons à y , nous poserons 

d'où 

(3) = 

avec les conditions 

(4) pour / = 

(4') x=h pour X = 

Lorsque, en général, une courbe est donnée par deux 
équations entre trois variables, deux de ces variables 
peuvent s'exprimer au moyen de la troisième, et il en est 
par suite de même de l'élément d'arc. Nous pourrons 
donc poser . 

(5) dsr=r^{x)dx, 

et la formule (i), eu égard à la relation (3), devient 

-kf x 
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Remplaçons maintenant x par une nouvelle variable 
u définie par la relation 

( 7 ) x = uh. 

En remarquant que u = i pour x = h, Téquation (6) 
devient 

(8) 
/2J0 VI— ^ y y/(l—u)u 

Or, comme c'est la valeur de h qui définit la position 

du point de départ, il nous reste à exprimer que ^ = o, 

ou que 

r ' r ^uh i i ^ i ^ ^̂ ^̂  = o. 
Jo L' J \/u{l—u) 

Mais, si Ton attribue à/mne valeur suffisamment petite, 
tous les éléments de cette intégrale seraient de même 
signe et leur somme ne serait pas nulle. Il faut donc que 
cliacun d'eux soit nul ou que Ton ait 

ou 

do{x) _ _ I dx 

o(x) ~~ 2 ¿p ' 

d'où, en intégrant et désignant par C une constante, 

ou encore 

sjx 

La formule ( 5 ) devient alors 

ds — o{x)dx — G^ ' sjx 
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Si l'on remarque que ^ = o pouro: == o ou pour y = y ,̂ 

on trouve, en intégrant, 

5 — OtC/a? 
ou 

(9) 5:=2G//(X)-/(XI). 

On déduit de là 

(.0) 

ou 

Si Fc désigne la composante tangentielle de la forme 
extérieure, on a, en se rappelant que ds est négatif, 

d'où, en vertu de la formule (i i), 

" - / • ' x . f - â -

Mais on sait que 

F 

(12) 

Nous avons donc finalement l'équation 

d^ s s 
dp 2 C2 

qui n'est autre chose que celle du mouvement du pen-
dule lorsque l'amplitude de ses oscillations est très 
petite. Il est donc inutile de remonter à l'équation (8) 
pour avoir la valeur de t , qui est la suivante : 

- r-7^, TTG 

L'équa tion ( i o) est l'équation générale des tautoclirones 

dans le cas spécial dont nous venons de nous occuper. 
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Mais ds s'exprime généralement au moyen des diilé-

rentielles de trois variables, dont l'une sera.y^ si Ton veut 
et dont nous représenterons par z et ^ les deux autres. 
Le problème est donc indéterminé, puisqu'il faut pour le 
résoudre se donner une relation entre les trois variables. 
On voit ainsi que, dans le cas d'un potentiel d'une seule 
variable, il y aura une infinité de tautochrones dont une 
au moins sera plane. 

2. Taiitoclirone dans le cas de la pesanteur, — Soient 
^ la hauteur du mobile au-dessus du point d'arrivée^ 
on a 

et la formule ( 9 ) donne 

Si la courbe est comprise dans un plan vertical, elle 
sera, d'après cette équation, une cycloïde dont la base 
est horizontale. En enroulant le plan de la cycloïde sur un 
cylindre vertical quelconque, la courbe résultante sera 
toujours une tautochrone. On voit ainsi qu'il n'y a qu'une 
seule tautochrone plane, mais qu'il y a une infinité de 
tautochrones à double courbure. 

Si le mobile est assujetti à rester sur un plan fixe, 
incliné de l'angle i sur l'horizon, la tautochrone sera 
encore une cycloïde^ puisque, dans ce cas, il est soumis 
à l'action d'une force, ¿"sini, dont la direction est con-
stante. 

3. Tautochrone plane dans le cas d'une force attractive 
émanant d'un centre fixe et proportionnelle à la 
distance à ce centre, La distance r du mobile au centre 
fixe O devra être substituée à la variable générale y , et 
iiest évident que la fonction/(r) sera proportionnelle à r-. 
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L'équation ( 9 ) peut donc, en désignant par K une con-

stante, se mettre sous la forme 

( 1 2 ) — 

De cette équation on déduit la suivante 

0 3 ) 

dont le premier membre représente la sous-normale po-

laire. 

Si 0 désigne l'angle formé par r avec un axe fixe Ox 
partant de l'origine O, on a 

ds 
y dl d r ~ \ dr^ ^ ' 

et la formule précédente donne 

en prenant le signe -f- ou le signe — selon que r croît 

ou décroit. Sans nous arrêter à discuter cette dernière 

formule, nous nous bornerons à faire remarquer que, si 

I® K - I, le rayon r est limité et la courbe est comprise 

entre deux cercles de centre O ayant pour rayons r̂  

et K^ = i , le lieu se réduit à une droite et 

Ton retrouve ainsi une propriété connue ^ 3® K^ ^ i , le 

rayon vecteur r croit indéfiniment et Q devient infini 

avec lui ; la courbe est alors une spirale formée de deux 

brandies symétriques qui s'éloignent indéfiniment du 

centre d'attraction. Si dans cette dernière hypothèse 

est nul, on a, en désignant par M une constante, 

r = Me S/AS—I, 



( 487 ) 
équation d'une spirale logarithmique dont l'origine est 
le point d'arrivée. 

Revenons maintenant à l'interprétation géométrique, 
que nous avons donnée plus haut, de la formule (i3). 
Soient A [fig, i) un point quelconque de la tauto-

Fig. I . 

chrone ; r son rayon vecteur O A ; AI la normale en ce 
point 5 OI la sous-normale polaire. La formule précitée 
revient à la suivante 

(i5) K,Ol = s/r^-r\, 

Décrivons du point O comme centre, avec un rayon 
quelconque R', une circonférence qui viendra couper en 
C la direction de AI et désignons par l'angle ACO. La 
formule (i5) se transforme dans la suivante : 

(i6) KR'sin^ = 

d'après laquelle on voit que l'on doit avoir ^ = o pour 

Supposons que le lieu des points A soit la trajectoire 
d'un point déterminé du plan d'une courbe qui roule sur 
la circonférence de rayon R'; pour la position A du point 
décrivant, le contact aura lieu en Gr Soit p — AC le rayon 
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vecteur de la courbe roulante rapportée au pôle relati-

vement fixe A 5 on a 

r2 — — R'/> cos 
par suite 

en désignant par pi la valeur de p correspondant à /' = / ^ 

ou à A = o. Nous avons ainsi 

2̂ _ — 2R'(/> cos — Pi). 

Portant cette valeur dans l'équation (Î6) et résolvant 

par rapport à cos^, on trouve 

=b ( I — K2 ) -i- ( 2 — 2 R>1 -4- K2 R'2 ) K2 
(17) 0054̂ =:̂  K2R' 

Admettons qu'il soit possible de profiter de Tindétermi-
nation de R' pour annuler le second terme sous le radical ̂  
nous aurons 

( i 8 ) 

ce qui exige q u e K ^ i -, en admettant qu'il en soit ainsi, 

la formule (17) se réduit à la suivante 

(19) 

Pour que l'on ait cos^ = i pour p = il faut que 

les mêmes signes se correspondent dans les deux équations 

(18) et (19), et alors cette dernière devient 

(20) C0SlL=--. 
Pi 

On voit ainsi que A se trouve sur une circonférence 

décrite sur CB ps comme diamètre. Le lieu de A sera 

donc l'une ou l'autre des deux hypocycloïdes, engendrées 

par un point de la circonférence ci-dessus roulant sur les 
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circonférences ayant O pour centre et pour rayons les 
racines de Féquation (i8). La première de ces racines 
est supérieure à la seconde lui est inférieure, comaie 
on le reconnaît en la mettant sous la forme 

Pi 
n-V^i —K2 

Si K ~ 1, on a Tí' — Piles deux circonférences fixes 
se confondent en une seule et il est visible que le lieu 
du point A se réduit à la droite de de Lahire. 

Considérons maintenant le cas où K est supérieur à 
l'unité et déterminons R' de manière à rendre minimum 
le second terme sous le radical de l'équation (17). 

Nous trouvons ainsi 

IV = g , 

Pi 
La dernière de ces formules peut s'exprimer ainsi 

(28 ) cos'-p = 37 dz X v^i— 

en posant 

Pi 
et Ton en déduit 

¿¿COS'J' == qz -— ^ dx, 
\ yji — x^) 

Or, à partir de x = i , (ijc est négatif-, costj>, qui était égal 
à l'unité, doit décroître ; le signe supérieur du radical 
dans les formules (22) et (23) doit donc ainsi être rejeté. 

Quoi qu'il en soit, on voit que p et, par suite, la 
courbe roulante seraient limitées, tandis que nous avpns 
vu plus haut que, pour K > i, le lieu de A était illimité, 
ce qui paraît paradoxal. 

Mais nous ferons remarquer que le mode de généra-
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tion (lu lieu P P " [fig. a ) de A, par le roulement d'une 
courbe sur la circonférence O de rayon R', n'est réali-
sable que pour une partie limitée de ce lieu. On voit en 
eifet que le contact de roulement C est déterminé par 

Fig. 2. 

l'intersection de la circonférence ci-dessus avec la nor-
male en A à FP^'. Soient A', M' les positions de A pour 
lesquelles les normales à P'P^' sont tangentes en C , Q" à 
la circonférence. Il peut arriver que les normales menées 
en dehors de Èi!A!' ne rencontrent plus cette circonfé-
rence, et alors le mode de description admis du lieu de A 
ne sera plus admissible pour A'P' et et c'est ce 

qu'il fallait expliquer. 

4. Taatoclirone plane dans le cas d'une foi^ce ré-
pulsive émanant d'un centre fixe et proportionnelle à 
la distance de ce centre. — Il est évident [fig- 3) qu'au 
lieu des formules (12) et (i3), (16), nous avons les 
suivantes : 

(M) 

ii5) 

(26) KR' sin = i ^ r l - r K 

rdr 
"di 



( 49« ) 
De plus, on voit que 

ri 

alors réquation ( 26) donne 

( 2 7 ) = ' 
K 2 R ' 

En égalant à zéro le second ternie sous le radical, on 

trouve 

en supprimant la racine négative qui n'a aucune signi-

Fig. 3. 

fication, et la formule (27) donne, en se rappelant que 

l'on doit avoir tj; = o, pour p ^ p ^ ^ 

COSTL R= 

Pi 

On voit donc que dans tous les cas la tautochrone sera 

une épicycloïde décrite par un point de la circonférence 

ayant pour diamètre roulant sur la circonférence fixe 

de rayon R'. 
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5. Taatoclirone dans un milieu dont la résistance est 

proportionnelle au carré de la vitesse. — Si nous con-
servons les notations du n® 1, et si nous désignons par 
h le coefficient de résistance du milieu, le principe des 
forces vives donne 

en se rappelant que ds est négatif. On tire de là 

2X: p2 ^̂ lAZ — o-
ds ds 

équation linéaire en dont l'intégrale est 

d'où 

et 

( 2 8 ) 

dt ^ 

^Xo 

e-^^ds 

/ 

]Nous remarquerons que l'on a 

dt^ Jl, Jl, 

Posons 

(29) r e-^^^d/ix). 

e-^^ ds = 

X étant une variable que nous substituerons à y^ nous 
aurons x = 0 pour y = y^ et x = h pour y = y^. 
L'équation (28) devient 
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et prend ainsi la meme forme que lorsqu'il n'existe pas 
de milieu. On est donc conduit à poser, en désignant 
par C une constante, 

( 3 i ) 

ou 
Cdx 

e ds = 
^ X 

Comme on a 5 = o pour -/ =.-/ ^ ou pour x en o, il vient, 
en intégrant, 

— 0 = 

En élevant au carré et remplaçante par sa valeur (29), 
on trouve 

* ïi 

Si nous diiFérentions, nous trouvons 

I 

En intégrant maintenant et remarquant que v — o 

pour y = y p il vient 

pour l'équation générale des tautoclirones. 
On remarquera que T a la même valeur que dans le 

vide, en vertu de la formule (î6) et de l'expression (17) 
de la fonction et il est facile de démontrer que la 

composante tangentielle de la force 

est proportionnelle à 5. 
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RÉSOLliTIOB) lYim ÉQUATION INDËTERM1!^Î E ; 

PAU M . S . R É A L I S , 

Inirénieur à Turin. 

Soit proposé de résoudre, en nombres entiers, l'é-
quation indéterminée 

^ nxy — nj2 — j ̂  

dans laquelle n est un entier donné. 
On s'assure facilement, par la substitution directe, 

que si une solution particulière est donnée par l'égalité 

on arrivera à une nouvelle solution au moyen des 
formules 

( y = ( / i - f - 2 ) a — 

en admettant que n est diiïérent de — i et de — ?.. 
Cette solution, cependant, n'en produit pas d'autre, 

vu que, en y appliquant lesmemes formules, on retombe 
sur les valeurs o: = a, p. Mais la nature même de 
l'équation nous conduit à assigner une troisième solution 
distincte de la première et associée à la seconde, après 
quoi la continuation du procédé donnera naissance à une 
infinité de solutions subséquentes. 

D'après cela, les valeurs initiales a = i, ^ = o ayant 
amené les valeurs x = H- i , = « -f- 2, résolvons 
l'équation par rapport à l'inconnue x , après y avoir fait 
Y = n -h 2. Il nous viendra 

^ _ ni n -f- ^ n -̂f- 4n -r- 2 
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OÙ le signe supérieur correspond à la solution précédente, 
tandis que le signe inférieur nous met en présence de la 
solution associée 

i X = — {n'^ 3 Jl -f-1), 
\ y = n-^ 

ou, en changeant les signes de .r et de ce qui n'altère 
pas le résultat de la substitution dans la proposée, 

i X = 3 n ^ I, 

( y — 

De celle-ci, par les memes formules, dérive une 
nouvelle solution, accompagnée d'une autre qui lui est 
associée, et ainsi de suite. 

Remarque. — Ecrivons les valeurs successives de x 
comme il suit : 

I, 
x=i = i — Jl, 

== I -f- 6 ^ 5 - h 

lOJi-^ I ) Jl--t- y ji'^ Jl'*, 
Xc, — I — [5/2 — 3 5 2 8 Ji'^ -h gji''— Jv\ 

où le terme indépendant de n est partout égal à l'unité. 
Nous reconnaîtrons aussitôt que les coefficients de n sont 
donnés par la suite des nombres triangulaires; ceux de 
7z- par la suite des nombres figurés du quatrième ordre ; 
ceux de n̂  par la suite des nombres figurés du sixième 
ordre, etc. On est conduit à conclure de là que l'on doit 
avoir, en général, 

{a — \)a {a — o^iia — i^aia-^i) ^ Xa — ^ n — — n^ 
•2 2.3.4 

( a —3K<5f — 2 ) . . . ( a - 4 - 2 ) . ^ , 
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le coefficient de n^ étant 

. .{'xk ~\).ik 

et c'est ce qui a lieu en effet \ la vérification est facile, et 

nous ne nous y arrêterons pas. 

Quant aux valeurs de on observera d'abord que, 
par la méthode même, chaque valeur d'indice impair est 
égale et de signe contraire à celle qui la précède, d'indice 
pair; c'est-à-dire que Ton a constamment 

11 ne sera pas difficile d'établir ensuite la formule 

générale 

[a — {a — o^fia — i). . .(«r.-h 2) „ 
= " ^ ^ r : ^ — " + ^ 

•2.3.4.0.6.7 

pour toute valeur paire de l'indice a. On voit ici appa-

raître, comme coefficients des différentes puissances de 

7Z, les nombres figurés d'ordre impair, de même que les 

nombres d'ordre pair se sont présentés dans l'expression 

de Xa- Le coefficient de /î , dans ja^ est 

(a — k){a — k i ) ( a — k - i - 2 ) . . . ( a - h k ) 

Signalons la relation 
J'a y a—ï — 

qui a lieu pour toute valeur paire de a, et d'où l'on 

déduit 
Ĵ 'rt = -i- -i- • • • -i- ^a-

Cette formule nous reproduit (d'après la sommation 
connue des séries relatives aux nombres figurés) l'ex-
pression ci-dessus d e j a en fonction de 72. 
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Nous ajouterons, en terminant, que l'équation qui 
vient d'être traitée est un eas particulier d'une classe 
d'équations appartenant à la forme 

ax'^ -t- bxy -+- cy'^ ~ /¿, 

et dont la résolution s'obtient par des moyens analogues, 
sans avoir recours aux méthodes générales. 

SUR L E S P R O P R I É T É S S E G M E N T A I U E S Dl) T R I A N G L E . 

SOLUTION DU PROBLÈME GÉNÉRAL : MENER PAR LE SOMMET D'UN 
TRIANGLE UNE DROITE QUI DIVISE LE COTE OPPOSÉ EN SEGMENTS 
PROPORTIONNELS AUX PUISSANCES DES COTÉS ADJACENTS, 

P A R M . MAURICE D ' O G A G N E , 

Elève ingénieur des Ponts et Chaussées. 

La bissectrice divise dans le triangle le côté opposé 
en parties proportionnelles aux côtés adjacents ; la ligne 
que nous avons ^pelée symédiane c'est-à-dire la 
droite symétriquJle la m é̂diane par rapport à la bissec-
trice, divise le côté opposé, ainsi que nous l'avons 
démontré, en parties proportionnelles aux carrés des 
côtés adjacents. Nous avons été ainsi amené à nous poser 
le problème énoncé dans le sous-titre de cette Note, et à 
essayer de le résoudre par une construction géométrique 
directe. 

Nous avons tenu d'ailleurs à ce que notre solution fût 
purement géométrique et élémentaire. Elle est tout 
entière contenue dans le théorème général que voici et 
qui, croyons-nous, n'a jamais été remarqué : 

T H É O R È M E . — Si la droite A X , issue du sommet A 

C) Nouv. Ann., 3® série, t. II, p. 45o. 
Ann.de Mathémat., 3« série, t .U. (Novembre i883.) 32 



( 498 ) ̂  

d'un triangle, divise le côté opposé BC dans le rapport 
n 

^ ~ —? si le point Xi est le symétrique du point X 
^^ AG 

par rapport au milieu M du côté BC, enfin si la 
droite AY est symétrique de la droite AXi par j^apport 
à la bissectrice AE de Vaiigle BAC, cette droite A Y 

/l+2 
YB AB divise le côté BC dans le rapport ^^ = 
Y G -

Soient 

Xi P et X i Q les perpendiculaires abaissées du point X| 
sur les côtés AB et AC ; 

YU et YV les perpendiculaires abaissées du point Y sur 
les memes côtés ^ 

AH la hauteur abaissée du sommet A. 

Nous avons 
V _ ^ _ 

AU ~ AB ' AH ~ AC ' 
Donc 

_ X , B . A G 
XiQ ~ Xit^.AB 

ou, puisque X^ B = XC et Xi C = XB, 

\ i P _ XG.AC _ ÂG 
\ , Q - X B . A B -

La droite A Y étant sj^métrique de AX^ par rapport à 
la bissectrice AE de l'angle BAC, on a 

Ylî X i Q A B 

YV Xî P ' 

YU YB Y\ YC 
et c o m m e ~ XB' ÂTÎ "\G' ^̂ ^ ^ aussi 

YU _ YB.AG , YB.AG _ AB 
YV ~ Y G . A B ' YC.AB ~ 
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et , par su i te , 

n (- 2 
YB AB 
Y C - ^ - • 

Corollaire. — Le théorème précédent permet de faire 
dériver géométriquement la droite issue du sommet A, 

qui divise le côté BC dans le rapport delà bissec-

trice ou de la symédiane, suivant que n sera impair ou 

pair, puisqu'il permet de faire croître l'exposant n de 

deux en deux unités. 

Remarque L — Le théorème peut être pris à l'inverse 
et permet alors d'étendre la construction au cas où l'ex-
posant n est négatif, c'est-à-dire où les segments sont 
inversement proportionnels à des puissances données des 
côtés adjacents. 

Remarque II. — Il résulte de la démonstration que, 
n+2 

. YB AB 
SI Yc = ' ^ 

^̂ ^ AC 
YU AB 

* ^ AC 

on voit par là que le théorème précédent permet aussi de 
diviser l'angle BAC en deux parties dont les sinus soient 
proportionnels à des puissances données des côtés adja-
cents. 

Remarque I I I . — 11 est bien clair que les trois droites 
issues respectivement des trois sommets et divisant les 
côtés opposés proportionnellement à la même puissance 
n des côtés adjacents concourent au même point. 

Ce point est tel que ses distances aux trois côtés sont 
proportionnelles aux puissances n — i de ces côtés. 

Il se confond avec le point pour lequel la somme des 
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puissances des distances aux trois côtés du triangle 

est minimum. 

C O N C O U R S D'ADMISSION A L ' É C O L E C E N T R A L E EN 1 8 8 1 , 
SECONDE SESSION 

( voir 3* sér ie , t. I, p. 3G5 ) ; 

S O L U T I O N D E M . A L F R E D G H A M B E A U , 

Élève du Lycée Condorcet. 

On donne une paraboleipx^ rapportée à son 
axe et à son sommet, et un point P(a, p) dans le plan 
de la courbe : 

Démontrer que du point P on peut, en général, 
mener trois normales à la parabole ; former V équation 
du troisième degré qui donne les ordonnées des pieds 
B, C de ces normales ; 

Démontrer que chacune des deux courbes 

x y H- (/? — a ) 7 — ^ o, 

passe par les quatre points A, B, C, P et trouver V é-
quation générale de toutes les coniques passant par ces 
quatre points ; 

3® Chacune de ces coniques coupe la parabole 
donnée aux trois points fixes A, B, C et en un qua-
trième pointld'^ trouver les coordonnées du point D^ 

4° Par le sommet de la parabole donnée, on ima-
gine deux droites parallèles aux ûsjmptotes de Vune 
quelconque des coniques précédentes ; on mène la droite 
joignant les points d'intersection de ces deux droites 
avec la conique, et on la prolonge jusqu ci sa rencontre 
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avec la parallèle DD' menée à ï axe de la parabole 
par le point D ; 

Former et discuter le lieu de ce point de rencontre. 

I® L'équation de la parabole est 

(i) 

celle de la normale 

La normale devant passer par le point P(a, on a 
la condition 

Les points d'incidence sont à l'intersection de la pa-
rabole avec l'hyperbole équilatère ayant pour équa-
tion 

( 2 ) xy — = 

il y a ordinairement trois points d'intersection, et par 
suite trois normales. Si l'hyperbole est tangente à la 
parabole, il n'y a plus que deux solutions; enfin, d'après 
la position même des deux coniques, il y a toujours un 
point réel d'intersection. 

Cherchons l'équation aux ordonnées des points d'in-
cidence : éliminant x entre les équations (i) et (2), on 
obtient 

( 3) — a ) j — o, 

équation du troisième degré qui montre qu'il y aura 
ordinairement trois solutions; elle a d'ailleurs toujours 
une racine réelle. 

La condition pour que cette équation ait une racine 
double est, après simplification, 
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C'est le lieu des points P par lesquels on peut mener 
deux normales à la parabole, c'est la développée de la 
parabole ; cette courbe divise le plan en deux régions : 
dans l'une on a 

et l'on ne peut mener par un point qu'une normale à la 
parabole; dans T autre on a 

et l'on peut mener d'un point trois normales à celte 
courbe. 

L'équation 

( 4 ) -t- — — xctx = o 

représente une ellipse, et elle résulte de l'élimination 
de p entre les équations (i) et (2), car de l'équation (1) 
on tire 

y2 

remplaçant p par ^ dans l'équation (2 ), on a 

y (y^ -F 2 — p J — 2 a ) — o, 

équation qui donne r = o, axe des x , et 

-2x'^ — ^y — lOLX = o, 

résultant de la combinaison des équations (i) et (2). 
Cette équation représente une conique passant par les 
points d'intersection de la parabole et de l'hyperbole 
équilatère, c'est-à-dire par les pieds des normales me-
nées du point P ; on vériiie de même facilement que le 
point P est sur cette ellipse. 

11 suit de là que l'équation générale des coniques pas-
sant par les quatre points A, B, C, P est 

( 5 ) xy -î- {p — 0L)y — p ?j -T-I( y - ^ y — 2olx) = o. 
i 
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3® Nous savons que les coniques rcprésenlées par 

l'équation (5) coupent la parabole aux points A, B, C. 

Cherchons les coordonnées du quatrièiue point d'inter-

section D : l'équation aux ordonnées de ce point s'obtient 

en éliminant x entre les équations (i) et (5), ce qui 

donne 
[73 (/? - a)7 ~ 2/>2 p I 

OU 

et, par suite, les deux équations 

_ A ) 7 — 2/?2 P O, 

correspondant aux trois points A, B, C, p=^o 

= — y ? ordonnée du point D. Son abscisse, tirée 

de l'équation (i), est 

L'équation (5) ordonnée est 

( 6 ) X ^ xy x'^{p — a — — aXaa?— 

l'équation donnant les directions asymptotiques est 

( 7 ) x y = o. 

En retranchant ces deux équations membre à membre, 

on a 

(8) = 

C'est l'équation de la droite passant par les points d'in-

tersection de la conique et des directions asymptotiques. 

La parallèle à l'axe de la parabole passant par le point D 

a pour équation 

(9) 
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Eliminons A entre les équations (8) et (9), nous aurons 
réquation du lieu demandé 

2/)a 
^ CL—p 

équation d'une parabole ayant même axe et même som-
met que la parabole donnée. 

Note. — La même question a été résolue par MM. Moret-Blanc et 
Séquestre, Maître-Répétiteur au Lycée d'Angoulème. 

CONCOURS D'ADMISSION A L ' É C O L E P O L Y T E C I I M O U E EN 1 8 8 2 ; 

S O L U T I O N A N A L Y T I Q U E DE M. A . H I L A I R E , 

Professeur au lycée de Douai (' ). 

On donne deux cercles se coupant aux points A et 
B. Une conique quelconque passant par ces points et 
tangente aux deux cercles rencontre l'hjperhoie équi-
latère, qui a ces points pour sommets, en deux autres 
points C et D : 

Démontrer que la droite CD passe par un des 
centres de similitude des deux cercles donnés: 

Si ion considère toutes les coniques qui, passant 
par A et B, sojit tangentes aux deux cercles, démon-
trer que le lieu de leurs centres se compose de deux 
circonférences E et F ; 

Soit une conique satisfaisant à la question et ayant 
son centre sur l'une des circonférences E oẑ  F ; démon-
trer que les asymptotes de cette conique rencontrent 
cette circonférence en deux points fixes situés sur V axe 
radical des deux circonférences données. 

C) Une solution géométrique a été donnée dans le numéro d'août 
188). 
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Préliminaires. — Je prends pour équations des 
deux cercles donnés 

- f - ¿ , 2 _ o OU (.r — -4-j2 — ^2 ¿,2 — 2̂̂  

ou {x a'fy^ — a'^b"^ = r'^. 

La conique devant passer par les points A et B et être 
tangente à chacun des deux cercles, son équation peut 
être mise sous l'une des deux formes suivantes : 

x'^—iax — [ ( ¿ r — a ) cos a - i - j s i n a — r ] = o, 

ia' X -Hjr^— b'^— Vx[{x a') cos a'-h j sin a ' — = o(i), 

ou, en développant, 

— X cos a) —xy\ sina -+-y'^—x{ia — \a cos a — X r ) — 

x \ i — X ' c o s a ' ) — . r j X ' s i n X V c o s a'-i-X'r')—¿>2 —o. 

Ces deux dernières équations représentent une même 
conique^ les termes en j - ont le même coefficient, les 
termes indépendants sont égaux ^ donc les autres coeffi-
cients doivent être égaux. 

(1) I — X cosa 1= I — X'cosa', 

(2) X sin a = X'sina', 

( 3 ) X ( a cos a -f- r ) — 2 a = 2 a ' X' ( — a ' cos a' ). 

Les équations (i) et (2) donnent tanga'= tan g a, ce 
qui fait deux cas à distinguer. 

Premier cas : c/! = a. 
T étant le point de contact de la conique avec le pre-

mier cercle, et T̂  avec le second, 
T ' est homologue de T, la droite TT' passe par le 

centre de similitude externe des deux cercles. 
On a 

cos a ' = cos a et X ' — X . 

( ' ) a et a' sont les angles que forment avec l'axe des x les rayons 
menés des centres des deux cercles à leurs points de contact T, T' 
avec la conique. 
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Deuxième cas : a' = a ti. 
T étant le point de contaet avec le premier cercle, 

et T" avec le second, T^'est diamétralement opposé àT^ 
La droite TT̂ ^ passe par le centre de similitude interne 
des deux cercles donnés. 

On a 
cosa ' r= — c o s a et = — X. 

En résumé, )/ = d= A avec cosa'=:±: cosa, les signes 
allant ensemble. 

La relation (3) devient 

lia c o s a r) — ia 

= 2 a ' =fc X ( i p a! cos a ) = ia' — \a' cos a dz X r ' , 

d'où 
2 ( a -f- a ' ) 

X 
( a -h a ' ) c o s a H- r i f 

et, parce que al est égal à la distance à des deux 
centres. 

d cos a — zjz r " 

/• — correspond au premier cas, et r -f- r' au deuxième. 

Déterndnation du genre de la conique représentée 
par l'équation 

— X COS a) — sin cc 

— x{ia — \a c o s a — \ r ) — ¿>2 — o. 

On a 

X^sin^a — 4( i — ^ c o s a ) 

= X2(i — cos^a) — 4(i — X c o s a ) = X^— (2 — X cosa)2, 

et, en remplaçant \ par ^^ il vient ^ ^ ^ d COS a 4- r qz r 

( rf COS a H - r zp r 

Or, les deux cercles se coupant par hypothèse, on a, à 
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la fois, 
d ^ > ( r — r ' y e t d^ < : ( r r ' y . 

Donc, dans le premier cas, l'équation représente des 
hyperboles et, dans le deuxième, des ellipses. 

1. L'hyperbole équilatère, dont les sommets sont A 
et B, est représentée par 

En retranchant membre à membre les équations 

et 

X-— lax -h— b^— — a) cos a - f-r sin a — r ] = o, 

et supprimant le facteur x , on a, pour l'équation de la 
corde commune CD, différente de AB, 

•i{x — a) — -- a ) cosa H - J s i n a — r] = o . 

Si Ton fait = o, on a 

X — a = r , 
2 — A cos a 

e t , e n r e m p l a ç a n t X p a r -j — i l v i e n t 
' 1 ^ i ci cos a -F r zp r 

~dr X — a = 
r q= r 

Premier cas : x— ¿z — ' droite CD passe par 

le centre de similitude externe de deux cercles. 

Deuxième cas : x — a= \ CD passe par le centre 

de similitude interne. 

2. Lieu des centres des coniques représentées par 
V équation 

— rt)cosa-f-jsina— r] = o. 
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Les d é r i v é e s d u premier membre de celte équation 

étant 

f'^ =z — a) — \ [(5? — a) cos a -4-JK sin a — — \x cosa , 

f y = : i y — X sin a, 

les coordonnées d'un centre satisfont aux équations 

i{x — a) — A [ (^ — « ) cosa -hjKsina — r] — \x cosa = o 

ou 
i(x — a) — A\(2X — a) cosa - 1 - j sin a — = o 

et 
— X ^ sin a = o*. 

En remplaçant \ par -, ^^ ces équations de-
^ ^ ^ d cos a -i- r qz r ^ 

viennent 

( 37 — a ) ( c/ cos a -f- /' =p r ) — d\{'ix — a) cos a n - j s i n a — r ] — o, 

y{d Q-OST. -h r qz — dx sin a = o, 
d'où 

dx c o s a -h dy sin a = {x — a){r qz r') -4- dr 

et 

dy c o s a — dx sin a = —JKÎ/' / ')• 

EIevant au carré et ajoutant membre à membre, on a 

= [(¿T — idr{r zp r'){x — a) M- d^-r'^. 

Le lieu des centres se compose donc de deux cercles 
dont on peut séparer immédiatement les équations; le 
premier de ces deux cercles, correspondant à — / est 
le lieu des centres des hyperboles, et le second, le lieu 
des centres des ellipses. 

Dans l'équation précédente, les coefficients sont trop 
compliqués pour qu'on puisse déterminer rapidtmient le 
centre et le rayon de chacun des deux cercles. On les 
détermine facilement au moyen des considérations sui-
vantes. 

D'après les préliminaires, les tangentes aux points T , 
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T', T'̂  sont parallèles ^ donc le milieu de T T ' est le centre 
de Vhjperbole T T ' A B , et le milieu de TT'^ est le centre 
de Fellipse T r ' A B . 

Or les coordonnées des points T, T', T'' sont respec-
tivement 

a H - r c o s a , 7 1 = r s i n a , 

.T2 = — a'-h COSOL, J ' 2 = r ' s i n a , 

= — a ' — r c o s a , 7 3 — — / ' s i n a . 

Donc les coordonnées du milieu de TT ' sont 

a — a ' - h (7^ H- r ' ) c o s a 

'À 
(7' -t- r ' ) s in a 

2 
Il s'ensuit 

La circonférence représentée par cette dernière équation 
est le lieu géométrique des centres des hyperboles. 

De même, les coordonnées du milieu de TT'' sont 

( rt — a ) -4- ( — r ) COS a 
x = : , '2 

(7' — 7-') s in a 

d'où 
a — a'Y 

+ -

équation d'une circonférence, lieu géométrique des 
centres des ellipses. 

3. En multipliant par 2 l'équation de l'hyperbole va-
riable, elle devient 

\ — A COS a ) 

— 2xy X sin a -h 2 r̂  — 2œ\2a — À ( rt cos a h- 7* )] — ib"^ = o, 
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de la forme 

-+- Cr^H- 2D.r - f - F = o; 

et l'équation de l'ensemble des deux asymptotes est alors, 
comme on sait, 

CD2 
-h C 7 2 + j p = o. 

Les asymptotes coupent l'axe des y en des points dont 
les ordonnées s'obtiennent en faisant = o, dans cette 
dernière équation, ce qui donne 

2 _ _ 

M a i s 
D2 — cosa -h- r) — 

id 
ou. en remplaçant \ par sa valeur ^ 

2 <7 c o s a - t - r ) - '¿a 

o s a r — /-' 

fx\dr — a{r — r' 
{ d c o s a -h /•— r')-d cos 7. r- r — r' 

D'ailleurs, on a déjà calculé la valeur de 

(ideosa -f- r -- ' 
donc 

D2 _ ldr — a(r—r')\-^ 
B̂  — A C ~ d-^—ir — r'y^ 

D2 
Cette valeur de , est indépendante des variables i) 

a, X; donc les asymptotes des hyperboles coupent, en 
deux points fixes, l'axe des y , qui est Taxe radical des 
deux cercles donnés. 

Pour savoir quels sont ces deux points fixes, il suffit de 
considérer un cas particulier. Supposons, par exemple, 
que la droite TT ' se confonde avec une des tangentes 
communes aux deux cercles. L'hyperbole T T ' A B se ré-
duit alors aux deux droites TT' et AB ; par conséquent, 
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le point de rencontre de la tangente commune TT' et de 
l'axe radical AB est un des deux points fixes. L'autre 
est le point de rencontre de la seconde tangente commune 
et de l'axe radicaL * 

Note. — Des solutions de la même question nous ont été adressées 
par MM. Moret-Blanc; Ernest Malo, lieutenant du génie à Besan-
çon; L. Blanchard, boursier à la Faculté de Glermont-Ferrand ; Haure 
et A. Goulard, élèves à l'École Normale supérieure; Bertagne, élève 
du lycée de Marseille. 

C O N C O U R S D ' A D M I S S I O N A I / É C O L E NORMALE EN 1 8 5 2 
( voir i " s é r i e , t. XI, p. 32/, ); 

PAR M. L. KIEN, 
Klève du pensionnat Notre-Dame-du-Sarré-Cœur. 

On donne une conique, ellipse, hyperbole ou para-
bole et deux axes fixes qui passent par un foyer et 
font entre eux un angle de grandeur déterminée. On 
fait rouler sur la conique une tangente^ et par les points 
ou cette droite rencontre dans chacune de ses positions 
les axes fixes on mène deux autres tangentes à la 
courbe; ces deux dernières tangentes se coupent en un 
point dont on demande le lieu géométrique. 

Nous prenons le foyer F considéré pour origine, Taxe 
focal pour axe des x et la perpendiculaire à cet axe focal, 
en F, pour axe des j . L'équation de la conique est 

j2 ^ ^ex p = O. 

Soient r — ?nx = o Féquation de l'axe fixe FA, et 

y — 77/r — o l'équation de l'axe fixe FB. 
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L'équation de la tangente mobile AB est 

^(co^cp — e ) - f - J sincp —/? = o ( i). 

L'équatiÔn générale des droites qui passent par A, 

intersection de FA et de la tangente AB, est donc 

coscp — e) -f-jK sincp — H- j — mx) = o 

ou 

(A) ( cos cp — e — /?? À ) a- -f- j ( X -h sin o ) — p = o. 

Il faut maintenant exprimer que cette équation repré-
sente une tangente à la conique. Pour cela, on peut 
l'identiiier avec Féquation .r(coscp'—e) -j-j^ sincp'—p==o 
d'une tangente quelconque, puis éliminer cp' entre les 
deux équations de condition obtenues : on obtient ainsi 
la condition chercliée, qui est 

A' ( I - f - m' ) H- 2 ( sin cp — m cos o)à — o. 

La solution A = o correspond à AB; on la rejette et 
Ton a 

y 2(;?icoscp — sincp) 

1 -h m -

En transportant dans l'équation (A) cette valeur de A, 
on obtient l'équation de la tangente autre que AB, issue 

de A, à la conique. Cette équation est 

\ [(i — 771-) coscp — e(i -h m-) -f- 2 m sincp J^î; 

l [ 2 m coscp — (i — ) sin cp] —p{i-{-m-) = o. 

L'équation de la tangente, autre que AB, issue de B, 

intersection de FB et de AB, sera de meme 

\ [(i — ni'- ) cos cp — ( I -t- m'^) -I- 2 m' sin cp ] ¿P 

\ -f-[2//?/coscp — (I — w ' 2 ) sincp] J — m ' 2 ) o. 

0 9 osi l'angle qiie le rayon vecteur mene du foyer aii point de 
contact fle la tanircntc AB fait avec Faxe des cc. 
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L'équation du Jieu résulte de l'élimina tion de cp 

entre les équations ( i ) et ( 2 ). 
Si Ton ordoiine ces équations par rapport à coscp et à 

sincp, et si l'on résout ce système d'équations par rap-
port à coscp et à sincp, on trouve 

^ _ ( .r -I- /? ) [( I — mm')^ + ( m', -4- m )y J 

{exp)\{m!m\x — {i—mm')y\ 
sm CD = ¿—J^ 1—^ L ^ . 

( x̂  -4- y^ ) ( i -i- nim ) 

Elevons au carré chacune de ces équations et addi-
tionnons; l'élimination est faite et, en chassant immé-
diatement le dénominateur commun, on obtient 

( 1 m m ' y - (x^ - t - = ^ j [( ' — m,m')x h- ( m' -f- m )y]~ 
m '-4- în )x — { ̂  — m m ' ) j]21 

ou simplement 

( i ^ y^-y^ 
— ( ex-^p ( - 4 - ) [( , _ jyijyj! yl ^ ( „1 yi I. 

Supprimant la solution évidemment étrangère X'-j-r- = <> 
qui nous donne l'origine, il nous vient 

(3 ) (r -I- /??7??.')2(.r2-H 1-2 ) (ex - h n - -f- w'2) 

ou 

( I m- ){i w/2) 

équation d'une conique homofocale à la conique donnée, 
et symétrique par rapport à Taxe des x. 

On peut, comme cas particuliers, étudier celui où 

— m, c'est-à-dire celui où l'axe focal F X est bis-

sectrice de l'angle des droites iixes FA, FB données, et 

celui où l'angle de ces droites FA, FB est droit. 
Ann. de a thémn isérie , t. II. (Novembre f8830 33 
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Dans le premier cas, — m = m', l'équation ( 3') devient 

= 

Elle ne présente, d'ailleurs, rien de particulier. 
Dans le deuxième cas, on a i -f- mm' — o, et l'équa-

tion (3) devient 

ou simplement 
{ex o, 

équation qui représente une droite double. 
Cette droite a pour équation 

¿2 
ex p — O ou X — — ^ (elle est parallèle à F Y ) . 

Dans le cas particulier du cercle, c'est-à-dire quand 
^ = o, l'équation (3') devient 

-h 1-2 o, 
{i-^mmy-

équation d'un cercle concentrique au premier, et si 
m = — m'„ cette équation devient simplement 

X- - f- r2 — ^ r^-^Q. 

Le ravon du cercle est égal à 

T -+- /•. 
1 — m^-

Entin, si, dans ce dernier cas de e = o, l'angle des 

droites FA, FB était droit, c'est-à-dire si l'on avait 

î mm' — o 

l'équation (e . r -h/^)-~o obtenue précédemment de-
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viendrait 

= o 

et représenterait une droite rejetée à l'infini. 

C O R R E S P O N D A K C E . 

Extrait d'une lettre de M. d'Ocagne. 

La question proposée dans le numéro d'août sous le 
n" 1463 revient à démontrer ceci : R étant le rayon de 
courbure au point P, h la distance du centre O àla tan-
gente en ce point, d le demi-diamètre conjugué de la 
direction OP, on a 

• Or, cette formule n'est autre que la traduction d'un 
théorème de M. Chasles, auquel j'ai été conduit inci-
demment dans le paragraphe 11 de ma Note, Applica-
tions de Géométrie cinématique plane ^Nouvelles An-
nales, 2® série, t. XIX, p. 264), paragraphe intitulé : 
Sur le centre de courbure de l'ellipse. Au surplus, je 
vais rappeler ce théorème : 

Considérons^ sur la normale à l'ellipse menée par le 
point P, le centre de courbure Q , le pied H de la per-
pendiculaire abaissée du centre O et les points A ei B 
tels que PA == PB = d \ les points Q ei H sont conjugués 
harmoniques par rapport aux points A et B, ou, 
puisque P est le milieu i/e AB, 

R.A. 
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B I B L I O G R A P H I E . 

E X E R C I C E S DE G É O M É T R I E , C O M P R E N A I T L ' E X P O S É OES M É -

T H O D E S G É O M É T R I Q U E S Ct D E U X M I L L E QUESTIO]?IS R É S O -

L U E S ^ p a r F. 1. C. ( T o u r s , A. M a r n e et fils). 

Ces Exercices de Géométrie sont le complément des Elé-

ments de Géométrie du même auteur; ils renferment des 

théorèmes à démontrer, des lieux géométriques à trouver et 

des problèmes à résoudre. 

L 'Ouvrage comprend deux Parties bien distinctes. La pre-

mière traite des Méthodes, la deuxième est proprement le 

Recueil d'exercices. 

(( Les Méthodes constituent la partie la plus importante de 

tout rOuvraj^e, comme elles en sont d'ailleurs la plus origi-

nale. T o u t professeur, tout élève sérieux devrait posséder 

parfaitement ce complément de Géométrie ; car l 'exposition 

des méthodes fait naître et développe les idées générales; elle 

])ermet de rattacher des milliers d'exercices variés à quelques 

types principaux, que l'on rétient sans peine et que l'on ap-

plique avec facilité ( i ) . » 

Afin d'obliger le lecteur à s'assimiler cette première Part ie , 

l 'auteur l 'avertit que les questions données en exemples dans 

les Méthodes sont prises parmi celles proposées aux Elé-

ments; (( |)ar ce moyen, dit-il, on trouve non seulement la 

démonstration ou la solution cherchée, mais on voit à quel 

j^enre il est possible de la rattacher, et quels sont les E x e r -

cices que l'on pourrait traiter d'une manière analogue. » 

Nons n'hésitons pas à le dire, cette première Partie de l 'Ou-

vrage est vraiment neuve et intéressante, elle suppose que 

Tauteur se tient au courant de tout ce qui a été écrit jusqu'à 

nos jours sur la Géométrie. 

H aurait pu écrire de lui ce que dit M. H. Sonnet dans la 

préface de la deuxième édition de ses Premiers éléments de 

(' ) Lxei eires de. Ck'ouietrie. p. ii. 
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Calcul infinitésimal. « Il a fallu faire abnégation d'amour-

propre pour nous réduire au rôle très secondaire que nous 

avons accepté. » On en est, d'ailleurs, assuré quand on lit, 

p. 220 : (( Les méthodes données précédemment pour étudier 

les questions relatives à la Géométrie de position suffisent 

amplement pour traiter les nombreux exercices qui sont 

énoncés dans les Éléments; et néanmoins c'est avec un vif 

sentiment de peine que nous avons dû renoncer à exposer 

d'une manière élémentaire les principales Méthodes mo-

dernes. )) 

Nous partageons ce sentiment de l 'auteur, et nous ne voyons 

pas pourquoi il ne nous donnerait pas un Traité élémentaire 

de Géométrie moderne; ce serait un Ouvrage d'actualité, car 

les méthodes nouvelles tendent à entrer dans les programmes 

officiels. 

Nous nous bornerons à donner les titres des sujets traités 

dans cette première Partie. 

Analyse et synthèse. ~ Lieux géométriques et enveloppes. 

— Emploi des figures auxiliaires. — Transformation des 

figures. — Discussion et extension. — Méthode algébrique. — 

Maxima et minima. 

Nous appellerons toutefois l 'attention du lecteur sur cette 

dernière méthode; l 'emploi de la tangente pour la résolution 

de cette sorte de questions n'avait pas encore, croyons-nous, 

été appliqué d'une façon aussi méthodique et aussi heureuse. 

La seconde Partie comprend les Exercices proprement dits. 

Le classement des questions a été l 'objet d'un soin tout parti-

culier. « Plusieurs questions réputées difficiles ont trouvé place 

dans ce recueil, parce que l'emploi judicieux des Méthodes 

conduit à des démonstrations ou à des solutions remarquables 

par leur simplicité ( >> 

L'auteur ne s'est pas borné aux questions que l'on rencontre 

partout, quiconque lira cet Ouvrage s'en rendra aisément 

compte. 

Nous ne résistons pas au plaisir de reproduire ce passage de 

l 'avant-propos : 

« Nous avons cité les grands géomètres, parce que leur 

illustre nom relève, ennoblit en quelque sorte les questions 

( • ) Exercices de Géométrie, p. v. 
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qu'ils ont traitées; nous regardons, d 'ai l leurs, comme un 

devoir de reconnaissance envers ces illustres mathématiciens 

de rappeler leur souvenir à tous ceux qui bénéficient de leurs 

travaux. 

» Beaucoup de savants moins célèbres, sans nul doute, qu'Ar-

chimède, P a s c a l , Descartes, N e w t o n , Desargues, Ponce let , 

Ghasles, etc., méritent d'autant plus d'être mentionnés qu'ils 

trouvent rarement place dans les dictionnaires bibl iogra-

phiques; en effet, la plupart de ces Ouvrages, dus à des 

hommes de lettres, ne veulent point oublier le moindre ro-

mancier, le moindre utopiste de quelque renom, mais ils ne se 

préoccupent pas au même degré de ceux qui ont voué leur 

existence aux laborieuses recherches mathématiques. 

)) Enfin, à coté des plus grands noms, se trouvent aussi les 

noms, parfois très modestes, de certains auteurs que nous 

avons néanmoins consultés avec profit; nous n'avons pas hésité 

à mettre ces hommes estimables dans le cortège des plus 

illustres géomètres, et nous pouvons même dire que, si nous 

sommes fiers de citer les plus grands mathématiciens, nous 

sommes encore plus heureux de rendre justice à ceux que la 

gloire ne viendra jamais couronner. » 

L 'Ouvrage se termine par un Index biographique et un 

Index bibliographique destinés à faciliter les recherches et 

à rappeler les sources où l 'auteur a puisé. 

H . FAURE, 
Chef d'escadron d'Artil lerie en retraite . 

P U B L I C A T I O N S R É C E O T E S . 

1 . R E V U E MEJXSUELLE D ' A S T R O N O M I E P O P U L A I R E , DE 

M É T É O R O L O G I E E T DE P H Y S I Q U E DU GLOBE, donnant le 
tableau permanent des découvertes et des progrès réa-
lisés dans la connaissance de l'Univers, publiée par Ca-
mille Flammarion, avec le concours des principaux astro-
nomes français et étrangers. — Abonnements pour un 
an : Paris : Départements : Étranger : i4 fr.^ 
Prix du numéro : — La Revue parait le i®"̂  de 



( 5 I 9 ) 

chaque mois. — Paris, Gauthier-Villars, imprimeur-

libraire de l'Observatoire deParis, quai des Augustins, 55. 

S O M M A I R E D U JN'' 8 ( A O Û T I 8 8 3 ) . 

Photographie directe de la nébuleuse d'Orion (i iigure). 

— Les grandes marées au mont Saint-Michel ; par M. C. 

Flammarion ('i f igures). — Disparition de la tache rouge 

de Jupiter; par M. Hiccô, astronome à TObserA^atoire de 

Palerme (i figure). — Les variations périodiques de la tem-

pérature dans le cours de l'année ; par M. Roche, professeur 

au lycée de Montpellier (i figure). — La formation du système 

solaire, d'après Laplace; par M. Philippe Gérigny. — La 

réforme du calendrier ; par M. E. Milloseçich, astronome à 

l 'Observatoire de Rome. — Académie des Sciences : Sur les 

mouvements du sol de l'Observatoire" de Neucliâtel; par 

M. Faye. — Nouvelles de la Science. Variétés : L'éclipsé totale 

du Soleil du 6 mai (i figure). Taches solaires visibles à l'œil 

nu. Bolides remarquables (2 figures). La grande comète de 

1882. Souvenir du passage de Vénus. — Observations astro-

nomiques (2 figures), et Etudes sélénographiques (2 f igures); 

par M. Gérigny. 

S O M M A I R E DU JN'' 9 ( S E P T E M B R E I 8 8 3 ) . 

Le tremblement de terre d'Ischia; jjar M. C. Flammarion 

(3 figures). — VObservatoire du Pic du Midi; par M. le 

Gonlre-Amiral Mouchez, Directeur de l 'Observatoire de Paris 

(i figure). — Taches solaires et protubérances ; ^diV M. Tac-

chini, Directeur de l 'Observatoire de Rome. — Nouvelles 

mesures des anneaux de Saturne; par M. C. Détaillé 

( 4 figures). - - Le Vésuve et Ischia; par M. B.-A. Proctor. — 

Académie des Sciences: Perturbations solaires nouvellement 

observées; par M. L. Thollon (i figure). — Nouvelles de la 

»Sctence. Variétés : La Catastrophe d'Ischia. Éruptions et taches 

solaires. Observatoire de Paris. Explosions solaires. Exemple 

à suivre. — Observations astronomiques {ifi^nvQs) Ql Études 

séléno graphiques (i figure); par M. Gérigny. 

S O M M A I R E DU 1 0 ( O C T O B R E I 8 8 3 ) . 

Curieux phénomènes météorologiques; par M. C. Flam-



marion (3 figures). — Les mouvements sidéraux observés au 

spectroscope, par M. L. Thollon, astronome à l 'Observatoire 

de Nice (3 figures). — Vatmosphère de Vénus (3 figures). — 

Choix d'un premier méridien ; par M. Charles Lemaire 

Teste, Observatoire de Rio-Janeiro. — Les taches du Soleil, 

par M. le colonel Gazan. — Académie des Sciences. Sur la 

possibilité d'accroître dans une grande proportion la précision 

des observations des éclipses de Jupiter; par M. A. Cornu 

(i figure). — Nouvelles de la Science. Variétés : Le cata-

clysme de Java (i figure). Nouvelle comète : retour de celle 

de 1882. Phases de Vénus observées à l'œil nu. Almanach as-

tronomique Flammarion. Taches solaires visibles à l'œil n u . — 

Observations astronomiques (2 figures) et Études séléno gra-

phiques (i figure), par M. Gérigny. 

2 . L a P l a t o o ï y p i e . Exposé théorique et pratique 
d'un procédé photographique aux sels de platine, permet-
tant d'obtenir rapidement des épreuves inaltérables^ 
par MM. Pizziglielli et Hühl; ouvrage honoré de la 
médaille d'or Voigtländer et édité par les soins de la So-
ciété photographique de Vienne. Traduit de l'allemand 
par M. Henry Gauthier-Villars. In-8®, avec figures et 
une belle platinotypie hors texte. 3 fr. 5o. 

T i r a g e s A p a r t . 

Sulle Funzioni interpolari, di G. Peano, assistente di 
Calcolo infinitesimale presso la R. Università di Torino. 

Sull'integrabilità delle Funzioni, di Q. Peano. (Estr. 
dagli Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino.) 
Torino, Ermanno Loescher, librario della R. Accademia 
delle Scienze. <i883.) 
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S O L U T I O N S DE Q U E S T I O N S 
P R O P O S É E S DANS L E S N O U V E L L E S 4 N N 4 L E S . 

Question 1462 
( voir 3* série, t. Il, p. 383) ; 

P a r M . N . G O F F A R T . 

Dans un triangle ABC on a pris le point G sur AB 

et B' sur AC, tels que Vangle C 'CB soit égal à — et que 
g 

/'awg /̂e B'BC soit égal ii — ; démontrer que, si 

G C == BB' , 
le triangle ABC est isoscèle, ( E m i l e L e m o i w e . ) 

Dans les triangles BB'C et CC'B, on a 

B B ' BG GG' BG 
et 

sinG ~ s i n B B ' G s i n B ~~ s i n G G ' B ' 

d'où, à cause de BB' = CC^ 

sin G _ iî inB 

s i n B B ' G ~ s i n G G ' B ' 

ou bien encore 
sin G s i n B 

(i) 

équation à laquelle on satisYait en posant B = C ; ce 
qui démontre la proposition, attendu que la solution 
B = C est unique. 

En effet, on peut remplacer l'équation (i) par une 
nouvelle équation qu'on obtient en ajoutant et re-
tranchant terme à terme les rapports et transformant 
ensuite les sommes et les différences des sinus en pro-
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duîts ; on a ainsi 

B - G B h - G 

m — i B - G m + i B - f - G ' 
tang lang 

^ m 2 ® /?i 1 

en posant B ^ C et m ^ i . 
On a évidemment 

2 2 
d'où 

B — G 771 — I B ~ G tang > tang ; 
® 2 ^ /il 2 

c'est-à-dire que le premier membre de l'équation (2) 
est ^ I. 

T V J B-4-G 71 A . ^ D autre part, quand — - — = - — - varie entre o et 

m T. B G ^ m i B G , i 
jonatanff <r tan^ ,etlesecond 

m -H I 2 ^ 2 ^ ^ m 2 

membre reste << i . Si — ^ ^ varie de — ^ ^ - à - ? 
2 m -T-1 2 2 

m-r-i B-f-G 
tang 

m 2 

B -f- G 
est négatif, t a n g — — positif, et le second membre de 

l'équation (2 ) est négatif. Donc aucune valeur de B — C 
autre que zéro ne satisfait à l'équation (2)5 par con-
séquent B = C . c. Q. F. D. 

Note. — M. Moret-Blanc a donné de cette proposition une démons-
tration géométrique. , 

Question 1160 
(voir sor'u?, t. li, }». 3h?)); 

PAR M. M O R E T - B L A N G . 

De deux points situés sur Vaxe des x et équidistants 
de Vorigine, on mène des tangentes ci la conique re-
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pi'ésentée par l'équation 

aAiPJ — IX — o\ 

prouver que les points d^intersection de ces tangentes 
sont sur la conique 

by^--f- hxy — X — o, 

( W O L S T E K H O L M E . ) 

L'équation quadratique des tangentes menées à la co-
nique, du point X = CL,y- = o, est 

{a a2— 2 a) {ax'^-\- 1 hxy — ix)—{{a^—i)x-^ hay — a]2 = o 

ou, endéveloppant,réduisantetordonnantparrapportà a, 

[(A^— ab)y-— 'xhy -f- hxy — x)y. = o, 

et, pour le point x ~ — a, j) = o, on aura 

[( A2 — ab )y- — ihy — 'liby'^ hxy — x)i x'^ — o. 

Retranchant cette équation de la précédente pour 
éliminer a, il vient 

by^ -h hxy — x = o, 

équation du lieu des points d'intersection des deux 
systèmes de tangentes 

Note. — La môme question a été résolue par M. Arnold Droz, 
professeur au j;yinnasc de Porréntriiy. 

Question 1468 
. voir J* serie , l . II. p. :Î.S4 ;; 

PAR M. M O R E T - B L A N C . 

Soient y sur le cadran d'une montre ci l'instant Ô, 
OA. la direction de la petite aiguille»^ OB celle de la 
grande; déterminer 8 de façon que, lorsque, après un 
certain temps, la petite aiguille sera venue sur la direc-
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tion OB, la grande aiguille soit précisément dirigée 
suivant OA. Quelles sont toutes les heures comprises 
dans un cycle complet, de midi à minuit, cjui répondent 
à la question ? ( D ' O C A G N E . ) 

Soient h le nombre d'heures et m le nombre de minutes 
dont se compose le temps 9 ^ h est entier, mais m peut 
être fractionnaire. 

Je compterai les distances sur la circonférence du 
cadran à partir de la position des aiguilles à midi, que je 
désigne par O', en prenant pour unité l'une des soixante 
divisions du cadran. 

Cela posé, 

O'B = m, 0 ' \ — , 12 
d'où 

AB = {\m — 5h. 

Pendant que la petite aiguille va de A en B, la grande 
parcourt un nombre de divisions égal à 

Il m — 6oh, 

et, si elle est venue en A, ce nombre est aussi égal à 

Go l i ^ ^̂  ' 
donc 

w m — 6o h — 6o — m 5 h, 

11. i3 
12 - m = 6o 65/^. 

720 -t- 780 h ^ 5 / > 65 » , 

143 ' 143 ' V ^ I 4 3 . 

En donnant à h successivement les valeurs o, i , 2, 3, 
4, . . 10, on aura les valeurs correspondantes de 
ce qui fera connaître les valeurs de Q, qui forment une 
progression arithmétique dont la raison est 
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On trouve ainsi 

Ol 0 . 5. 5 
1 4;i ? 

e. — 1 . 1 0 . 70 
î 4 H î 

63 — 1.15. MA 1 4 3 T 
Ov 3 . 2 1 . 5 7 

TT3 7 
4 . 2 6 . iJA 14 37 

OG 5 . 3 2 . 44 
1431 

07 = 6 . 3 7 . 
109 
143> 

Ô8 — 7 . 4 3 . 3 l 
143? 

69 8 . 4 8 . 
9 6 

143? 
OlO = 9 . 5 4 . 
O n = TO.59. •Tt'-òJ 

après quoi on retrouverait la première position. 

Note. — La même question a été résolue par un Anonyme, en 
Danemark. 

Question 1I72 
(voir s é r i e , t. H , p 43?.); 

PAR M . ÉMILE L E M O I N E . 

Soient O le centre du cercle circonscrit à un triangle 
ABC et i le point d'intersection des trois hauteurs du 
triangle ; prouver : 

Ç)ue la distance de O à l'un quelconque des côtés 
est la moitié de la distance de i au sommet opposé à ce 
côté ; et de Ici 

Que Oi est la résultante des trois forces égales 
O A , O B , O C ( S Y L V E S T E R , F . R . S . ) 

Première partie. — Soient A , , B^ C| les milieux 
des côtés BC, AC, AB. . 

( ') La première partie de cette proposition est, depuis longtemps, 
connue; la seconde partie, qui résulte simplement delà première, 
n'avait pas été l'emarquéc. (G.) 
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Les triangles OA^Bi, lAB sont semblables comme 
ayant les côtés parallèles. Mais 

A B =: 2 A 1 B 1 , 

donc 
l'A =20AI. 

c. Q . F. D . 

Deuxième pai tie. — Soit A' le symétrique de O, par 
rapport à BC^ OA' est ia résultante de OB, OC, puisque 
le quadrilatère OBCA' est un losange. 

Cela posé 
OA' = 20AI=:: ik\ 

donc le quadrilatère A^OAf est un parallélogramme, et, 
par conséquent, Oi est la résultante de OA' et de OA, 
c'est-à-dire de OB, OC, OA. c. q. f . d. 

On peut remarquer qu'on a le théorème suivant, 
beaucoup plus général : 

Soient O un point quelconque du plan d'un triajigle 
ABC et Al , Ci les milieux des cotés BC, AC, AB 
du triangle. Si par les sommets A, B, C on mène, res-
pectivement, des par cdlèles CL OA, , OB,, OC,, ces trois 
droites se rencontrent en un point i, et Oi est la, résul-
tante des droites OA, 01), OC ( ̂  ). 

Note. — La question 1472 a été résolue par MM. J. Rénoy; GoiTart; 
Moret-Blanc; d'Ocagne, élève ingénieur des Ponts et Chaussées; Ro-
mero, à Madrid; A. Droz, à Chaux-de-Fonds; Victor de Strékalof, à 
Saint-Pétcrsbonr^ ; L. B., à Angers. 

C) Ce serait encore vrai si le point O n'appartenait pas au plan 
du triangle ARC, car, quelle que soit la position de ce point dans l'es-
pace, les droites menées de A, B, C parallèlement à OA,, OB,, OC, 

se rencontrent en un point i; la droite Oi passe par le centre M des 
moyennes distances des trois points A, B, C ; et, de plus, O î = OM x 3. 

11 s'ensuit que 0« est résultante de OA, OB, OC d'après cette pro-
position générale, que la résultante d'un nombre quelconque, n, de 
forces OA, OB, OC, OD, . . . passe par le centre des moyennes dis-
tances. M. des points A, B. C. D. . . . et est égale à OM x /?. (G.) 
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Question 1474 
(TOIr 3* s é r i e , t . i l , p. 432); 

P a r U N A N O N Y M E . 

ABC est un triangle rectangle en A. D'un point 
quelconque M pris sur le côté AB orz abaisse sur la 
hauteur AH la perpendiculaire MP; par le point P 
07i élève à la droite CJ? la perpendiculaire PQ qui 
coupe AB prolongé au point Q. 

Démontrer que A Q = BM. 

( d ' O c a g n e . ) 

Les angles CPQ, C A Q étant droits, le quadrilatère 
CPAQ est inseriptible : donc l'angle 

A G Q == A P Q . 

Mais l'angle APQ, étant évidemment le complément 

de CPH, est égal à PCH. Donc A ^ J =:= PCÎÎ. Par consé-
quent, les triangles rectangles ACQ, PCH sont sem-
blables 5 et l'on a 

^ _ ^ - AË 
PH ~ GH ~ A H ' 

d'où 

A Q = A B X ^ = A B X = BM. 

c . Q. F. D. 

Note. — Même solution de M. Goffart. 

C ) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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QUESTIONS. 

1481. Résoudre les équations 

(1) .r^ — x ^ ^ i ô - h — i = o, 

(2) 2 -+- 2 \/3 — 1 = 0. 

Interpréter leurs racines. ( G o f f a r t . ) 

1 482. OA et OB étant deux droites fixes quelconques, 
on considère une ellipse variable, tangente à OA au 
point O, ayant une courbure constante en ce point et 
dont un foyer reste constamment sur OB. Démontrer 
que le grand axe de cette ellipse passe par un point 
fixe. ( D ' O C A G J N E . ) 

1483. Soient \ le volume d'un tétraèdre et V, le vo-
lume du tétraèdre qu'on obtient en menant par un point 
quelconque des droites égales et parallèles aux plus 
courtes distances a, ê, y des arêtes opposées du tétraèdre 
donné; on a 

( G e n t y . ) 

A^ote. — La question 1401 a été résolue par M. Moret-Blanc; et la 
question 1466, par MM. Droz et de Strékalof. 

R E C T I F I C A T I O N . 

Même tome, page 4/9? ligne 8 en remontant : « il y a exception 
pour .T = ly et pour x — 2 ( i n - h i ) », lisez : il y a exception pour 
x = I, et pour .r = 4 /z -f- r. 
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UN BEAU VOLUME I N - 8 , AVEC l 6 6 FIGURES DANS LE TEXTE. — PRIX : 1 2 FR. 

PRÉFACE. 

Ce n'est pas sans inquiétude que, cédant au désir d'amis trop bienveil-
lants, je livre à la publicité ce Cours de Travaux pratiques, destiné aux 
candidats à la Licence. Les difficultés de la tâche que j'ai entreprise sont, 
en effet, très grandes : il s'agit de présenter sous une forme didactique 
l'enseignement expérimental qui se donne au laboratoire, en face des in-
struments. 

C'iist par les manipulations que l'élève acquiert la dextérité nécessaire au 
physicien : c'est là qu'au dire de Franklin il apprend à scier avec une vrille 
et à forer avec une scie. Cette éducation manuelle serait, pour quelques 
juges très compétents, le principal résultat de l'École pratique : or un livre 
ne pourrait y contribuer que dans une faible mesure. 

Il semble toutefois que ceux qui ont créé les laboratoires d'enseignement 
se soient proposé un but plus élevé : en mettant entre des mains novices et 
inexpérimentées les appareils délicats et précis de Fresnel, de Melloni et de 
Regnault, ils n'ont pas voulu seulement faire connaître à l'élève le jeu de 
ces instruments; mais, s'ils l'invitent à reproduire les expériences instituées 
par les maîtres, c'est pour qu'il comprenne l'esprit des méthodes, qu'il en 
saisisse les finesses et en apprécie les perfectionnements successifs. Un Cours 
de Travaux pratiqués doit donc être l'écho et le complément des leçons de 
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Physique générale données ex professo; ce sera une gymnastique de l'esprit 
non moins que des doigts. A ce point de vue, un Traité de Manipulations 
présente une utilité incontestable : accordant au Manuel opératoire une part 
plus large que ne peut le faire un livre purement théorique, il fournit au 
jeune physicien des indications pratiques très précieuses, en même temps 
qu'il lui procure les moyens d'analyser et de discuter les procédés d'obser-
vation et de mesure. 

Telles sont les idées qui ont présidé à la composition de cet Ouvrage. 
Ancien élève du laboratoire de M. Desains, je n'ai eu qu'à me ressouvenir. 

J'ai aussi consulté avec fruit le Leitfaden dcr praktischen Physik de M. Kolil-
rausch, ainsi que le Traité de Manipulations que Henri Buignet a écrit pour 
ses élèves de l'École de Pharmacie. Mais c'est surtout en m'inspirant des 
besoins et de l'expérience de mon enseignement à la Faculté catholique des 
Sciences de Lille que j'ai tracé le plan et coordonné les détails de ce Livre. 

Toutes les manipulations qui le composent sont rédigées sur un modèle 
uniforme. Une Introduction théorique très succincte pose la question à étu-
dier, donne le sens des notations adoptées, et indique les so utions par les 
formules établies dans le Cours de Physique. Vient ensuite, sous la rubrique 
Description^ un examen rapide des instruments nécessaires à la manipulation : 
des gravures, empruntées pour la plupart à l'excellent Traité de MM. Jamin 
et Bouty ou mises à notre disposition par nos constructeurs, permettent à 
rélève de suivre sans peine les explications données dans le texte, d'y sup-
pléer au besoin et de reproduire la disposition d'ensemble des appareils. 

Le Manuel opératoire a été l'objet de tous mes soins : j'ai cherché à être 
très précis sans devenir trop laconique. Chaque exercice aboutit à une me-
sure : les résultats numériques exacts sont indiqués à la fin de chaque Cha-
pitre et réunis dans un Tableau synoptique. Toutes ces expériences sont réa-
lisables avec les ressources ordinaires d'un laboratoire de Faculté : j 'ai pris 
comme type le cabinet de Physique organisé à Lille par M. Chautard ; il peut 
être proposé pour modèle. 

Mon ambition a été de condenser tous les détails pratiques épars dans les 
Mémoires originaux : des notes bibliographiques indiquent les sources aux-
quelles j'ai puisé; il sera facile d'y remonter au besoin. Je n'ai guère dé-
passé le cercle des collections qui composent les bibliothèques de labora-
toire. 

Je ne regretterai pas mes peines, si ce Livre peut, malgré ses imperfec-
tions, contribuer à former de solides licenciés et à préparer les jeunes gens 
aux recherches plus approfondies qui conduisent au doctorat. 

AIMÉ W I T Z . 

T A B L E D E S M A T I È R E S . 

CHAP. L Opérations de mesure. — 1. Mesure et division des longueurs. — 
Mesure des épaisseurs et des rayons de courbure par le sphéromètre. — 3. Me-

sure des hauteurs verticales par le cathétomètre. — 4. Essai d'une balance; 
pesée. 

CHAP. IL Observations fondamentales. — 5. Barométrie. — 6. Thermométrie. 
— 7. Hy{îroiiiétrie. 

CHAP. IIL Densités. — 8. Méthode delà balance hydrostatique. — 9. Méthode 
de l'aréomètre de TVicholson, — 10. Méthode du flacon pour les solides. — 11. Mé-
thode de la balance du D' Mohr. — 12. Méthode de l'aréomètre de Fahrenheit. 
— 13. Méthode du flacon pour les liquides. — 14. Méthode du voluménomètre. 
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CHAP. IV. Dilatations. — 15. Construction d'un thermomètre. — 16. Etude 

de la dilatation linéaire par la règle de Borda. — 17. Étude de la dilatation des 
enveloppes par le thermomètre à poids. — 18. Etude de la dilatation des volumes 
par les thermomètres comparés, — 19. Étude de la dilatation cubique des solides 
par le thermomètre à poids. — 20. Détermination de la température du maximum 
de densité de l'eau. — 21. Étude de la dilatation de l'air sous pression constante. 
— 22. Etude de la dilatation de Tair sous volume constant. — 23. Emploi du ther-
monjètre à air. 

CHAP. V. Changements d'état. — 24. Détermination des températures de fu-
sion. — 25. Détermination des températures de solidification. 

CHAP. VI. Gaz et vapeurs. — 26. Étude de l'état critique des gaz. — 27. Me-
sure de la densité des gaz. — 28. Détermination du poids du litre d'air. — 29. 
Mesure de la densité des vapeurs. — 30. Détermination des tensions maxima des 
vapeurs au-dessous de Soo™"'. — 31. Détermination des tensions maxima des va-
peurs au-dessus de 3oo°"". 

CHAP. VII. Chaleur rayonnante. — 32. Graduation expérimentale d'un galva-
nomètre. — 33. Spectroscopie calorifique. — 34. Détermination des pouvoirs dia-
thermanes. — 35. Détermination des pouvoirs réflecteurs. — 36. Détermination 
des pouvoirs émissifs. — 37. Vérification de la loi de Malus en chaleur polarisée. 
— 38. Emploi des couples thermo-électriques pour la mesure des températures. 

CHAP. VIII. Calorimétrie. — 39. Mesure des chaleurs spécifiques par la mé-
thode des mélanges. — 40. Mesure des chaleurs spécifiques par la méthode du re-
froidissement. — 41. Mesure des chaleurs spécifiques par le calorimètre à glace de 
M. Bunsen. — 42. Mesure des chaleurs spécifiques par le calorimètre à mercure. 
— 43. Mesure des chaleurs de combinaison par le calorimètre de M. Berthelot. — 
44. Mesure des chaleurs latentes de vaporisation. — 45. Mesure de la chaleur 
spécifique de l'air. — 46. Étude de la conductibilité dans les cristaux. — 47. 
Détermination du rapport des chaleurs spécifiques de l'air sous pression con-
stante et à volume constant, et Mesure de l'équivalent mécanique de la chaleur. 

CHAP. IX. Magnétisme. — 48. Mesure de la déclinaison. — 49. Mesure de 
l'inclinaisoii. — INote sur les unités magnétiques de Gauss. — 50. Détermination 
du moment magnétique d'un barreau aimanté. — 51. Détermination de l'inten-
sité absolue du magnétisme terrestre.— 52. Étude de la distribution du magnétisme. 

CHAP. X. Électrostatique. — Note sur les unités électrostatiques C.G.S. — 
53. Mesure du potentiel d'une source électrique en valeur absolue. — 54. Mesure 
du travail des forces électriques. — 55. Mesure de la capacité électrique et de la 
force condensante. 

CHAP. XI. Électricité voltaïque et électromagnétisme. — Note sur les 
unités électromagnétiques C.G.S. — Instructions pour le montage des piles. — 
56. Galvanoplastie. — 57. Dorure et argenture. — 58. Mesure de l'intensité des 
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S U R Q U E L Q U E S B É V E L O P P E M E K T S DE M n x E T DE C O S N X ; 

PAR M. E. C A T A L A N (•). 

Les valeurs de sin/zo: et de cosnx^ ordonnées suivant 
les puissances de sino: ou de cosx, sont connues depuis 
longtemps. Elles ont été démontrées par Lagrange et 
Caucliy,puis par MM. Baelir, Villarceau et R o n k a r (2). 
Mais personne, je le crois, n'a remarqué la notable sim-
plification que subissent les formules, quand on y intro-
duit 2 sin:r, 2 cos jr au lieu de sinx, cosa:. Afin d'épar-
gner aux lecteurs des Noiwelles Annales l'ennui de 
consulter divers Ouvrages peu répandus, je reproduis, 
en la modifiant un peu, la remarquable méthode em-
ployée par M. Yvon Villarceau 

I . — D É V E L O P P E M E N T S DR sin/zx. 

1. Le calcul direct de sin2X, sin4^, sinôo:, 
conduit à supposer 

- — i 
(i) (—1)^ sin n a: — cos A , ( 2 sin y*-' 

(n pair, i impair). 
Prenant les dérivées des deux membres, on trouve 

/ " -1 
I ( — f ) ^ n cos / i ;r = ^ — i ) A / ( 2 sina:*)'^-' ^ 

(* ) Cette Note ne fait pas double emploi avec celle qui a paru dans 
la Nouvelle Correspondance mathématique, t. Vf, p. 100. 

Loc.cit., p. loi et 124. 
(3) Comptes rendus, t. LXXXIL 

Ann. de Mathémat., 3« série, t. IL (Décembre i883.) 3 4 
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puis, en prenant de nouveau les dérivées, 

- -1 
i)- rû sinna? = cosa^^ 4(;i — i){n — i — i) A/(2 sinir)«-' 2 

(3) ^ 
— cosx^ {?i — /-T- i ) - s i n a r ) « - ' . 

La combinaison des égalités (i), (3) donne, après 
suppression du facteur cosx, 

( ® — i)(i — i)À/(2 sinxy -̂̂  
(4) 

Dans le second membre, lo coefficient de (2 sin.r)"~^ 
est 

(2/1 i~h l)(i l) A/-i- 4(n Î-^ i-r- l) A,_2. 

Dans le premier membre, ce coefficient est nul ; donc 

On reconnaît aisément que A / ^ 1 suite, 

. n — 
A grrr : , 

, (/¿ — — 4 ) A 5 — -4- — 

A 7 - -

1 
(;/ — DC/t — — 6) 

1 .'2.3 

(') En eiTet, de la formule de Moivre, on tire 
sinna? n „ , • n(n— i ) (n — 2) „ . . , = — Sina?— Ì—7; cos"-* sin^^-h..., 
cos^r 1 • 1 . 2 . 3 

ou 

- —--( T — sin'̂ )̂"' sino; cosa; 1 
i l Vl —sin^a;-/ ... 

1.2.3 
Or, dans le second membre, le coefficient de sin"-»:!? est, en valeur 

absolue. 
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et, en général, 

> -1 
(6) ( - 1 ) 2 c ^ 

/2 ' 2 

La première des formules eliereliées est donc 

(72 pair, i impair). 

2. Pour former la seconde, il suffit de remplacer x 

par ^ — X. On obtient ainsi 

t-i 

(B) 2 ^ ( 2 cos 

(n pair, i impair) ( ^ ). 

I L — D é v e l o p p e m e j n t s d e c o s w x . 
3. Si l'on pose 

(-) (—j) ^ C O S c o s i c ^ B/(2 sina:)"-' 

(71 pair, l'impair), il est clair, sans nouveaux calculs, 
que la relation entre B/ et B/_2 sera, sauf le change-
ment de lettre, la formule (5), savoir 

. » ) B, =. - ¡••-i-^'lO'-i^') 

1° SI 7? = 4 i c changement indiqué donne 

(— i)̂  sinwa; == — sin4 — xj —sin {—iix) = sinna;. 

2° Si /I = 4 JĴ  H- ̂  • 

(—1)̂  sin «a: — sin (4|x + 2 ) ( — a-j =: sin (x — na?) = sinniF. 
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Et comme B̂  = i = A4, 

(9) = C 

Le développement demandé est donc 

( 71 impair, i impair). 

4. Le changement de x en - — x donne ensuite 

(72 impair, i impair). 

5. Lorsque n est pair, c o s t z x est une fonction paire 
de cosx. Ou trouve, par un calcul semblable aux précé-
dents, 

k 
CE) cos = V ( — I C k h ( 2 cosXY Jmaà 'X n — k n - , -

{n pair, h pair). 

IIL — x\pPLlCA.TlOJNS. 

6. Si Ton suppose, successivement, n ~ 4, 5, 6, 7, on 
obtient les valeurs connues 

sin4.r , . . . — (2 sin̂ r — 2(2 sirî r ). 
cos.r ^ ^ 

sin o — { 2 cos^ - - 2(2 cos:rÌ, sin.r ' 

— (2 sina-)̂  — 3( 2 sin r̂)- i, cosa" 

(') Nouvelle Correspondance mathématique y t. VI, p. io3 et 104. 
On a imprimé, fautivement̂  17 costar, au Heu de iacos-J7. 
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^ ^ == ( 2 cosa?)^— 3 ( 2 cosa-y^-^ ), sinx . . . . , 

= [is'mxy — 4(2 sina?)3 - u 3(1^ sina?), 

cos X 

s'm6x — (2 cosa?)^— 4(2 cosa;)^-;- 3(2 cosa;), 

^̂ ^̂ ^ — (2 sina:)̂  — 5(2 sinx)'* -h 6(2 sina?)̂  — i, 
cosa; ^ • V • ^ 

sin 7 X 
- - = (2 cosa?)® — 5 ( 2 cosa')^H- 6( 2 C o s a 7 ) ' 2 , ^ sina7 

cos4a:= 8 coŝ a? — Scos^ar-r-i, 
cos6a7 3 2 cos®a7 — 4 8 c o s ^ a ; -r- 18 c o s ^ a ? — j . 

I V . — R E M A R Q U E S . 

7. La formule (D), développée, devient 

sin nx , X . ^ , V , 
— ; ( 2 c o s a ? ) ' ^ - ^ — G ; j - 2 , i ( 2 cosa;)'^-3 

sin X 

-H cosa7)«-«— G „ - 4 , 3 ( 2 cosar)«-'+ 

Quand on opère d'une manière un peu différente de 
celle qui vient d'être indiquée, on trouve (*) 

sin X I 1.2 
n(n~:l)(n—5) 

1.2.3 
- (2 , . . 

Par conséquent, on a cette identité, dans laquelle n 

est impair : 

( 2 cosa;)'^-! - (2 ~ c o s a - ) « - ^ ^ - . . . 

(2 sina;)'^-! sina?)«-^^. ^ ^ ^ ^ (2 sina?)'»-® 

n(n — i)(n — 5) , . , ^ 

(F) < ==(-!) 

1.2.3 

C ) Loc. cit. 
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8. Dans la même relation (D), faisons tendre x vers 
zéro : la limite du premier membre est n. De là cette 
sommation, assez remarquable ( : 

9. Si tous les termes sont pris positivement, le résul-
tat est beaucoup plus compliqué : je trouve 

2 \/'J. 

10. Dans l'égalité (F), le dernier terme du premier 

membre est ( — i ) ^ (2cosa:)'^ 

Par conséquent, si l'on fait x = ^ > on a 

(I) ^ _ ^ ^ (» - 4)(» - 5) __̂  _ 
^ ^ n 2 2.3 

H . Supposons que n soit un nombre premier. Alors, 
en vertu du théorème de Fermât, le premier membre est 
un nombre entier. De plus, comme on le reconnaît sans 
peine (-) , tous les coefficients, dans le second membre, 
sont des nombres entiers. La relation (I) donne donc, 
pour ainsi dire, une décomposition, en parties entières, 

du nombre entier • 

12. Pour trouver une propriété plus générale, il suf-

fit de recourir à la relation (E), en y faisant 

( ' ) Elle n'exige pas que n soit impair. 
Je crois me rappeler que M. Stern a donné des formules ana-

logues à celle-ci. 
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Elle se réduit à 
k nr. v^ fi ,, 

ou encore, à ( * ) 

'2 2 . 3 2 . 3 . 4 
( K ) N 71 

I — 2 COS 
O 

71 

Si, par exemple, n=: 8, on a 

5 4.3 3.2.1 
2 2.3 ' 2.3.4 

UÉSOLllTION D'UNE ÉQUATION INDÉTERMINÉE P A R F O R M U L E S 
D I R E C T E S , 

P a r M . S . R É A L I S , 

Ingénieur à Turin. 

1. Proposons-nous de résoudre, en nombres entiers, 
réquation indéterminée 

« 

dans laquelle n est un entier > o, ou — 4-
Cette équation est de celles où il suffit de connaître 

une seule solution, pour en déduire aussitôt une autre, 

(') Par exemple, en appliquant ce théorème : 

Si a, b sont premiers, entre eux, la fraction 

t . 2 . 3 . . .{a-^b — i) 
1.2.3...a X I.2.3...6 

se réduit à un nombre entier {Mélanges mathématiques, p. 129). 
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et par suite, de proche en proche, une infinité d'autres. 

Les formules à employer à cet eiTet sont même, dans 

notre cas, beaucoup plus simples que celles qui se rap-

portent à réquation de Pell, et aux équations quadra-

tiques analogues, traitées dans les Ouvrages classiques. 

Soit, en eilet, 

la solution connue. On reconnaîtra immédiatement, par 

la substitution directe, que Ton arrive à une seconde 

solution par l'emploi des formules 

où Ton prendra a et ¡â positifs, pour être assuré d'avoir 

. r > a , 7 > 3 . 

D'après cela, la solution initiale 

insignifiante en apparence, suffit pour amener le résul-
tat 

suivi d'une infinité d'autres identités résolvant l'équa-
tion. 

Ayant ainsi calculé les premières solutions, écrivons, 
par ordre, les valeurs successives des indéterminées, 
comme il suit : 

I, 
X^ ~ I -̂r II y 

-- I -H 3 n -}-
= I -i- 6 /i 5 

I - r - \on n^. 
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72 = 3 w, 
yz = 5 5 n -T n^, 

= n y n^ -h n^, 
= 9 -H 3o/i '27/12-4- gn^-t- n'\ 

76 = 11 — 55 n 77/2.2-1- 44 __ u /¿̂ -f-

La loi que suivent les valeurs de x est facile à aper-
cevoir. On voit effectivement que, le terme indépendant 
de X étant partout égal à l'unité, les coefficients de /z, à 
partir de X2-) représentent la suite des nombres triangu-
laires; les coefficients de tz-, à partir de Xj, sont donnés 
par la suite des nombres figurés du quatrième ordre, 
les coefficients de n ,̂ à partir de X4, sont donnés par la 

suite des nombres figurés du sixième ordre, D'après 
cela, la valeur générale de x se trouvera exprimée par 

^a = H ^ —^ ; ^ 2 2.3.4 
(a —3)(a — 2)(a — i)a ( a i ) ( a 1 ] , 

2.3.4.0.6 

le coefficient de étant 

k{k-+ i)(A--i-2)...(2/i —A---I) ^ 
2.3.4...(2/1 — 2/c) ' 

c'est ce qu'il est facile de vérifier après avoir assigné 
l'expression deja-

Pour o b t e n i r n o u s ferons n = — {n'-h 4)? par où 
la proposée se change en 

(n'-i- 4)72__ 4, 

équation de même forme, à l'échange près des lettres 
x',7' entre elles. Les valeurs de seront donc, étant ad-
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mis le développement ci-dessus de 

.r, ^ r, 

y -i ^ i -
1.2 
2 

n\ 

.y.i = I II' --T I 2.3 • i 

.y.i = I 2 
II' --T 2.3. \ 

n' 2.3. i . ) 

y!* — I •2 n' 9.3. i 

h' 3.4.5 .() ,, 2.3.4.5.6.7 
/i - H 0 W ? -2.3.4. :). 6 •.A h' 2.3. i 

,, 2.3.4.5.6.7 
/i - H 0 W ? -2.3.4. :). 6 

(a — \ )a , {a — '¿)( a — \)a( a \ ) J'u I H n -H •> . ' •À ^ Â.J. 4 
( a — 3 )(a — 9. ).. .( a h- 2 ) , , 

- r- — , > n''̂  -r- . . . -r- n , 

où l'on fera partout 7/ — — (4-1-71). On retrouve par là 
les valeurs de écrites plus haut, à cela prcîs que les 
expressionsjrt d'indice pair se présentent ici sous forme 
négative, ce qui n'altèie pas le résultat de la substitu-
tion dans la proposée. 

Les expressions générales de Xa et qui viennent 
d'etre écrites, satisfont aux relations fondamentales 

y a = i [( 4 ) ( ri-x-1 )ya-\], 

d'où résulte que, si les valeurs positives Xa^i, Ja~i véri-
fient la proposée,les valeurs , la vé-
rifient aussi. La loi que suivent les valeurs successives 
de X et j^j énoncée ci-dessus par induction, se trouve 
donc démontrée. 

On peut aussi observer que l'on a 

y a — = Xfi-, 
d'où l'on déduit 

y a - '2 -t- .r2 — -f- . . . -V- .̂ a-l ) ; 
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cette formule, d'après la sommation connue des séries 

relatives aux nombres figurés, s'accorde avec l'expres-

sion générale d e j a ci-dessus. 

2. Nous signalerons encore, comme conséquence très 
remarquable des relations fondamentales inscrites, Iti 
loi de récurrence 

Ta — Xa-^., 

= 2)7^-1—Ja-2, 

qui subsiste entre trois valeurs consécutives de chacune 

des indéterminées o:, j , à partir de a = Il s'en déduit 

une nouvelle preuve de l'exactitude des développements 

ci-dessus de Xa et 

Il s'en déduit, en outre, ce qui n'est pas moins im-

portant, une nouvelle forme de développement pour ces 

mêmes quantités. 

Faisons, à cet effet, n z = z i n — 2 , par où l'équation 

proposée prend la forme 

m étant un entier > 2 ou — 2. Les indéterminées 
étant soumises à la loi indiquée, il y a lieu de leur ap-
pliquer la théorie bien connue des séries récurrentes; 
de la sorte, les valeurs successives de x et seront 
représentées, respectivement, par les coefficients des 
puissances croissantes de la variable dans les déve-
loppements des deux fractions rationnelles comprises 

dans l'expression ^ — ' 

On aura donc 

; =r .n -t- -î- -+- • • •-f- ^ "4-. . . , 
I — r n ^ - p ^ - f 
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les termes x't et j j étant égaux à l'unité. 11 suffira évi-

demment de considérer l'un de ces développements, vu 

que l'autre s'y ramène par le changement simultané des 

signes de in et de et que par suite les valeurs abso-

lues des coefficients x ^ e t j ̂ a se déduisent l'une de l'autre, 

en changeant m en — n i (ce qui se voit d'ailleurs sur 

réquation même). 

On trouve ainsi, en se bornant aux valeurs de .r, 

x.2~ — 1 -f- m, 
— i —ni -i- m^-, 

x,^ -- r — 1 m — ^ 

= I H- 2 m — 3 — ni^ -f- ni'*, 
a-G — — i-f-3/?z-+-3m2 — 4 m^ — m'* -t- m^, 

valeurs qui s'accordent avec les expressions obtenues 
précédemment. 

D'après la théorie rappelée, pour exprimer le coeffi-
cient général o:«, on décomposera d'abord la fraction 
génératrice en deux fractions simples, après quoi le 
terme général du développement de la même fraction 
s'obtiendra en ajoutant ensemble les ternies généraux 
des fractions partielles développées. Nous parviendrons, 
en procédant ainsi, d'abord à la formule de décompo-
sition 

A -+- i B I 

puis à l'expression cherchée du coefficient de 

savoir 
(A H-i) A«-i-4-(B -4- i) X — 5 m 1 

x\ et B étant les deux racines de l'équation 
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il est bon d'ajouter que Ton a, dans ce qui précède, 

la résolution complète de l'équation considérée*, en 
sorte que, entre deux solutions consécutives, données 
par nos formules, il ne saurait y avoir aucun système 
de valeurs intermédiaires de x et 7 satisfaisantes. Bor-
nons-nous à dire, ici, que ce fait important peut s'é-
tablir par des considérations analogues à celles dont 
s'est servi Lagrange à l'égard de l'équation de Pell, dans 
le paragraphe VU, n" 7o, des Additions à Vanalyse 
indéterminée d'Euler. 

3. Remarque. — Faisant, dans l'équation proposée, 
X ^ iu y — IV on a la transformée 

(/I -h 4 )( -4- M ) = /I ( -f- p 

dont la résolution, implicite dans ce qui précède, sert à 
déterminer une infinité de couples de nombres triangu-
laires ayant entre eux le rapport de n k ^̂ ^ 
rapport, comme on voit, se réduit à celui de /? à -f- i , 
si n = et à celui de p à -1- 2, si n = 1 p. 

Qu'il s'agisse, par exemple , de trouver tous les 
nombres triangulaires qui sont triples d'autres nombres 
de même espèce. Nous ferons /?. = 2, et la question sera 
résolue par l'équation 

3 (u~ -h u) ~ ç^ 

dont les solutions correspondent à celles de l'équation 

pour u — ^ ~ valeurs de x ely^ étant, 

à partir de Xg et } 5, 

I I , 41, i53, 5-1, . . . , 

19, 7 1 , 265, 9 8 9 , ^ . . . , 
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('(îllcs (](î II et r seront 

if, — I, f), >»(), 7G, '.>85, 

9, 35, i3'2, 494, . . . . 

Les valeurs de ^̂  ^̂  et ^^——engendreront ensuite 
'2 2 ^ 

les deux séries 

1, i 5 , 210, 29'26, \oyC)5, . . . , 

3, 877^5 I'22 265, 

dont tous les termes sont des nombres triangulaires, 
chaque ternie de la seconde étant triple de celui qui lui 
i'orrespond dans la première. 

ÉTUDE SllU LE J 1 0 l i V E « E S T D'IIX P O I \ T P E S A N T ; 

1>AR M. A . D E S A I N T - G E R M A I N . 

L'étude du mouvement apparent d'un point matériel 
libre, soumis à la seule iniluence de la pesanteur, est 
une des plus simples qu'on puisse se proposer comme 
application des théories du mouvement relatif; c'est 
peut-être une raison pour discuter avec attention cer-
taines parties du problème. J'examinerai d'abord un 
simple point de détail : dans un Mémoire inséré au 
Journal de Liou^ille pour 1862, Bour disait que, si l'on 
regarde Tattraction terrestre comme constante en gran-
deur et en direction, un point pesant nous semble se 
mouvoir surfine parabole qui tourne uniformément au-
tour d'un certain axe; dans les Nouvelles Annales pour 
1872, M. Resal conteste ce résultat; or on pourra voir 
que les formules mêmes du savant auteur de la Méca-
nique générale conduisent précisément à la projiosition 
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énoncée par Bour. D'ailleurs, c'est ordinairement la 
résultante de l'attraction terrestre et de la force centri-
fuge, c'est-à-dire la pesanteur, qu'on traite comme une 
force constante; j'essaye de donner une interprétation 
géométrique simple aux équations du mouvement qui 
résultent de cette hypothèse. Le développement eu série 
des coordonnées d'un point qu'on laisse tomber sans 
vitesse initiale ne donne pas de valeur sensible pour la 
déviation vers le sud que semblent indiquer les expé-
riences de Reich, expériences classiques, mais dont 
M. Gilbert a signalé les discordances; cherchant ce que 
serait la déviation si l'attraction du globe pouvait èlie 
assimilée à celle d'un ellipsoïde homogène, je trouve 
une valeur encore peu sensible, quoique supérieure à 
celle qui répond à une direction constante pour la pesan-
teur. En regardant toujours la Terre comme un ellip-
soïde homogène, on trouve des équations compliquées 
pour le mouvement d'un point lancé à l'extérieur; mais 
il nous sera facile d'en obtenir des intégrales suffisam-
ment approchées pour toutes les vérifications expéri-
mentales qu'on pourrait essayer. 

Soient : 

O le centre de la Terre; 
A un point de l'hémisphère boréal dont la latitude est 

C5, et d'où partira le mobile que nous considérons; 
Ox la projection de OA sur Téquateur; 
Oz ]a. partie de l'axe du monde dirigée vers le norJ ; 
Oj la perpendiculaire à zOx dirigée vers l'ouest; 
AX, AY, AZ trois axes menés par le point A et dirigés, 

le premier suivant la partie sud de la méridienne, le 
second suivant la ligne est-ouest, le troisième suivant 
la verticale ascendante; 

(0 la vitesse de rotation de la Teire. 
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Nous supposerons la masse du mobile égale à l'unité. 

Quant à la disposition de nos axes coordonnés, moins 
rationnelle que celle de l'Astronomie, c'est celle qu'on 
adopte ordinairement en Mécanique. 

Plaçons-nous d'abord au point de vue de Bour, et 
regardons l'attraction terrestre comme toujours paral-
lèle à la verticale du point A-, nous regarderons aussi 
l'intensité de cettc force comme constante, et nous la 
représenterons par g, en sorte que ses composantes sui-
vant O x , O j , Oz seront 

— ^ c o s ' f , o, — ^ s i n c p ; 

au contraire, pour la force d'inertie d'entraînement, ou 
force centrifuge, et pour la force centrifuge composée, 
nous prendrons les composantes exactes données par le 
théorème de Coriolis, et* nous aurons pour les équa-
tions du mouvement d'un point pesant rapporté aux 
axes Oxjz 

.r dr 
= — ^ coscp -H to^a: — 20) ^ , 

I d^r , dx 

d'^z 

M. Resal [Nombelles Annales, 1872, p. 4^6) met les 
intégrales de ces équations sous la forme 

JD' 
a- — coscp -f- A c o s ( a ) i -i- a) -h B i cos(a>i -h P), 

7 = A sin ( co i -h a) -f- B i sin ( Cl) i H- p ), 

z = — ^gf^ sin cp -h C i D. 

Maintenant rapportons les positions du mobile à trois 
axes entraînés dans le mouvement de la Terre et en 
même temps mobiles par rapport à l'observateur : par 
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un point O^, pris sur Ox à une distance ^^^^^ du 

point O, passeront deux des axes Oio:,, situés 
dans l'équateur et faisant respectivement avec O í a l e s 

angles (oí-f-^-l-^; le troisième axe, 04Z4,sera 

parallèle à Oz . Les coordonnées du mobile par rapport 
kO^X^y^z^ seront 

— ^^^^^ cos(iút -h p) sin(w¿ -4- p) 

A cos(3 — a) 

( r r \ 

= A s m ( ¡ 3 - a ) , 

^ rr:— gincp Q t D ; 

c'est-à-dire que le mobile se déplace, par rapport aux 
nouveaux axes, suivant une parabole dont l'axe est 
parallèle à la ligne des pôles; comme d'ailleurs ces axes 
tournent autour de O, avec une vitesse égale, mais de 
sens contraire à celle de la Terre, le corps pesant nous 
semblera se mouvoir sur une parabole tournant autour 
d'une droite parallèle à son axe de symétrie. C'est la 
proposition énoncée par Bour. 

Si, grâce à la petitesse des déplacements du mobile 
comparés aux dimensions de la Terre, on peut négliger 
les variations de l'intensité et de la direction de l'attrac-
tion terrestre, il est naturel d'admettre la même approxi-
mation pour la force centrifuge et de remplacer les deux 
forces par leur résultante, la pesanteur, qu'on regardera 
comme constante et toujours parallèle à ZA. Les équa-
tions du mouvement ne diffèrent des équations (i) que 
par la suppression des termes io-x et g y reprend 
d'ailleurs sa signification ordinaire. Les intégrales ont 
une forme bien difïerente de celle que nous avons 

Jnn. de Mathém., 3® série, t. II. (Décembre i883.) 3 5 
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trouvée dans l'hypothèse de Bour; rien n'est plus facile 

que de les trouver et de les mettre sous la forme sui-

vante : 
Sa? = A co s ( 2 w i - } - a ) - f - B , 

ir (̂ QS Ci 
y = A s i n ( 2 w i - f - a ) - 4 - G — 2 — l t, 

j 20) 

Si l'on faisait abstraction des termes en sin (2 oji-h a) 
et cos(2toi H- a), on aurait une trajectoire parabolique; 
d'ailleurs ces termes eux-mêmes correspondraient à un 
mouvement circulaire; on voit donc qu'un point pesant, 
lancé à la surface de la Terre, semble décrire uniformé-
ment un cercle parallèle a l'équateur et dont le centre 
parcourt une parabole ayant son axe parallèle à l'axe du 
monde. On peut aussi dire que le point se meut sur 
une parabole animée d'un mouvement de translation 
circulaire autour d'une parallèle à l'axe du monde, 
résultat essentiellement diiïérent de celui de Bour. On 
voit immédiatement que la projection du mobile sur 
l'équateur décrit une cycloïde ou une trochoïde. 

La surface engendrée par un cercle qui se transporte 
parallèlement à lui-même, de manière que son centre 
décrive une parabole ayant son axe perpendiculaire au 
plan du cercle est une surface du quatrième degré ; on 
en aperçoit aisément la forme : il y a, pour ainsi dire, 
deux nappes qui se coupent suivant un arc parabolique, 
et se raccordent suivant le cercle dont le centre est au 
sommet de la parabole directrice; le long de ce cercle, 
le plan d'une des sections principales passe toujours par 
l'axe delà parabole directrice et la courbure correspon-
dante varie suivant une loi très simple. 

Si Ton donne les coordonnées Xq et Zq du point A et 
les composantes c de la vitesse initiale du mobile, 
on pourra déterminer les constantes qui entrent dans 
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les intégrales (2), et l'on trouvera 

a . 2 C0SC5 ^ 
I X — 51112 0 ) ^ ^ ( l — C O S 2 t o n , 
\ 2C0 4aj2 ^ 

( 3 ) ' , ' 2 ¿ > t 0 -r- ^ COSQ . I - - C O S 2 C 0 Î g COSO 
^ ^ \ y ^ ^ siniUàt -h a i. i, 

' ilx)̂  2W 2 0) 
^ et — ^gr^ s i n o . 

Pour que la projection du mobile sur l'équateur 
décrive une cycloïde proprement dite, il faut qu'on ait 

{ a - - h bg cos oo. 

On trouverait les coordonnées du mobile relativement 
aux axes A X , AY, AZ, qui sont les plus commodes pour 
l'observation, en remarquant qu'on a 

X =1 { X — .ro) sincp — — ^ 0 ) coscp, 

V = r, 
Z = {x — Xo) coscp -h — ^ 0 ) sincp, 

et en remplaçant x , j , ^ par leurs valeurs (3) il sera 
convenable d'exprimer a et c en fonction des compo-
santes de la vitesse initiale suivant AX et AZ. 

Considérons le cas où a, è, c sont nuls, c'est-à-dire 
où le mobile tombe sans vitesse initiale : les équa-
tions (3) deviennent 

g cos o ^ 
X 570— ~ cos 2 (0 i ) , 

4 

g cos CD ^ 
y = •— ;——i- i 'iiût — sm 2 w n, 

4 

z =z Z q — ^ gt- sin-p ; 

la projection sur l'équateur décrit une cycloïde dont la 
base est parallèle à O j ; le point de départ est le point de 
rebroussement, et le cercle générateur a pour rayon 

^ coscp 

4 eu-
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On a ensuite 

X = i ^ sin coscp ^ V̂ — -
— cos 2 0J t 

Y = — ( a c u ì — s i n 2 0 ) 0 , 4 0)2 

„ I . „ I C0S2 0)Ì 
Z — 

On peut développer ces .expressions suivant les puis-
sances de w et retrouver les résultats que donne ordinai-
rement l'intégration par approximations successives. 
Si l'on veut pousser l'approximation un peu loin, la mé-
thode précédente aura un avantage réel. On trouve 

X = - g lù'^t''* s in cp C0SC5 ( I -0)2^2.^ ^ , . 
6® ^ ' \ iS I03 

Y r= — c o s Ci ( I — 4 0)2^2 ¿ 4 _ . _ ) 
3 ' \ 3 Ioa / 

Considérons une hauteur de chute h-̂  on a sensible-
ment 

,, » 0)2/̂ 2 . V 2 , /'ih^ 
X = - s i n 2 c p i , Y = — - O) coscp ^ — — • 

puis 

Les expériences de Reich, pour 

h = 158'", 54, ^ = 5O°52', 

indiquaient une déviation vers l'est égale en moyenne 
à o"®, 0284, et une déviation vers le sud égale à o"", 0437 : 
les formules précédentes donnent pour ces déviations 
0^ ,̂0275 et o"^,ooo oo4; la première s'accorde très bien 
avec l'expérience, mais la seconde est en complet désac-
cord. 
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Il y a lieu de chercher quelle valeur on trouverait 

pour la déviation australe en assimilant l'attraction ter-
restre à celle d'un ellipsoïde homogène et de révolution. 
Considérons un point pesant qui tombe dans un puits, 
c'est-à-dire à l'intérieur de la masse attirante : les com-
posantes de l'attraction, proportionnelles, on le sait, aux 
coordonnées du point attiré, peuvent se représenter 
par — — — ^Â^z et les équations du mouve-
ment deviennent 

d-^z „ • 

On cherche, pour les deux premières, des intégrales 

de la forme x = j = les valeurs de r sont ima-

ginaires, mais très simples; la troisième équation s'in-

tègre immédiatement, et l'on peut mettre les intégrales 

générales du problème sous la forme 

X = cos[(X -f- -I- a ] -f- B cos[(X — ¡3], 

y = A sin [(X -h 4- a] — B sin [(X — -h pl, 

= GC0S([J.Î -h y). 

Le mouvement défini par ces équations, sous leur 
forme générale, est compliqué; mais nous nous borne-
rons au cas où la vitesse initiale est nulle, ce qui permet 
de déterminer les arbitraires. On trouve alors 

^ == ^ [(X 4 - t o ) cos(X — (X - a ) )cos(X - i -
1 A 

y — w ) s i n ( X - î - — ( X — w ) s i n ( A — 
2 A 

^ = COS \xt. 



( 5do ) 
Pour étudier, pendant les premières secondes de la 

chute, le mouvement défini par ces équations, je déve-
loppe X—x^ z — Zçs suivant les puissances crois-
santes de i, en me bornant aux premiers termes des 
séries, qu'on met aisément sous la forme suivante : 

— 0)2 
• = — 

I 

Remarquons que ( a - — ( o - ) x o et [k^Zq sont les compo-
santes, parallèles à Ox et à Oz^ du poids du mobile à son 
dé])art-, d'onc 

( Oj2 r= g COSO, ¡X^ Zq = ff slilO, 

et les équations précédentes deviennent 

.r — .ro— — -̂  g r - c o s o 

y ^ff^'yf^' ('OSO 

i — = SI»'- 1— ^̂  -t^... 'V lIZo 

La valeur de 7 nous donne la même déviation orien-
tale que tout à l'heure; pour avoir le mouvement sui-
vant la verticale et la déviation australe, nous déduirons 
X et Z de X — Xo ei de z — Zq par la transformation déjà 
employée; il viefidra 

X - . ^ Z ^ s i n o c o s o co2-i- ^ - i l - 1. 

() ' V nxo 4̂ 0 

z = _ I ^ ' + -ii!!!!! \ . . . . 2 () "" \ ¿To iio / 
Saiçnt a et ^ les demi-axes de l'ellipse méridienne. 
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e son excentricité, p la distance du centre de la Terre au 
plan tangent en A ; cp étant l'angle de la normale à l'el-
lipse avec son axe focal, on a 

I coso sincp p P _ P^^ 

D'ailleurs ^ diffère peu de et la théorie deT'équi-

libre d'une masse fluide animée d'un mouvement de rota-

tion donne sensiblement — = - • enfin, si la hauteur 
a 2 ' ^ 

ih 
de chute est A, on pourra dans X remplacer par —> 

o 
et Ton aura j)our valeur approchée de la déviation aus-
trale 

X ' = - s m 2cp. 

8 g 

Cette valeur n'est que les | de celle que donnait la théorie 
précédente et est encore plus en désaccord avec la dévia-
tion annoncée par Reich. Mais il y a une remarque très 
importante à faire : à mesure qu'on pénètre dans la 
Terre en suivant la verticale du point A, la direction de 
la pesanteur varie-, un fil à plomb, attaché en A, prend 
la direction de la pesanteur à son extrémité inférieure 
et s'écarte, vers le nord, de la verticale AZ, ce qui aug-
mente la déviation apparente du corps qu'on laisse 
tomber. Il s'agit de calculer la quantité u dont l'extré-
mité d'un fil à plomb de longueur h s'éloigne au nord de 
la verticale AZ. Les coordonnées de l'extrémité du fil 
par rapport à A X Y Z sont 

X i = — M , Y i = o, Z, = — A , 

et, par conséquent, les coordonnées relatives- à O x y z 
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sont 

= 57o—A coscp ~ w sincp, = = <59—A sincp 4-a coscp ; 

les composantes de la pesanteur en ce point sont 

(X2_to2)iri== ^COSCD, o, C f i sincp. 
Xq ' ZQ 

Pour que le fil soit en équilibre, il faut que la pre-
mière et la troisième de ces composantes soient propor-
tionnelles à J^o— Ĵ i et à — ? donc 

(xq — A COS cp — u si n cp ) cos cp ( — A si n cp -f- u cos o) sin cp ^ 

a7o(/i C0SC5 w sincp) A sincp — w coscp) ^ 

chassons les dénominateurs, divisons par 0:02:0 et ayons 
égard à la relation (4), nous trouverons 

— s m — ^ \ ^ ^ ^ wy c. P 

Cette équation a deux racines, l'une très grande, Tautre 
très petite; c'est celle-ci qui nous convient; elle a pour 
valeur approchée 

, I . 
U = - —77Z— s m 2 c:> 

2 

2Cp 
/ phef^ \ pe^ ^ . 

— 2 n - cos 2cp 1 u — ^ ^ ¿̂2 sm2cp = o . 

OU, en remplaçant, comme on l'a déjà fait, ^ par i et ^ 

5 w2 ^ 
par > 
^ 2 ^ 

5 0)2/l2 . 
v! — - sm2cp. 

4 g 

Telle est la quantité dont le fil à plomb dévie au nord de 
la verticale du point A ; la déviation apparente du corps 
qu'on a laissé tomber devrait donc être égale à 

, II t02A2 . 
u' — s m 2 CO ; 

8 

c'est plus de quatre fois la valeur trouvée en regardant 
comme constante la direction de la pesanteur, mais, dans 
les conditions où Reich a fait ses expériences, cela ne 
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donnerait encore que 0^,000017 de déviation australe, 
et l'on peut s'assurer que la résistance de l'air au mou-
vement du corps qui tombe modifie très peu ce résultat. 
On est encore bien loin de la déviation annoncée par 
Reicli, et il faut en conclure ou que cette déviation tenait 
à des circonstances locales, ou, ce qui est plus probable, 
que les expériences n'étaient pas suffisamment exactes, 
et que les physiciens auraient intérêt à les reprendre 
dans des puits profonds, comme les y invite M. Gilbert. 

Venons enfin au mouvement d'un point pesant lancé 
dans l'atmosphère; il est facile d'en écrire les équa-
tions différentielles sous forme explicite, puisqu'on sait 
exprimer en quantités finies les composantes de l'attrac-
tion d'un ellipsoïde planétaire sur un point extérieur; 
mais ces équations ne sont plus linéaires, et leur inté-
gration est difficile. On trouverait des intégrales appro-
chées en développant en séries les composantes de l'at-
traction ; mais, si l'on veut se borner à une première 
approximation, il est bien plus simple d'évaluer directe-
ment la partie principale des variations que le déplace-
ment du mobile fait éprouver aux composantes de la 
pesanteur. Considérons les coordonnées X, Y , Z, et ap-
pelons R i e rayon moyen de la Terre; si l'on commet une 
erreur sensible en regardant la pesanteur comme dirigée 
vers le centre du globe et inversement proportionnelle au 
carré de la distance à ce centre, l'erreur devient négli-
geable quand on adopte cette hypothèse pour calculer 
les variations de la pesanteur; les composantes parallèles 
à A X et à A Y , nulles en A, seront, pour une position 

différente, — — la composante parallèle à AZ 

sera approximativement 
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les équations du mouvement deviennent alors 

X . ^ Y s i n c p - , 

Y Y / dZ . d\\ 

dn dY 

Intégrons par approximations successives : si nous 

négligeons d'abord les termes en u et en nous aurons 

Une seconde approximation nous donnera 

Xc= A i - s i n c p - 1 ~ 
o K 

Y = B î h - ( A sincp H- C c o s c p ) 0 ) ^ 2 — g ^ ^ ^ ^ R 

Il n'y a pas lieu de pousser l'approximation plus loin; 
les-expressions précédentes suffisent pour faire apprécier 
l'influence de la rotation diurne et des variations delà 
pesanteur; pour des vérifications expérimentales, il 
faudrait avoir égard à la résistance de l'air qui joue un 
grand rôle, mais dont la considération nous éloignerait 
de l'objet de cet article. 

NOUVEAUX D É V E L O P P E M E N T S SllU UNE M É T H O D E 
D'ÉLIMINATION 

P A R M . L . S A L T E L . 

Cette méthode, et c'est là son caractère principal, per-

(') Voir l. XX, n* F é r i é des Nouvelles Annales. 
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met d'éliminer successwement ), par la simple résolu-
tion de l'équation 

= (i) 

h — I inconnues entre k équations. Elle repose, rappe-
lons-le, sur deux points principaux : le premier est rela-
tif aux solutions étrangères qm s'introduisent nécessai-
rement par la substitution, dans une ou plusieurs des 
autres équations, de la valeur 

b . ^ Xf^^ ? ( 2 ) 
a ' 

déduite de (i) ; le second indique le moyen de supprimer, 
dans la suite des calculs, ces non-solutions. 

Nous regrettons de ne pas avoir mentionné, dans notre 
première Communication, les remarques et applications 
suivantes, qui jettent un jour nouveau sur ce procédé, qui 
est incontestablement le plus simple en théorie (2) etle 
plus rapide en pratique aussitôt que le nombre des équa-
tions devient supérieur à deux 

I . — R e m à r q l e s . 

Remarque I. — Soient deux équations 

Aix,y,z,t) = o, (i) 
B{x,x,z,t) = o, (2) 

{*) On peut lire, dans le Traité d'Algèbre supérieure de M. Ser-
ret, que le procédé par éliminations successives était jusqu'ici seule-
ment applicable aux équations du premier degré. 

( ' ) On pourrait bien objecter que parfois la détermination du degré 
de multiplicité des solutions étrangères est délicate, mais, somme toute, 
ce nombre n'est pas indispensable; il suffit de supprimer ces non-
solutions préalablement connues le plus grand nombre de fois possible. 

(®) il est même souvent le plus rapide dans le cas de deux équa-
tions incomplètes, c'est-à-dire dans le cas où ces équations ne sont 
pas le«? plus générales de leur espèce. 



( 556 ) 
supposées algébriques et entières par rapport à x , j , 
t. Si toutes les solutions de (i) conviennent 3(2) , cette 
équation ( 2 ) pourra s'écrire sous la forme 

l'expression 
C{x,y,z,t) ( 4 ) 

représentant un polynôme algébrique entier en t. 
Pour s'en rendre compte, il suffit d'observer que, toutes 

les solutions de (i) vérifiant (2), il en résulte, en con-
sidérant j , t comme des coefficients ayant des valeurs 
arbitraires, que toutes les solutions de l'équation (i) à 
une seule inconnue x vérifient l'équation (2) également 
à une seule inconnue-, donc, d'après un théorème élé-
mentaire, l'équation (2) peut bien s'écrire sous la 
forme (3). 

Remarque II. — Nous avons déjà fait observer que 
si, dans les deux équations 

( S ) j ( l ) 
( -h. . = 0 , ( 2 ) 

on a identiquement 

= ( 3 ) 

la substitution de 

n'introduit pas de solution étrangère, pourvu que l'on 
ait soin, avant de chasser les dénominateurs, de laisser 
le numérateur et le dénominateur du premier terme par 
B, (x, j ) ; on peut ajouter quelque chose de plus : en pro-
cédant de la sorte, on supprime la solution 

= ( 5 ) 

résultant de a infini; ajoutons encore que, si l'on a iden-
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tique ment 

= (6) 

le système (S) étant vérifié par 

( A , , , + 1 ( ^ , 7 ) = o, ( 8 ) 

on pourra supprimer la courbe représentée par (8), en 
posant 

OL — ~ 

a 

et prenant cfj pour nouveau paramètre variable. 

Remarque I I I . — Soient 

( = (i) 

I = o (2) 
deux équations contenant cinq inconnues f, 
Le système 

( ? ) 
z, t).ç + B ( ; r , J , t) ^ o , (3) 

(4) 

obtenu en substituant, dans (2), à la place de la va-
leur 

0 ( 5 ) 

déduite de (i), n'est pas entièrement équivalente à (a), 
attendu que ce dernier système est vérifié, quelle que 
soit la valeur attribuée à v par toutes les solutions en ,r, 

z^ t communes à 

1 (6) 
^̂ ^̂  ¡ 6 ( ^ , 7 , ^ , 0 = 0, ( 7 ) 

C ) C'est uniquement pour mieux préciser que nous prenons cinq 

inconnues; il est bien entendu que la remarque en question est in-

dépendante de ce nombre. 
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taudis que le système ( a ) donne, par l'équation ( 2 ), pour 
chacune de ces solutions particulières, un nombre déter-
miné de valeurs de nombre égal à la plus haute 
puissance de cette inconnue dans cette équation (2). 

Ainsi : (¡3) e^i équivalent à (a) pour toutes les solu-
tions relatives aux quatre inconnues x^j^^z^ i, mais il 
n'est équivalent CL (a), relativement aux cinq inconnues 
X, z, i, V, que pour les solutions ne résultant pas des 
racines communes à ( ̂  ), ( 7 ) • 

Généralisation. — D'une manière plus générale, si 

l'on a le système de deux équations 

( (8) 
( 0 ) < 

( = ( 9 ) 

et qu'on lui substitue le système 

^̂ ^ ( o, (10) 

( W(:r,7, i) = o, (lï) 

obtenu en éliminant entre ces deux équations, par un 

procédé quelconque l'inconnue v̂ , ce système est 

bien équivalent à ( 8 ) pour toutes les valeurs relatives aux 

quatre inconnues mais, comme l'équation (11) 

est nécessairement (-) vérifiée par les solutions com-

munes à 

^̂ ^̂  ( 0 = o, (12) 

il n'est équivalent à (8), relativement aux cinq inconnues 

qtie pour les solutions ne vérifiant pas 

(M II est bien entendu, redisons-le une fois pour toutes, que, si l'on 
a suivi, pour faire cette élimination, notre méthode, appliquée au 
cas de deux équations, nous supposons les fonctions V „ V,>, W dé-
barrassées des facteurs étrangers. 

(2) C'est notre méthode qui nous a conduit à l'observation de cet 
important résultat. 



( ) 
(i2), (i3). On verra plus loin l'importance de cette re-
marque. 

I I . — P R E M I È R E APPLICATIOIV. 

P R O B L È M E . — Trouver les solutions en J) , z coni^ 
munes à un système de la forme 

i V2(:r,7) = o, (i) 
(A) <l],(x,y,z)=:o, • (ti) 

( \J.2{T,y,z)=.o, (3) 

les fonctions Vî, V2, Uo étant algébriques et en-
tières. 

Solution. — Pour plus de clarté, nous supposerons 
les fonctions U î , U2 d'ordres m̂ ^ m^ par rapport à 

Cela dit, observons d'abord qu'il n'est pas exact de 
dire que le système 

/ (4) 

(B) (5) 

= (6) 

obtenu en substituant, dans (2), (3), à la place de la 
valeur 

déduite de (i), soit équivalent au système (A); ce der-
nier système est, en eifet, vérifié par les solutions en x , 
y communes à 

(8) 

^ ^̂  = ( 9 ) 

tandis que le système (A) n'admet généralement pas ces 
solutions. Le système (B) se compose donc du système 
(A), plus du système (C) compté un certain nombre de 

fois. Comment déterminer ce dernier degré de multi-
plicité.? C'est là une question qui nous a sem'blé assez 
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(E) 
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longtemps fort difficile. Il suffit cependant d'observer 
que les courbes représentées par (5), (6 ) admettent res-
pectivement les points communs aux courbes représentées 
par (8), (9) pour points multiples d'ordres z/ii, par 
conséquent, les solutions étrangères représentées par (C) 
doivent être chacune comptées rn̂  m^ fois ( - ) ; donc, si les 
équations 

Mi.(^).7-f-M2(:r) = o, (10) 
Ms{cc) = o, ( i l ) 

( (12) 
( N 3 ( ^ ) - o ( i3) 

sont celles que l'on obtient en éliminant entre ( 5 ), (6) 
et (8), (9), le polynôme devra être divisible par le 
polynôme N3 (o:) élevé à la puissance zzj /Zo. En représen-
tant par P ( x ) le quotient, le système proposé (A) sera 
équivalent à 

I -4-¥2(^^,7) = o, ( i4) 
( A ' ) = (i5) 

( P(x) = o. (16) 

M . — D E U X I È M E A P P L I C A T I O N . 

P R O B L È M E . — Trouver les solutions en X , J) , :: com-
munes aux trois équations 

1 = ( I ) 

( A ) . = ( 2 j 

( ¥ 3 ( ^ , 7 , ^ ) ^ 0 , (3 ) 

supposées algébriques et entières. 

(*) Ces équations (5), (6) peuvent, en effet, être considérées comme 
représentant les équations des courbes définies par (i), (2) et (i), (3), 
où l'on considère iî comme un paramètre variable. 

En supposant que les points multiples en question n'aient pas 
de tangentes communes, ce qui a lieu si les équations (i), (2), (3) sont 
indépendantes entre elles, on voit qu'à chacune des solutions com-
munes à (8), (9) correspondent respectivement, d'après (5), (6), 
w, m., valeurs de 



( ) 
Soliiiioii. — Eliminons, par notre mëtliode ou par 

l'une quelconque des métliodes connues, z entre les équa-
tions (i), (2), et soit 

^ ( J ) - - V 2 ( . r , J ) zzr o, ( 4 ) 
( W i ( . r , r ) = o (5) 

le résultat obtenu. 
Substituons au système (A) le système 

i ( -r,}' ). ^ -i - ( .r ) o , ( (D 

{CA I W j f . r , r ) - - o , (7 ) 

l ) ^ o, ( 8 ) 

obtenu en remplaçant les équations (i ), (2) par (4), (V)). 
x\yant déjà montré, dans*notre première Communica-

tion, que les points communs aux courbes définies par 

( D ) ( Ç „ 

( Vof.r, }') =r o n o ) 

représentent, en général, des points doubles ou simples 
de la courbe représentée par (7) (' ), on voit que (C) se 
compose de (A) plus du système étranger 

IVi(>,r) = o, (11) 

= o, ( 1 2 ) 

V 3 ( . R . R ) = O. ( I 3 ) 

Cette observation faite, substituons dans (8), à la place 
de la valeur donnée par (6), on aura le système 

iy, ( X , y ).z-h ¥2 ( X , y ) = o, ( 14) 

Wi(x,y)=o, (i5) 

W^Jx,y) = o, ( ï 6 ) 

qui se composera du système proposé (A), plus des so-
lutions communes à (D) comptées avec un certain degré ( ' ) Nous reviendrons sur ce point dans une Note spéciale. 

Ann.de Mathémat., 3« série, t. II. '.Décembre iS83.) 36 
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(le iiiultiplicilé. Il esl bien entendu que I on déterminera 
ce dernier degré de multiplicité en se rappelant que tous 
les points définis par (D) ont ie même degré de multipli-
cité dans la courbe représentée par (i6), et que les uns 
sont doubles, et les autres peuvent etre simples dans la 
courbe définie par ( 15 ). 

Nota, — Bien qu'ayant supposé que les surfaces repré-
sentées par (3) n'avaient pas de ligne commune, 
notre méthode, et c'est la seule douée de ce privilège, 
permet de trouver, comme nous allons le constater dans 
l'application suivante, tous les points communs situés en 
dehors de cette ligne commune. 

IV. TaOISli-ME APPLlCATIOiS . 

P î i o b l î : m e . — Trouver les solutions en .r, r, t coni-
munes à un système de la forme 

' z).t z) o, (i ) 
] [Ji(.r, y, I-o, 

TA ) < . ' 
J , ^ o, ( 3 ) 

supposées algébriques et entières. 

Le système; 

(B) ) (G) 
i O, 

I ^ o, ( 8 ) 
o btenu en substituant, dans (3),(4), à la place do i, 
la valeui' 

Vo(.r, r, G) 

déduite de (i), n'est pas équivalent au système (A); ce 
dernier système est, en eifet, vérifié par les solutions de 



( ) 
.r, J , conmiunes à 

S ( m ) 
l = o; (n) 

on peut même ajouter, si l'on considère x , j , z comme 

coordonnées courantes, et si l'on suppose que /z., 

soient I es plus h auts exposants de t dans ( 2 ), ( 3 ), ( 4 ), que 

la courbe gauche définie par (C) est respectivement mul-

tiple d'ordre n ,̂ n̂  pour les surfaces représentées par 

(6), (7), (8). L'élimination de deux des inconnues entre 

(()), ( j ) , (8) doit donc conduire à l'identité o -- o. Voici 

comment nous levons cette indétermination ). 

Substituons seulement la valeur (q) dans les équa-

tions ( 2), (3), et considérons le système 

i r , = o, (11) 

CD) ( i 3 ) 

( z ) == o, ( f i ) 

qui se composera évidemment du système 

/ Vsi.'/',!',^ ) o. (i5) 

( E ) I U i ( . r , r , G, n = o, (16) 

( L ' o l . - r . r , - , / ) o , ( 1 7 ) 

plus du système défini par (C ). 
S u b s t i t u o n s a u s y s t è m e ( D ) l e s y s t è m e 

/ r , J ) . / V 2 ( > , r,-o) o, {¡S) 

{ \ y ) <1 Mi( . r , r ) . ^ -h == o, (19 ) 

l = o, i'20 ) 

obtenu en éliminant, par un procédé quelconque, ^ entre 

(i3), (i4), t̂ t représentons par 

{') Nous avions drjà indiqué, dans le Mémoire : Sur un paradoxe 

mathématique, l'idée d'éliminer un ou plusieurs paramètres en vue 

de faire naître des facteurs. 
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l e s y s t è m e r é s u l t a n t d e l ' é l i m i n a t i o n d e r: e n t r e l e s é q u a -

t i o n s ( C ) . 

T o u t e s l e s s o l u t i o n s d e ( 2 2 ) v é r i l î a n t ( C ) e t é t a n t 

p a r t a n t c o m p r i s e s d a n s ( D ' ) , l e p r e m i e r m e m b r e d e ( 2 0 ) 

e s t n é c e s s a i r e m e n t d i v i s i b l e u n c e r t a i n n o m b r e d e f o i s 

p a r l e p r e m i e r m e m b r e d e ( 2 2 ) ; r e p r é s e n t o n s p a r 

l e q u o t i e n t , l e s y s t è m e 

/ 1 ( .r ). / - - V-2 o , ( 23 ) 

(t:') < = o, (-24) 
[ —o 

se ( j o m p o s e r a d u s y s t è m e ( E ) p l u s d u s y s t è m e 

I ^o, (16) 

( l'\) Y s i ' . r , y , o , (27^) 

' (28) 

a t t e n d u q u e ( C ) v é i l i i a n t ( i 3 ) , ( i 4 ) v é r i f i e a u s s i ( 2 4 ) , 

( jui n ' e s t a u t r e ( juc ( 1 9 ); d o n c l e s y s t è m e 

) ( 3 o ) 

' IL ) O , ( 3 T ) 

U;;( ./-..r, G, 0 = O • (3o:) 

se c o m p o s e r a d u s y s t è m e p r o p o s é [ A ) p l u s d u s y s t è m e 

é t r a n g e r 

• Y i i . r , r , .^) o, (33) 

o, (34) 

\j:i(.r.r, z,t) ~o. (36) 

C e s d e u x d e r n i e r s s y s t è m e s a d m e t t a n t t o u s l e s d e u x 

u n n o i n b i e f i n i d e s o l u t i o n s c o m m u n e s e n j , t e t 

l a r é s o l u t i o n d u s y s t è m e ( F ' ) é t a n t c o m p r i s e d a n s l e s 

a p p l i c a t i o n s p r é c é d e n t e s , o n v o i t q u e t o u t e l a q u e s t i o n 

est r é d u i t e à r é s o u d r e ( E^O-

c e l a , s u b s t i t u o n s d a n s ( 3 2 ) à l a p l a c e d e t l a v a -
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leur déduite de (29), on aura le système 

/ = (37) 
I ( 3 8 ) 

• Y{(x,y) = o, (39) 
(4o) 

qui se composera de (E '̂) plus du système (F); ces deux 
derniers systèmes admettant encore un nombre fini de 
solutions communes en x , j)̂ , ẑ  i, et, leur résolution étant 
comprise dans les applications précédentes, le problème 
proposé est définitivement résolu. 

V . — Q U A T R I È M E A P P L I C A T I O N . 

P R O B L È M E . — Trouver les solutions en x, j , t corn-
77iunes aux é (¡nations 

! o, . (1) 
\ V.{x,y,z,t) = o, Ci) 

Uslir,/,^, 0 o, (3) 
I \j,{x,y,z,t) = o, (4) 

supposées algébriques el entières. 

Solution. — Substituons à ce système le système 

/ \,{x,y,z).t-\-y.^(œ,y,z) = o, (5) 
) = (6) 

\J's{x,y,z, t) = o, ( 7 ) 
! V,{x,y,z,t) = o, (8) 

obtenu en éliminant t entre les équations (i), (2). L'é-

quation (6) a toutes les solutions communes à 

_ S = (9) 

^ ^ l\,{x,y,z) = o; ( 1 0 ) 

le système (B) se compose de (A), plus du système 
I = (II) 

J ) J ¥ 2 ( ^ , 7 , ^ ) ^ 0 , • ( 1 2 ) 

(i3) 
( \},{x,y,z,t)==o. (i4) 
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Ayant déjà appris à résoudre les systèmes (B) et (D), le 
problème est résolu. 

BIBIJOGlUPHie. 

COURS DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES : Partie, A L -

GÈBRE, par M. G. de LongcJunnps, professeur de Mathé-
matiques spéciales au lycée Charlemagne. — Paris, Dela-
grave, i883; in-8^ de 680 pages. Prix : xo*'". 

Le Cours île Mat l iéniat iques sj)éciales que l ' a u t e u r publ ie au-

j o u r d ' h u i est, sauf de légères modif icat ions , celui qu'i l a professé 

au lycée G h a r l e u i a g u e , dans ces dernières années. 11 l 'a j édigé en 

se c o n f o r m a n t au dernier p r o g r a m m e d 'admiss ion à l ' E c o l e P o -

l y t e c h n i q u e . 

C e C o u r s com})rend trois V o l u m e s : le p r e m i e r est consacré à 

l ' A l g è b r e , les d e u x autres à la G é o m é t r i e a n a l y t i q u e à deux et 

t ro is d i m e n s i o n s ; c h a c u n de ces O u v r a g e s est divisé en f^eçons. 

à la suite desquel les l 'auteur a ])laeé des e x e r c i c e s qui s'y r a t -

tac li e ni i m m é d i a l e me n t. 

L e p lus souvent l ' a u t e u r a donné, pour ces e x e r c i c e s , un ren-

s e i g n e m e n t sur la solution qu'on peut leur a p p l i q u e r et il a in-

diqué le résul tat auquel on doit a b o u t i r . Les é lèves , a u x q u e l s 

ce C o u r s est |)lus p a r l i c u l i é r e m e n t dest iné , n 'ayant qu 'un temps 

restreint à consacrer à la r e c h e r c h e des p r o b l è m e s , l ' a u t e u r a 

pensé leur être uti le en leur m o n t r a n t , par les e x e r c i c e s qu'il 

leur pro|)ose, en m ê m e t e m p s qu 'une m a r c h e à suivre p o u r les 

résoudre , le résul tat qu'ils do ivent t r o u v e r . 

KECTIFIGATIONS. 

La question 1468, proposée, p. 384, par M. d'Ocagne, l'avait été 
antérieurement par M. Laisant dans le Journal de Mathématiques 

élémentaires y t. VI, p. 168. 

Page 82, ligne 4, au lieu de coniques, lisez cubiques. 
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