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NOUVELLES ANNALES

MATHEMATIQUES.

NOTE SUR L’IMPOSSIBILITE DE LA QUADRATURE DU CGERCLE;
Par M. Eveing ROUCHE (!).

Il n’est guére de probléme qui ait donné lieu & plus
de tentatives que celui de la quadrature du cercle : on
entend par 13, comme on sait, la construction avec la
régle et le compas, c’est-a-dire a I'aide d’'un nombre
limité de droites et de cercles, du carré équivalent a un
cercle donné quelconque. L’insuccés de tant d’efforts avait
fait regarder ce probléme comme impossible, bien qu’il
n’existat, a vrai dire, aucune démonstration rigoureuse
de cette impossibilité; on avait seulement prouvé jus-
qu’ici que le rapport de la circonférence au diamétre est
incommensurable (Lamsert, 1761), et qu’il en est de
méme de son carré (Lecenore, Note IV de sa Géomé~
trie; Hermrre, Journal de Crelle, 1873).

Dans tout probléme susceptible d’éire résolu avec la
régle et le compas, chaque point de la figure s’obtient
par l'intersection de deux droites ou d'une droite etd’un
cercle, ou de deux cercles; si 'on imagine qu'on tra-
duise algébriquement les constructions au fur et 4 me-
sure, a I’aide des formules de la Géométrie analytique, on
apercoit qu’on n’aurajamais i résoudre que des équations

(') Tirée de la cinquiéme édition du Z'raiteé de Géometrie de
MM. Eug. Rouché et Ch. de Comberousse, qui vient de paraitre & la
librairie Gauthier-Villars.
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linéaires ou quadratiques, en sorte que I'équation finale
pourra, par un nombre suffisant d’élévations au carré
successives, ¢tre ramenée a une équation de degré pair
a coefficients rationnels. On aura donc démontré I'im-
possibilité de la quadrature du cercle, si I’on prouve que
le nombre = ne saurait étre racine d’une équation de
degré quelconque a coefficients rationnels.

M. Lindemann a annoncé (Comptes rendus, t. XCV,
et Mathematische Annalen, t. XX; 1882) qu’il était
parvenu a déduire cette proposition de certaines formules
de M. Hermite (Mémoire sur la fonction exponen-
tielle, 1874); sa méthode n'est qu'unc généralisation,
mais fort habile, de celle qu'avait employée I'illustre
géométre pour démontrer que le nombre e, base des lo-
garithmes uépériens, jouit de la propriéié similaire.

Nous allons exposer, en simplifiant quelques détails,
les formules de M. Hermite et les recherches de M. Lin-
demann; ce dernier travail, si remarquable, appelle d’au-
tant plus I'agtention qu’il ne semble pas devoir étre le
dernier mot sur ce sujet, au moins sous le rapport de la
simplicité.

Formules de M. Hermite.

1. Remarquons d’abord que, si 'on désigne par m un
nombre entier et positif quelconque, par z, zj, ..., 2,
les racines d’une équation entiére de la forme

() f(5)=s"4+ a1z +...+a, =o0,

on peut toujours déterminer un polynéme entier et de
degré n en z

(1) D(3,5) = 57+ 0;(5;) 571 +. ..+ 0,(5),

tel qu’on ait identiquement

;ﬂ:':_)v — (3, 50— d®(s, 35
S ds
D3, 5,)— P(30. 3,) (3, 3)— P(z,,35)
—_ g | T TR
S — %o & — Zp

|
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i désignant 'un quelconque des nombres o, 1, 2, ..., n,
a condition de remplacer 3, par zéro.

Car, en égalant les coefficients des mémes puissances
de z dans les deux membres, on trouve, puisque le pre-
mier terme est z” de part et d’autre, n relations qui per-
mettent de déterminer les n coefficients

81(5:), -y Bn(a0);

ces relations, qu'on déduit de

Fraf e ap

= 0(8;)— (n+k—1)0—1(3;)
— m[Se05—1(2:) + 81 0z—2(2:) +. ..+ Sp—201(5:) + Sp—1],

en faisant successivement k égal a 1, 2, ..., n etou S,,
Sy, ... désignent les sommes des puissances semblables
des racines de f(z) = o0, montrent que 0 (z,) est un po-
lyn6éme de la forme

0r(5;) = aF + by ¥ 1+ by,

by, ..., by étant des fonctions entiéres symétriques et a
coefficients entiers des racines de f{z) = o.
L’expression (1) fait voir en outre que, si I'on pose

5= 20 eee Zp ,
2y 3,
on a
1 1 ®(39,29) ... P(3n,3%0)
x| 8(30) oo Bi(zn) | _ | ®(50,31) ... P(n,21)
0.(20) ... 0,(3) (30, 2n) .o. P(3n,3n

et comme, en vertu de I’expression de 04 (z;), le second
déterminant se réduit par des transformations bien

connues a 3, on voit que le dernier déterminant est égal
N
a 02,
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Enfin, si I'on désigne par ¢(z, z;) ce que devient
®(z, z;) lorsqu’on y remplace m par zéro, on a

, 23 _ oy — P9 50

(2) iz —9EE) ds '

et
©(50,30) ..+ ©(Zn) 20)

(3) ¢(z051) oo 0(3ma) | g .
?(5013‘-1‘) e ?(z"’:")

2. Cela posé, considérons I'intégrale

I Sk e—szm fm(;’)
: dsz,
1.2 ... (m—1) o 53— 5

le chemin d’intégration pouvant étre choisi a volonté, a

condition toutefois de ne pas passer par l'infini; nous
désignerons cette intégrale par le symbole my.

En multipliant les-deux membres de la relation (2)
par e~#z" f™(z), on a

e—3 zm+1 /‘m+ 1(35)

53— 3

d
o= ?[9_33'"/""(5)4’(3, 5[)]
_;_me—zszm(z)[(p(z(h 3;) PR P(zy,, 3;) ;
5 — 5 s — & |

d’ol, en multipliant par dz et intégrant entre les limites
0 et Zy,

(m =+ 1)} = D(30, 3) MY +. ..~ P(Zn, 3;) ML

La recherche des intégrales (m 1), se trouve ainsi
ramenée a celle des intégrales m). Par le méme procédé,
on rameénera a leur tour celles-ci aux intégrales (m — 1),
et, en continuant de la sorte, on arrivera A la formule

mp = UL (1) 4. . .= UL(D)}.



avec la relation

Uy ... Up
(4)

cee eee . = o2(m—1)
O i

Mais, en multipliant par e=* les deux membres de la
relation (2'), on a

er3f(s) _ d
z—z;  dz

[e29 (3, 5;)],

d’ou, en multipliant par dz et intégrant entre o et zy,
(0% = (50, 30) — € 9( 3k, 50)-

11 suffit dés lors de poser

(5) uj, = Ul ¢(5ny 50) +. ..+ Ulg (2n, 3n)

pour obtenir la formule

(6) mi = uy — e~z uj,

due a4 M. Hermite et dont dépend toute la suite de cette
étude.

Les quantités uj, sont des fonctions entiéres et a coef-
ficients entiers des racines de f(z) = o; leur expres-
sion (5) montre en outre que leur déterminant

0 0

uy ... Up

1 1

A—| %o oo U
n n

ug ... up

est égal au produit des déterminants (3) et (4); d’ou
résulte I’égalité
A = q2m,

3. Enfin, pour terminer ce travail préparatoire, nous
allons montrer que !’intégrale mj tend vers zéro lorsque
m croit indéfiniment.
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Si I'on désigne, en effet, par X' la longueur du chemin
d’intégration adopté pour le calcul de m}, et par ' et v/
les modules maxima de zf(z) et de e™?(z—z;)7! le
long de ce chemin, on a évidemment

; TR R
dmi < 7V h
mod mj < 1.2...(m—1)
Par suite, si A, p, v sont les plus grandes valeursde ¥, y/,

v pour toutes les valeurs de & et de i, toutesles inté-
grales m} auront un module inférieur a

° m—1
l—-“{i ] @A,
1.2...(m—1)
or ), u, v sont des nombres finis et indépendants de m,
et 'on sait d’ailleurs que la fraction mise entre paren-

théses peut, pour une valeur assez grande de Uentier m,
devenir inférieure a toute quantité donnée.

Théorémes de M. Lindemann.

4. Supposons : 1° que n soit de la forme pg, p et ¢
¢étant deux entiers positifs quelconques; 2° que zy, ..., z,
soient les racines d'une équation irréductible de la
forme

(#) Y(3)=3P+byzP14.. .+ bp=o,

by, by, ..., b, étant des nombres entiers réels ou ima-
ginaires; 3° que I'on ait pour toutes les valeurs 1, 2, ..., p
de I'indice v

(7) Spav == 23, Sopay =35y «uu, Sg—tipiv = G 3
On aura, par la formule (6),
esm! = e u:, —ul,

i

— o3 i __ gt
pay = €Ul —u

e<prvn

- R i - i ‘
R e e AVl e Uin_yipa
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d’ou, en multipliant respectivement par des nombres
Ny, Na, ..., Ny, supposés entiers réels ou imaginaires,
mais différents de zéro, puis ajoutant et ayant égard aux -
relations (7),
NiZesvm! + Ny S esper m,’;_H “+ ...+ Ny Ze3a—1p+ qu_,,p+,
= ul [Ny Zes + NyZe?sv +.. .+ N, Zers]

S NLY gl i
—~NiZu,—No2u,, —...—NoZug 4.,

toutes les sommes I étant prises dev=1 a v =p.
L’existence d’une relation telle que

H No—+ Ny Zedv+ Ny Ze?iv+4...+ NyZedv=o0
entrainerait donc les » + 1 relations que ’on déduit de

#) N, Sesvm! —q—.N2 Z epry 1.71;;4*,+...—.|- N,= eZ(q-np+vn?("q_,,,,ﬁ
=—[Now! + Ny Zuj+ NoZup,, o+ NoBuf ],
en y faisant i =o,1, 2, ..., n. L'impossibilité de la
relation (I) sera donc démontrée, sil’on prouve I'impos-
sibilité du systéme des (n + 1) équations (8).

A cet effet, nous ferons d’abord les remarques sui-
vantes, qui résultent de la composition des u}, et de la
forme entiére des coefficients de I’équation qui a les zx
pour racines.

1° Le second membre de la premiére des équations (8)
(relative 4 £ = 0) est un nombre entier; car ce second
membre, qui est une fonction entiére et a coefficients
entiers des zj, est en outre une fonction symétrique de
ces racines; vu que, si l'on échange les indices x et y
qu'on suppose choisis parmi1, 2, ..., p, u} s'échange
avec Uy, Zzi)\p AVEC Zyinpy €L UYap, AVEC U 505

2° Les seconds membres des autres équations (8) ne
font que s’échanger entre eux par I’effet de’échange mu-
tuel des z; car, si 'on échange z; el zy, uj,,, s’échange
avec uj,,, tant que [ difféere de x et de y, et en outre
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Uy s'échange avec ul,,, et u7,;,avec uj,,. Ces seconds
membres sont d’ailleurs des fonctions entiéres et a coef-

* ficients entiers des z;; si donc on considére I'équation
wrtl - Ao+, .+ Ay =0,

qui aurait les seconds membres des équations (8) pour
racines, les coefficients A,, ..., A, étant des fonctions
enticres et symétriques de ces seconds membres seront
des nombres entiers.

Mais les premiers membres des équations (8) tendent
vers zéro quand m croit indéfiniment; donc il en est de
méme alors de Ay, Ay, ..., A, et, comme ce sont des
nombres cnliers, il faut qu’a partir de certaines valeurs
de m ct pour toutes les valeurs plus grandes de m on
ait rigoureusement A, = o0, Ay =o0, ..., A,=o. Donc
pour ces mémes valeurs de m les seconds membres des
équations (8) devraient s’évanouir, ct, par suite, tous les
déterminants d’ordre (¢ +1) déduits du tableau des
cocflicients des Ny, Ny, ..., N,y dans les seconds mem-
bres des équations (18) devraient étre nuls; il en serait
donc de méme du déterminant A et par conséquent aussi
de 8, puisque A = g™,

Mais le déterminant ¢ est, comme on sait, égal au
produit de toutes les diflérences == (az; — 325), lors-
qu'on donne a i et % toutes les valeurs 1, 2, ..., p, et a
a et § toutes les valeurs o, 1, 2, ..., ¢ (4 condition ce-
pendant de ne pas faire a la fois « et § nuls); ¢ ne pour-
rait donc étre nul que s’il y avait entre deux racines z;
et z, une relation de la forme az;— B2, =o0; mais
alors 'équation §(z) = o et I’équation

n \
N <§)2b2:"-2—+—. ct <E>pbp= o
% % %

auraient une racine commune, tandis que ¢(z) a été
supposé irréductible.
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On a donc le théoréme suivant :

Si zy, 22y . .., Zp sont les racines d’une équation ir-
réductible de la forme (B) & coefficients entiers
by, ..., by réelsouimaginaires, il nepeut exister, entre
les fonctions symétriques,

/

Te? = e% + et ...+ e,
S e23y, = 251 - @272 4, -+ e27p,
(9) :
.................. e
( S ed3v = e9%1 4+ 451 -+ . . .+ elp,
olt g désigne un nombre entier et positif quelcongque,-
aucune relation telle que (1), c’est-i-dire aucune rela-
tion linéaire dont les coefficients Ny, Ny, ..., N, soient
entiers réels ou imaginaires et différents de zero.

En particulier, on ne saurait avoir
No—+ Ny 4+ (e 4 e+ . ..+ e/n) = o,

r étant un entier positif quelconque; ct par conséquent,
sous les conditions admises, aucune des fonctions symé-
trigues

erdy - erfa -+ e

ne saurait étre égale & un nombre rationnel.

5. Les propositions précédentes peuvent s’étendre
aux fonctions symétriques

Tes, Xesrtia, I es1+3atis, veey TeSFIat I

(10)

> er:,’ > er(z,—pz,)y 3 er(z,+z,+z,)7 S erlstiat. . +2p)

ceey

En effet, supposons d’abord que les nombres qui
figurent comme exposants de e soient tous différents les
uns des autres et différents de zéro. L’existence d’une
relation linéaire a coefficients entiers Ny, N,, N,, ...
entre les quantités (10) conduirait alors 2 un systéme
d’équations entiérement analogue au systéme (8 ) et dont
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on mettrait 'impossibilité en évidence par un raison-
nement pareil a celui du n° 3.

Si I’hypothése ci-dessus n’est pas remplie, admettons
d’abord que dans I'une des fonctions (10), que nous dé-
signons par Ze*, plusieurs des exposants Z soient égaux
entre cux, et considérons une relation de la forme

(In) 0= No+ Ny ZeZ.

Toutes les quantités Z peuvent alors étre réparties en
plusieurs groupes

’ " . ' " .
Lo, 2, 20, .y Loy Ty T, ooy e,

tels que les quantités qui forment un méme groupe soient
racines d’une équation _irréductible i coefficients ra-
tionnels et ne fassent que s’échanger entre elles quand
on échange les racines z4. Orle succés du raisonnement
appliqué dans le n° 3 a la relation (I) était dit précisé-
ment a ce qu’il n’intervenait dans chaque somme sépa-
rée que des exposants de e s’échangeant entre eux par
suite de ’échange des zx. Nous pouvons donc ici conclure
immédiatement & I'impossibilité d’une équation de la
forme
0= Nog+ NyZeli + Ny Zels ...

ct, par suite, de larelation (II) qui en est un cas particu-
lier. Si, de plus, une des quantités Z était nulle, cela
équivaudrait a4 un changement dans la valeur de Nj;
mais alors le raisonnement serait en défaut, 4 moins que
tous les exposants du second membre de (II) ne s'éva-
nouissent en méme temps. Si l’équation qui a les z, pour
racines est irréductible, le cas d’exception que nous si-
gnalons ne peut se présenter que pour 'exposant de la
fonction

(11) el — e:-(:,+z,+A..+s,,),

lorsque le coeflicient b, de z» ! dans I’équation ¢ (z)=o
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est nul. Considérons maintenant, au lieu de (1I), une
équation linéaire dans laquelle figurent plusieurs des
fonctions (10); on pourra encore grouper les exposants
de telle sorte que chacun des nombres N multiplie une
somme telle que les exposants de e qui appartiennent
aux termes de cette somme soient les racines d’une
équation irréductible, et I'on répétera ce qui a été dit
ci-dessus a propos de ’équation (II).

Donc : Aucune des fonctions symétrigues (10) ne
peut étre égale a un nombre rationnel; et plus généra-
lement, entre les fonctions (10), il ne peut exister au-
cune relation linéaire a coefficients rationnels ; & moins
que U'équation {(z)= o ne soit privée de second terme,
auquel cas une fonction symétrique des quantités (11)
peut étre égale & un nombre rationnel.

6. La premiére série des quantités (10) n’estautre que
la suite des coetficients M,, M,, ..., M, de I'équation

(12) VP —— M, VP=t o+ MyVP=2 — .. .= M, = o,

qui a pour racines €%, e%, ..., e%.

D’aprés ce qui vient d’étre dit, ces coefficients ne
peuvent étre rationnels, sauf M, pour b,=o, et il ne sau-
rait exister entre eux aucune relation linéaire a coeffi-
cients rationnels. Mais si I'une des racines de (12), c’est-
a-dire I'une des quantités e, e%, ..., e était rationnelle,
sa substitution a la place de V dans (12) établirait pré-
cisément une relation a coefficients rationnels entre
M, M., ..., M,. Donc : 8i z est une équation irréduc-
tible de la forme (8), e* ne peut étre un nombre ra-
tionnel.

Or on a V=" = —1; donc w\/—1 ne saurait étre
racine d’une équation irréductible de la forme (§).
D’ailleurs, on peut ramener toute équation a coefficients
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rationnels & Ja forme (%), en prenant pour inconnue pz,
au lieu de z, p étant un nombre entier convenablement
choisi. Donc enfin :

Le nombre = ne saurait étre racine d’une équation
algébrique & coefficients rationnels (réels ou imagi-
naires).

SUR LES ANTICAUSTIQUES PAR REFLEXION DE LA PARABOLE,
LES RAYONS INGIDENTS ETANT PARALLELES ;

Par M. LAGUERRE.

1. Fappelle bissectrice de deux semi-droites données
la droite parfaitement déterminée qui est le lieu des cy-
cles tangents & ces demi-droites; la droite menéc par
leur point de rencontre et perpendiculairement a la bis-
sectrice sera désignée sous le nom de bissectrice im-
propre.

Deux demi-droites sont symétriques par rapport a
leur bissectrice impropre; je dirai qu’elles sont anti-sy-
métriques par rapport a leur bissectrice.

Ces définitions étant posées, je m’appuierai sur les
lemmes suivants :

Lemme 1. — Quatre semi-droites étant données, si
lon consideére trois & trois ces semi-droites, on obtient
quatre triangles; les centres des cycles inscrits dans ces
triangles sont sur un méme cercle.

Considérons en effet (fig. 1) les quatre semi-droites
AB, BE, EA et CF. Les bissectrices des co6tés du triangle
ABC le coupent au point &, celle du triangle BCD au
point a, celles du triangle EDF au point B et cellesdu
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triangle CFA au point y. Pour établir que ces quatre

Fig. 1.

points sont sur une méme circonférence, il suffit d’éta-
bl irque I'dngle 83 est égal 4 I’angle ayB.
On a évidemment

AN N\ 2O\
a3) = BES + fiB% = { BEA + 1 EBA — 1 BAH;
d’autre part, on a

AN N N N Ay N
w8 =FCT +CFy ==} FCA + 4 CFA = 1 BARL

La proposition est donc démontrée.

2. Sur la circonférence oy(z3, considérons le point M
diamétralement opposé au point ¢, on voit que les
droites Ma, M3 ct My sont respectivement perpendicu-
laires aux droites Ba, ER et Ay. Or a est le centre du
cycle qui touche les semi-droites AB, BE et CF, 3.lc
centre du cycle gui touche les semi-droites BE, AE et
CF, et v le centre du cycle qui touche les semi-droites
AE, AB ¢t CF. On peut donc énoncer la proposition
suivante.

Lexwe II. — E'tant données quatre semi-droites D,
1Y, D" et A, sotent «, o/, «" les centres descycles inscrits
respectivement dans les triangles déterminés par les

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. Il (Janvier 1883). 2%
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semi-droites (Y, D", A), (D", D, A) et (D, D', A); de-
signons par 3 le point de rencontre de DY et D', par §'
le point de rencontre de I et de D et enfin par 3" le
point de rencontre de D et V.
Cela posé, les droites mences par les points a, o, o’
et perpendiculaires respectivement aux droites a3, «' 3’
o 8" concourent en un méme point.

3. Considérons maintenant deux semi-droites fixes A
et A ct une semi-droite mobile B assujettie 4 la condi-
tion suivante, a savoir que p désignant le point de ren-
contre de A et de A, ¢ le centre du cycle inscrit dans
le triangle formé par les semi-droites A, B et A, ladroite
menée par ¢ perpendiculairement & pg passe par un
point fixe I,

La semi-droite B enveloppera dans son mouvement
une courbe parfaitement déterminée; elle est de I'espéce
de celles que jai appelées hypercycles et dela troisiéme
classe; c’est donc un hypercycle cubique. Dans tout le
cours de cette Note, quand il n’y aura aucune confusion
a craindre, je la désignerai simplement sous le nom
d’hypercycle; comme je le montrerai plus tard, le point
fixe I est le foyer de cette courbe (*).

4. Un hypercycle étant ainsi défini par les deux semi-
droites A et A, considérons une autre tangente quelcon-
que 4 la courbe Cj en désignant par r le point de ren-
contre de A et de C, par s le centre du cycle tangent aux
semi-droites A, C et A, il suit de la définition de la
courbe que la droite menée par s perpendiculairement a
rs passe par le foyer de la courbe. Soient maintenant

(*) Voir a cesujet ma Note Sur les hypercycles (Comptes rendus
des séances de l’Academie des Sciences, séances des 20 mars ,3,
10 et 24 avril 1882).
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ale point de rencontre des tangentes C et B, {8 le centre
du cycle tangent 4 B, C et A, il résulte du lemme II
que la droite menée par § perpendiculairement & fBa
. passe également par le foyer I'.
Nous pouvons donc énoncer cette propriété fondamen-
tale.

Tatorime 1. — Etant données deux tangentes quel-
conques de 'hypercycle, considérons le centre du cycle
qui touche ces deux tangentes et la semi-droite A; les
droites, qui joignent ce centre au foyer de la courbe et
au point de rencontre des tangentes, sont perpendicu-
laires entre elles.

5. Considérons une tangente A(fig. 2) 4 un hypercycle
Het ale point ouelletouchelacourbe;la tangente infini-
ment voisine A’ passe par le point A et la bissectrice de

Fig. 2.

deux semi-droites A et A’ estla normale menée au point
a; soit « le point ou cette normale rencontre la bissec-
trice des semi-droites A et A; d’aprés le théoréme pré-
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cédent, la droite Fa est perpendiculaire a la normale et,
par suite, paralléle 4 A. D’ou la proposition suivante :

Ltant donnde une tangente A & Ulypercycle H, que
par le foyer I' de la courbe on méne une paralléle a A,
ét que l'on prenne son point de rencontre a avec la bis-
sectrice des semi-droites A et A; quedupoint a onabaisse
ensuite une perpendiculaire de la tangente A, le pied a
de cette perpendiculaire est le point de contact de A avec
la courbe.

6. La semi-droite A est tangente a la courbe. Suppo-
sons cn ellet (fig. 2) Phypercycele défini par la semi-
droite A et une tangente quelconque A. Soit we'la bissec-
trice des demi-droites A et Aj abai-sons du point I' une
perpendiculaire Fp sur oo, puis, du point p, une per-
pendiculaire pg sur A. Si nous imaginons une semi-
droite A’ infiniment voisine de A et passant par le point
d, la bisscctrice de A et de A estla droite wo’, le centre
du cycle tangent a A, A et A’ est évidemment le point p
ct, comme pl est perpendiculaire & po, il résulte da
théoréme I que A’ (et par suite A) est tangente a I'hyper-
cycle; son point de contact cst le point A.

Je dirai que A est la tangente principale de la courbe.

Dans ladémonstration précédente, A est une tangente
quelconque de 'hypercycle ; lorsque cette tangente varie,
on voit que la bissectrice ww’ enveloppe une parabole II
avant I pour foyer, et pé pour tangente au sommet:
cela résulte immédiatement de ce que I'angle Fpw est
un angle droit.

1l estaisé de voir que ladroite ww’ touchela parabole II
an point a3 de ce point, comme centre, décrivons un
cycle touchant ala fois A et Aj son enveloppe, lorsque A
s¢ déplace tangenticllement a 'hypercycle, et que le
point « déerira la parabole II, se compose de la semi-
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droite A et de Phypercycle H : on peut donc dire que le
lieu des centres des cycles, quitouchent I'hypercycle et
la tangente fondamentale A, est la parabole 1.

En d’autres termes :

L’hypercycle H estune anticaustique (') parréflexion
de la parabole 11, les rayons incidents étant perpendi-
culaires & U'axe de, cette parabole.

Remarque. — On voit que la parabole IT est le lieu
des points a3 il en résulic que la parabole W est le lieu
des projections du foyer I' sur les normales a I'hyper-

¢ycle.

7. 1angentes que l'on peut mener a la courbe par
un point situé sur une tangenle donnée.

Soient un hypercycle H défini par son foyer I, sa tan-
gente principale A et une tangente quelconque Aj soit,
de plus, ww' la bissectrice des semi-droites A et A. Etant
pris sur A un point quelconque M, si nous imaginons
une tangente quelconque menée de ce point a la courbe,
il suit du théoréme I que, du centre du cycle inscrit
dans cette tangente, A et A, on doit voir sous un angle
droit le segment MF'. Soit MI" comme diamétre décri-
vant un cercle, et soient a, 3 les points ou ce cercle
coupe la bissectrice ww’; il est clair, d’apres ce qui pré-
céde, que les tangentes que, du point M, on peut
mener i la courbe (et qui sont distinctes de A), sont les
antisymétriques de A relativement aux droites Ma ct
MB.

Remarque 1. — 11 résulte de la construction précé-
dente que par chaque point du plan passent trois tan-

(*) Dans la suite de cette Note, chaque fois que je parlerai d’une
anticaustique, sans ricn mentionner de plus, je supposerai expres-
sément que les ravons incidents sont paralléles.
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gentes a la courbe : ’hypercycle est donc une courbe de la
troisiéme classe.

Remarque II. — Par le foyer I, menons une droite
qui soit paralléle a la bissectrice ww’ et qui rencontre A
au point p; soit ¢ le point symétrique p relativement
au point w, intersection de A et de A. Si, sur ¢F comme
diamétre, nous décrivons un cercle rencontrant la bis-
sectrice ww’ aux points « et B, le centre de ce cercle est
évidemment sur cette bissectrice; I'angle agf est par
conséquent droit, et les deux tangentes, que du point ¢
on peut mener a ’hypercycle (indépendamment de la
tangente A), sont des semi-droites opposées: cela résulte
immédiatement de la construction donnée ci-dessus.

Ces deux tangentes sont distinctes, ainsi que leurs
points de contact; la droite qui correspond a ces deux
semi-droites opposées est donc une tangente double de
la courbe; mais elle doit étre considérée comme une
tangente double apparente (').

L’hypercycle, étant de la troisiéme classe et ayant une
tangente double, est du quatriéme degré.

Remarque 111. — Supposons que le cercle décrit sur
MF comme diamétre soit tangent & la bissecirice wo';
les points o et 8 étant confondus, il en est de méme des

(*) Au point de vue ol nous sommes placés ici, une semi-droite
est tangente double d’une courbe, si, en deux de ses points, elle a
méme direction que cette courbe; c'est alors une tangente double
effective. Mais, si une droite est telle, qu’en la prenant d’abord dans
un scns déterminé elle touche la courbe et qu’elle la touche encore
en la prenant dans le sens inverse, on a une tangente double up-
parente.

Lorsqu’on effectue une transformation par directions réciproques,
une tangente double effective a pour transformée une tangente
double effective, tandis qu’une tangente double apparente (qui ré-
sulte de la superposition de deux tangentes opposées) a pour trans-
formées deux tangentes ordinaires distinctes.
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droites Ma et M@; par suite, les tangentes menées du
point M ala courbe (et distinctes de A) sont confondues.
Le point M est donc situé sur la courbe; d’ou la conclu-
sion suivante :

Soit P le pied de la perpendiculaire abaissée du
foyer F sur la tangente A ; par les deux points F et P
on peut mener deux cercles tangents & la bissectrice
de A et de la tangente fondamentale, les points o ces
cercles coupent A sont les deux points (distincts du
point de contact) ou cette tangente coupe Uhyper-
cycle.

8. Tangente paralléle a une semi-droite donnee —
L’hypercycle étant défini comme précédemment par son
foyer F, la tangente fondamentale A et une tangente
quelconque A, proposons-nous de mener & cette courbe
une tangente paralléle a4 une semi-droite donnée D.

Construisons a cet effet la bissectrice (D, A) (1) et
menons par le foyer F une perpendiculaire a (P, A);
par le point 3, ou cette perpendiculaire coupe la bissec-
trice (A, A), menons une paralléle a (D, A) rencontrant
au point « la tangente A. Il résulte du théoréme I que
I'antisymétrique de A relativement a la droite «f est une
tangente a la courbe qui est évidemment paralléle 4 la
semi-droite donnée D). '

On peut donc mener, une tangente et une seule, qui
soit paralléle & une semi-droite donnée; comme on peut
mener également une tangente parallele 4 la semi-droite
opposée, il en résulte que, par un point situé a I'infini,
on peut généralement mener deux tangentes a lacourbe.

(') Ici et comme dans tout ce qui suit, je désigne, pour abréger,
par la notation (P, Q) la bissectrice de deux semi-droites données
P et Q.
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La courbe étant de troisiéme classe, on voit qu’elle est
nécessairement tangente a la droite de Uinfini.
Deux cas particuliers sout a remarquer : si la droite
donnée est antiparalléle a A, les bissectrices (D, A) sont
(A, A) perpendiculaires, etle point 3 est répété a I'in-
fini. La tangente antiparalléle a A étant rejetée a l'in-
fini, on voit que le point de contact de I'hypercycle avec
la droite de I'infini est sur A; en d’autres termes :

La tangente principale est la tangente que U'on peut
mener & la courbe par le point ou elle touche la droite
de l'infini.

Considérons, en second lieu, le cas ou D est une di-
rection isotrope; je ferai remarquer a ce sujet qu'une
semi-droite isotrope doit étre considerée comme se
confondant avec son opposée ().

Si donc on considére un des ombilics du plan (c’est-
a-dire des deux points imaginaires communs a tous les
cercles du plan), on voit que par ce plan on ne peut
mener a la courbe qu’une tangente distincte de la droite
de I'infini : d’ou il résulte que ce point est situé sur la
courhe.

L’hypercycle est donc une courbe de la troisiéme
classe et du quatriéme degré, tangente a la droite de I'in-
fini ct passant par les ombilics. Elle a un seul foyer,
qui est un foyer singulier; la construction donnée ci-
dessus montre aisément que ce foyer est le point I (2).

Réciproquement, toute courbe de la troisiéme classe
et du quatriéme degré qui touche la droite de 'infini et
passe par les ombilics du plan est un hypercycle. -

(') On voit qu'il n'y a pas besoin de distinguer le sens dans lequel
est décrite une droite isotrope ; ainsi droite isotrope et semi-droite
isotrope ont exactement la méme signification.

(*) Il suffit de remarquer que la bissectrice d’une semi-droite
donnée et d'une droite isotrope est cette droite isotrope clle-méme.
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9. Voici encore une conséquence de la construction
donnée ci-dessus. Une tangente A étant donnée, cher-
chons & déterminer la tangente A’ paralléle a la direc-
tion opposée. La bissectrice (A, A’) est une droite pa-
ralléle & A, et la perpendiculaire abaissée du foyer I¥ sur
cette droite rencontre la bissectrice ww’ au point M
(fig. 2) : d’on il résulte que A’ est Pantisymétrique A
par rapport & la droite MN menée par le point M paral~
lélement a A.

Or I'enveloppe de cette droite estaisée a trouver ; 'an-
gle MF « étant droit, le point M décrit la directrice de la
parabole II, et Pangle NMF étant également droit, MN
enveloppe une parabole IT', qui a pour foyer I et pour
tangente au sommet la directrice MR de la parabole II.

Je ferai remarquer que la droite RS, menée par le
point R perpendiculairement 4 RF, est la tangente
double de la courbe. '

’

10. L’hypercycle étant défini comme enveloppe d'une
semi-droite mobile est,. comme le cycle une courbe de
direction; je veux dire parla qu’en chacun de ses points
la tangente est déterminée de position et de direction.

Considérons un cycle C et le cercle K déterminé par
ce cycle; le cercle K étant de seconde classe et I'hyper-
cycle de la troisiéme, ces deux courbes ont en commun
six tangentes dont la dircction est déterminée, puis-
quelles touchent 'hypercycle. De ces six semi-droites,
trois seulement sont tangentes a G, les autres étant tan-
gentes au cycle opposé.

Ainsi, un cycle et un hypercycle ont trois tangentes
communes.

11. Détermination des tangentes communes @ un
cycle qui touche une tangente a Uhypercycle.— Consi-
dérons un cycle C qui touche une tangente A 4 I'hyper-
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cycle; il a en commun, avec cette courbe, deux autres
tangentes que l'on peut déterminer par la régle et le
compas.

A cet effet, A désignant la tangente principale de la
courbe, I son foyer et ww’ la bissectrice (A, D), appe-
lons O le centre du cycle donné, et qui est aingi bien
défini; sur OF comme diamétre, décrivons un cercle K
qui coupe ww’aux points y et §; joignons Oa et OF, et
soient v et &' les points ou ces droites rencontrent la
tangente A.  °

Cela posé, on vérifiera facilement que les tangentes
menées des points @ et 3’ au cycle C sont les tangentes
cherchées.

12. Construction du cycle osculateur en un point
donné. — Soit ( fig. 2) a construire le cycle osculateur
au point @ on la tangente A -touche la courbe. Sile
cycle C est osculateur, les points v et & doivent se con-
fondre avec le point a, et par conséquent les points v
ct ¢ avec le point 2. Le cercle K touche donce la bissec-
trice ww’ au point a, et son centre est déterminé, puis-
qu’il est, en outre, sur la droite élevée par le milicu du
segment o perpendiculaire a ce segment.

De la la construction simple suivante :

Fp étant la perpendiculaire abaissée du foyer I' sur
la bissectrice wo', déterminons le point q symétrique
de p par rapport a o et au point 4, menons une droite
perpendiculaire a wo': le point O oi cette droite ren-
contre la normale est le centre du cycle osculateur de
la courbe au point a.

13. Lieu des centres des c)cles qui touchent I’hy-
percycle et une tangente donnée de cette courbe. —
En conservant les mémes notations que ci-dessus, sup-
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posons que le cycle qui a pour centre le point O soit
tangent a ’hypercycle; les deux points v et & seront
alors confondus, ainsi que les points v, 8. Le cercle décrit
sur OF comme diamétre touche donc ww'; son centre O,
étant également distant du point F et de wo/, décrit une
parabole ayant F pour foyer et ww’ comme directrice, et,
par suite, le centre O décrit une parabole P ayant F
pour foyer et ww’ pour tangente au sommet.

La méme proposition peut s’énoncer de la facon sui-
vante :

L’hypercycle est une anticaustique de la parabole P,
les rayons incidents étant perpendiculaires & la tan-

gente A.

Un hypercycle peut étre ainsi considéré d’une infinité
de fagons comme une anticaustique de parabole; toutes
les paraboles qui correspondent i ce mode de génération
sont homofocales, et leurs tangentes au sommet envelop-
pent la parabole II.

14. 11 résulte également de la le théoréme suivant

g )

qui exprime une propriété de six semi-droites (uel-
conques tangentes a un méme hypercyc]e :

Tatorime . — Si six semi-droites A,, Az, Ay, Ay,
Ay et Ag sont tangentes @ un méme hypercycle, les
cing bissectrices (A, Ay), (A, As), (Ay, Ay), (Ay, Ag)
ct (A, Aq) sont tangentes & une méme parabole.

Le foyer de cette parabole est le foyer de U'hyper-
cycle.

15. Comme je I'ai dit plus haut, I'hypercycle est une
courbe de direction ; en d’autres termes, en chaque point
de cette courbe, la tangente est déterminée non seule-
ment en position, mais encore en direction. Il en est de
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méme du cycle; mais une courbe algébrique, prise au
hasard, n’est pas une courbe de direction.

Etant donnée une courbe algébrique K de classe n,
si, en la supposant décrite dans un certain sens, on peut
la transformer en une courbe de direction K,, il faut
que, étant donné un cycle quelconque C, des 2 » tangentes
communes a K et a C, n soient seulement des tangentes
effectives a K, les n autres étant des tangentes appa-
rentes.

De la résulte que l'équation qui détermine les tan-
gentes communes a K et a C doit, par 'extraction d’une
simple racine carrée, s¢’ ramener a la résolution des
deux équations du degré n; et, comme (en coordonnées
rectangulaires ) I'équation tangenticlle d’un cercle quel-
conque est

W+ = (au+ Bv+17)?

il en résulte que I'équation tangentielle la plus générale
d’une courbe de direction est de la forme

F2(u, v) = («*+ o) ®*(u, v),

F et @ désignant deux fonctions rationnelles de u et
de v.

16. Lorsque I'équation d’une courbe algébrique K
du degré n n’est pas de la forme que je viens d’indi-
quer (telle est, par exemple, une conique quelconque dif-
férente du cercle), pour la transformer en une courbe
de direction, il faut la considérer comme double, et
comme le résultat de la superposition de deux courbes
opposées qui sont 'enveloppe d’un cycle de rayon infi-
niment petit dont le centre déerit la courbe K.

Une telle courbe doit &tre considérée comme double;
en chacun de ses points on peut mener deux tangentes
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qui sont des semi-droites opposées, et, au point de vue
ot nous sommes placés, elle est de la classe 2n.

17. Etant données une courbe algébrique quelcon-
que K et une semi-droite A, considérons les eycles qui,
ayant leur centre sur K, sont tangents a Aj; ils envelop-
pent évidemment une courbe de direction G, qui est
une anticaustique de K, les rayons incidents étant per-
pendiculaires a A.

Ainsi toute anticaustique d'une courbe algébrique est
une courbe de direction; réciproquement, étant donnée
une courbe de direction quelconque G, elle est une an-
ticaustique d’une infinité de courbes algébriques que
I'on déterminera de la facon suivante.

Fiant prises arbitrairement une semi-droite A et une
tangente quelconque T a la courbe G, que 'on con-
struise la bissectrice (T, A); lorsque T se déplace tan-
gentiellement & G, la droite (T, A) enveloppe une courbe
algébrique K, qui est le lieu des centres des cycles qui
touchent & la fois A et la courbe G.

Si la courbe G est une courbe double, en chaque
point M de cette courbe, on peut mener deux tangentes
opposées, ctsi N désigne le point ou elles rencontrent A,
par N passent deux bissectrices rectangulaires entreelles,
dont 'enveloppe est la courbe K.

Dans ce cas, I'enveloppe des cycles tangents a A et
ayant leur centre sur K est la courbe double G, chaque
point M de G étant le point de contact de deux cycles
tangents a A et ayant leur centre sur K; ou, si l'on
veut encore, chaque point de G étant situé sur deux
rayons réfléchis sur K. '

18. On peut encore énoncer les résultats qui préce-
dent sous la forme suivanie : G désignant une courbe
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algébrique, tracons dans le plan une droite arbitraire D,
menons une tangente T a G et construisons les deux
bissectrices rectangulaires des droites T et Dj cela
posé, lorque T se déplace tangentiellement a la courbe,
ces bissectrices enveloppent une autre courbe. Si cette
derni¢re courbe se décompose en deux autres, on peut
transformer la courbe G en une courbe de direction
en donnant en chacun de ses points une direction a
la tangente. On retrouverait ainsi la condition analy-
tique que j’ai donnée plus haut, i savoir que I'équation
en coordonnées tangentielles d’'une courbe de direction
estde la forme I'2 (u, v) = (u?+ ¢*) ®2(u, v).

Les courbes paralléles aune courbe de direction et ’en-
veloppe de ses normales sont également des courbes de
direction; il en est de méme des caustiques par rétlexion
des courbes algébriques, les rayons incidents étant pa-
ralléles.

19. Considérons une courbe de direction G qui est
I'enveloppe des cycles dont les centres décrivent la
courbe K, tandis qu’ils demeurent tangents 4 une semi-
droite A. ‘

Effectuons une transformation par semi-droites réci-
proques; soient Gy la transformée de G, et A, la semi-
droite transformée de A. G, peut étre considéré comme
Penveloppe de cycles tangents a 4, et dont les centres
parcourent une courbe K,.

Il est aisé d'établir que K, est unc transformée homo-
graphique de K, la transformation étant de telle nature
que la droite de I'infini se correspond a elle-méme.

Prenons en effet pour axe des x I’axe de la transfor-
mation, et pour axe des y une droite perpendiculaire.
Soient &, 3 les coordonnées du centre d'un cycle tangent
aAetaG, etr son ravon: soient X, Y les coordonnées
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du cercle transformé et R son rayon. On aura les for-
mules suivantes (!):

Y=o, Y—v=2R—r), Y+r= é(B —+r);

en éliminant R entre les deux derniéres relations, il
vient
. (at—1)y —oaar
vy Z 2R
a= 1

Si maintenant on remarque que le cercle de rayon r
demeure tangent a une semi-droite fixe du plan, on voit
que, en grandeur et en signe, r cst exprimé par une
fonction linéaire de ax et de y.

On a donc une relation de la forme
Y=Ax+By+C,

ou A, B, C désignent des constantes, et cette formule,
jointe a la formule X =x, démontre la proposition
enoncée.

Une transformation homographique, qui conserve la
droite de I'infini, transformant une conique en conique
et une parabole en parabole, il en résulie qu'une anti-
caustique de conique se transforme, par une transfor-
mation par directions réciproques, en une anticaustique
de conique, et qu'un hypercycle (qui est une anticaus-
tique de parabole) a pour transformée un autre hyper-

cycle (2).

(') Voir le Traite de Geometrie, de MM. Rouché et de Combe-
rousse, 5° édition, p. 250, et Nouvelles Annales de Matheématiques,
3 série, t. I, p. 550. :

(?) Sur ce point et sur d’autres propriétés de I'hypercycle, voir
ma Note Sur les hypercycles, insérée dans les Comptes rendus des
séances de I’ Académie des Sciences, séances des 20 et 25 mars, 3, 10
et 24 avril 1882.
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20. Un hypercycle est déterminé quand on se donne
cing de ses tangentes. — Cinq tangentes A, B, C, D, E
étant en effet données, que I'on construise, par exemple,
les quatre bissectrices (A, B), (A, C), (A, D), (A,E),
ct la parabole P tangente a ces quatre droites; il est
clair, d’aprés ce qui précéde, que 'hypercycle est I'en-
veloppe des cyeles qui touchent A et dont le centre dé-
crit P; son foyer est du reste le foyer de P.

La proposition précédente signilie qu’il y existe un
seul hypercycle touchant cing semi-droites données,
mais il y existe seize hypercycles touchant cing droites
données. Ayant cen effet attribué un sens arbitraire &
I'une des droites pour la transformée en semi-droites,
on peut attribucer a chacune des quatre autres un scns
arbitraire, ce qui donne lieu & scize combinaisons diffé-
rentes.

21. Independamment de la droite de Uinfini, deux
hypercycles quelconques I et W' ont quatre tangentes
communes.-— Soient, en cffet, Hy la courbe H' considérée
indépendamment de son sensy [, et I, étant toutes les
deux de troisieme classe, ont neuf tangentes communes.
Abstraction faite de la droite de 'infini, il en reste huit
autres qui sont tangentes soit 4 I, soit a la courbe H,
opposée a H. Deux hypercycles ne peuvent d’ailleurs,
d’aprés le théoreme précédent, avoir plus de quatre tan-
geutes communes; des huit tangentes considérées,
quatre sont donc tangentes a H et quatre tangentes a H,,
ce qui démontre la proposition ¢noncée.

22. Faisceaux d’hypercycles. — Je dirai que I'en-
semble des hypercycles qui touchent quatre semi-droites
données constitue un faisceau.

Il est clair, d’aprés ce qui précede, que, parmi les
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hypercycles d'un faisceau, il n’y en a qu'un qui touche
une semi-droite donnéc; on prouvera facilement qu’il y
en a quatre qui passent par un point donné.

Le lieu des foyers des hypercycles du faisceau déter-
miné par quatre semi-droites données A, B, C, D est le
cercle qui contient (lemme I) les centres des eyeles in-
scrits dans les triangles que I'on détermine en considé-
_rant trois a trois les semi-droites donnécs.

Considérons en effet les bissectrices (A, B), (A, C)
et (A, D); on voit que les foyers des hypercycles du
faisceau sont les foyers des paraboles tangentes a ces trois
droites; or, d’aprés un théoréme connu, le lieu de ces
foyers est le cercle circonscrit au triangle formé par ces
droites, d’ou la proposition énoncée.

23. Hypercycles exceptionnels.—Un point d al'infini.
étant détini par un systéme (D) de semi-droites paral-
léles entre elles, on peut considérer ’ensemble du pointd
ct d’un cycle quelconque C comme constituant un hy-
percycle. Les tangentes que 'on peut, d’un point quel-
conque M du plan, mener a cet hypercycle exceptionnel
se composent des tangentes menées du point M au cycle
¢t de la semi-droite menée par M parallélement au sys-
teme (D).

Etant donné un tel hypercyele exceptionnel (d, C), si
I'on méne a C une tangente antiparalléle au sys-
teme (D) (), cette tangente est la tangente principale du
cycle exceptionnel, et la droite correspondante en est la
tangente double.

C’est ce que I'on verra facilement sur la fig. 2, en

(*) Je rappellerai que deux semi-droites sont dites antiparalléles
lorsque, les droites qu'elles déterminent étant paralléles, elles sont
dirigées en sens inverse. )

Ann. de Mathémac., 3¢ série, t. 11. (Janvier 1883.) 3
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supposant que le toyer F se rapproche indéfiniment de
la bissectrice ww' et vient se placer sur cette droite, au-
quel cas 'hypercycle se réduit a un cycle et a un point
a l'infini.

24. Un faisceau déterminé par quatre semi-droites A,
B, C, D renferme quatre cycles exceptionnels, a savoir :

Celui qui est déterminé par le cycle inscrit dans A,
B, C et le point a l'infini sur D, celui qui est déterminé
par le cycle inscrit dans B, C, D et le point situé a I'in-
fini sur A, celui qui est déterminé par le cycle inscrit
dans C, D, A etle point situé a l'infini sur B, et enfin
celui qui est déterminé par le cycle inscrit dans D, A, B
et le point a I'infini sur C.

La considération de ces cycles exceptionnels est d'une
grande importance dans la théorie des faisceaux d’hy-
percycles, théorie sur laquelle jaurai occasion de re-

venir.

NOTE SUR LES EQUATIONS LINEAIRES AUX DERIVEES PAR-
TIELLES , A DEUX VARIABLES INDEPENDANTES , DU
DEUXIEME ET DU TROISIEME ORDRE ;

Par M. A. PICART.

1. Laplace a donné une méthode, qu’on pourrait ap-
peler méthode par cascades, pour intégrer les équations
linéaires du deuxiéme ordre ramenées préalablement a

la forme
S+Pp+Qg=V.

Legendre a montré ensuite qu’on pourrait appliquer
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directement la méthode 4 I’équation compléte
Rr+Ss+Tt+Pp+Qq:V.

Mais ses formules de transformation n’ont été obte-
nues qu’aprés coup comme extension de celles de La-
place, tandis qu’on peut les déduire immédiatement de
I’équation méme par le procédé suivant.

Nous avions cru notre méthode complétement nou-
velle, mais, en parcourant le Chapitre du grand Traité
deLacroix, relatif aux équations diflérentielles partielles,
nous avons vu que Legendre, voulant généraliser le pro-
cédé de Laplace, avait déja été conduit ala méme trans-
formation. Seulement nous croyons pouvoir ajouter,
d’aprés les indications de Lacroix, que sa méthode,
basée sur une identification, et par conséquentindirecte,
differe complétement de la notre, qui tire sa transforma-
tion en quelque sorte du fond méme de I’équation diffé-
rentielle.

2. Soit I'équation linéaire du deuxiéme ordre a deux
variables indépendantes

(1) Rr+8Ss+Tt+Pp+Qqg+Zs=V.
On peut la mettre sous la forme

' dp dq

RY 4 0% (5 )% %D 5O
o | v

dx dx Zy‘_*_/Z—t
dsz .
( +}L;{;+(P—7\)P+(Q——M)q+zz:V,

2, A, @ étant trois indéterminées.
Posons

3) R

S—a

e ——)\——
=F=5=

1
k

=3l =
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Ces équations détermineront a et ;7 seul restera in-

déterminé; o sera donné par I'équation du deuxiéme
degré

(4) . 22— Sa 4+ RT =o,

S—a
R
Introduisons une fonction auxiliaire X définie par

: ) R T
ct i sera égal a k); quant A k, sa valeur est — ou
o€

I’équation
(3) Rp +ag +2r2=X,
d’ou résulte, en vertu de I'équation (3),
(S—2)p+Tqg+unz=FkX.
Ces deux derniéres équations donnent

([/) (l(/ ; dr _dX dR da d).

S TR i s il Y S v Al i
dp a’q dr ax  dk d(S —a)
(S )——+ e + @ d; kdy I — X — —a )
dT  dp._
H TG

Par suite, I’équation (2) devient

CdX  dX  dky  d(S—a)

I

dx 1\7‘; —_Y—_ dy P+~Q-—.P' q_d_—x *
dR - da . @
¢ T dr dz dy
| n
+P—2 ~ @
Remplacons dans cette équation p par A2, par
/.'%—1—)\%, et p par sa valeur X———O‘;{:—E, tirée de -
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1'équation (5), nous obtiendrons

i dR  d(S—na)
X aX |lak @t o VAL
k -+ - X

dz "y Tlay T R
(8) afdR_ d(S—=) G\ _dx_dT o 4
~+[R<d$+ Z P+_l/> Ze—ay FQ— kg

| +[1<ﬂi+d(s_“)—P+k> dX d) dk
\

Egalons a o le coefficient de ¢, nous aurons

da . dT 2 [ dR d(S —a) ]

ot VRl ‘“"l

(9) *= ‘ x =
Z_k

R
et I'équation (8) se réduira a la forme

dX dX

(10) Zl—;+kz;/—+l\1)x+1\3:\’,
CllpOSallt
@+——d(s_a)—P+)\
( M__dk_dw dy
11) _-‘—1; R 5
. M[dR  d(S—a) d d ‘d/{_l—,

On peut simplifier les valeurs de %, M, N. Faisons
R =13 ce qui suppose que le terme en r ne manque pas
dans I’équation différentielle (1) et qu’on a divisé tous
les termes par le coefficient de 7; alors k est égal 4 S —
et. T a.2(S-— ). En portant ces valeurs de T, k et-R
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dans les formules (g), (11), (12), on obtient

da da
; )\_ch+(S-a)W+Pa_Q
(13) - 22— S ’
(14) M=P—),
i R d\ d\
(15) I\_Z—X(P—A)—i—%—i—k@-

L’équation différentielle du deuxiéme ordre se trouve
donc ainsi ramende aux deux équations simultanées du
premier ordre (5) et (10). On tirera de (10) la valeur
de z et de ses dérivées p, ¢, on les portera dans (5) et
on aura une équation du deuxiéme ordre en X de méme
forme que la proposée.

Si dans (10) le coefficient de z est nul, c’est-a-dire si
N = o, on aura a intégrer une équation du premier ordre
en X; et, en portant dans (5) la valeur trouvée de X,
on aura une équation du premier ordre en z.

Lorsque N n’est pas nul, on peut appliquer a I'équa-
tion du sccond ordre en X une transformation analogue;
et de méme que I'équation du second ordre en z a été
remplacée par les deux équations simultanées du premier
ordre

ds ds
5 —— 44— + A5 =
(%) dzx ady A X,

(10) ﬁ—i—kd}x

P dy—%—MX—i—Nz:V,

dans lesquelles « et k sont les racines de I’équation
(4) «?+Sa+T=o,

et A, M, N ont les valeurs (13), (14), (15), on rempla-

cera I’équation du deuxiéme ordre en X par les deux
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éguations
dX  dX o o,
(16) -‘Zr-—i-d%—’—-i—)\x—x,
! !
(17) c—%—l—k%—i—M’X’—i—N'X:V',

dans lesquelles X', M/, N’ ont de certaines valeurs dé-
pendant de celles de «, k, A, M, N. Lorsque ' sera nul,
on obtiendra X’ en intégrant I’équation du premier

ordre

ax’ ax’ ,

aX R M=V,

dx dy
I'intégration de 1'équation (16) donnera X, et, par
suite, on aura z en substituant cette valeur de X dans
I'équation (10). Si N n’est pas nul, on formera deux
nouvelles équations simultanées

‘gl ‘i
(18) (fi); - a‘fl): + Va2 =X,
4 ”
(19) dT); +k%+wx"+ N'X' =V,

dans lesquelles %7, M”, N ont de certaines valeurs dé-
duites, suivant une loi constante, de a, k et des quantités
précédentes %', M, N’. Lorsqu’en continuant ainsi on
tombera sur un systéme d’équations simultanées dans
lequel le coefficient N sera nul, on n’aura qu’a inté-
grer deux équations du premier ordre pour obtenir, par
une série de substitutions, I'intégrale de 1’équation pro-
posée, avec deux fonctions arbitraires.

3. La méthode de transformation que nous venons
de développer se trouve en défaut quand I'équation (4),
qqui donne la valeur de «, a ses racines égales, ¢’est-a-dire
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quand $2 = 4RT, car'on ne peut plus disposer de %
dans I’équation (8) pour faire disparaitre le terme en ¢4,
puisque le coefficient de %, 22 — S, est nul dans le mul-
tiplicateur de ¢

% On peut appliquer la méme méthode i I'équation
linéaire du troisicme ordre

(20 Lu+Ww+Ve+Ww+Rr
+Ss+Tt+Pp+Qqg+Zs=1,

.

35
d3

- Pour ccla, on mettra cette équation

dans laquelle u, ue, v, w désignent respectivement ——
s d’s  disz
sous la forme suivante

dr dr ds ,dt dt
U+ (WU — .)dy+a + (V- G)d—fﬁ[—l;JrW@
dp

dp  dp _\4q d(] dr dr
+Al “+ [‘,—i-(y °)d'+ -+ 0

u’y dx + wd_J
+ (R—=2)r+E—p)s+ (T—y)t + (P—0) p+(Q —w)g+Zs=1],

ay, By & 1y & 7, 9, v élant des indéterminées; et on
posera

(22) Ur+as+3t+ip+ (p—z2)g +05=X,
avee les équations de condition

. U 2
(23) = -

B
—B W

n|>~/
’F
[C)
=

H

d’on résulte

(24) (WU —2)r 4+ (V—38)s+ Wt eptyqg +ws=hkX.



(4

‘H=<°

a2,
[1)4
o
oY
e,
ap o
7+
@ _
op
e _
4
Ap D..VT@
(e—n1)P o
7+
Ap
3le.||
oy = TP
=1

rp 1

o
A,
yp
A n_Ap

(e—n1)p U

zp
y+==
! Xp

‘“(ee) uorrenbo [ op 92111 £ ap anapea e[ juertod £ us ‘no

a , n Q. 1
-+ i o ol
Y(—) X g oy
q—2— — oo o o _
p— d gy oy
TP 0 zpn Zrn L7
np:—n 0wy np ¢ np »
(0 —0)+ (0—da)—+ (A—1L)+ (d—g)~+
@ @ v G
+p 3p NP (§—A)p
_xr zp __ zp _ zp
(s —m)p P ¢ p *
Ap n A 0 A0 Ap__n
——— e - d = -+ cak] =+
e—npi—a Y eE—mpy e ane G—nupr X
Ap Ap | AP
vl £ - = — 1—g)+ —V) +
Iz » Y (d—sg) =)
xp xp xp Tp
(0—0)+ |=£— d g =L £
0) w gp op ap
xp Ap Ap
—L— —d| (g —d)+2| (A=) + —.
G=mp R e A Iy r i Rep=roy

1sute espudiadp (1¢) uortenby

;o (go)

BNE ) .
wxe!TXp



(42)

Si I’on remplace dans cette équation ¢ par kX, y par
k(p —KX\) et w par k9, il y restera trois indéterminées
A, p et 85 et I'on pourra en disposer généralement de
maniére a {aire disparaitre les termes en s, ¢, p. On aura
ainsi une équation de la forme

dX dX
(27) -El?v——f—/.z)—;-\—AX—}—Bq-a—C.._H.

Si B = o, on tirera de cette équation la valeur de z et
“de ses dérivées du premier et du deuxiéme ordre, et, en
portant ces valeurs dans I'équation (22), on aura une
équation linéaire du troisiéme ordre en X. Connaissant
la fonction X, on aura z au moyen de ’équation (27).
Si B et C sont nuls, on aura & intégrer une équation
de premier ordre en X, et, connaissant X, on détermi-
nera z par I'équation du deuxiéme ordre (22).

5. Il existe une classe générale d’équations linéaires
du troisiéme ordre pour lesquelles I'équation (27) man-
que du terme en ¢; ce sont celles qui ne renferment pas,
soit V, W, T, soit U, LU, R, c’est-a-dire les termes ou
la fonction z est différentiée plus d'une fois, soit par
rapport a y, soit par rapport a x. En ecffet, lorsque
V=W =T=o0, par exemple, les équations (23)
donnent « =1U, §=o0, k=0, e=0, Yy =0, 0 =0;
par suite, dans I'équation (26), le coefficient de £ est
nul, et, en égalant a o les coeflicients de s, p, ¢, on
aura trois équations pour déterminer X, u, 8, savoir

Ud
ol %—R+)\>—S+}L:o,
d
(28) /%~%<~Jg——R+)\>—P+O:o,
u
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Le systéme d’équations a intégrer sera alors
y

"Ur+ UWUs+2ip+pg+85=X,

- A ——T R
Coltax M@ TR a vau_ L NY._g
U |t @ tu\@ Y EE

et 'on voit que, en tirant de la seconde de ces équations
la valeur de z pour la porter dans la premiére, on aura
une équation du troisiéme ordre en X de méme forme
que la proposée, et a laquelle on pourra appliquer la
méme transformation. Nous ne développerons pas davan-
tage cette méthode, qui est tout a fait analogue a celle
que nous avons suivie pour l'intégration de ’équation
linéaire du second ordre.

DEMONSTRATION ELEMENTAIRE DE LA FORMULE DE STIRLING ;
Par M. Erxest CESARO.

I. Considérons I'expression

o=/ (O H - =)

on la transforme aisément en

1
n+-
n

. n
d’ou
1 n—+—1
2

(1) 1.2.3...n=—n
Pn

II. Calculons 9,. Nous avons

b - A
lwn=<§13+il’l.§+ VA = SRSt |
! 2 1 2 2 2 3 2




Or

n 2 1 2 2
l == = 3 = )
n—it 1 2n—1 3 (2n—1) 5 (2n—1)
et, par suite,
2n—1, n

2 n—1
si 'on pose

1 I I

I
Upy = 5 ——— 4+ 5 ——— +
"M 3 (an—1) 5 (an—1)t

Donc
(2) lo,=n—1+(uy+uy+...+Upy)=n—1+S5, ;.
III. Afin de calculer S,,_,, étudions la série

U+ U+ us. ...
On a
B [
Up < 5 T S
I3 (=12 T (an—1)

1[! 1

On obtient, par addition,

1 1
Spo1 < '1—2<1— 7i>

.. . s N
Donc S,_, tend vers une limite S, inférieure & — - Les

termes étant positifs, on a
(3) . S,—1<<S.
On obtient de méme

1
S—S, i=Uup+typy+...< —,
120

d’ou

% Spi>8— L.
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Des inégalités (3) et (4) il résulte que Von peut poser
Sn-—l = S - —(;)—’

1210
§ étant compris entre o et 1.
1V. L’égalité (2) devient

0

lo,=n—1+S— .
12n

On en conclut

1 — R —
— — el-8¢ 12
Pn

Substituant dans (1), on obtient

1
Negm = = N —
0}
2(3 Ln'

(5) 1.2.3...n=Cn

C étant la constante ¢' ~% a déterminer.

V. Soit
2244668 an

SM=1338555"" sn=r1’
Une transformation facile donne

2t r(.2.3...n) )7
Sl = n [1.2.3... ]

2n |

Or, d’apres la formule (5),
—2n A —
(1.2.3...n)2=C2n2"+le on
. ,
2nd-= —2n 4 —
1.2.3...2n=C(2n) ‘e 2,

Donc
° 40—0

‘f(ll): _['_812" ’

# étant, comme 6, une fraction proprement dite.
Si n augmente indéfiniment

Sloo) =

= Q
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Mais, d’aprés la formule de Wallis,

fleo)="1-
Par conséquent C = \/2_“1
VI. Donc, enfin,
(6) 1.2.3...n=\/2-1r;.n"e-"+”_°".

SUR L’EXISTENCE DE CERTAINS POLYEDRES ;
Par M. Ernest CESARO.

Tatorkme. — Il r'y a que cing espéces de polyédres
dont tous les angles solides ont m arétes, et toutes les
faces n cotés.

D’apres I'hypothése, le nombre des arétes serait m$S
ou nF; mais chaque aréte est comptée deux fois. Le
nombre des arétes est donc

A:T_S:”_F,
2 2

d’ou
S=2A, F=2A.
m n

En remplacant dans I'équation d’Euler

S+F=A 4+ 2,
on obtient
amn

= 2(m +n) —mn’
On doit avoir
2(m + n)— mn>o,
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( 111,

‘IV.

d’ou
an

m <

) N .
D’autre part, m > 2, cequi exige que l'onait

n—=2

2n
n—2

>3,

d’oit n<C6. En faisant successivement =13, 4, 5, on
trouve m < 6, 4, 31. Nous obtenons ainsi cing solutions

m=3, n=3
;m:3, n:[;l
m=4, n=3)
3m::3, n=>5

m=>5 n=3

qui correspondent aux polyédres suivants :

. Tétraédre a faces triangulaires et

angles triédres...............
Hexaédre a faces quadrangulaires
et angles triédres.............
Octaédre a faces triangulaires et
angles tétraédres.............
Dodécaédre a faces pentagonales et
angles triédres...............

. Icosaédre a faces triangulaires et

angles pentaédres............

F=4,
F =6,
F =8,
F=12,
F = 20,

S=38

A=12
S—6
S=20 2

A =30
S=12

REMARQUE SUR L’INTERSECTION DE DEUX QUADRIQUES

REGLEES ;

Par M. Ernest LEBON.

Lorsque deux quadriques réglées ont un plan prin-
cipal commun P, une génératrice commune et leurs sec-
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tions par un autre plan principal () homothétiques,
leur intersection est formée de deux geéncratrices et
d’une conique paralléle au plan Q.

Remarquons d’abord que les deux quadriques ont une
sceonde génératrice commune, car lintersection de
deux surfaces ayant un plan principal commun est symé-
trique par rapport a ce plan. De plus les deux surfaces
ayant deux génératrices communes, leurintersection est
complétée par unc conique C.

Soit M un point de la conique C. Un plan (', parall¢le
a Q, mené par le point M coupe les deux quadriques
suivant dcux coniques ayant cing poits communs : le
point M, les deux points ou le plan ' coupe les géné-
ratrices communes et deux points a l'infini. Donc ces
deux coniques coincident et le plan ' détermine la
conique C.

Exemple. — Trouver les projections de I'intersection
d’un hyperboloide de révolution 4 axe vertical et d’un
cylindre ayant deux génératrices communes avee I'hy-
perboloide ¢t dount la trace horizontale est une circon-

férence.

QUESTION.

1430. Résoudre le systeme des deux équations
sinx \/1—sin"y = a.
sin®y \/1— sin"x = b,
ct donner [Dinterprétation géométrique des premiers

membres des équations que 'on obtient, en éliminant
tour & tour siny et sina. (Escary.)
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THEORIE NOUVELLE DU CALCUL DES VARIATIONS ;

Par M. A. PICART.

1. Le calcul des variations, envisagé dans toute son
étendue, a pour objet la solution du probléme général

suivant :

Etant donnée l'intégrale

diu  du \
Eyy Lo eea sl g Uy ey yeve |
pEEm I g dory
du diu dru

l . oA ax—‘n’d_—‘z/.?"“’i[ﬂ)".‘;
| :/ / / [ F de de  d dwidz,. . dz,,

() ey g ety e g ey
" dx, dx, dz?
dry dw

S, L
dx? > dy

i

dans laguelle u, v, w, ... sont de certaines fonctions
dex,,24y. .., Xy; on fait subir respectivement aux va-
riables xy, X3y - . ., Xp €t aux fonctions u, v, w,. .. des
wariations infiniment petites 6x,, 86Xy, . . ., 6Ly, OU, &0,
ew, ... que Uon suppose fonctions de x,, x4, ..., 2, il
s'agit de trouver la wvariation correspondante 3V de
cette intégrale.

Pour résoudre cette question, nous nous bornerons a
considérer le cas particulier d'une intégrale triple dans
laquelle ne figure qu’une seule fonction u, les résultats
relatifs a ce cas s’étendant facilement a celui d’un nombre
quelconque de variables indépendantes et de fonctions.

Ann.de Mathémat., 3¢ série, t. 11. (Février 1883.) 4
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2. Soit donc a trouver la variation que subit I'inté-
grale triple

, Ay du du dn d*u dru
(I) \:/j/l‘ (I,)’,S,U,%a T}” "E) L—l;jzy"wcma"')dxdyd:

lorsque les variables indépendantes x, ¥, z et la fonc-
tion u de ces variables subissent respectivement des va-
riations infiniment petites dx, ¢y, 6z, cu, fonctions
dex, y, =.

La variation d'unc somme étant égale a la somme des
variations de ses parties, on a

eV —:///8 \_F (.r,)', %, .. > dxdyya’;:l

ou, en appliquant aux variations les régles de différen-
tiation des fonctions

(2) av:/' / f(SF.dxdyds + F.odedyds).

11 faut donc évaluer cF et ¢ dxdydz.

3. Or
o - d¥F Ny d¥ . d~i 5.
9 _-Erlf J'—i—a:)—,O) -+ ;2;14
(3) | dr dF . du
- 5= CU - —— = G = e L
du du  dx ’
d —
duw

par conséquent, il sufliv de calculer la variation des dé-

rivées partielles successives de la fonction u.
Or,attribuer aux variables &, y, z et ala fonctionu les

accroissements infiniment petits sx, 3y, ¢z, du, cela
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revient a poser

o/ o7 00

2 [X] N
I
N

I
=

S < 8
+ 4+ o+ 4
< E
Il
alis

. o —
[3]

.
et a substituer aux variables &, y, z les nouvelles va-
riables X, Y, Z, et 4 la fonction u de x, y, z la nouvelle
fonction U de X, Y, Z. On est donc conduit & calculer
les valeurs des dérivées partielles de cette nouvelle fonce-
tion U, par rapport a X, Y, Z, au moyen des dérivées
partielles de u par rapport a x, y, z.

Pour évaluer ces dérivées, on regardera U comme une
fonction de x, y, z exprimée par la derniére équation
du groupe (4) et x, y, s comme des fonctions de X, Y, Z
données par les trois premiéres.

On a ainsi

dX ~ dr daX " dy dX T dz dx
. 1dU _ dU dr ~ dU dy dU ds
) A ~dr dY T dy &Y T ds dy

‘ dU dU dr dUdy dU ds

dY
dU  dU dr dUdv dU dsz
— —— =7 = S5 4+ == =3,
d/. dx df. dy dl. ds ' dl’

mais les équations (4) donnent

av _dn i
dr —drxr " dx’
) , dU  du rz'iz_/,

o T
dU  du dou

5

a7l
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ct
ddxz\ dz dix dy  ddxr dz _
dr)aX T @y ax T ds ax ="
V' 'diy dx dsy\ dy  ddy ds
(7) /dxd—x+<'+77>c7i+7:.—ﬁ_°’
dis dr  dis d)’__( _l_’dSz dz__o
drvdX "dydx " \' T dz)ax " ”
déz\ dr  ddz dy dox dz
‘ 'Tar )Ty ay T ds ay =@
| ddy dz ddy\ dy d3y ds
8 { —t —_ — —_— e T
) dde+<l+dy>dY ds day "
( dis dv  dis dy de) ds %
o Ay T dy aY T )y =
ddz\ dx  déx dy dix ds
'Y Az )di " dy di. " dz a1 =
ddy dx d3y\ dy ddyds
(9) 'Jx‘d—z+<'+d_y>az ds a2~
ddz dx  diz dy ddz\ dz
|\ dz dZ " dy di " dz ) dz ="

Comme dx, ¢y, 6z et par suite leurs dérivées sont
des infiniment petits, les équations (7) montrent que
du . dy dz. . . ,

e estfini, X TR infinimentpelits, et, en conséquence,

que 'on a, sans calcul,

dr ddx
ax ' Tz’
dy ds
(7 (dxX T~ dxy’
ds _ diz
axX —  dz’

aux quantités du second ordre pres.
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De méme, des équations (8) et (9) on déduit

dy o ddy
ay ! dy ’
ds dds
8’ = g
(8" v ay dy
dr dox
ay — dy ’
et
z dds
az ~ ' T ds’
, dx déx
(9" = I’
dy dsv
dz — ds
E ] .. lles d dU dU dU
in portant ces valeurs, ainsi que celles de T2’ }7;’ =’

données par les équations (6), dans les équations (5),
on obtient

dU du d8u> < d8x>
+ 1— ——

&=\t T s
du d8u> diy (du ddu\ diz
& T &) de T \& T a5 ) dz’
au ‘du  diu) diz
=% %)%
du d3u ddy du  ddu\ diz
T\ T )\U T ) T\& T )
au ('du ddu\ dizx
aZ~\az™ az

. 4 9o dsy du ddu ddz
& Ty )@ T\ TmE)\ T E)
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ou, abstraction faite des termes du second ordre,

dU  du . ddu  dudix duddy dudss
dX — dx dx dr, dx dy dx s dr
dU  du dou dudir duddy dudis

dY — dy + dy  dx dy dy dy s dy ’

dU de  diu  duddr duddv  du d3s

di. —ds T ds T dx ds dy ds ds ds”’

. b
et, si I'on pose

du . du . du

St — -— or — )y — — 05— Cw
dx dy . ds ’
ces formules deviennent
U du . ddw - d*u . A2u d*u
— = 5 — 4+ —— X + Sy + oz,
dX dr dr da? " drdy ly dxds’
(10) dU du N dtw . d>u L Au N d*u
10){ -~ = — + —— —— o Sy + — oz
dY — dy dy dyde dy* ~ dyds ™’
dU du ddw d*u . ?u d?u .
_ : o3

a7, ~dz T dE T dsde T T dzdy Y T d
De 1a on déduit les valeurs de

iU f{ﬁ dll du  dU du
X Tde d T dy a3

ou de
du _du du
. Oﬁ;’a 0(—1;, 073’
savoir
1 a(ﬁ:ﬂ,aﬂ+ ’p_”ap+ﬂa,,+ u .
dr — dx da? ™ dxdy ™ dreds ™™’
(11) 8(—1-1—[ = i&g -+ —d)i a.z+‘l2_”a,-+ d*u 03
dy dy dydzx dy* ™ dyd~.
\du dow . d*u d*u y (l (728

3.

ds T d: T d=dr or dsdy A

Fn différentiant la premiére des équations (10) par rap-
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port a X, Y, Z, la seconde par rapport a Y etZ, et la
troisiéme par rapport a Z, et tenant compte des équa-
tions (7'), (8'), (¢'), on obtient successivement

de T de T de T T dvdy Y
dxU Bu d?u ddx | dox
T T aea” T ae dr ' ( - 75)

( L diy | du dis \
drdy dx deds dr

du d25w ddu d*u )

d?u . dsy
— | 5= -+ termes du premier ordre ) ==
drdy dx

-

dru —+ termes du premier ordr > oz
I L . emie o ) &8
drds P ) dx’

ou

d:ll Ad?u . d?dw N d*u . du Bu
_— —— + —— oz 81 —i- 3
dX? d.r? d.r? d.r? dxdy - Cdrtds

ety de la méme manicre,

U o A*u d?dw
dXdY T dxdy + t_z'.ra')'
" _d:‘u, P A3 u Sy 4 d*u 3s
dxdy dxdy* ™ drxdyds ™™’
AU d*u ?5w
AXdL = dzds  deds
Pu Adu d®u
T aedst T dxdyds Y drds
AU d?u  d*éw dBu AR TN B u
v T ae T T dray 3 Y s
AU du d2om
AYdZL ~ dvaz " dvds
N d*u r d*u Sy o 3 35
drdyds dy*ds ™ dvds?
a:U d*u LRt Bu . du du .,
di: T dz= + dzr drdz? i dvds? R ¥

o)

3

dz 75



par suite,

ad’u_~ d?dw d*u
dx® ~ dx?

: ddu ddu

dx‘d Eda dztds °
d*u d*ow v
dzdy — dwdy T dzidy "
v A u B
T dzdy ™ T dedyds
N d*u _ d?cw + d3u -
drxds dxds = dxtds
ABu - d*u 55
drdyds Y " dzdz "
(12)
JAru o 8w du |
G W = W; -+ Ziﬂif-’ or
- d“u d3u 85
(1’1 dy?do
3 d*u d*e . d3u .
dyds  dyds  dxdyds
o dPu Sy 4 d?u
" dyrds o d)’dﬁM’
; (l w _d*e  diu
Cd T dsr T drda "
ABu du

—+ —=——— 0y + — Sz.

dy dz? Y dg

Telles sont les variations des dérivées premiéres et
secondes de u. La loi de formation en est évidente; il
‘reste a montrer qu’elle est générale.

Supposons, a cet effet, que 'on ait

N di+iu di+J 8w di+i+1y di+i+ty
o ~ - T = i — - O —
dridy/ — dxidy’ + dx*+'dyi + dxidy/+! Y
' di+i+ty

\

dr'dwd..
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en diflérentiant 'équation

d+IU  ditu | dide  diivig
dXidY: ~ dridyl " daidy? " da@idyi T
di+i+t g N ) di+i+ty

T didy Y dridyids

par rapport a X, on obtiendra

‘ di+i+1y Ai+i+1 8 di+i+2 N
| de T dy + dz™dyl + g dy or
di+i+2 N di+i+2 .
deinU ) T de = Y T dpeidyids <.
A\ dYd T d+/+ty dix di+i+tly div -

dzvidyl dr T dzidyi T dr
di+i+ty dds
T daidyids dr

di+i+1 g Nddy
—\ geig —+ termes du 1" ordre) d.
xidy / dr
di+i+ty dds
—( =——— -+ termes du 1°r ordre | —,
dxiyids dx
ou
di+j+1 U d[+j+l u di+j+l YSS di+i+2 N
dXFdYi ~ datidys =+ dzidyl " dzray? oL
di+i+2y . Ai+i+2 .
_ — ¢ - _ 3
+ dx¢+ldy1+l Y dxu—ldy/as 03,
ou
N di+i+1y, Ai+J+1 By Ai+i+2 N di+i+2y
o . - . A ox —_— 3
dxH—l d]j dxz-o—i d)"' Ea dxl-b-id)-/ + dx‘""‘dy/—H ‘,V
di+i+2y

* dxTidyids *®
) v qe . . dHu

c’est-a-dire la formule relative 4 -———, dans laquelle
dxtdy’

I'indice ¢ est remplacé par { +1, ce qui démontre la
P p ) q

généralité dela loi de formation des variations des déri-

vées partielles successives de la fonction u.
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Si Von porte dans oF les valeurs de ces variations, on
apo ., . . A ~ox s a
aura slI' exprimé en fonction lindaire de éx, oy, 83, S
ct des dérivées partielles de dw.

4. Quant 4 la variation de dx dy dz, c’est-a-dire du
produit des diflérenticlles des variables indépendantes,
onl'obticndra en se rappelant que, lorsque 'on substi-
tue dans une intégrale multiple aux variables x, y, z
d’autres variables X, Y, Z lides aux premicres par trois
¢quations, il faut substituer au produit dedy dsz le
produit dX dY d7. multipli¢ par le déterminant

dre dy ds

LdX  dN  dX
. \ dr dy ds
TldY dY  dY
Ar v s

| dL dldL

cest-d-dire que P'on a

AN @y df, = A

leiy la valeur du déterminant est, aux quantités du
second ordre pres,
dsr div  dis
dr dy ds’

il en résulte pour AX Y d7.— d.x dy dz, ou la variation
de dx dy dz,

. o [(dsxr ddy  diz
(13) o(dxd) (L)__<Tl_ -+ o T

>d.17 dyds.

La variation ¢V de l'intégrale sc présentera done sous
la forme d’une intégrale triple portant sur une fonction
dsxr div  3ds
de’ Tdy’ ds”

- e . .
de dw et de ses dérivées partielles successives.

linéaire homogéne de ox, dy. dz,
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5. On peut la ramener a une intégrale portant sur

une quantité qui ne renferme que Sw en facteur.
Ai+i+k§w

En effet, d’abord le terme qui contient didyids

donne lieu 4 I'intégrale

kg
e

qui peut s’éerire
[ favas 3 Gz
ou, ¢n intégrant par partics,
/. /"(h' d;( Ai+I+k=15q) >
o dxtrdyidsk
diih1g
_ // /Cll d;:!:d‘,/l(ogwk dredy ds.

Cette derniére intégrale, dans laquelle ordre de la

dérivée de dw est abaissé d’une unité par rapport a x, se
transformera de méme cn une autre dans laquelle ordre
sera abaissé de deux unités, et ainsi de suite jusqu’a ce
quil 0’y ait plus de dérivées de 6w par rapport a x. On
fera de méme pour les dérivées relatives a y et pour
celles relatives a 5, et 'on aura finalement une intégrale
dans laquelle ne figurera plus que la variation Guw.

Ensuite, en transformant de la méme manicre les in-
tégrales

0 odose B e ‘:(lr)w' .
//fl e dy d, [/[1 T dady ds,

e ds
./'/'/Fd: drdy ds,
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on obtient pour la premiére

f dy ds(F éz)

~ dF dF\ du dF \ d*u '
_[/f[<a>+<3;>(n+<d—du>%;+...]8xdxdyd5.
Q. [ ¥4 ‘_i;

Or, dans ¢k, les termes qui renferment ¢x en facteur

(Y (N,
\dx + ddu dez T

dx

sont

donc, apres réduction, les termes qui renfermeront &,
8y, 8z seront '
d¥ /du | + du . N du 3
— ——(=—0x + ¢ —— 383
du\dx dy YTz s

etils se réduisent avec —— ou a

du
A o — Do Ay, Aty
du u—-% —a’_y‘y_—gz_"
ou
dF
Ziz&o

Ainsi, toutes réductions faites, la variation ¢V se com-
posera d’une suite G d’intégrales doubles relatives aux
limites, c’est-a-dire a la surface du corps dans I'éten-
due duquel doit se faire I'intégration triple, et d’une in-
tégrale triple de la forme

j‘j‘.‘]QMSw dxdyds,

M étant unc certaine fonction de x, y, z, u et des dé-
rivées partielles de u.
S’il y avait sous l'intégrale triple proposée plus d’une
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fonction u, s’il y avait deux, trois fonctions u, ¢, w, en

posant
. du du .
ou—a,—-E ———d—yé‘ — 7z b5 =,
. dy . dy de ,
& — — d—y o 7 08 =y,
- dw dw t_l’_sl'o _:
e dy ~ ds W2r

on arriverait, aprés réductions, a l'intégrale triple
[f [(MEw—}—NSw,—;—I)ng)dxdvvdz.

6. Supposons maintenant qu’il s’agisse de déterminer
les fonctions u, ¢, w, de maniére que, quelles que soient
les variations éx, ¢y, 8z, du, 8v, dw, la variation 8V soit
nulle. Comme, dans les intégrales doubles, il n’entre que
les valeurs & la surface des variations ¢x, 3y, ¢z, dw,
3w,, dw, et de leurs dérivées, tandis que dans l'intégrale
triple les variations sont relatives a toute 1’étendue du
corps, il faut évidemment que l'intégrale triple et I'en-
semble des intégrales doubles soient séparément nulles;
et pour que I'intégrale triplesoit nulle, quels que soient
Sw, 6w, , Swy, il faut que 'on ait ’

M=o, N=o, P=o,
trois équations nécessaires et suffisantes, avec 1'équation
relative aux limites G = o, pour déterminer les trois
fonctions u, v, w.

7. Exprimer que la variation de V est nulle, quels que
soient 8w, 6w, Sw,, c’est exprimer que I'intégrale V est
maximum on minimum.

Sil’on proposait de trouver le maximum ou le mini-
mum dont est susceptible V quand une, deux, trois
autres intégrales V,,V,,V; relatives aux mémes fonctions
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w, v, w ct aux mémes variables x, 5, z doivent conserver
en méme temps chacunce une valeur constante, il faudrait
joindre a 'équation ¢V = o les équations analogues

6V,:o, an: o, 8V3:o
et 'on devrait avoir simultanément

G +/ / / (M 20w+ N Sw; + P Swy)drdyds —o,

n

G,-{--/ / / (M, 8w + N ow, =4- Py Sw,)dxdyds — o,
(14) ¢ R .
Gyt | / [ (Mo + Ny, + Pydo) dedy dz = o,

| Gyt | / / (My 30 -+ Nydw, -+ Pydwy) dedyds —o.

Or on l)(fllt [()llelll‘S pOSCI‘

. d
M, 30 -+ N, 2w, + Pydo,=— =,
dx
. 7,
M,yom -+ Nyow, -+ Pydw, = —=,
dx
d¥.,
M, ew - N, Sw, —+ Py Swy =z ——
E Ty Gl T g Mg —- )
’ dr

hiy hay 2y éant des fonctions de &, 7, 35 dou, en dési-

gnant par A le déterminant

M, N, P,
M, N, P,
1A Y

_(l)\._, N iy

vwz‘mﬁhw-*m’
. dx dh, dh

4 Sw, = B, —! 3, =2 73,
(13) /' A.cw, = B, Ir + B, (/.l'+ Bzd‘z‘
N d)y Ldhy L dhy

,‘ A‘C‘wz——(‘l'('z;'}"cz—(-{;—t—bad—
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En portant ces valeurs de ¢w, Sw,, Gw, dans la pre-
miére équation du groupe {14), on obtient

[ff ‘MA, -+ NB,+PC, 3, MA,-+ NB,+ PG,
0o=G+ ( - +

dx A
B WA NP D)
dr a dr

I'intégration par partics donne ensuite

/~/'l(n\1,\, - XB, 2= PCYN + (MA, -+ NB, + PC) A, —+ (MA, - NB,+ I’C_.))\,'l dv ds

A
// : (ISI\|+NI;,+|’(T,
J. T M

G MAENB PG A NB - P
A A s ldxdyds;

K dx Aot dr

mais Ay, hsy by sont, dans Pintéricur du corps, des quan-
tités arbitraires comme ¢w, Sw,, 6w, ; donc on doit avoir

[ MA, - NB, + PC, = a\,
(16) - MA,+ NB, + PC,=
MA, + NB,+ I’(Uﬁc

a, b, ¢ élant indépendants de x. Mais on arriverait au
méme résultat si, au lieu d’égaler les quantités

M, 0 + N, cw, -+ P, ¢w,,
M,cw + Nyow, 4 P,ycw,,
M, cw + N; 8w, + P;cw,

aux dérivées relatives a & de trois fonctions %y, hey hg,
on les égalait aux dérivées relatives a y ou a z. Done «,
b, ¢ doivent étre regardées comme des constantes.

Des trois équations qui précédent, en se rappelant les
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propriétés foridamentales des déterminants, on déduit
\ M=—aM,+ bM,+cM,,
(17) f N =aN; + 6N, +¢cN;,
t P=alP, + 0P, +cP,.
Telles sont les équations qui serviront a déterminer

les fonctions u, ¢, w. 1l faudra, en outre, tenir compte
de P’équation aux limites

{ MA, -~ NB,+PC,.  MA.-~NB,+PC,.
\ A e A A2 ’
G+ [f( cdyds — s
JJ MA, -+ NB, -~ BC, . \ Y ©
ey s ‘

o

u
—+—a[f)l,dyd;+b[/v).2dydz o f [radyds=o;

mais on a

» > d} v
G,::vrat//l/tf%—'dxd)'dz :-—jf)\,dydz,

,

Gy = - / /,)\2(1_}‘[13.

Gy —— [{Xsd}'dz:

cette équation équivaut donc a
(18) G=aG, + bG,y+ cG,.

D’oul’on voit que les équations qui servent a déter-
miner les fonctions u, v, w ne sont autres que celles aux-

quelles on serait conduit si Pon cherchait le maximum
ou le minimum de la fonction

V—aV,—bV,—cV,.

-

La recherche des maxima ou minima relatifs se trouve
ainsi ramende a celle des maxima ou minima absolus.
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SUR QUELQUES PROPRIETES DES CYCLES;
Par M. LAGUERRE.

1. Ftant donnés deux cycles A et B, menons-leur une
tangente communc; la distance comprise entre les points
de contacl de cette semi-droite est la distance tangentielle
des deux cycles. Elle n’est évidemment déterminée qu’en
valeur absolue; dans tout ce qui suit, je la désignerai
simplement sous le nom de distance des deux cycles.

On sait que, si Pon eflectue une transformation par
semi-droites réciproques, la distance de deux cycles est
¢gale a la distance des deux cycles correspondants.

2. Etant donnés trois cycles A, B et C, on peut chercher
de quelle facon sont distribués dans le plan les cycles
équidistants de ces trois cycles. Si nous cflectuons une
transformation par semi-droites réciproques, de telle sorte
que, Ies cycles a, 8 et y correspondant aux cycles donnés,
a et B soient opposés, il suffira évidemment de résoudre
le probléme proposé relativement a la nouvelle figure.

I1 est aisé de voir que les cycles équidistants de deux
cycles opposés o et 3 se réduisent aux points du plan.
Désignant, en cffet, par R et — R les rayons des cycles
opposés, par p le rayon d'un cycle équidistantde 2 et de 3,
par d la distance de son centre au centre commun de a et

de 3, on a
d2—(R—pr=d*—(R+p)?,
d’ou '
R F=0;
¢t, comme R est supposé différent de zéro, il suit

Ann.de Mathémac., 3¢ série, t. 1. (Février 1883.) 5
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nécessairement
=0,
ce qui démontre la proposition énoncée.
Les cycles équidistants de «, 3 ety devant se réduire
a des points, on.les obtiendra tous en considérant les
divers points de I'axe radical D des cycles a et v; et de
la, si l'on revient a la premicre figure, on voit que les
cycles équidistants de trois cycles donnés A, B, C sont
tangents a deux scmi-droites fixes A et A’ qui sont les
transformées des deux semi-droites opposées définies par
la droite D. Ces deux semi-droites passent d’ailleurs par
les points p et ¢, intersections des cycles a et v, lesquels
points peuvent étre considérés comme les cycles tangents
aa, fety.
On peut donce énoncer la proposition suivante :

Les cycles équidistants de trois cycles donnés A, B et
C touchent deux semi-droites fixes A et A, gui sont les
tangentes communes aux deux cycles qui sont tangents

a A, BetC.

Jappellerai ces semi-droites les semi-droites radicales
des cycles A, B et C; leur point de rencontre est évidem-
ment le centre radical des trois cycles.

3. Proposons-nous de trouver les cycles équidistants
de quatre cycles donnés A, B, Cet D. Dans ce but effec-
tuons une transformation par semi-droites réciproques,
de telle sorte que, a, 8, v et & correspondant respective-
ment & A, B, Cet D, a ct B soient des cycles opposés.

Les cycles équidistants de o et de 3 se réduisant aux
points du plan, il est clair qu’il n’y a qu'un seul cycle
qui soit équidistant des cycles «, 3, v et d : c’est le centre
radical des cycles «, y et ¢; et de la, en revenant a la figure
primitive, on peut conclure que :
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1l v’y adans le plan gi’un seul cycle équidistant de
quatre cycles donnés A, B, C et D.

Je le désignerai sous le nom de cycle radical des
cycles A, B, C et D.

4. Le cycle radical de A, B, C et D étant équidistant
de A, B et C touche les semi-droites radicales de ces
trois cycles; d’ou la proposition suivante :

Etant donnés quatre cycles, les semi-droites radicales
de trois quelconques de ces cycles touchent leur cycle
radical; en groupant de toutes. les facons possibles
trois a trois les quatre cycles donnés, on a donc quatre
systemes de deux semi-droites qui touchent le cycle
radical.

Un cas particuliérement remarquable est le suivant :

Soient Ay, Az, A, et A, quatre semi-droites données;
A; désignant 'une quelconque d’entre elles, appelons K;
le cycle qui touche les trois autres. Nous déterminerons
ainsi quatré cycles K, K., K; et K;; soit K leur cycle
radical.

Il résulte de ce qui précéde que K est tangent aux trois
semi-droites radicales de K,, K, et K;; or ces cycles
touchent tous les trois la semi-droite A, et il est aisé de
voir que, quand trois cycles sont tangents 4 une méme
semi-droite A, leurs deux semi-droites radicales se con-
fondent entre elles ou, pour parler plus exactement, se
composent de deux semi-droites se coupant en leur
centre radical et différant infiniment peu de la semi-
droite menéeen ce point parallélement a la semi-droite A.

On conclut de 1a que le cyc.]e K passe par le centre
radical de K,, K, et K; et est tangent & la semi-droite
menée par ce point parallélement a A,.
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D’ou la proposition suivante :

Si l'on considére de toutes les facons possibles trois
quelconques des cycles K,, Ky, K; et K, et leur centre
radical, on obtient quatre points qui sont sur un méme
cycle K et les tangentes mendes a ce cycle en ces points
sont respectivement paralléles aux semi-droites Ay, A,
Aset A,.

Ce cycle K est le cycle radical de Ky, K,, K; et K,.

5. Les quatre cycles K; qui sont ainsi déterminés par
les semi-droites A,, A,, A; et A, jouissent d’un grand
nombre de propriétés remarquables. J’énoncerai ici la
suivante :

Si, parallélement a une semi-droite donnée A, on
méne des tangentes a K,, K,, K, et K,, le rapport
anharmonique de ces quatre semi-droites est constant
quelle que soit la direction de A.

Pour démontrer cette proposition, j’énoncerai d’abord
le lemme suivant dont I'application est fréquente :

Lemme. — Si Lon (;ﬁectue une transformation par
semi-droites réciproques, & quatre semi-droites paral-
léles entre elles correspondent également quatre semi-
droites paralléles.

Le rapport anharmonique de celles-ci est égal au
rapport anharmonique des quatre premiéres.

La démonstration de ce lemme résulte immédiatement
de ce que deux semi-droites correspondantes se coupent
au méme point de 'axe de transformation.

Cela posé, je remarque que I'on peut toujours effectuer
une transformation par semi-droites réciproques, de telle
facon que deux semi-droites données aient pour transfor-
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mées deux semi-droites opposées; le théoréme que nous -
voulons démontrer étant projectif, il suffira donc de le
démontrer dans ce cas.
Soient donc (fig. 1) ca, bc, ab et ba quatre semi-
droites données ('), K le cycle tangent a bc, ca et ab, K’

le cycle tangent ba, ca et be. 1l est clair que le cycle
tangent a ca, ab et ba se réduit au point a et que le
cycle tangent a be, ab et ba se réduit au point b.

Cela posé, menons aux deux cycles K ct K’ des tan-
gentes paralléles 4 une semi-droite prise arbitrairement
et soient respectivementa et o’ les points ou ces tangentes
coupent la droite ab. Les points « et «’ se correspondent
de fagon qu’a un point « correspond un seul point o’ et
réciproquement a un point o’ correspond un seul point a.
En effet, si'on se donne par exemple le point 2, on ne
peut par ce point mener au cycle K qu'une seule tangente

(*) Lorsque je désignc une semi-droite par deux lettres, 'ordre
dans lequel sont placés ces lettres indique le sens de la semi-droite:
ainsi PQ désigne une semi-droite déerite par un point mobile allant
du point P au point Q. I en résulte qme PO et QP sont deux semi-
droites opposées.
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distincte de ab; d’autre part, on ne peut mener au cycle
K’ qu'une seule tangente qui soit paralléle a celle-cis le
point « ou elle coupe ab est donc déterminé.

Il résulte de la que les points « et o déterminent sur
la droite ab deux divisions homographiques dont les
points doubles sont évidemment les points a et b, et,
par suite, en vertu d’une propriété bien connue, le
rapport anharmonique des quatre points «, o/, a et b est
constant. Il en est évidemment de méme du rapport
anharmonique des tangentes passant par les points o ct
o« et des paralléles & ces tangentes menées par les points
a ct b. En d’autres termes, le rapport anharmonique des
semi-droites, menées parallclement a la semi-droite prise
arbitrairement et tangenticllement aux cycles K, K/, a et
b, est constant; ce qui démontre la proposition énoncée.

6. Etant données deux semi-droites quelconques A ct
A, circonscrivons a K un angle dont les cotés soient
paralléles & Aet Ay et soit Py le sommet de cet angle.

Soient de méme Py, Py et P; les sommets des angles
analogucs circonscrits aux cycles K, Kjet K,. Le rapport
anharmonique de quatre cotés de ces angles étant égal
au rapport anharmonique des quatre autres, il suit de la
proposition fondamentale de la théorie des coniques que
les quatre points P; sont sur une conique ayant ses
asymptotes paralléles a A et a A'.

En particulier,supposons que A et A’ soient deux droites
isotropes de systeme diflérent; les points P; sont les
centres des cycles K;. On peut donc énoncer la proposi-
tion suivante, que j’ai déja démontrée directement dans
une Note antérieure () :

(') Sur les anticaustiques par reflexion de la parabole ( Nouvelles
Annales). méme tome, p. 16.
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Les centres des cycles K; sont situés sur un méme
cercle.

7. Jénoncerai encore la proposition suivante :

Etant donnés deux cycles K et K/, si I’on considére
quatre cycles quelconques H,, Hy, Hy et H, doublement
tangents ¢ K et a K/, et si, a ces quatre cycles, on cir-
conscrit des angles ayant leurs cotés paralléles aux
deux;mngenles communes a K et a K/, les quatre som-
mets de ces angles sont sur une conique ayant leurs
asymptotes paralléles a ces tangentes communes.

Pour démontrer cette proposition, il suflit de faire voir
que le rapport anharmonique des semi-droites, menées
tangentiellement aux cycles K; parallélement a I'une
des tangentes, est égal au rapport anharmonique des
semi-droites menées a ces cycles parallélement al’autre
tangente; et, comme cette propriété est projective, il
suflit de la démontrer dans un cas particulier. Or on
peut toujours ellectuer une transformation par directions
réciproques, de telle sorte que les cycles K et K soient
opposés entre eux; les cycles H; se réduisent alors a
quatre points du cercle K, déterminé par K et K'; les
deux tangentes communes & K et a K' sont des droites
isotropes et 'on sait, par la propriété fondamentale du
cercle, que les droites isotropes d’'un systéme qui passent
par ces quatre points ont leur rapport anharmonique
égal au rapport anharmonique des droites isotropes de
Vautre systéme qui passent par les mémes points.

La proposition est donc entiérement démontrée.

Une conique dont la direction des asymptotes est
donnée étant déterminée par trois de ses points, la pro-
position précédente peut s’énoncer ainsi qu’il suit :

Si Uon considere tous les cyeles H qui touchent dewr
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cycles donnes K et K' et si, a chacun des cycles H, on
circonscrit un angle dont les cotés soient pnralléles aux
tangentes communes a K et & K, le lieu du sommet de
cet angle est une conique dont les asymptotes sont pa-
ralléles & ces deux tangentes.

I est facile de voir que cette conique a eflectivement
ces deux tangentes pour asymptotes et qu’elle passe par
les points d’interscction des cycles K et K’ d’ou encore
la proposition suivante :

FErant donnée une conir/ue r/uelcom/ue, attribuons
ur sens r/uelconl/u(: aux asymploles de cette coni{/ue de
Sacon & les transformer en deux semi-droites A et A
Cela posé, considérons deux.points quelconques M et N
de la conique; par le point M, on peut mener deux
cycles tangents & A et & A'y par N on peut mener deux
paralléles a A et A : ces deux cycles et ces deux pa-
ralléles sont tangents & un méme cycle P.

Jajouterai que la corde qui joint les points de contact

J 1 jur y

de P avec A et A’ est axe radical des cycles qui, passant
y quit,

par M, touchent ces deux semi-droites.

8. Il est aisé de voir que le théoréme précédent peut
encore s’énoncer ainsi qu'il suit :

Par deux points donnés + et o, on peut mener deuwx
cercles K et K' qui touchent un cercle donné C; par les
points oit la droite v3 rencontre C, menons des tan-
gentes & ce cercle, soit < leur point de rencontre. Par
les points v, ¢ et ¢, fuisons passer une conique ayant
ses asymptotes paralléles aux tangentes dont je viens
de parler; les asympiotes de cette conique sont deux
tangentes communes o K et a K'.

On peut généraliser ce théoréme en faisant une trans-
formation homographique de telle sorte que les ombilics
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du plan deviennent deux points quelconques o et 35 on
obtient alors la proposition suivante :

Ltant donnés deux points quelconques » et 3 sur une
conique C, par deuwx points vy et ¢ du plan et les points «
et 8 on peut mener deux coniques K et K qui touchent
C; par les points oiv la droite y6 coupe C, menons des
tangentes & cette conique et soit ¢ leur point de ren-
contre; solent de plus '\ et . les points ol la corde a
rencontre ces tangentes. Cela posé, si l'on construitla
conique déterminée par les cing points X, @, v, ¢ et e,
les tangentes menées a cette conique aux points \ et .
sont deuwx tangentes communes ¢ K et a K' (V).

9. En particulier, supposons que les pointsy et ¢ soient
les ombilics du plan; la proposition précédente pourra
s’énoncer ainsi qu’il suit :

Ltant donnés sur une conique C deux points o et 3,
on peut par ces points mener deux cercles qui touchent
C; ces deux cercles ont pour tangentes communes les
tangentes menées au cercle qui passe par le centre de la
courbe et les points ot la droite a3 coupe les asymptotes,
aux points situés sur la droite «3.

Il est d’ailleurs évident que ces tangentes communes
aux deux cercles se coupent en un de leurs centres de
similitude.

10. Proposons-nous maintenant le probléme suivant

(') La détermination des deux autres tangentes communes a K ct
a K’ donnerait lieu 4 des recherches intéressantes.

Un théoréme analoguc au précédent a licu a I'égard des coniques
qui touchent une conique donnée, deux tangentes a celle conique el
deux droites données.

Je reviendrai du yeste sur ce sujet.
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(proposé cette année comme sujet de la composition
d’admission 4 I’Ecole Polytechnique) :

Etant donnés deux cercles K et K’ se coupant aux
points « et B, construire les diverses coniques qui, pas-
sant par o et B, touchent ces cercles.

Construisons deux tangentes communes a K et a K/
passant par un de leurs centres de similitude, puis le
cercle H qui touche ccs tangentes en leurs points de
rencontre avec la droite o3, En désignant par A et i ces
deux points,il estclair, d’aprésla proposition précédente,
que si 'on prend un point O quelconque sur le cercle H
et si 'on joint OX et O u, la conique qui, passant par les
points o ¢t 3, a pour asymptotes O\ et O, touche les
deux cercles K et K'.

Le lieu des centres des coniques cherchées est donc le
cercle 11, et 'on voit que 'angle formé par les asymptotes
de toutes ces coniques est constant.

En considérant les deux tangentes communes qui
passent par le second centre de similitude, on obtiendrait
un autre systéme de solutions, le lieu des centres de ces
coniques étant un second cercle ayant, comme il est

facile de le voir, méme centre-que le premier.

CONSTRUCTION GEOMETRIQUE DES CAUSTIQUES
PAR REFLEXION;
Par M. LAQUIERE.
Soient F le pole lumineux, MM, 'élémentdela courbe
miroir dont w est le centre de courbure. Le point I

brillant, ou contact du rayon réfléchi sur la caustique
par réflexion, est le second foyer de la conique dont le
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premier foyer est I ¢t qui a un contact du second ordre
en M avec la courbe réfléchissante, c’est-a-dire ayant
avec elle le point w comme centre commun de courbure.

Si l'on projette le centre de courbure o sur le rayon
incident en G, puis la projection G elle-méme en N sur
la normale, en joignant le point lumineux F a cette se-
conde projection, la droite FN sera I’axe transverse de
la conique précitée et par suite coupera le rayon réfléchi
en son point de contact I avec la caustique de la courbe
proposée.

Nous allons démontrer directement cette construction
du point brillant, d’ou ’on peut 4 I'inverse déduire I'élé-
gante construction du centre de courbure sur laquelle
nous nous sommes appuyé.

Soit K 'image du péle lumineux sur la facette MM,
le licu des points K serala caustique secondaire, déve-

Ky

K
Ko
.!‘, \M M,
Pi~x ]
-
FlL~~"
G S N
I
(]

loppante de la caustique, lieu des points I. Elle sera par
rapport au pole 'homothétique a dimensions doubles
de la podaire P du point lumineux par rapport au mi-
roir, dont le centre de courbure § sera au point milieu
de la droite FI, ct servira a déterminer le point I.
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Par F menons les paralléles FK, FK, aux deux nor-
males infiniment voisines du miroir qui concourent
en w; elles détermineront, sur la perpendicu]aif‘e au
rayon réfléchi, les extrémités K,K, de I'élément de la
caustique secondaire correspondant aux dimensions de
la facette MM, . Par K menons une paralléle a la facette
KK’K’ coupant FK, en K” et K Ien K/, et posons, pour
simplifier I’écriture,

.\IN:n, FM:I‘, I\Iw:p, FP:p,

N TN .
FMw=wMl =1,

ct cherchons la longueur MI = / du rayon réfléchi.
Nous avons

P MM, MM, n 1

ap  KK”  KKcost:  ap cosii’
d'ou
n = pcos?i,

expression dont la construction géométrique donnée
ci-dessus pour le point brillant I n’est que la traduc-
tion littérale.

On obtient cnsuite la valeur de [ par le rapport

l n._ pcosi

rap—n 2r—pcost

Le rayon de courbure de la podaire du point I s’en
déduit et a pour valeur
r?

2 2r —pcost



GENERALISATION D’UN THEOREME RELATIF ALX POINTS
D’INFLEXION DES CUBIQUES PLANES;

Par M. A. LEGOUX.

Soit
(1) U=z s+ lud=o

une équation en coordonnées homogenes; x, y, = étant
les trois cotés du triangle de référence, u un polynéme
égal a ax + by +cz; o, 3,7, ¢, des nombres entiers
tels que 6 =2+ 3+ v; a, b, ¢ des quantités données
et &k un paramétre variable.

Cette équation représente un systéme de cubiques
lorsque l'on suppose 2 = %= ~v =1 et 6 =3. On sait
que les points d’inflexion de ces cubiques sont distri-
bués trois par trois sur des droites, savoir les trois points
réels sur la droite « et les deux autres séries de trois
points sur deux droites imaginaires.

Dans le cas général on ades courbes d’ordre 6. Les
trois c6tés du triangle de référence sont tangents a toutes
les courbes du systéme aux points ot ces cotés rencon-
trent la droite u. L’ordre de contact est égal 4 8 —1, de
sorte que, si ¢ est pair, la courbe est située du méme coté
de la tangente dans le voisinage du point de contact et,
si 6 est impair, la courbe coupe la tangente ; nous aurons
dans ce dernier cas un point d’inflexion d’ordre supé-
rieur.

Nous démontrerons que les courbes proposées ont des
points d’inflexion imaginaires qui sont distribués sur
deux droites imaginaires conjuguées indépendantes de
la valeur de k. Si le degré est pair, il n’y a pas d’autres
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inflexions ; mais, si le degré est impair, il y a enoutre les
trois points d’'inflexion réels situés sur la droite u, de
sorte que, dans ce dernier cas, il existe un triangle in-
flexionnel comme dans les cubiques.
On sait que les points d’inflexion sont situés sur la
hessienne dont on peut écrire I’équation sous la forme

abc+of gh—afr—0bgr—ch?2=o,

cn posant

, U ., dU ., dU
a -----{zﬁ* ——d;;a C—Z?’
a2y , d*U ., AU

J= dyds’ § = dzdr” " T dzdy’
Or on a _
—— = az" iy 5T kSaut,

dx

ou, en tenant compte de I'équation (1),

dU . s, /> au’
%—/\u <O(l—-‘—;>a

W _ e (30— BY),
dy ¥

(2—[’{: kud-1 <80——Yu)’

2
W= % =a(z—1)z*2y?51+ k8(8 — 1)a? u8_2!
b'=B(B—n)a®yP e+ k(3 —1)b2u’,
¢ = Y(-{ __‘)xaysz"2+ Aa«a —‘)02 us—gy
J'=pyatytrat - k88 —1)beud2,
g’: '{az"‘—iy?z‘{"l_;_ ka(a_l)caus—g’

R = aBax®1yP-1 574 k3 (3 —1)abud-2.

En substituant ces valeurs dans’équation delahessienne,
on trouve que les termes en k® et en A* disparaissent et
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il reste, toutes réductions faites,

s 13.‘, 23429 33-2 z37-2

4+ k312a~2yzp—2;27—2 w2
(2) 7 aB3y(2bcys + 2caszw + 2abxy)
X| =3B +rv—1nate—ya(y +2—1)b2y? | =o.

— 23 (2 + P —1)c2z?

On sait que la hessienne passe aussi par les points
singuliers des courbes du systéme. D’ailleurs ces points
sont déterminés par les trois équations

v au_ | au
dr dyﬂo’ ds

) =0,
ct l'on voit facilement que les solutions communes a ces
équations sont X=o0, u==03 Yy =0, U=03; T=0,
u=o0. Donc, en dehors de ccs trois points situés sur la
droite u et par lesquels passent toutes les courbes du
systcme, tous les points d’intersection de I'une des cour-
bes et de sa hessienne seront bien des points d’inflexion.
L’équation ( 2) se décompose dans les deux suivantes :

ce qui donne les trois cotés du triangle de référence, ré-
sultal évident, puisque ce sont des courbes singuliéres
infiniment aplaties qu'on obtient en faisant k=o ct
dont chaque point est un point d’inflexion; et

alyzy? gt .
4+ kdub-2
243y (beys + casy + abzy)
x| =By —nae =o.
— ya(y+ a—1)b2y2— a3 (2 + B—1)c?5?

On aura le lieu des points d’inflexion de toutes les cour-
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bes du systéeme en éliminant & entre cette équation et
I’équation (1), ce qui donne

Ca .

| __é.i__igﬂxa — {—‘_“1,2_},2 o tual

(3) ; % 8 ¥
+2beys + 2cazx +—2abxy = o,

e

ou bien

[\//)—f—( T_(b]'+P~)\/tj
—ru;< Fjc-—\/ ln) =o.
it v

Sous cette dernicre forme, on voit que le lieu des points
d’inflexion se composede deux droites imaginaires con-

juguées.

Enveloppe des tangentes d’inflexion. — L’équation
d’unc tangente a unc courbe du systéme en un point
(x, y, z) peut s’écrire

AX=—pY=+-vZ=o,
en posant
o au Su o vu

=0t ——, p=0c¢b—I—, v=2ce— 1.
x
Cherchons la relation qui doit exister entre 7, y, v,
pour que le point de contact soit situé sur une des droites
représentées par 'équation (3). L’équation de T'une de
ces droites peut s’écrire
Aar+Bby + Ces = o;
. ’ ) . v
mais on a, d’aprés ce qui précede,
aau Bbu _ Ycu

ar = —< by =
ca—\ ¥ r/) —u’ oc—v

cn substituant, il vient
Axa BB3b Cye

Ty 35— +x—— =0
(4) oa — A b — + 33— ’

équation du second degré en i, u, v.
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En remplacant ax, by, cz par leurs valeurs dans
]'expression de u,
u=az+ by +cas,
on a
ax b8 cy
(5) Sa—l—‘rhab—y.—*_ec—v:';

I'équation de la tangente & la courbe peut s’écrire
(6) (8a—NX+(80—p)Y + (8c—Z=3(aX+bY + cZ).
En prenant pour paramétres variables les quantités

1 1 1
Sa—%" b—yu’ dc—v’

et en éliminant deux de ces paramétres entre les équa-
tions (4), (5) et (6), on trouve que I’équation finale est
du troisiéme degré relativement au troisiéme parameétre.
D'ou 'on conclut que, par un point donné quelconque,
on peul mener trois tangentes a la courbe enveloppe des
tangentes d’inflexion : donc, en général, les tangentes
aux points d’inflexion imaginaires situés sur les deux
droites trouvées précédemment enveloppent deux cour-
bes de troisiéme classe.

Remarque I. — Les courbes du systéme précédent
sont telles qu'il en passe une seule par un point quel-
conque du plan et qu’il en existe deux tangentes a une
droite donnée. Cette propriété est une conséquence im-
médiate de la forme de leur équation différentielle que
'on trouve sans difficulté et qui peut s’écrire

(aby — Bax)z(yde — xdy)
+(Bez—yby)z (sdy — ydsz)
+(yar —acz)y(xds — zdxr) = o;
ces courbes font donc partie du systéme (1, 2), d'aprés
les notations de Chasles.
Remarque II. — Si 1'on prend les transformées de
Ann. de Mathémat., 3* série, t. II. (Février 1883.) 6
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ces courbes par le principe de dualité, on aura un systéme
de courbes douées de points de rebroussement imagi-
naires et le lieu de ces points de rebroussement se com-
posera de deux coniques. Ces courbes corrélatives fe-
ront partie du systéme (2, 1), c’est-a-dire qu’il en
existera une seule tangente a une droite donnée et qu’il
en passera deux par chaque point du plan.

SUR LA CIRCONFERENCE DES NEUF POINTS;
Par M. E. CATALAN.

1. Triangles annexes. — Par le sommet B d’un
triangle ABC, menons la droite Bx, symétrique de BC,
relativement a4 AB; et, par le sommet C, menons Cy,
symétrique de BC, relativement a AC. En général, ces

droites Bx, Cy déterminent, avec BC, un triangle
BCA’ (*). Pour abréger, je dirai que ce triangle est I'an-

nexe de ABC, suivant BC.
D’apres la construction, les angles CBA’, BCA’ sont

(') Si 'angle A est droit, les lignes B, C3 sont paralléles.
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donnés par les formules
B'=2—2B, C=2{—2C;
d’ou il résulte, semblablement,
A'= 2% 2A.

Ainsi, les angles du triangle annexe de ABC sont
les suppléments des doubles des angles du triangle
ABC. '

2. Remarque. — Les trois annexes d'un triangle
donné sont semblables entre elles.

3. Tutonkme I. — La circonférence circonscrite a un
t/'iangle ABC contient les centres des cercles inscrits
aux trois annexes de ABC. De plus, ces centres sont
les points diamétralement opposés aux sommets A, B, C.

Soit « le centre du cercle inscrit au triangle BCA’. La
droite Bz, bissectrice de l'angle CBA’, est, par la
construction méme, perpendiculaire a BA’. Semblable-
ment, Ca est perp.endiculaire a4 CA.Donc la circonférence,
décrite sur A« comme diamétre, est circonscrite au
triangle donné.

4. Tutoreme lI. — Les sommets A, A’ et les centres
O, « appartiennent & une méme droite, bissectrice de
langle A'.

Soit A’a cette bisscctrice. On a

BaA'=2"—1(A'+B')=A+B.

D'un autre coté, les angles BaC, BCA sont égaux,

comme inscrits au méme segment :
BxC =C;

done
BxA'+BaC = A + B+ C =24
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5. RemarQuEs. — 1°A est le centre du cercle ex-
inscrit au triangle A'BC, tangent au cété BC; 2° le
rayon de ce cercle est la hauteur du triangle ABC,
opposée au cétée BC.

6. Relations entre les eléments des quatre tl'iangles.
— Ces relations donneunt lieu a d’intéressants exercices
trigonométriques. En général, elles sont assez compli-
quées, sauf celle-ci :

Soit R le rayon du cercle circonscrit au triangle
donné; soient A, 11, v les distances AA', BB', CC'. On a

7. Circonférence des neuf points. — Supposons que
A, B, C soient les milieux des cotés d’un triangle MNP.
La circonférence ABC devient la circonférence des neuf
points (milieux des cotés ; piedsdes hauteurs; milieux des
segments compris entre les sommets etle point de concours
des hauteurs); elle contient donc les centres des cercles
inscrits aux annexes de ABC. Autrement dit :

Tatorkme. — La circonférence des neuf points, rela-
tive & untriangle NINP, contient les centres des cercles
inscrits aux annexes du triangle dont les sommets sont
les milieux des cotés de MNP.

Voila donc trots points, ajoutés aux neuf que l'on
connaissait ('). :

(') Nous faisons abstraction des autres points remarquables, en
nombre indéfini, silués sur la circonference des neuf points. Voir
Théorémes et probléemes de Geometrie eélémentaire, 6° édit., p. 181.
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l'li()l‘ﬂlli'l‘l'is D'UNE COURBE.DE POURSUITE;
Par M. Erxest CESARO.

I. Deux mobiles M, p partent en méme temps d'un
point O. M parcourt une trajectoire quelconque, p. se
meut de maniére a occuper, a chaque instant, le centre
de gravité du chemin parcouru par M. Soient x, y et
a, B les coordonnées respectives de M, w. Soit r la dis—
tance M et s, o les chemins respectivement parcourus
par M, p.

1°0On a
sa— fxds,

sB=fyds,
et, en différentiant,
sda—= (x — a)ds,
sdf = (y —B)ds.

Ces égalités, divisées membre & membre, donnent

ag _y—8,

di x—ua
Donce le second mobile est constamment dirigé wvers
le premier. Les mémes égalités, élevées au carré, ajou-
tées membre 3 membre, donnent
ds _r
ds s
Donc le rapport des vitesses des deux mobiles est
égal au rapport de leur distance au chemin parcouru
par le mobile poursuivi.
2° Différentiant I'égalité

r=(z —2)*+ (v - B)%
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on trouve
dr (x—oadx y—8dy x—aga_;__y——[idp ’
ds r E;+ r ds) r ds r ds)’

Or, si I'on désigne par 6 'angle des tangentes aux deux
trajectoires, en deux points correspondants, la premiére

s L. , s . do
parenthese est évidemment égale a cos, etlasecondea Z

Donc
d
cosl — —(%’—),
ou hien

cos&:zk-i—sil—/i,

ds

L e 3 . do r
si I’on désigne par [ le rapport des vitesses 7 ouse

II. Y a-t-il des trajectoires pour lesquelles & reste
constant? On doit avoir cosl = ak, c’est-a-dire que §
doit étre constant. Généralement, cet angle est nul
en O : donc il doit rester constamment nul, et I’on doit
avoir k = 1. Les trajectoires se confondent en une ligne
droite. Mais § peut ne pas étre nul en O, et cela arrive
lorsque la tangente en O n’est pas déterminée, comme
dans une spirale logarithmique de pole O. Alors les tra-
jectoires jouissent des propriétés suivantes :

1° cosl = ak. 0§ est constant.

2° r=o =ks. La distance des deux mobiles est
égale au chemin parcouru par le mobile poursuivant,
et proportionnelle au chemin parcouru par le mobile
poursuivi.

IlI. Examinons lc cas d'une spirale logarithmique,
dont I'équation est u = ae™,

1° Les arcs étant comptés a partir du pble, les for-
mules ordinaires donnent, pour les coordonnées du
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centre de gravité, les valeurs suivantes

mu

= — —— (sinw 4 27 COsW
t= T + )
B= “ _ (2msinw cosw)
T+ 4m? ’
Puis
u .
—a—= —[(1 4+ 2m?)cosw — m sinw
* 1+ 4m? I ) b
u .
—B=-———[mcosw + (1 4+ 2m?)sinw
y=Pb= 1l ( )sinw],
- — 1+ m?
I‘:\/(x—-a)‘—i—()—- ﬁ)z: —\/—.-_—-—‘—_.u
V/1—|—4m’1
D'autre part, on sait que
V14 m?
S§— ——— U.
m
Par suite,
ds r m

k= —m=- = ——-
ds s Vi+4m?
Donc le rapport des vitesses est constant.

2° On a

N L R,

V1 4m?
Donc le rapport des rayons wvecteurs est constant.

3° On a

2m

cosf—2k—= —n—
Vi+ 4m?

d’ou
I
tangf — — — 1tangV
8 om gy,
sil'on désigne par VIangle constantque fait la tangente

en M avec OM. 1l est donc facile de construire 8, con-
naissant V. D’autre part,

B 2msinw — cosw

= e tang(w — 0).
% SIMw - 27 COSw®
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Donc l'angle des rayons vecteurs OM, Op est con-
stant et égal 4 9. Remarquons aussi que le triangle
OM . reste toujours semblable a lui-méme.

4° De ce qui précéde, il résulte une construction fort
simple du centre de gravité d'un arc de spirale logarith-
mique, compté a partir du pole. Soit MT la tangente

M

A

- 6/
!
/

N
=
o =g
2
s
en M. On méne Op, M faisant respectivement avec
OM, MT le méme angle 6. Le point p. est le centre de
gravité cherché. Si l'on éléve pN perpendiculaire a Oy,
on a
(8] .O]
oN— O Kk OM*'OM.

T cos0 T cosf 2

Donc N est le milicu de OM. De la une autre construc-
tion. Enfin, une troisiéme construction consiste a dé-
crire sur OM, ON les circonférences respectivement

T . ,
capables des angles =—V, 5 Ces circonférences se

coupent en w, au centre de gravité cherché.
5° L’angle O pt est évidemment égal 4 6+ (V—08)=V.

Donc le lieu du point p. est une spirale égale & la pre-
miére et de meme péle. :
6° On démontre aisément que le centre de cour-



(89)
bure C, de la spirale (M) au point M, est le point dia-
métralement opposé a M, dans la circonférence OMy, et
que le centre de courbure de la spirale (), au point &,
se trouve au milicu de C .

CONCOURS D'ADMISSION A L’ECOLE CENTRALE EN 1882.

PREMIERE SESSION.

1. — Géométrie analytique.

Soit g; -+ yi — 1= ol’équation d’uneellipse rapportée
A son centre et a ses axes, et solent o et 3 les coordonnées
d’un point P situé dans le plan de cette ellipse.

Former I'équation générale des coniques qui passent
par les points de contact M et M’ des tangentes menées
du point P & I'ellipse et par les points Q et Q' ou cctte

ellipse est rencontrée par la droite % — %—;-/ + p=o.

Disposer du paramétre p et de l'autre paramétre
variable que contient I'équation générale, de manicre
qu'elle représente une hyperbole équilatére, passant par
le point P.

On fait mouvoir le point P sur la droite représentée
par 'équation x 4 y =1, et 'on demande :

1° Le lieu décrit par la projection du centre de Iellipse
sur la droite QQ';

2° Le lieu décrit par le point de rencontre des cordes
MM’ et QQ'.

* Démontrer que ce dernier lieu passe par deux points
fixes, quel que soit /, et déterminer ces points. Chercher
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pour quelles valeurs de [ ce lieu se réduit a deux droites
et déterminer ces droites.

II. — Epure.

Hyperboloide & une nappe, entaillé par quatre
sphéres. — L’hyperboloide a son axe (z, z') vertical,
a o™,103 du plan vertical ct au milieu de la feuille; la
cote de son centre est o™,087; les rayons de son col-
lier (r, ') et de sa trace horizontale (8) ont respecti-
vement o™,008 ct o™,095 de longueur.

Les sphéres, dont les centres sont dans le plan du
collier (r,7'), touchent le plan horizontal aux extrémités
(ay, a)), (as, ay), (as, ay), (a;, a,)des deux diamétres
du cercle () respectivement paralléle et perpendiculaire
a la ligne de terre.

On demande de construire les projections des inter-
sections de 'hyperboloide avec les sphéres.

Dans la mise 4 'encre, on représentera les parties de
la surface de 'hyperboloide qui, placées a Pextérieur
des sphéres, sont comprises entre le plan horizontal de
projection ct le plan horizontal P/, & la cote o™,191. On
indiquera, a P'encre rouge, les constructions employées
pour obtenir un point quelconque de I'une des lignes
d’intersection et la tangente en ce point.

Placer la ligne de terre parallélement aux petits cotés
du cadre, 4 0™,220 du petit c6té inférieur. Les dimensions
du cadre sont o™, 27 et o™, 43.

Titre extérieur : Géométrie descriptive.

Titre intérieur : Hyperboloide entaillé par quatre
spheres.

HI. — Zriangle.
On donne les trois cotés d'un triangle, savoir :

m
a = 4257,81q,

b = 314,205,
c = 632, {24,
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et 'on demande de calculer les trois angles A, B, C et
'aire S du triangle.

IV. — Physique et.Chimie.

1. On a deux barométres fixes, A et B, formés de deux
tubes cylindriques fermés a la partie supérieure par des
surfaces planes.

Dans une premiére expérience, alatempérature de o°,
la pression étant mesurée dans les deux barométres par
une colonne de mercure H, et la longueur de la chambre
barométrique de A étant /, on introduit dans cet espace
vide une quantité d’air qui fait baisser le mercure de /
dans le tube, le niveau étant supposé constant dans la
cuvette.

La température et la pression changent alors; la
pression lue au barométre B est devenue H'; la colonne
de mercure de A a une hauteur H' —7/. A quelle tempé-
rature a été faite cette deuxiémeexpérience? Onnégligera
la dilatation des tubes, du mercure et de la régle qui a
servi a effectuer les mesures.

Coefficient de dilatation de 'air : « = 0,003665.

Exemple numérique : H = 76™, 1l =14", h=06",
H' =64, ' = 4™129.
2. Indiquer sommairement les préparations de I'acide
sulfurcux, et donner les formules qui les représentent.

3. Combicn faut-il de litres d’air (a 0° et 760™™) pour
briler 2987, 75 de soufre?

Equivalents en poids............ eeee.. S8S=16, 0=38
Poids du litre d'oxygéne a o° et 760™™.. 157,43
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SECONDE SESSION.

.

I. — Géomeétrie analytique. .

On donne, dans un plan, deux axes de coordonnées
rectangulaires OX, OY et deux points H et H, le
premier défini par ses coordonnées a et b, le second
symétrique du premier par rapport au point O.

Par ce dernier point, on méncune droiteindéfinie DOE
formant avec 'axe OX un angle DOX = 0; on projette
les points H, H' sur cette droite en %, 7.

On projette le point % en u sur 'axe OX, et le point u
en u, sur la droite DOE.

On projette le point 7/ en v sur ’axe OY, et le point v
en v, sur la droite DOE. (Toutes ces projections sont
orthogonales.)

Enfin sur la longueur u,¢,, comme hypoténuse, on
construit un triangle rectangle u,¢,S, en menant v,S
paralléle a OX ct u, S paralléle 4 OY.

Cela posé, on demande :

1° De trouver les coordonnées du point S, en fonction
des trois constantes a, b, 0;

2° DVécrire I'équation d’une parabole ayant le point
S pour sommet ct la droite DOE pour directrice;

3° De démontrer que le lieu des foyers de toutes les
paraboles obtenues en faisant varier I'angle § se compose
d’un systéme de deux circonférences de cercle;

4° De démontrer que toutes ces paraboles sont tan-
gentes aux axes de coordonnées;

5° De démontrer que les cordes de leurs contacts avec
ces aXxes se croisent toutes en un méme point.
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II. — Epure.

Intersection de deux cones. — Les cones, dont les
sommets (s, s') (£, ¢') ont respectivement pour cotes
o™, 050 et o™,080, touchent, suivant deux génératrices
verticales, distantes de o™, 070, un méme plan de front
F, dont I'éloignement du plan vertical égale o™,035. Les
sections de ces cones, par un plan horizontal, i la cote
o™, 090, sont deux cercles égaux (v, ¥'), (ys» Y, ) dont
les rayons ont o™, 042 de longueur.

On demande de construire les projections du corps
constitué par la partie du cone de sommet (s, s') qui,
placée de part et d’autre de ce sommet et a I'extéricur de
Pautre cone, se trouve comprise entre : 1° un plan de
front, dont I’éloignement du plan vertical est o™,020;
2° un plan horizontal, a la cote o™,230; et 3° le plan
horizontal de projection.

On indiquera, a l’encre rouge, les constructions
employées pour déterminer un point de la courbe
commune aux cones, et la tangente en ce point.

Placer la droite ss’ a égale distance des grands cotés du
cadre, etla ligne de terre 3 o™, 170 du petit cté inférieur.
Les dimensions du cadre sont o™, 27 et o™, 45.

Titre exterieur : Géométrie descriptive.

Titre intérieur : Intersection de deux cones.

IIl. — Zriangle.
Soient
m
a = 456,723,
b — 5678, 364,
¢ = 6246, 549

i

les trois cotés d'un triangle. Calculer les angles ¢t la
surface.
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IV. — Physique et Climie.

Un tube cylindrique, fermé a sa partie supérieure par
une surface plane A, plonge dans l'eau par sa partie
inférieure ouverte B.

Le niveau mn de I'eau dans ce tube est le méme que
le niveau extérieur MN. L’espace Amn de hauteur / est
plein d’air saturé de vapeur d’eau; la température de
Pair et de I’cau vers la surface est ¢, et la tension corres-
pondante de la vapeur d’eau est mesurée par une colonne
de mercure f.

On faitalors descendre verticalement le tube dans des
couches plus profondes ou la température est ¢’ et la
tension correspondante de la vapeur d’eau f'. La distance
duniveau fixe MN ala nouvelle surface de séparation m'n’
est .. Quelle est la longueur x de 'espace occupé par
I'air humide?

La pression atmosphérique reste constante a la surface
MN, ou clle est mesurée par une colonne de mercure de
hauteur H.

On ne tiendra pas compte de la dilatation de T'en-
veloppe ni de la dissolution de Vair.

Ezxemple numérique : | = 20™, t=120° 1t =10°
H = 75,438, h = 655,25, f=1",738, f = o™ 0918.

Densité du mercure : D =13,6. Coefficient de dila-
tation de l'air : & == 0,00367.

2. Indiquer les préparations industrielles de 'oxygéne.

3. Quel poids d’acide sulfurique faut-il dédoubler

totalement en acide sulfureux et oxygéne (sous I’action
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de la chaleur), pour obtenir 140" d’oxygéne mesurés a

0° et a 760™™ de pression.

Equivalents en poids.............. vevr S=16, O0=38
Poids du litre d’oxygéne a o° et 760™™.. 18,43
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INTRODUCTION A LA THEORIE DES DETERMINANTS, par
P. Mansion, professcur a I’'Université de Gand. — Gand,
Ad. Hoste; Paris, Gauthier-Villars, 1882. In-8° de 32 p.

Prix : 1f,

Depuis quel'utilité des déterminants s’est affirmée par de nom-
breuses applications, plusieurs monographies ont été publiées
pour vulgariser 'emploi de cette notation et en inculquer rapi-
dement les principes aux éléves. Aujourd’hui, avec le déve-
loppement que prennent les Sciences mathématiques, le nombre
des questions a enseigner n’a fait qu’augmenter.

Il en est résulté, pour les éléves comme pour les professeurs,
le besoin d’Ouvrages didactiques exclusivement limités aux
seules données indispensables pour la conception des théories.

Dés 1875, M. Mansion a publié, dans la Nouvelle Correspon-
dance mathématique, un petit Traité de 44 pages, intitulé :
Eléments de la théorie des déterminants, d’aprés Baltzer et
Salmon, dont une traduction allemande par MM. W. Horn et
S. Giinther a paru en 1878. Cet Opuscule a servi de plan a I'Tn-
troduction a la théorie des déterminants du méme auteur,
dont la premiére édition, de 28 pages, a été publiée en 1876.

La nouvelle monographie différe de la premiére par plusieurs
additions dont I'expérience de I'enseignement a fait reconnaitre
la nécessité a l'auteur. Il ne faut pas y chercher des résul-
tats nouveaux; elle est, avant tout, destinée a servir de guide
aux professeurs et aux éléves.

L'Introduction a la théorie des déterminants est divisée
en trois Chapitres :

I. — Définitions et propriétés fondamentales.

Formation des déterminants de quatre et de neuf éléments.
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Propriétés de ces déterminants spéciaux.

1. — Calcul des déterminants.

Propriétés des mineurs. Principe de I'addition des lignes.
Sommes et produits de déterminants.

III. — Applications.

Equations linéaires 4 deux et a trois inconnues. Equations de
degré supérieur.

Appendice. — Définitions parles dérangements ou inversions
et par les produits symboliques.

L’Opuscule renferme 8o exemples ou exercices, destinés a
familiariser le lecteur avec les applications les plus essentielles
des déterminants. H. Brocarp.

PUBLICATIONS RECENTES.

1. RecueiL p’Exercices sur LE CALCUL INFINITESIMAL,
par M. F. Frenet, ancien éléve de I'Ecole Normale,
professeur a la Faculté des Sciences de Lyon. Ouvrage
destiné aux candidats al'Ecole Polytechnique et i 'Ecole
Normale, aux éléves de ces Ecoles et aux personnes
qui se préparent a la licence ¢s Sciences mathématiques.
Quatriéme édition, revue et augmentée. — Paris, Gau-
thier-Villars; 1882.

2. Exercices pE GEOMETRIE, COMPRENANT L EXPOSE DES
METHODES GEOMETRIQUES ET 2000 QUESTIONS RESOLUES,
par I". 1. C. Deuxiéme édition. — Tours, Alfred Mame
et fils. Paris, Poussielgue fréres; 1832.

ERRATUM.

Dans la question 1430, méme tome, au lieu de
. sin"zy 1 — sin"y = a, sin"p\1—sinmz = b,
il faut

sin"zy 1 sin**y = @, sin"py 1-—sinz = b.
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SUR LES COURBES DE DIRECTION DE LA TROISIEME CLASSE;
Par M. LAGUERRE.

I.

1. Etant donnée une semi-droite quelconque A, si
I’on considére I'ensemble des semi-droites qui lui sont
paralléles, on peut les regarder comme concourant en
un méme point situé a Uinfini ct que je désignerai par
A_. Les semi-droites paralléles a la semi-droite op-
poséc — A (') peuvent étre regardées comme concou-
rant en un méme point — A_ situé a I'infini.

Ces deux points doivent étre considérés comme dis-
tincts, et, si I'on appelle D la droite définie par les
semi-droites A et — A, on voit que D renferme deux
points situés a I'infini, a savoir A_et — A_.

Nous considérerons les points a I'infini comme situés
sur une conique infiniment aplatie et ayant pour som-
mets les ombilics du plan, et, pour plus de clarté, jap-
pellerai le point A_ un semi-point, en sorte que la co-
nique de l'infini sera le lieu des semi-points du plan.

Un point de la droite de Uinfini doit &ire considéré
comme la réunion de deux semi-points opposés.

Sil'on imagine un cycle variable qui touche constam-
ment deux semi-droites opposées A et — A, ce cycle,
lorsque son centre est rejeté a Uinfini, se réduit aux deux
semi-points A et — A _.

Un semi-point peut étre considéré comme une courbe
de direction de la classe un; il n’y a du reste pas d’autre
courbe de direction qui soit de cette classe.

(') En général, D désignant une semi-droite quelconque, j'appel-
lerai — D la semi-droite opposée.
Ann. de Mathém., 3€ série, t. . (Mars 1883.)

~1



(98)

Les courbes de direction de la deuxiéme classe ne
comprennent que les cycles; je me propose, dans cette
Note, d’étudier les courbes de direction de la troisiéme
classc.

2. Soit p le nombre des tangentes que 'on peut me-
ner a une courbe de direction de la troisiéme classe et
paralléelement a une semi-droite donnée; comme on peut
lui mener également p tangentes paralléles a la semi-
droite opposée, il résulte de la que, par un point de la
droite de I'infini, on peut mener & la courbe 2y tan-
gentes distinetes de cette droite. En désignant par p le
nombre des points de contact de la droite de U'infini et
de la courbe, on a done

et, comme o ne pent étre égal a 3,il en résulte 5 = 1 et
}L = 1.

Ainsi la courbe considérée touche la droite de 'infini;
une semi-droite isotrope coincidant avee son opposée,
on voit en outre que les deux tangentes (distinctes de
la droite de I'infini) quel’on peut, d’un ombilic du plan,
mener a la courbe, sont confondues; la courbe passe
donc par les deux ombilics.

3. Il est clair qu'on ne peut mener a une courbe de
direction de la troisiéme classe qu’une seule tangente T
paralléle a une semi-droite donnée. Tracons dans le plan
un cycle arbitraire K ¢t menons a ce cycle une tangente
O paralléle a T'; je dirai que cette tangente est 'image
de T. Si I'on imagine un nombre quelconque de tan-
gentes a la courbe considérée et si I’on méne tangentiel-
lement a K des tangentes paralléles, ces derniéres (ou si
Pon veut encore leurs points de contact) formeront
U'image des tangentes a la courbe. On voit qu’une
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tangente a la courbe est déterminée quand on se donne
son image sur le cycle K.

4. Considérons une courbe dedirection de latroisieme
classe H et une tangente quelconque T a cette courbe.
Par chaque point de cette semi-droite, on peut mener i
la courbe deux tangentes distinctes de T'; soient 2 A et
Ad les tangentes issues d’'un point quelconque A de T.
Inscrivons dans ces deux semi-droites un cycle quel-
conque K sur lequel nous ferons 'image des tangentes
a H.

Soit B un autre point quelconque de T'; désignons par
B2 et B'B les tangentes issues de ce point et soient yb et
»/b leurs images sur le cycle fixe K. 1l est clair que sil'on
se donne la semi-droite by, la tangente B{ est détermi-

née et, par suite, le point B ainsi que la deuxieme tan-
gente B et son image 5+/. Des deux tangentes au cycle
K, by et b+, P'une étant déterminée quand on sc donne
autre, il en résulte qu’elles forment un systéme en in-
volution et que leur point de rencontre b décrit une
droite du plan. Cette droite U passe du reste par le
point A, puisque les tangentes Ax ct Ao’ se confondent
avec leurs images.
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A chaque point B de.la droite T correspond un point
b de la droite Uj les points B et & déterminent donc sur
ces droites des divisions homographiques et, comme le
point A se correspond évidemment a lui-méme, on en
conclut que la droite B passe par un point fixe du plan.

Pour déterminer la position de ce point fixe, je re-
marquerai que, sile point B s’éloigne & I'infini sur la
tangente T, 'une des tangentes que ’on peut de ce point
mener a la courbe est la tangente opposée a T. Si donc
nous menons au cycle K la tangente 0 anti-paralléle a T,
le point b est situé sur cette semi-droite et la droite 4B
se confond avee @ qui, par suite, contient le point fixe
cherché.

Soit P ce point fixe; par ce point menons une droite
parallele & U et coupant T au point w. Le point o’ on
Pw rencontre U étant situé a I'infini, les tangentes me-
nées de o' au cycle K sont opposées et ont pour direc-
tions celles déterminées par la droite Pow 5 il résulte done
de ce qui précede que les tangentes issues de w sont les
deux semi-droites opposées déterminées par la droite
Pw, qui est ainsi une tangente double apparente de la
courbe.

Ainsi la courbe de direction de Ja troisi¢me classe la
plus générale passe par les ombilies du plan, touche la
droite de I'infini et a une tangente double apparente;
<’est donc un hypercycle cubique, ou, en d’autres termes,
une anticaustique parréflexion de la parabole, les rayons
incidents étant paralléles.

5. La proposition que je viens de démontrer peut en-
core s’énoncer de la facon suivante :

Considérons une tangente quelconque T a un hyper-
cycle cubique H; d’un point A, pris arbitrairement sur
cette semi-droite, menons les deux tangentes a la courbe
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Aa et Ao’ qui sont distinctes de 'I', puis inscrivons dans
ces semi-droites un cycle quelconque K.

Fig. 2.

Menons a ce cycle la tangente © anti-paralléle a T et
soit Ple point ou cette tangente rencontre la tangente
double PP’ de la courbe; soit de plus AU ladroite menée
par A parallélement a P.

Cela posé, si, par le point fixe P, on méne une sc-
cante arbitraire coupant respectivement T et U aux
points B et b, les tangentes que l"on peut mener a 'hy-
percycle par le point B sont paralléles aux tangentes
menées du point b au cycle K.

6. Par le point P menons au cycle K la tangente PCc
(ui est distincte de 0 ; il est clair, d’aprés la proposition
précédente, que cette semi-droite est également tangente
a I'hypercycle, et qu’en faisant varier le cycle K, qui est
assujetti a-la seule condition de toucher les tangentes
Ax ¢t Ad', on obtiendra aiusi toutes les tangentes a la
courbe.

Remarquons maintenant que le cycle qui touche a la
fois les tangentes Aa, Ao/, PC est précisément le cycle
K, que celui qui touche PC et les deux tangentes oppo-
sées PP’ et P'P se réduit au point P; enfin que, des
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deux tangentes communes a ces cycles, 'une est C et
P'autre la semi-droite © dont la direction reste con-
stante, quelle que soit la tangente PC considérée ; nous
pourrons alors dénoncer la proposition fondamentale
suivante :

-Tatorive 1. — Soient A, A’ et B, B deux couples
de tangentes & un hypercycle cubiqgue H et T ane tan-
gente quelconque a cetle courbe; construisons les deux
cycles qui touchent respectivement A, A’ et T, B, B et
T ces deux cycles ont T pour tangente commune, la
seconde tangente commune 0 est paralléle & une semi-
droite fixe.

1l suflit, pour démontrer ce théoréme, de remarquer
qu'unc transformation par semi-droites réciproques
transforme un hyperceycele cubique en une courbe de
méme espéce et que on peut toujours eflcctuer la trans-
formation de telle sorte que les tangentes B et B se
transforment en une tangente double apparente de la
courbe transformée; auquel cas le théoréme résulte
immédiatement des remarques qui précédent.

6. Le théoréme précédent donne une propriété re-
*marquable de six tangentes quelconques a un hyper-
cycle. En voici d’autres conséquences :

Etant donnés deux couples de semi-droites fixes A, A’
ct B, B’ ct une direction fixe 0y, menons une semi-droite
quelconque @ parallcle 4 0, puis construisons les cycles
qui touchent respectivement A, A’ et 8, B, B' et 0. Ces
cycles, qui touchent @, ont en outre une deuxiéme tan-
gente commune T'; cette tangente, lorsque © se déplace
parall¢lement a elle-méme, enveloppe un hypercycle
cubique tangent 4 A, A’, Bet B

Si l'on fait varier la direction @,. on déterminera
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ainsi tous les hypercycles cubiques qui touchent les
quatre semi-droites A, A, B et B'.

7. Comme application, supposons que les tangentes
A et A’ soient les tangentes isotropes issues du foyer I
de la courbe et que les tangentes B et B soient les semi-
droites opposées définies par la tangente double appa-
rente PQ.

En désignant par T une tangente quelconque a 'hy-
percycle, on voit que le cycle, qui touche T et les droites
isotropes issucs de I, est le cycle K qui a précisément

Fig. 3.

F pour centre; le cycle qui touche T, B et B se réduit
au point de rencontre « de T ¢t de PQ. La seconde tan-
gente ccommune a ces deux cycles est la semi-droite U
qui est I’antisymétrique de T par rapport aladroite a1,
On peut donc énoncer la proposition suivante, qu'il
serait trés facile du reste de démontrer directement :

Un hypercycle ayant pour foyer le point ¥ et pour
tangente double la droite PQ, si a désigne le point
olvune semi-droite quelconque T tangente & la courbe
coupe la droite PQ, I'antisymétrique de T relativement
& la droite F a a une direction constante.

1I.

8. Etant données quatre semi-droites quelconques

Ay, A,y Aj et Ay, construisons les bissectrices (A, As),
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(A, As), (A4, Ay) (Y)5 les foyers des paraboles qui
touchent ces trois droites sont les foyers des hypercycles
cubiques qui touchent les semi-droites données; on sait
d’ailleurs, par un théoréme connu, que le licu desfoyers
de ces paraboles est le cercle circonscrit au triangle dé-
terminé par les trois bisscctrices.

Ainsi le licu des foyers des hypercycles cubiques qui
touchent quatre semi-droites données est un cercle K,
ct, comme il est facile de le voir, ce cercle est celui qui
contient les centres des quatre cycles inscrits dans les
triangles que I’on peut former avec les semi-droites don-
nées en les prenant trois a trois.

SoientK,, K, et K, trois de ces cycles et o, 0.0, a3 leurs
centres 3 I désignant le foyer de I'un quelconque H des
hypercycles qui touchent les semi-droites données A,
Ay, Ay et Ay, il résulte de ce qui précede que I, oy, 2,
ct a5 sont situés sur le cercle K.

En d’autres termes, si 'on appelle I et J les deux om-
bilics du plan, le rapport anharmonique des semi-droites
FI, oI, a1 et a31 est égal au rapport anharmonique
des semi-droites F'J, 2,J, a,J ct a3J5 ce que I'on peut
encore énoncer de la facon suivante :

Sil’on ménc a I'hypercycle H et aux cycles Ky, K, et
K; des tangentes paralléles 4 une droite isotrope d’un
systéme, puis des tangentes paralléles a une droite iso-
trope de systéme différent, les deux systémes de semi-
droites ainsi obtenues ont méme rapport anharmonique.

Remarquons maintenant qu’une transformation par
semi-droites réciproques transforme un hypercycle cu-

(') Je rappelle que je désigne par la notation (G, D) la bissectrice
de deux semi-droites données C et D, ¢'est-a-dire la droite parfaite-
ment determinée qui est le licu des centres des cyeles qui touchent ces
semi-droites.



((103)

bique en une courbe de méme espéce, que le rapport
anharmonique de quatre semi-droites paralléles se con-
serve aprés la transformation et que la transformation
peut toujours étre choisie de facon que deux semi-droites
prises arbitrairement aient pour transformées des droites
isotropes : nous en conclurons immédiatement que la
proposition précédente subsiste pour des directions quel-
conques prises dans le plan.

D’ou le théoréme suivant :

Tatorime II. — Soient Ay, A,, A; et A, quatre
semi-droites et K, K,, Ky les cycles inscrits dans les
triangles que L'on peut former en adjoignant successi-
vement & A, deux quelconques des semi-droites A, A,
et Ay; soit de plus B un hypercycle cubique quelconque
qui touche les semi-droites données. Cela posé, si l'on
méne & la courbe et aux trois cycles des tangentes pa-
ralléles a une direction quelconque, le rapport anhar-
monique de ces quatre semi-droites est constant.

On peut encore 'énoncer ainsi qu’il suit :

Tutorime IlI. — ZLtant donnés trois cycles qui
touchent une méme semi-droite A, si une semi-droite T
se déplace de telle sorte que le rapport anharmonique
de cette semi-droite et des tangentes, menées aux trots
cycles dans une direction paralléle, ait une valeur con-
stante k, T enveloppe un hypercycle cubique tangent
@ A et aux trois semi-droites qui touchent & la fois
deux des cycles donnés ().

Remarque. — En faisant varier le nombre k, on dé-

(') Si les trois cycles donnés n'étaient pas tangents a unc méme
semi-droite, I'enveloppe de T serait un hypercyele de la quatriéme
classe : je reviendrai sur ce sujet.
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terminera ainsi tous les hypercycles qui touchent les
quatre semi-droites dont je viens de parler.

9. Considérons le faisceau des hypercycles cubiques
qui touchent quatre semi-droites données Ay, Ay, Ay et
A,. Soient Aet A’ deux semi-droites prises arbitraire-
ment; a chacune des courbes du faiscean on peut cir-
conscrire un angle, et un seul, dont les cotés soient pa-
ralleles 4 A et 4 A'; il résulte de ce qui précéde que le
liew du sommet de cet angle est une conique dont les
asymptotes sont paralléles & A et & A

En particulier, quand les semi-droites A ct A’viennent
a sc confondre, on obtient la proposition suivante :

St, @ chacune des courbes du faisceau, on méne une
tangente paralléle & une semi-droite donnée A, le lieu
du point de contact est une parabole dont l’axe est pa-
ralléle a A.

III.

10. L’étude des courbes de direction de la troisiéme
classe se rattache a un autre genre de considérations
d’une grande importance dans la théorie générale des
courbes de direction.

Etant donnée dans un plan fixe une droite quelconque
D, on peut, par cette droite, mener deux plans isotropes
qui sont distincts si la droite n’est pas elle-méme une
droite isotrope; nous rattacherons respectivement ces
deux plans aux deux semi-droites A et — A déterminées
par la droite D.

Ainsi, par toute semi-droite du plan, passera un plan
isotrope parfaitement déterminé. Cela posé, étant don-
née unc courbe quelconque de direction K, si 'on ima-’
gine les divers plans isotropes qui contiennent les tan-
gentes a cette courbe, ces plans envelopperont unc
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surface X; en d’autres termes, sil’on considére ladévelop-
pable isotrope (') compléte qui est circonscrite a K, cette
développable se décompose en deux surfaces distinctes
qui correspondent a K et a la courbe qui lui est opposée.

11. Il résulte de la que la classification des courbes
planes de direction se raméne a la classification des sur-
faces développables isotropes.

Ftant donnée une surface développable isotrope T de
classe 7, tout plan sécant P la coupe suivant une courbe
de direction K qui est de la méme classe. Je ferai remar-
quer ¢n outre qu’en désignant par ® I'aréte de rebrous-
sement de I la projection orthogonale de © sur le plan P
est la développée de la courbe K suivant 1aqudle le plan
coupe la développable.

Les cones isotropes qui ont pour sommets les divers
points de © coupent le plan P suivant les cycles oscula-
teurs de la courbe K.

12. On voit, en particulier, que V'étude des courbes
de direction de la troisiéme classe se raméne a celles des
développables isotropes de troisi¢me classe et ces courbes
sont toutes de la méme espece, puisqu’il n'y a qu'unc
seule espeéce de développables de la troisieme classe.

Soient @ une cubique gauche isotrope et T la déve-
loppable isotrope dont elle est I’aréte de rebroussement;
on voit que toute section plane de £ est un hypercycle
cubique (en d’autres termes, une anticaustique par ré-

(') Jappelle developpable isotrope unc surface développable dont
toutes les génératrices sont des droites isotropes et dont, par suite,
les plans osculateurs sont des plans isotropes. Voir, 4 ce sujet, mon
Memoire sur Uemploi des imaginaires en Géomeétrie (Nouvelles
Annales, 2° série, t. XI; 1872).

Des considérations analogues a celles que je développe ici ont été
employées par M. Stephanos dans diverses Communications orales
faites a la Societe mathématique de France.
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flexion de la parabole, les rayons incidents étant paral-
léles); la projection orthogonale de © sur un plan quel-
conque est par suite une caustique de parabole.

13. Comme application, considérons un hypercycle
cubique K ; soient X la développable qui est 'enveloppe
des plans isotropes, qui contiennent les diverses tan-
gentes a hypercyle, et © la cubique gauche qui forme
son aréte de rebroussement.

Considérons trois tangentes quelconques A, B et C a
Phypercycle; désignons respectivement par a, b et ¢ les
points ou clles touchent la courbe ct par a, 3 et vy les
points ou les plans isotropes menés par A, B et C touchent
la cubique 6. Ces plans osculateurs de X se coupent en
un point ¢ qui, d’aprés un théoréme connu, est situé
dans le plan déterminé par les trois points =, 3 et v; soit
T la droite suivant laquelle ce plan coupe le plan P de
I'hypereycle K.

Les cones isotropes ayant respectivement pour som-
mets o, 3 et y coupent le plan P suivant les trois cycles
Ra, R et R. qui osculent K aux points @, b et ¢, et 'axe
de similitude de ces trois cycles est évidemment la
droite T. Le cone isotrope ayant pour sommet e point &
a pour trace sur le plan P le cycle inscrit dans le triangle
ABC et, commele point ¢ est dansle plan «fy, il en ré-
sulte que le centre de similitude de ce cycle et de I'un
quelconque des cycles R,, Ry et R, est situé sur T.

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Etant donnés trois points quelconques a,b, ¢ d’un
hypercycle cubique, si I'on imagine les cyles Ra, Rs et
Re qui osculent la courbe en ces points et le cycle R
qui touche les tangentes mences en ces mémes points,
les six centres de similitude de ces quatre cycles consi-
déres deux & deux sont sur une méme droite.
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14. On doit remarquer cn particulier le cas ou le plan,
qui contient les points a, {5 et vy, est un plan isotrope; la
proposition précédente peut alors s’énoncer ainsi qu'il
suit :

[tant donnés un hypercycle cubique K et une semi-
droite arbitraire A située dans son plan; il y a trois
cycles osculateurs de K qui touchent A. Les tangentes
menées aux points d osculation et la semi-droite A sont
l‘(mgenles a un méme cycle.

15. Jénoncerai cncore le corollaire suivant :

Si, par un point quelconque P, pris dans le plan
d’un hypercycle cubique K, on méne des tangentes a la
courbe et si I’on considére les trois cycles qui 'osculent
aux points de contact, Uaxe de similitude de ces trois
cycles passe par le point P.

REPRESENTATION DES FONCTIONS

D'UNE OU DE PLUSIEURS VARIABLES, ENTRE DE CERTAINES LIMITES DE
CES VARIABLES, PAR DES SERIES PROCEDANT SUIVANT LES VALEURS,
RELATIVES A UN INDICE VARIABLE ET MULTIPLIEES PAR DES
COEFFICIENTS CONSTANTS, D'UNE FONCTION QUI SATISFAIT A UNE
CERTAINE FORME D’EQUATIONS AUX DIFFERENTIELLES ORDINAIRES
OU PARTIELLES DU SECOND ORDRE;

Par M. A. PICART.

1. — Cas d’une seule variable.

On sait qu’on peut toujours déterminer les coefficients
Aoy Ay, Asy ooy AL By, By, oL, B, dela série

A,+ A, cosr +A,cos2x 4...+A,cosnx +...
+ Bysinz + Bysineax 4...+B,sinnx +.. .,
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de mani¢re qu’elle représente une fonction quelconque
f(x) entre les limites — met + = de .
Ils sont donnés par les formules

[ J(x)dr =2%A,,

T —+ T
[ Sf(x)cosixdxr = A,-f cos?izdr ==A,,

T =
/ J(a) sinixdr = B; [ sin?izdr = =B,.

Les fonctions cos nx ct sin nx qui, d'un terme au
suivant, varient avec l'indice n, satisfont a I'équation
difiérentielle du second ordre

d?u

s “+ n*u =o.

Sil’on considéredeux solutions u et de cette équation,
correspondant & deux valeurs différentes quelconques
nct n' de 'indice n, on voitqu’il existe entre ces valeurs
la reclation

b
du n’u’>” f
1 — 2 '
W —- —u—| = (n'*— n? un' dr,
< d.x dx ), o
. .o, du du'
ct si la quantité « T Y ot nulle, ou prend la

méme valeur aux deux limites a et b, cette relation

devient
b

w'die = o.

ta
C’est cette propriété de la fonction u qui sert de base
au mode de détermination des coefficients du développe-

ment en série.
Généralement, si une fonction u de x satisfait a une
9
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équation de la forme

a[s@) |
dx A

= +F(x,n)u—=o,
on aura, cn désignant par «’ la valeur de u qui corres-
pond a Pindice 7/,

(e ﬂ\()b—[bel’—F 'dr
[(1127;—udx>9x ) [F(z,n) (x,n)jud'dx;

par conséquent, si la quantité

,du du’
W = o(x)

est nulle, ou prend la méme valeur aux deux limites a
etd, ctsi (e, n’') — I (x,n) se réduit a une constante
multipliée par une fonction A(x), on aura
b
rMz)uw'dx =o.

“a
D’ou il résulte que la séric

Ao Uag+ Ag o, = Agtlg, ... = Aty +. ..,

dans laquelle i, désigne la valeur de u correspondant a
la valeur «;de'indice n, pourrareprésenter une fonction
quelconque f{x), entre les limites @ et b, lorsque le
coefficient A, sera déterminé par la formule

b

v
j f(x)ug,dxr = A, Mx)uldre.

(3

Ainsi, par exemple, si I'on considére la fonction
1= cosnx, l'indice n satisfaisant a ’équation

nltang nl = const.,

on pourra développer une fonction f{x), de o a /, sui-
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vant la somme des diflérentes valeurs en nombre infini
de cos na, multipliées chacune par uue constante. Car
cosn satisfait a I’équation
d*u .
T T rtu=o,
.., ,du du"
ctde plus la quantité o/~ — u—~ s’annule pour 2= o
dx dx
. b - L
et = [, puisqu’elle est égale ici a
—necosn'asin nx + n' cosnxsinn'r,
qui estnul pour 2 = o et devient, pour x =,
— ncosn'lsinnl + n' cosnlsinn’l
on
(— nltangnl + n'ltangn'l) cosnl cosn'l,
c¢'est-a-dire zéro, en vertu de I'équation de condition.
De méme unce fonction donnée quelconque de n
pourra sedévelopper entre les limites — 1 et + 1 suivant
les valeurs de la founction § (x, n, [) correspondant a
toutes les valears entiéres den de 0 & + oo ctmultipliées
chacune par un cocfticient, si O (x, n, {) satisfait a
Péquation
) b
(l‘ (1 — 112)——‘

o

- roc
-+ n(u—f—xv)—-‘— 0 =o,

]
1

[ 08" dor = o.

J

D¢ méme la séric

da
puisqu’on a

Apg+A R+-A R+ . +A R, +. ..
pourra représenter une fonction de x quelconque entre
les limites o et 2, si R, satisfait a I'équation
, AR,

d.x? E

T +[nin+1)— L2 R, —o,
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et si la quantité.

dR, dR;,
R de — Ry
s’annule pour x =p.
II. — Cas de deux wariables.

Supposons maintenant que U(x, y, n) soit une fonc-
tion de deux variables x et y satisfaisant a I’équation

A rirr ]

(V) ————— -
T dx

e
+Y(z) — =+ F(x,y,n)U =o.
(l')' .
On aura, pour une autre valeur ' de I'indice,
UI
f1 (‘T V) dx ]
w(]) o dx

—— 4+ F(x,v,n")U' =o,

d'ou I'on déduit

,,') d

‘e

T 17 x=0b
dU . dU >] S

Afx<-r,.,v>(U’ il |
[ (g e

- [ f [F(wa)’»’l')'—*F(xy)’,'l"]UU'd-”d}'-

Si la fonction f; {x, y) est nulle ou prend la méme va-
leur pour & = a et x = b, en méme temps que fo (5 )
est nulle ou prend la méme valeur pour y =c et y = d;

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. 1. (Mars 1883.) 8
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dl, dU’

cppdl

S‘LE.; e

s dU
x=aetx=>~, en méme temps que U/d—y —U

est nul ou prend la méme valeur pour
—— es
dy t
nul ou prend la méme valeur pour y =cety =d; ou

que f, (x, y) soit nul ou prenne la méme valeur pour

r = actx=>b, en méme temps que U’g—UdU

nul ou prend la méme valeur pour y = ¢ et y =d; ou
enfin que £, (x, %) soit nul ou prenne la méme valeur

y
pour y =c et ) =d, en méme temps que U' v U v
s’annule ou prend la méme valeur pourx =a et] = 1);
si, en outre, la différence F'(x,y,n') —F(x,y,n) se
réduit a une constante, fonction de n, »/, multipliée
par une fonction A(x,y), on voit qu’on aura

b ad

/ / M, y)UU'drdy —o.

g e

.

Par suite, une fonction quelconque @ (x, y) pourra se
développer en une série de la forme

& (x, v)=2,A,Ulx,y,n),

et 'on aura

b oad

[ / e 1)n (2, ) U(x, ¥, nVdxdy
Jooe
A0 d
== A, / [ W, »)U(x. v, n)dzdy,
o e

ce qui déterminera la constante A,,. .

Ainsi, par exemple, la fonction Y, satisfaisant a 1’é-
quation

(l[(l u.-)dY ]
dyp. ! sz"—-l—n(n-Jr—l)Y —o0
du. g pt o dy? o ’
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P —u? s'annulant pour . =—1 et u =1, ct
ey v,
v 4y

prenant la méme valeur pour<) = oet y = 27, si Y, est
une fonction périodique de I'angle ¢, de période 27, on
pourra développer une fonction quelconque ®(u,4) de
deux variables u et ¢, entre les limites — 1 et +1 pour
u, ct 0 et 27 pour 4, suivant une série de fonctions Y,
multipliées chacune par une constante, ou écrire

d(u, Y=Y A,Y,,
(l ‘ Z

le coefficient A, étant déterminé par la formule

A+l a2%

2 1 2w
/ S, V)Y, dudb=A, / [ Y2 dp.dy.
<o 1 o

AR
£

Mais, pour déterminer ainsiles coeflicients. nous avons
admis le développement en série comme possible, ou plu-
t6t nousavons admis que lasérie fournie avec les diverses
valeurs de la fonction u, multipliées par les coeflicients
ainsi déterminés, représentait la fonction donnée. Orcela
est loin d’étre évident.

Voici comment on peut le démontrer généralement.

I. — Cas d’une seule variable.

D’aprés le mode de calcul des coefficients A,, de la
série

{ . (x)
A us) = Ag ul) + A S 4 A

les intégrales prises de a a b de cette séric ct de la fonce-
ton donnée f(x), aprés leur multiplication par une cer-
taine fonction hla) et par chacune des valeurs de la
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fonction u®) correspondant i toutes les valeurs ey
nombre infini de I'indice 7, ces intégrales sont égales. 11
en résulte nécessairement que pour toutes les valeurs
de x comprises entre a et b la somme de la série est égale
alavaleur delafonction. En effet, représentons par o (x)
la somme de la série; divisons I'intervallede @ a b en p
parties égales; désignons par % I'une des parties et po-
sonsa+h =x,a+2h=2xs,...,a+ (p—1)h=x,_,.
Si p est infiniment grand, on pourra regarder les inté-
grales, de a a b, des deux fonctions ¢ (x) et f(x) multi-
pliées par A (x)u,, comme égales, 'une a

myg (@) 4+ mye(xy) + myo(xy) +. ..+ My 9(xp_y),
I'autre a

my f(a) -+ mf(x)+myf(xy) +...+mp  f(2p_1),
la quantité m, représentant I’expression

naxy) u’a:v’ h.
On a done

mop(@) +myo(xy) +...+=my_10(Zpq)
=mof(a)+~mf(x)+...+mp_f(2y_),
ou

mo[¢(a) —f(a)] + m[g(z)) —/(21)]
= myo(xy) — f(x)] +. ..
+mp o [e(2py) — f(xp_y) =o0.
Cetce egaliite doit avoir lieu pour une infinité de sys-
témes ¢ de valeurs des quantités mg, my, may. .oy mp_y,
indépendants entre eux, correspondant a toutes les va-
leurs en nombre infini de 'indice n; ce qui, d’aprés la
théoric des equations linéaires, exige que 'on ait

¢(a) —flay=o. ¢(z)—[f(x) =0,
'f”(xi)"_f(m‘l):ov ‘?(mp—-l)"'f(xp-l)zoy

¢'est-a-dire que les fonctions f () et o(a) prennent les
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meémes valeurs pour toute valeur de x comprise entre «
et b.
On peut donc écrire, quand le coefficient A, est déter-
miné par la régle ci-dessus,

S(z) =ZA u,,.

II. — Cas de deux wvariables.

De méme, sil’on désigne par o, y)la somme de la
3 7 ) )
série
AU + A, U+ AU+ - AL UG+,

dont les coefficientsont été formés avec la fonction don-
née f(x, y) par Papplication de la formule

b ad
[ [ Sz, y)h(x, ) Uy drdy

on a, pour chacune des valeurs cn nombre infini de 'in-
dice n,

=sq= =t

S S mnarton =3 Smciees

p=1qg=1

Vintervalle de & = a & x = & étant supposé partagé en
s parties égales a ket celuide y = ¢ a y = d en ¢ parties
égales a k, x, ct y, représentant respectivement a + ph
¢t c+-gk, et mp 4 étant la valeur du multiplicateur
N 4 7/
rMax, ¥y YU, Rk pour & = xp et y = yq.

Cette égalité peut s’écrire

E 2 Mp o[ f(Xp, ¥g) — 2(xp, ¥g)] = 0;
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et, comme elle a lieu pour une infinité de systémes ind¢-
pendants de valeurs des coefficients m,, 4, correspondant
chacun i chacune des valeurs en nombre infini de l'in-
dice , on en conclut

S(Zpyg) =0 (xp, ¥yq),

c’est-a-dire que les deux fonctions f(x,y ) et ¢(x,y)
prennent les mémes valeurs pour tout systéme de valeurs
de x et y compris entre x =a, x=2> et cntre y =,
y=d.

11 convient de remarquer que ce théoréme se trouve-
rait évidemment en défaut dans le cas ot la fonction u
serait de sa nature essentiellement paire ou impaire par
rapport a I'une des variables et ou on 'assujetiirait a
fournir le développement en série d’une fonction im-
paire ou paire de cette variable entre deux limites — a,
~+ a égales et de signes contraires.

QUELQUES PROPRIETES D’UNE CLASSE DE COURBES
SPIRALES ;

Par M. LAQUIERE.

Recherchons les courbes dont la tangente tourne
avec une vitesse angulaire d’orientation proportion-
nelle & celle du rayon vecteur mené d’un péle fixe au
point de contact.

Cetle définition caractérise une sorte de spirale s'in-
fléchissant d’'un mouvement uniforme sur le rayon
vecteur p quand celui-ci tourne lui-méme d'un mouve-

. . s i . .
ment uniforme. Si nous désignons par » le coeflicient

dinfléchissement et par V Pangle sous lequel a courbe
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coupe le rayon vecteur, on aura, en prenant pour axe
J’orientation un rayon vecteur normal,

dv =L du,
P
i =
o - W -
P
cos 2
pdw v P
._d_lo_‘mnu\ =T
sin —

d’on I'équation générale des courbes, en covrdonnées
polaires,
P) p:acosll;:-

Si p est positif, Pangle V augmente en méme temps
que I'angle polaire w, ctla courbe est tout entieére com-
prise dans I'intérieur du cercle p = a, de rayon égal a la
normale & lorigine.

Si p est négatif (=— g pour mettre Ie signe cn évi-
dence), I'angle V diminuera quand » augmentera et la
courbe sera tout entiére extérieure au cercle decrit au
pole comme centre avecla normale a I'origine pour
rayon. Cette courbe

w
Q) pcost — =a
q
est la réciproque par rayons vecteurs de la courbe

) ®
(P) = acos?—

du premier systéme.

Suivant que p est positif ou négatif, c’est-a-dire que
les courbes appartiennent a la premiére série (P), cour-
bes fermées, ou a la seconde (Q), courbes a branches
infinies, les rayons vecteurs tangents au pole, ou les
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asymptotes correspondent aux directions telles que

w (ml‘_—’un:

P a
k étant un entier quelconque.
Les points de contact sur le cercle o = a, ou som-
mets de la courbe, correspondent aux directions telles
que

13 2kw

P2
Les rayons vecteurs normaux sont axes de la courbe.
Il en est de méme des rayons vecteurs tangents lorsque p
est pair.

R . . 2kw (2k+=1=w
Boucles. — Chaque fmsque;—l’) varie de —a (—%7

la courbe donne un arc composant une demi-boucle
d’amplitude angulaire p Z- Lorsque ;—; varie ensuited’une
quantité égale de (24 _(; DLINEL; T'_ 2)m
est pair, une demi-boucle symétrique de la précédente
par rapport au rayon vecteur de contact (ou paralléle a
Pasymptote) et, si p est impair, une demi-boucle symé-
trique au contraire par rapport a la normale au point de
jonction. '

» on obtient,si p

Les deux demi-boucles forment dans le second cas un
arc conlinu symétrique par moitiés; dans le premier,
clles ont Papparence d'un arc symétrique ayant sur son
axe de symétrie un point de rebroussement de premiére
espece. Ce point de rebroussement pourra étre simple-
ment apparent si la courbe cst a centre et peut alors étre
déerite d’un trait continu par une autre succession des
arcs partiels; il sera réel si la courbe n’a pas de centre
au pole. Dans ce dernier cas, la seconde demi-houcle peut
étre véelle, ou bien disparaitre si p avait une valeur frac-
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tionnaire irréductiblea dénominateur pair; alorsla demi-
boucle précédente présenterait au pole une apparence
de point d’arrét. Toutefois ce’ point d’arrét ne serait
qu’apparent au point de vue graphique. Le rayon de dé-
part, normal a la courbe, étant en eflet axe de symétrie,
en faisant tourner, a partir de sa position, le rayon vec-
teur en sens inverse, il repasse symétriquement par les’
mémes valeurs en complétant la boucle d’une partie sy-
métrique qui la ferme en présentant un point angulaire
au licu du point d’arrét.

En réalité, une boucle compléte correspond a la varia-

N

. y ‘W T ' .
tion d’angle — de — - a -+ =, ayant pour amplitude de
p 2 2

rotation p .

La courbe se compose d’une succession (limitée ou
indéfinie) de boucles égales disposées en rayon autour
du pole, milieu de toutes les boucles.

Nous n’entrerons pas dans les détails de la discussion
descriptive des variétés de ces groupes qui sont enfantées
par les diverses hypothéses a faire sur les valeurs res-
pectives de m et n, si I'on fait d'une maniére générale

p= % Cette discussion, d’ailleurs fort intéressante,
mais des plus faciles, peut se résumer en quelques mots,
ainsi qu’il suit.

Description. — Les courbes spirales a inflexion pro-
portionnelle, telles que la variation d’inclinaison de la

. m
tangente sur le rayon vecteur soit dans le rapport -

avec la rotation de celui-ci (V variant de = quand o

\

N n .
croit de 20 = — ﬁ), se composent de m boucles d’ampli-
n

. , . T ‘
tude angulaire commune égale a et Cesboucles, toutes

égales entre clles dans une méme courbe, sont disposées



(122)
.oy . . m
de la maniére suivante, en supposant la faction -

rendue irréductible :

PreMIER cAs @ m et n impairs. — m boucles décrites
d’un trait continu, alternativementdans!’angle du rayon
vecteur et dans son opposé par le sommet. Les angles

. n .
du plan d’amplitude 22 = - msont alternativement oc-

cupés par les boucles et vides. Leurs circonvolutions
font n fois le tour de la circonférence.

DevxikmE cas @ n pair, m impair. — mboucles join-
tives a rebroussement de premiére espéce. Les circon-

. . n -
volutions n’occupent qu’un arc de rotation de - circon-

férences.

Trotsieme cas : m pair, n impair. — Courbes a cen-
tre, formées de m boucles disjointes, se réunissant au
centre par les points anguleux dont les branchies ont
le méme écartement que 'amplitude de la boucle.

Les deux branches symétriques par rapport au centre
forment par leur réunion une ganse a centre et a double

. . . m
inflexion. La courbe entiére se compose de -- ganses

pareilles, séparées par des espaces vides d'amplitude
angulaire égale a la leur, ct occupant par moitié un
cspace angulaire de n circonférences successives.

QUATRIEME cAs : % incommensurable. — Ce cas, mul-
tiple ct analogue en ses trois divisions aux trois précé-
dents, en diflére uniquement en ce que le nombre de
boucles, toujours identiques entre elles, est indéfini, ainsi
que le nombre de circonvolutions de la courbe.

Suivant la nature des termes m et n de la fraction, la
courbe partagera les caractéres généraux de la classe



(123 )

correspondante de courbes a coeflicient d’infléchisse-
ment commensurable, savoir:

1° Courbes a trait continu, a rayons vecteurs alterna-
tivement positifs et négatifs pendant une amplitude
déterminée;

2° Courbes & rebroussement de premiére espéce com-
posées d’une succession indéfinie de boucles jointives
identiques;

3¢ Courbes a centre, formées d’une série de ganses a
centre ct a double inflexion, se succédant indéfiniment
en laissant entre clles des intervalles angulaires vides
égaux a leur amplitude.

Propriétés remarquables de ces courbes. — Cher-
chons la distance ¢ du poéle 4 la tangente, rayon vecteur
du point correspondant de la podaire du foyer par rap-
port a la courbe.

Soit § Porientation polaire de la perpendiculaire 8 a
la tangente; on voit immédiatement que

§ :Tw.:_\'_‘-.i:,t (o( 1-i- -—)’
L. ? » ]}/
d’'ou
«\) Lo 0 v L.
: Yz p 2

Dans cett¢ relation, Pangle V veprésente a la fois
I'inclinaison du rayon vecteur (3, w) sur la’courbe pri-
mitive (p) ct celle du rayon vecteur (8, 8) sur la po-
daire, angles égaux i simple inspection de la figure dans
laquelle la normale a 1a podaire va passer par le milieu
du rayon vecteur de la courbe.

On voit par suite que la podaire d'une spirale a in-
flexion proportionnclle a la rotation du rayon vecteur
¢st une spirale de méme nature, se déduisant de la pre-
micre par la sinple substitution de (p + 1) 4 p.
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Le rapport du mouvement angulaire de la tangente
par rapport au rayon vecteur au mouvement angulaire

absolu de celui-ci étant, pour la courbe primitive,
A m

- = —>

dw ~ p n

|

sera, pour sa podaire, de

dVv ! m

T pt T n+m
et au contraire pour la courbe antipodaire, dont la pri-
mitive est la podaire, de

dV 1 m

i T p—1 n=m

§’il s’agit de courbes a branches infinies, nous met-
trons les signes en évidence en faisant — p = ¢, et nous
aurons pour leur équation

o cos? 2=~ u
o —_ =d.
q
L’équation de la podaire de cette courbe est

o)
pcos? -~ = a;
qg--1

celle de son antipodaire

p cos7+! Y .
q 1
.

Distance dela tangente au péle. — La distance 8 du
pole a la tangente a la courbe p, rayon correspondant
de sa podaire, a pour valeur

N .\ 1 )
¢ =psinV = 2 ¢0s - w == @ cosP+! —.
P p

Elle ne peut devenir nulle ou infinie que lorsque

w . A \ . .
€os p est Ini-méme nul, c’est-a-dire pour les points ex-
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trémes des boucles ou spires successives pour lesquelles
p est soit nul, soit infini. 11 n’y a donc d’autres tangentes
passant au pole que les tangentes aux points ou les bou-
cles se croisent au pole et les asymptotes.
Asymptotes. — La distance ¢ des asymptotes aux
branches infinies est donnée par I’expression

w
8= acost=7—.
q

Trois cas sont A considérer relativement a leur posi-
tion :

1° ¢ <1, 8 = 0. — Branches hyperboliques dont les
asymptotes passent toutes au pole. C'estle cas de m* > n?.

2° g =1, 8 = a. — Cas singulier. Droite a distance
finie du pole.

3° ¢ >1, 8 = o . -— Toutes les branches sont para-
boliques. C’est le cas de m* < n2.

Ainsi, lorsque m et n sont de signes contraires, les
branches infinies seront paraboliques ou bien auront
des asymptotes issues du pole suivant que 7 sera de va-
leur absolue supéricure ou inféricure a celle de m.

Remarque. — Les courbes (p) et les courbes (¢) pour
lesquelles les arguments p et ¢ ontla méme valeur, étant
évidemment transformées 'une de T'autre par rayons
vecteurs réciproques issus du pole, les asymptotes des
courbes (¢) ou cercles de courbure de leurs points a I'in-
fini sont les transformées des cercles de courbure des
courbes (p) en leurs points situés au pole. Il en résulte
les valeurs suivantes pour les rayons de courbure des

A I m o .
branches au pole, lorsque - = = est positif :
p n
1° Infinis pour p <1, soit m >n;
4 . a .
2° Kgal a S pour p =1, soit m = n;

3° Nuls pour p > 1, s0it m < n.
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Les courbes pour lesquelles m>> 1 sont donc infi-
niment aplaties au pole; celles pour lesquelles m < n
y sont infiniment courbées v présentent un point cir-
culaire. Les premiéres y présentent une inflexion dans
les courbes a centre, ou un point angulaire dans les
courbes n’ayant pas de centre.

Rayon de courbure. — L’orientation § de la normale
étant liée a celle w du rayon vecteur par la relation

IC ravon de courbure R aura })Olll' valcur

R ds  pdw — p 2
Tdh T siaV T pa- i sinV'

Or, désignant par N la longueur de la normale limi-
tée i la perpendiculaire menée au rayon vecteur par le
pole, cette relation équivaut a
RN,
P

Le rayon de courbure est dans un rapport constant
avec la normale (longueur limitée ala perpendiculaire
au rayon vecteur ). Cette remarquable propriété pourrait
servir de définition au genre de courbes considéré.

Il en résulte que le rayon de courbure sera nul ou
infini en méme temps que la normale (sauf le cas de
p ==—1". Il ne peut done éire nul qu’au pole, et infini
qu’a Uinfini ou lorsque le rayon vecteur est tangent a la
courbe. On retrouve les conclusions déja obtenues au
sujet desasymptotes et des pointscirculaires. Si p4-1=o,
la courbe est une droite et R = = en tous ses points,

La courbe ne peut avoir d’inflexions qu’au pole. Ce
fait résulte a priori de ce que, le mouvement angulaire
absolu de la tangente étant proportionnel a celui du
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rayon vecteur, est toujours de méme sens que celui de
ce dernier, ou toujours de sens contraire, ct par suite de
sens invariable.

Remarque I. — De tous les cercles tangents aux
courbes passant par le pole, aucun ne saurait étre cercle
de courbure au point de contact, puisqu’il se transfor-
meraitavec la courbe réciproque en une tangente passant
au pole touchant la courbe en un point a distance finie.

Remarque I1I. — Les rayons de courbure de deux
courbes de paramétres différents en des points situés sur
les mémes rayons vecteurs sont dans le rapport

R p(pP+1n N _ psinV p(p'+1)

RO p(p+1) N o' sinV' p'(p+1)

Remarque [II. — Si 'on considére les deux cour-
bes (p) et (p'), telles que
}7 +P’ =—1,
la courbe p'=— (p+1) sera réciproque de la po-
daire de (p), et par conséquent sa polaire réciproque par
rapport au cercle de transformation p = a. L’angle des

deux tangenles aux points des deux courbes situés surle

méme rayon vecteur sera

, - ‘1 |
V-V =w - .
p p-+1

Silon considére les courbes définies par les trois pa-

\
rametres
1 I I

—y _ J—

—_—
p p+i p+i
so1t
m m --m
—

5 -
n n-i-m m-+n

s

c¢’est-a-dire une courbe, sa podaire et sa polaire réci-
proque, appartenant toutes les trois a la méme division
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(courbes continues, courbes & rebroussement, courbes
a centre), le nombre m des branches reste le méme,
mais leur amplitude dans les deux derniéres est de = su-
périeure 4 celle de la premiére pour chaque boucle,
comme il est du restc évident a priori, puisque les
rayons extrémes de la podaire sont les perpendiculaires
sur les rayons extrémes de la courbe primitive symé-
triques I'un de 'autre par rapport au rayon vecteur nor-
mal, axe commun aux trois courbes.

Remarque IV . — L’angle des tangentes aux extré-
mités de deux rayons vecteurs est égal a la fraction
constante

— e ] et ————y OU [ — = Ay

de Yangle de ces rayons vecteurs.

Remarque }'. — Comme corollaire : Les tangentes
aux n points d’intersection d’'un méme rayon vecteur
avec les diverses boucles, oubranches, sont paralléles aux
cotés d’un polygone régulier de an cotés. En effet, les
angles

Vi, Vo, Vi i, ¥y

correspondant aux rotations
w—+fo, mam, ... (n—1)x]

sont rcspectivcmcm égaux
4+ = =lo,m 2w, o, (n—1T].
P

Remarque V1. — Si 'on considére une méme courbe
(p) dansdeux positions nedifférant que par'orientation
de leurs axes faisant autour du pole commun 'angle 3,
les tangentes aux points situés sur le méme rayon vec-
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teur dans I'une et Vautre courbe seront inclinées 'une

sur autre de 'angle £. En conséquence :

P
Remarque F1I. — Si I'on a une série de courbes (p)
de méme pole et homothétiques, elles auront pour tra-
jectoires orthogonales la série des courbes (p), sem-
blables, de méme pole et dont les axes sont inclinésde
9
) T "
ang - 5.
I'angle p , Sur ceux des premiéres
Les trajectoires coupant toutes les courbes de la série
sous l'angle constant}%s sont les courbes semblables, dés-

orientées de 'angle B.
Caustiques par réflexion du pole. — Le p(')le étant

considéré comme point lumineux, la caustique secondaire
de la courbe

a cosr™
= CcOSP —
P P
sera la courbe

, ®
g'=2acosPtl —;
1)1—1 2

on sait en construire le centre de courbure, ou point
brillant. La caustique par réflexion du péle sur la courbe
considérée comme miroir est donc connue par points.

THEOREME DE GEOMETRIE (*);

Pan M. Ernest CESARO.

Parmi toutes les droites invariablement reliées au
triedre formé par la tangente, la binormale et la nor-
male principale en un point M quelconque d’une

(') Généralisation d'un théoréme de M. Appell.
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. Il. (Mars 1883.) 9
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courbe, autre qu'une hélice, il n'y a que les droites
suivantes qui engendrent une surface développable :

1° La tangente, et les paralléles & la tangente si-
tuées dans le plan tangent ; '

2° La droite polaire, et les paralléles a la droite
polaire situées dans le plan mené par cette droite
parallélement au plan tangent ;

3° Les tangentes & la parabole du plan osculateur,
qui a son sommet en M, son foyer au centre de cour-
bure;

4" Les tangentes & la parabole du plan normal, qui
« son sommet au centre de courbure, son foyer en M.

I. On sait que la condition nécessaire et suffisante
pour que la droite représentée par les équations

Xer Y—y_ 2-—:

AT BTG
engendre une surface développable est

( (BdC —CdB)dr + (CdA — A dC)dy
W 4 (AdB—BdA)ds =o.

Prenons conune axes la tangente, la binormale et la
normale principale en un point M de la courbe, et con-
sidérons le tricdre formé par les mémes droites, au
point M’ infiniment voisin. On trouve aisément que les
cosinus directeurs des anciennes directions des arétes du
triedre, par rapport aux nouvelles, sont

T. ... .. 1. 0, —c¢,
o, 1. —
Noooo R 1,

¢ ct 7, étant les angles de contingence et de torsion.

Parmi les huit triédres trirectangles formés par les trois
o]

droites en question, on a choisi celui qui contient I'élé-
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ment de courbe MM'. Soient D, D)’ deux positions infi-
niment voisines d’une droite invariablement lide au
triedre. Soient A, B, C les cosinus directeurs de D par
rapport aux anciens axes, ou de D' par rapport aux nou-
veaux. Une formule connue donne immédiatement

( A+ dA=cos(D',T)y=A —Ce,
¢« B+dB=cos(D',B)=B—Cr,
’\ C+dC—=cos(D',N)=A:+ B+, +(C,

d’oun
( dA = — Cig,
<« dB = —Cr,,
dC =A<+ BT,.

Des considérations analogues nous donneraient

dr = — s+ ds = (p —3)g,
cdy=—mns3,
(_ de=zx +1y.

Si 'on porte ces valeurs dans I’égalité (1), celle-ci de-
vient
B(Cx—Azs—Ap)e*+A(Bs—Cy)v?
—[A(Cx —Az—Ap)+B(Bz—Cy)—¢len=o.

.. e e .
Si la courbe n’est pas une hélice, le rapport - varie, ct
I

il faut, pour que la condition ci-dessus soit remplie,
que les coefficients de €2, 72, e, soient séparément nuls.
On doit donc avoir

‘ B(Cx——A;-—}\p):o,
(2) ?A(B;—Cy)"_—o,
A(Czx —Azs—Ag)+B(Bs—Cy)=p.

\

On ne peut supposer A et B nuls tous les deux, ou tous
les deux différents de zéro, car, dans I'un et ’autre cas,
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la troisiéme des conditions (2) ne serait pas remplie.
Nous devons donc supposer B nul et A diflérent de zéro,
ou bien I'inverse.

II. B = o (paralléles au plan osculateur). On doit avoir
(Cy=o,
| A(Cx —Asz)=(1— A%);.

1° C = o( A = 1, parallélesalatangente). La deuxiéme
condition devient z = o (plan tangent).
2® 3 = o (plan osculateur). En posant A ==cosw,

] e S
i e

C == sinw, la deuxiéme condition devient
(3) I Sinw cosw — 5¢08*w = p sin‘w.

Soit AB la position de la droite pour une valeur déter-
minée de w. On a, en faisant z = o dans I'équation (3),

MA —ptangow.

Or, si l'on éléve AC perpendiculaire a AB, on a évi-
demment
MA = MCtangw,

d’ou I'on conclut que C est le centre de courbure. L'en-
veloppe des droites AB est donc I'antipodaire de MT
par rapport au pole C. Clest, d’aprés une propriété
connue, la parabole ayant son sommet en M et son
foyer en C.
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1L, A == o (paralléles au plan normal). On doit avoir
{ Cx=o,
? B(Bz—Cy)=x¢.
1°C=o0(B=1, })arallé]es a la binormale). La
deuxiéme condition devient z = (plan mené par le
centre de courbure parallélement au plan tangent).

2 X=o0 (plan normal). En posant B= cosw,
( = sinw, la deuxié¢me condition devient
5c0s?w — ¥ sinw cosw = p,
ou bien, si I'on transporte 'origine en C,
5cos?w — ysinw cosw = psinw.
Cette équation ne différe de 1’équation (3) que par le
changement de ¢ en — o (et de x en y). L’enveloppe

)
des droites qu’elle représente est donc une parabole

égale a la premiére, mais tournéc en sens inverse, c’est-
a-dire ayant son sommet en C et son foyer en M.

SOLUTION GEOMETRIQUE DES QUESTIONS 1395 ET 1387

(voir 3° série, t. I, p. 143 et 141);

Par M. C. CHATEAU,
Eléve du Lycée Condorcet.

Par un point quelconque M d’une hyperbole, on
mene des droites paralléles aux asymptotes; par un
autre point A pris arbitrairement sur [’hyperbole, on
mene deux cercles, tangents aux asymptotes et ayant
leurs centres sur U’axe transverse de la courbe : dé-
montrer que ces deuxr droites et ces deux cercles sont
tangents & un méme cercle.

Considérons le cercle O comme la directrice d’un cone
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dont le sommet se projette en S, le conlour apparent du

cone se composant des asymptotes de 'hyperbole.
Supposons que nous fassions glisser ce cone paralléle-

ment a lui-méme, de maniére que son sommet décrive la

verticale du point S perpendiculaire au plan de la figure :

le cercle d’intersection avec le plan de base se déplacera
en restant tangent au contour apparent primitif, et il
arrivera un moment ou le cone transporté aura pour di-
rectrice la circonférence O, dans le plan de base; soit Sy,
coincidant avec S, la projection du sommet transporté.
Je dis que 'hyperbole est précisément la projection de
I'intersection de ces deux cones.

En cffet, ces deux cones, étant homothétiques, ont une
section plane commune a l'infini : ils se coupent donc
suivant une scconde courbe plane, et, comme les généra-
trices de contour apparent sont paralléles, cette courbe
est une hyperbole dont les asymptotes sont paralléles a
ces génératrices de contour apparent, et de plus situées
dans les plans tangents suivant ces génératrices. D’ail-
leurs cette hyperbole passe par les deux points A et B,
puisque ces points sont a la fois situés sur les deux bases.
Donc 'hyperbole d’intersection a bien pour projection
Ihyperbole donnée.



(133)

Cela posé, considérons un point quelconque M de in-
tersection ct joignons-]e aux deux sommets; puis suppo-
sons que nous fassions glisser le cone S paralléelement a
Jui-méme, de facon qu’il ait toujours la génératrice SM
commune avec le cone primitif : il lui sera tangent.
Amenons le sommet S en M : alors le cone ainsi trans-
porté aura sa section par le plan de la figure tangente a
la base O du premier cone. Supposons maintenant que
nous fassions subir la méme opération au coéne S, : une
fois le sommet S; amené en M, le cone ainsi transporté
sera également coupé par le plan de la figure suivant un
cercle tangent a O,. Mais, le cone S, n’étant quc le cone S
transporté parallélement a lui-méme, les deux cones S
et S,, transportés de maniére a avoir leur sommet en M,
coincident. Leur base O, est donc i la fois tangente aux
deux cercles O et O, 5 et, de plus, comme elle est tracée
sur le cone qui a son sommel en M, elle est tangente
au contour apparent de ce cone, c’est-a-dire aux pa-
ralléles aux asymptotes de 'hyperbole menées par M.

Les deux génératrices de contact SM, S; M ayant méme
projection, il en résulte que la droite SM passe par les
points de contact du cercle O, avec les deux premiers.

Il résulte de la démonstration précédente qu’en faisant
varier le point M sur 'hyperbole, le cercle O, se déplace
en restant tangent aux deux premiers, les tangentes a ce
cercle issues de M restant paralléles aux asymptotes de
I’hyperbole. On a donc ce théoréme :

Soient deux cercles fixes C et C tangents aux
droites D et D'y on considére un cercle variable K qui
touche C et C' et on lui méne des tangentes paralléles
aDetal)V: le lieu de leur point de rencontre est une
hyperbole passant par les points de rencontre a distance

finie des cercles C et C et ayant D) et 1Y pour asym-
plotes.
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Supposons que, au lieu de déplacer le cone S sur la ver-
ticale 8S, d’un méme c6té du plan de la figure, nous le
déplacions de maniére a I’amener en S, de I'autre coté
du plan par rapport 4 S : alors ce sera la seconde nappe
‘du cone qui sera coupée par le plan de base. Les raison-
‘nements faits précédemment s’appliquent également a cc
cas.

Si I'un des systémes de tangentes communes aux deux
cercles est imaginaire, les deux cones ont alors un sys-
téme de plans tangents communs imaginaires, puisque la
trace du plan tangent commun aux deux cones est pré-
cisément la tangente commune aux deux bases. Or on
voit que, dans ce cas, I'intersection des deux clOnes est
une ellipse. La projection de cette ellipse est donc lelieu
des points de rencontre des droites imaginaires tangentes
au cercle variable et menées parallé¢lement aux deux
tangentes communes imaginaires : ce lieu est réel.

SOLUTION ANALYTIQUE DES QUESTIONS 1587 ET 4595;

Par M. L. CHAUCHAT,

Eléve du Lycée Condorcet.

Prenons pour axes les bissectrices de ’angle des tan-
gentes communes D et 1)'; soit tang o le coeflicient-angu-
laire de D. Le cercle C a pour équation

(r — aP+y2= a?sin?y
ou

I yr—oax 4+ a? costo = o.
Le cercle €' a pour équation

P13 — 2,7 + ajcos?e = 0.



(137)

Soient («, ) le centre de I'un des cercles mobiles et %
le rayon de ce cercle. Un point du licu sera donné par
D'intersection d’une paralléle y = 4 I'axe des a et d’unc
droite dont la distance au point (a, 3) est égale a A. On
aura donc

(x—a) + 82=(asing + )2,
(2—ay )2+ B2=(a;sing + )2,
¥y =xtango + n,
y =3
B— atango —n _
Vis g

Remplacant § par y et supprimant la quatrieme équa-

tion, on a

(1) (x—a)? - y2=(asing -+ L)%

(2) (2—ay)2+)y2=(a;sing—+ 1)2,
(3) Yy —n=xtangoy,

y—atango—n

) =

Vi+ tang?o

Remplacant, dans I’équation (4), y —n par sa valeur
tirée de 'équation (3),il vient

(3) (z—a)sing = A,

Sil'on ordonne ’équation (1) en e, on aura une équa-
tion du deuxiéme degré dont les racines seront @ et ;.
De cette équation

a?cos?e — 2a(a -+ Asing) + y2+ a*—A* =o,

on tire
(6) (@ —+ ay)cos?o = 24+ 2k sing,
(7). aa;cos? = y2+ a2— A2

Les équations (5) et (6) étant du premier degré en « et A,
on les résout, et 'on porte les valeurs trouvées dans
Péquation (7); on a I’équation du lieu demandé.
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Les valeurs de o et de ). sont

a -+ ay
a4 = —— — xtang?c,
> 7
rsino a-+a; .
L= L — ——— sinv

-G

’

cos?u 2
ct Péquation du licu
a—+ ay)? e sin2y

£

aa) cos?o = Yy :
v =Y 4 costo

J cos?c,
]

ou
jy?— jx?tang?e + (@ — a;)*cos?o = o.

C’est une hyperbole rapportée a ses axes, ayant pour
asymptotes les tangentes communes et passant par les
points de rencontre des deux cercles, car ces points peu-
vent étre considérés comme des cercles de rayon nul
tangents aux cercles C et C'.

On déduit de 13, en raisonnant comme dans la solu-
tion de M. Chatcau, le théoréme qui fait 'objet de la
question 1395.

Note. — Solution analytique de la méme question par M. Moret-
Blanc.
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QUESTIONS.

1431. Démontrer que l'expression

1 [/ n P noA\P o/ on NP
(s () )
n n—+1) n -+ 2 n-—>5

I
—1

tend vers -
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