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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 1367
( v o i r ?" s e r i e , t . X X , p . 3 8 i ) ,

PVR M. MORET-BLANG.

i° Si une équation j{oc) = o est ordonnée et de la
forme

<f et ty riaj ant que des permances et a, |3, y étant des
nombres positif, tels que [3* = ay, l'équation ri a pas de
racines réelles positives.

•i° Si quatre coefficients consécutifs d'une équation



( 36g )
sont b -{- c, by c, b — c, de sorte que

f(x) = . . A b •+- C)XP^X -+- bxP -+- ex*-1

4-. . . - - o,

l'équation a des racines imaginaires.
3° Si quatre coefficients consécutifs sont a, b, a, £, de

telle soi te que

f(x) — . . .axi'*-1 -h bx» -h axP-x -h bxP~2-h.. . = o,

Véquation a au moins deux racines imaginaires.
On propose de généraliser cette proposition et de

faire 'voir que si trois coefficients consécutifs a, b, c
se reproduisent trois fois périodiquement, de telle sorte
que Von trouve dans Véquation a, b, c\ a, b, c\ a, b, c
comme étant neuf coefficients consécutifs, Véquation a
au moins quatre racines imaginaires, et ainsi de suite.

En supposant que les coefficients ax, a2, . . ., ap se
reproduisent p fois périodiquement, dire combien
Véquation a, au moins, de racines imaginaires.

On distinguera les cas de p pair et dep impair.
( G . DE LOÜVGCHAMP. )

r° xxP — $xP-1 -+-y.rr 2 ~ xP 2 (ax* ~ $x H- y).

L'équation cur2 — $x -»- y = o ayant ses racines
imaginaires Je trinôme OLXF — $xP~x •+- ^JLV 2 est positif
pour toute valeur positive dex, il en est de même de v (x)
et de à(x)1 qui n'ont que des termes positifs ; donc, pour
toute valeur positive de .r, le premier membre de l'équa-
tion f(x) = o, étant la somme de trois quantités posi-
tives, ne peut être nul : donc, etc.

Note. — On suppose que tous les coefficients de $(x)
sont positifs et qu'il y a un terme indépendant de .r, sans
quoi l'équation aurait une racine positive ou nulle.

2° Je m'appuierai sur ce lemme bien connu : Si une
Ann. de Mathémat.^ 3csenV, t. I. (Août i«8i».) ?4



( ->-o )
équation ordonnée présente une lacune de p termes
consécutifs, l'équation a au moins p ou p — i racines
imaginaires, suivant que p est pair ou impair.

Cela posé, l'équation f (x) = o admet les mêmes
racines imaginaires que l'équation

(x2 -f- x — i)f(x) —- o;

or celle-ci présente une lacune de deux termes consécu-
tifs, les termes en xp+i et xv\ donc cette équation, et
par suite aussi/(x) = o, a au moins deux racines imagi-
naires.

3" L'équation j(a:) = o a les mêmes racines imagi-
naires que l'équation (x2— i)f(x) = o, qui présente
une lacune de deux termes consécutifs*, donc elle a au
moins deux racines imaginaires.

Généralisation. — Si a, b, c; ft, Z>, c\ a, />, c sont
neuf coefficients consécutifs de l'équation f(x) = o,
l'équation

(jr3 —0/(jr) = o,

ayant une lacune de six termes consécutifs, a au moins
six racines imaginaires, et comme x:i — i =: o en a
deux, l'équation J (x) = o a au moins quatre racines
imaginaires.

Si les coefficients a,, a», . . ., ap se reproduisent p fois
périodiquement, l'équation

aura une lacune de {p — i )p termes consécutifs, et par
suite, au moins, p{p — i) racines imaginaires. L'équa-
tion

ÛCP — i — o

a p — 2 ou p — i racines imaginaires, suivant que p est
pair ou impair : donc le nombre minimum des racines



imaginaires de l'équation j\x) = o est

(p — j)p^-(p — q) — {p—i)

si p est pair, et

si p est impair.

Question 1368
(voir 2e sério, t. XX, p. 38a);

PVR M. FERDINAXDO PISANI.

Soient O A = OB = OC trois longueurs égales por-
tées sur trois axes rectangulaires; A<, B<, C< les
projections orthogonales des points A, B, C, sur un plan
quelconque passant par le point O.

Si Von pose

aura

sinacosa

A Ai =- i / - - cos a sinS cosv,
cosav ' '

BBi = r \l— cos a oos3 cos-;,
oos 3 v '

GCi = \l— cos a cosö cos y
cosyv '

OA = / y/sin a sin £ sin 7 ( l ).

Discuter ces formides. ( GEINTY . )

(') II est, je présume, implicitement supposé que le plan mené par
le point O laisse d'un même côté les trois droites OA, OB, OC. Car si



I. On a

OA2-hOB2= AB2 = At B* + ( AAt — BBt f
= OA* -f- OB? — 2OA1OB1 cos AtOB,

- - O A 2 H - O B 2 — 2OA1OB1cosA1OB1~2AA1BB1,
d'où

AAt. BB, — — ab cos7.

Pareillement

AAj.CC,—— tfccos?, BB^CC,——

et, par suite,

AA \. BBi. CCt — a1 bc cos ? cos 7,

A A 2 _ z _ a2 cos? cos Y

l'une de ces droites, OA par exemple, é ta i t située d'un côté de ce plan
et OB, OC de l 'autre côté, les angles A, O B,, A, O C, seraient aigus, et

#5 c2

B.OC, o b t u s ; les rappor t s -:— ^? seraient positifs, et
1 1 l l s inpcosp sinycosy

négatif, et par conséquent on n'aurait pas
sinacosot

a7 b* c2

sinacosa sin^cos^i sinycosy

Lorsque le plan passant par le point O laisse d'un même côté les
trois droites OA, OB, OC, les angles a, p, y sont obtus, et les rapports

g} V c2

sinacosa sin^cos^' sinycosy

sonl, tous Irois, négatifs. Dans ce cas, les égalités

sin a cos a
cl

OA — Is/sinx sin jisinY

donnent à /, et par suile à OA, une valeur imaginaire. En posant

sina cos a
on trouve, en réalité.

O\ —/ysiiiasinjî sinv.



ou bien

AA, = \/— cos a cos 3 cos Y.
c o s a v * 4

On aura de même

BB, = r\/— cos a cos 3 cos v
cos j i v '

et

JI. Ou a

CC« nz v7— cos a cos 3 cos 7.
COSV V r *

— (cos a — cos 3 cos Y ) .

cosa v '
Mais

a + ? + T - 36°ü>
duuc

cos a — cos 3 cos Y ~ — sin [3 sin Y
et

«2 sin 3 sin Y «-smasinjisi

De même

c2 sina sin 3sin *Y f)/-"-_
sin p cos p sin y cos y

et, parce que OA — 013 = OC, on a

sin a cos a sin p cos fi sin Y cos Y

r\ k * a2 sin a sin 3 sin Y ,
OA2 ~ : ' dojineL'égalité

° bina cos a

OA2 = ( : ) sin a sin Ö sin v »
\ sm a cos a /

ou, en posant — -:l sisin a cos a

OA = /y/sin a sin fi sin Y-
Note. La même question a été résolue par M Moret-Blanc.



Question 1375

PAR M. CHOUDADOV, à Stavropol (Caucase).

D'un point S extérieur à un cercle O on mené h ce
cercle la tangente SA, et au centre O la sécante SO
qui coupe la circonférence en B et C. Le point de contact
A de la tangente sépare la demi-cironjérence ABC en
deux arcs AMB, ANC qui Jorment les troisièmes côtés
de deux triangles mixtilignes SAMB et SAiNC. Si l'on
fait tourner la figure autour deSO^ ces deux triangles
mixtilignes engendrent des volumes qui sont respecti-
vement équivalents aux deux cônes ayant pour rayons
de base les deux segments SB et SC de la sécante, et
pour hauteur commune la projection OD du rayon de
contact O A sur cette sécante ; c'est-à-dire que

vol. S A M B ^ ^ T T S B ' O D ,
o

et

vol. SÂ?\C — X- -SC 2 OD. (DOSTOR. )
ôô

Soit K le rayon du cercle O.
I. Le volume engendré par le triangle mixtiligné SAMB

est la dillërence des volumes du cône décrit par le trian-
gle SAD et du segment sphérique à une base, engendre
par BMAD.

Le volume du côiie

ou, parce que
AD-^r-SD.OD,

on a

vol. cône SADr:. ^SD2OD - ^OD(SB2 4-2SB.BD4-BD2)



i vol. cô

(0 '
cône SAD = i £

D'autre part , Ie segment sphérique

Mais les triangles rectangles BAC, SAO donnent

CD.BDrmSD.OD
ou

( R - r O l ) ) B D ^ ( S B + BD)OD; R.BD=:SB.OD.

En remplaçant R.BD par SB.OD dans l'expression

~ BD2 (2R + OD) du segment sphérique, il vient

(2) segment sphérique BMAD - I T : O D ( 2 S B . B D 4- DB2)
ó

et des formules (1) et (2 ) résulte immédiatement

vol. cône SAD — segment sphérique BMAD

ou vol. SAMB = - T T S B 2 O D .

11. De même,

^ ol. SANC = \ ol. SAD 4- \ ol. DANC,

ou; parce que R 4- BD = OD -f- 2 BD,

\ o l D V X C = C D J



Mais CD. BD = SD.ÜD, donc

vol. DANC = ^OD(CD2 -h 2SD.GD).

II s'ensuit

vol. SAD-+-vol. DANC = ^OD(SD2 4- CD2-+- 2SD.CD)

-- ~OD (SD + CD)' = ^OD.SC2.
o o

Par conséquent,

vol. SANG =z ̂  SÇ-OD, c. Q. F. D.

— La même question a été résolue par MM. Lez; Pisani ;
Goffart ; Lucien Meyer; Henri Vieille et A. Leblond, élèves du lycée
du Havre.

Question 1377
i v o i r ?" s e r i e , t . X X , p . :>->u) ;

PAR M. FRVNÇOIS BORLKTTI,

Ingénieur à Milan.

"Trouver les valeurs des intégrales

Ç a,r + 3 tir

et

(UÉALIS. )

1. La première de ces deux intégrales peut s'écrire

r a.f-f-3' dr

et, en posant (.r2 4 - 3 x + i ) 2 — î == z2, elle devient

I ^ = arc tang^ H- C ;



donc
2 ,r -f- 3 dx

t r ( x -\-i)(x -t- 2)(x -r 3) -h G.

II. La seconde intégrale peut s'écrire

ƒ' 3./- 4-'ij; — [ dx

x* H_ xi _ x __ , v / ( < r 3 _̂ _ ^ , _ ! - - _ ! - , j "_-- '
et, en posant x 3 -•- x- — x — 2 = 3-, elle devient

2 / , - <i arc tang z -+- L ;
*/ l ~̂ " ^ -

donc

/
' * 3 x - 1 <Y.r

^ 2 - Ï y/.r^ + .r2 — ^r— •>.

— ? arc tang y J;3 - r ^'- — x* — 2 -t- C.

Ces deux intégrales sont des cas particuliers de l'in-
tégrale plus générale

yio'(.r) dx -i
= — a r c t a n g \J'*ÏX , . , + C ,m e> v . (.r ) 1

V *{X)-\

m désignant un nombre quelconque différent de zéro.

Vote. — La même question d été résolue par M\f. Pisani, Lez, Fau-
quembergue.

Question 1379
(voir ?" série, t X \ , p. ->27 );

P \ R M. FROÇOIS BORLETTI,

Ingénieur à Milan.

Les trois cotés a, Z>, c d'un triangle S07it exprimés
par des nombres entiers en progression arithmétique ;
et si l'on ajoute successife7iient 5o et 6o à chacun de ces
côtés, le ray on du cercle insc7*it augmente respective-



ment de i y et de 20 : trouver les valeurs des côtés de ce
triangle. (W.-A. WHITWOKTH, M. A.)

Soient /' le rayon du cercle inscrit dans le triangle et
/) le demi-périmètre; on a

( 1 ) r*p = (j,-a)(p

En nommant d la raison de la progression arithmé-
tique, les côtés seront

#, b = a -h d, c—a-r-id,

et l'équation ( 1 ) devient

12/'2 — (a — d)(a 4- 3<7).

Si l'on ajoute successivement 5o et 60 à chacun des
cotés, le rayon du cercle inscrit augmente respectivement
de 17 et de 20 ; donc

12 ( /• -u 17 )- — (a — d \- 5o) (a -H 3 d -1- 5o),
11 ( /' H- 20 )2 — ( a — d 4~ 60) ( a -+- 3 <-/ -h 60 ),

En posant a — d -—j> , « - r 3d = xy ces équations
deviennent

(3) i2(/- - 17)2 =r x r -H 5o(x-t-<i ) -1- 'J3OO,

(4) 12 (/'-+- 20)2 ~ xv L 60 (jt -t-v) r- 36oo,

et, en re t ranchant]de chacune des équations ( 3 )

(4) de réquation|(2É), membre à membre , 011 a

8/* — 2O = t̂' -h Y]
d'où

j - r V-52 et / ' -=i 4,

et par suite
jry - 192.



Donc, x et y sont les racines de l'équation

Z' — ^yi.z -+- 192 =r o;

011 en déduit
x~[$ et / = 4-

Par conséquent,

et
a - d rrr 4.

Ces deux équations donnent

« = ; i 5 , 0?= 11 ;

donc les valeurs des côtés du triangle sont i5, 26, 37.

Note. — La mémo question a été résolue par MM. Lez; Pisani; J.
Thomas, maréchal de logis d'artillerie de Marine, à Toulon; Henri
Vieille, élève du lycée du Havre.

Question 1380
( voir 2e série, t . XX, p . Ô27 ) ,

PAR M. A. LEBLOND,

Elève du lycée du Havre.

Si, par les points de contact d'une tangente commune
à deux circonférences qui se coupent, et par un de
leurs points d'intersection,on J ait passer une circonfé-
rence, son rayon sera moyen géométrique entre les
rayons des deux premiers cercles.

(DOMENico MOHTESANO. )
Soient

O, O' les centres des circonférences données ( * )$
A, B les points de contact de la tangente commune con-

sidérée ]
D un des points d'intersection des deux circonférences :

( ') Le lectmr o t prié do faire la figure.



( 38o )

C le centre de la circonférence circonscrite au trian-
gle ABD.
Les angles AOC, DCO' sont égaux, car ils ont chacun

même mesure que l'angle DAB. Ou a, de même,

= ABD = ccvb.
Doue, les triangles ACO et CDO' sont semblables et
donnent

AO _ \C
CD ~ DÖ7'

d'où
ÂC2rzAO.DO'. C. Q. F. D.

Note. — Solutions analogues de MM. François Borletti, ingénieur
à Milan; J. Pisani ; Edmond van Aubel ; Lacombe, abonné; J.
Thomas, maréchal des logis d'Artillerie de marine, à Toulon ; Joseph
Nadal, élève au lycée de Toulouse; Henri Vielle, du lycée du Havre;
J. Boudènes, du lycée d'Avignon ; P., du lycée de Toulouse.

La même question a été résolue, au moyen des formules de la Tri-
gonométrie, par M. Lez ; par M. Marcolongo.

M. Domenico Montesano en a donné une solution fondée sur la
théorie de Finvolution.

Question 1386
( voir .T sói'ie, t. I, p. i ',I ) ,

PAR M. MOKET-BLANC.

Soient A, B, C, D quatre points pris arbitrairement,
sur un cercle aj ant pour centre le point O. Considé-
rons Vhyberbole équilatère passant par ces quatre
points, et de soji centre to abaissons une perpendicu-
laire toP sur un côté^ quelconque AB du quadrilatère
ABCD; du centre O du cercle, abaissons une perpendi-
culaire OQ sur le côté opposé CD. En désignant par X
l'angle que font les côtés opposés AB et CD, démontrer
la relation

wP — OQ cosV. (LAGUERRE.)

Q est le milieu de CD} soient R le milieu de AB et I
le milieu de QR.



( 38 i )

Prolongeons AB et CD jusqu'à leur rencontre en V,
puis menons QS et RS respectivement parallèles à AB
et à CD, et tirons les droites OR, wQ, wR ( * ).

On sait que, si par les milieux de deux cordes d'une
hyperbole équilatère on leur mène respectivement des
parallèles, le point d'intersection de ces parallèles, les
milieux des deux cordes et le centre de l'hyperbole sont
sur une même circonférence, théorème qui résulte très
simplement de ce que deux diamètres conjugués d'une
hyperbole équilatère font avec un des axes des angles
complémentaires.

Le quadrilatère wQSR est donc inscriptible, de même
que le quadrilatère OQVR, dont les angles en Q et en R
sont droits. Les circonférences circonscrites à ces qua-
drilatères, qui sont les circonférences circonscrites aux
triangles QSR, QVR, sont symétriques par rapport au
point I. Il en résulte que l'angle

°— V.

Les cordes AB et CD communes au cercle et à l'hy-
perbole sont également inclinées sur les axes de l'hy-
perbole : leurs diamètres conjugués toQ, wR font donc
avec ces cordes, et, par suite, avec leurs perpendicu-
laires OQ, OR, des angles égaux *, donc

toQO- wRO—:V,

et le quadrilatère GJQOR est un parallélogramme-,
( Ü R = (A)Q et wP est Je prolongement de Qco.

On a donc

RcoP=zi8o°— (>ÜJU — V,

wP z= (o R cosV— OQ cos V,
C. Q. F. D.

Note. — La même question a été résolue par M. E. Picardeau, du
lycée de Clermont.

( ' ) Le lerleur e*l prié fie faire la figure.
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Question 4397
(voir 3* sorie , t. I, p . 5 a 8 ) ;

PAR M. MORET-BLANC.

On donne une conique inscrite dans un triangle ABC \
par les sommets du triangle on mène des droites AA',
BB', CC' se coupant en un point O, et par leur point
de rencontre A', B', C' avec les côtés opposés, des tan-
gentes à la conique qui coupent les droites B'C', C'A',
A'B' en des points a, b, c. Démontrer que ces trois
points sont eh ligne droite. (E. FÀUQUEMBERGUE.)

Soient A n B<, C< les intersections des couples de tan-
gentes menées respectivement par B' et C', C' et A', A'
et B'*, A'B< C'A, B'C, A' peut être considéré comme un
hexagone circonscrit à la conique. En vertu du théo-
rème de Brianchon, les droites A'AM B'B<, C'Cj qui joi-
gnent les sommets opposés se rencontrent en un même
point $ les triangles A'B'C', A<B<C< sont donc hoinolo-
giquesj et les côtés homologues B'C' et B J C J , C'A'et
Ci A<, A' B' et Ai B< se rencontrent en des points a, b,c
situés en ligne droite.

Note. — La même question a été résolue par M. Strekalof, à Saint-
Pétersbourg.


