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SUR LES SYSTEMES ARTICULES DE MM. PEAUCELLIER,
HART ET KEMPE;

Par M. V. LIGUINE,

Professcur a I'Université d'Odessa.

1. Aupoint dc vue de la Cinématique appliquée, pour
avoir une connaissance compléte d’un mécanisme donné,
on doit, aprés avoir considéré la nature des trajectoires
décrites par ses différents points, étudier encore les
relations qui ont lieu entre les vitesses de ces points.

Depuis la belle découverte de M. Peaucellier, le nom-
bre des mécanismes s’est accru de plusieurs appareils
servant & transformer un mouvement circulaire en un
mouvement rectiligne ou wice versa. Lorsqu’il s’agira
d’une application pratique de ces appareils, il seraimpor-
tant, pour pouvoir les comparer et en choisir le plus
convenable, de connaitre la loi du mouvement transformé
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et les rapports des vitesses des différentes parties du
mécanisme. Récecmment, M. d’Ocagne a déterminé
géométriquement les rapports des vitesses dans 'appareil
de M. Peaucellier (*). Je me propose, dans cette Note,
d’établir la relation entre les chemins parcourus dans le
mouvement donné et le mouvement transformé, ainsi
que les rapports des vitesses, pour les trois appareils de
MM. Peaucellier, Hart et Kempe, qui paraissent étre,
parmi tous les systémes articulés analogues, les plus
importants au point de vue des applications.

Ces trois appareils sont représentés sur les fig. 1, 2
et 3 (2). Les tiges y sont indiquées par des traits conti-
nus; les deux points fixes sont toujours désignés par A
et O, le point décrivant la ligne droite par P et le point
qui se meut sur une circonférence passant par 'un des
points fixes, A, par P,.

2. Considérons d’abord le systéme de M. Peaucellier.
La droite décrite par le point P (fig. 1) est perpendicu-

Fig. 1.
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laire a la ligne des centres; soit = le pied de cette per-
pendiculaire. Posons Ar = a, P = s, angle P,O= = a.
Dans le triangle rectangle P A, 'angle P;AO est égal a

(') Voir ce Journal, 2¢ série, L. N\, p. 456.

(*) Pour la description de edés appareils, voir mon Mémoire Sur,
les systémes de tiges articulées (Nouvelles Annales, »° série, t. XIV.
p. 220\
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3
= car OP, = OA, et l'on trouve
A
(1) s=atang--
"0

Clest la relation qui lie I'espace rectiligne parcoura
par le point P a I'angle décrit dans le méme temps par
la tige OP,.

Pour obtenir le rapport des vitesses dans ces deux
mouvements, il suffit de ditférenticr I'équation (1) rela-
tivement au temps ¢; on obtient

ds " dx
dt u dt

} s . .-
Or, — cst la vitesse ¢ du mouvement rectiligne du

dt

. . . . .
point P et 7 est la vitesse angulaire o de rotation de Ja
(

tige OP, autour de O3 donc

() L

La rotation de OP, étant uniforme, la vitesse du point
P varicra en raison inverse du carré du cosinus de l'angle

-4 .
=3 la formule (2) montre que cette vitesse ne s’annule

Jamais.
Tirons Pm parallélement a P,0. Le triangle isoscéle
AmP donne .
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. . oA
ou bicn, puisque Ax = a = AP cos~>
2

a
Am— ——.
‘)7.
2C08°—

Donc, eu égard a I'équation (2),

g Am,

w
construction trouvée par M. d’Ocagne. De plus, en
désignant respectivement par Q et Q' les vitesses angu-
laires de rotation des tiges AM et A’M autour du point A
et cn prolongeant les droites MP, PM’ jusqu’a leurs
intersections k et A’ avec la ligne des centres AO, on a,
comme I’a démontré M. d’Ocagne,

S Ak, LA
0 [
Donc
(3) v=w.Am =0 Ak=0 AL

Telle est I’expression géométrique des relations entre
les vitesses v, w, Q, Q' des divers mouvements a consi-
dérer dans le systéme de M. Peaucellier.

3. Dans V'appareil de M. Hart (fig. 2) la droite P=
décrite par le point P est aussi perpendiculaire a la ligne
des centres AO. En posant

Anr=a, Prn=s, angleP,Om=—aq,
le triangle rectangle A= P donne, comme précédemment,

eu égard a ce que OP, = OA,

P£
(% s == atang-;

le rapport de la vitesse v de P a la vitesse angulaire o



de OP, est donc aussi

(5) it

a
2c0s%—

2

On voit que la loi du mouvement rectiligne ‘dans

Fig. o.

I'appareil Hart et le rapport de vitesses établi par ce
systéme sont précisément les mémes que dans I’appareil
Pecaucellier.

Outre les vitesses v et w, dans le mécanisme Hart, on
n’a a considérer que la vitesse angulaire Q de la tige MM’
autour du point A. Cherchons a construire graphique-
ment les rapports entre ces trois vitesses ¢, w et Q.

Le point M se déplace sur la circonférence de rayon AM
et le point décrit la droite Pr; par conséquent, le centre
instantané derotation relatif au déplacementdelatige NN/
setrouve au point d’'intersection i de AM prolongée avec
la perpendiculaire Pi 4 Px, et I'on a, en désignant par +/
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la vitesse da point M,

¢ P
Y V)

Or, v' = Q.AM; donc

¢ PiAM
o= M/

Prolongcons PM et AO jusqu’a leur rencoutre en k.
Les droites Ak, Pi étant paralléles, la similitude des
triangles MPiZ, M A A donne

Pi AL PLAM
'\—I—':__. aou

W’ Mo

\/;

donc

(6) M—y

-~
i~

Pour construire le rapport des vitesses ¢ et ©, obser-
vons que les points Py et M’ décrivent respectivement les
circonférences derayous OP; et AM'; le centre instantané »
relatif au déplacement de latige M'N se trouve donc au
point I et V'on a, cn désignant la vitesse du point P, par
" et celle du point M’ par ¢,

M
R
Mais " = Q. AW, ¢ = ©.0P, ; donc

QAN W Q  MA.OP,
w.0P, ~ Pk © P AN

Multiplions cette équation et I'équation (6) membre a
membre; il vient
) ¢ WM'A.OP,. A4
w P AW
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Tirons Ar parallélement a M'P,; on a

Mh Pk
AM — P,
et
¢ OP,. AL
w P
Menons la droiteP m paralléle aP,O et prolongeons A»
jusqu’a sa rencontre avec Pmen u.
Les triangles PA%, APu sont égaux, comme ayant un
coté AP commun et les angles PAk, kPA respectivement
égaux aux angles APu, PAu; donc Ak =Puet

¢ OP,.Pu

w  Pyr

Les triangles semblables PAu, P,Ar donnent

Pu AP

P AP

et les triangles semblables PAm, P,AO

AP Pm
. m-‘()_‘;‘>

d’on, eu égard a ce que Pm = Am,

Pu Am
P, or,’
donce
(7) L —am.

En réunissant les équations (6) et (7),on trouve pour
Vappareil Hart

(8) v =u.Am=0.AA.

%. Passons, enfin, au systéme de M. Kempe, représenté
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par la fig. 3. La droite décrite par le point P cst toujours

perpendiculaire a la ligne des centres AO, mais clle
passe¢ maintenant par le point fixe A. Posons
AN =P, N =P,0=A0 =/,
AN=PN=P,N=/{, AP =
angle AOP, = «, angle A\P, =

Le triangle isoscele ANP donne

. 8 —a .8 2 L
s=2/ sin ! =al,{ sint cos~— cosEsm-— .
2 2 2 2 2

D’autre part, on trouve, en considérant les triangles
part, ] g

rectangles ACN, ACO,
AC = sin® = Isin%,
2 2

Bl . a 8 o
sin -sm—-, cos- = 1 — —zsm‘—-
2 A 2 2 2

B

Let cosE dans I'expression
2 2

d’ou

En portantces valeursde sin

de s, on obtient, aprés quelques réductions, la relation
cherchée entre s et a pour I'appareil Kempe,

(9) s=Ilsinx— 21, sm—\/ ————smzo—‘-
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Pour avoir le rapport de la vitesse du point P a la
vitesse angulaire v dela tige OP,, mettons I'équation (g )
sous la forme

. . ? .
Ising — s =2/, sin- 1 — 5zsin? -,
2 5 2

etélevons les deux membres au carré; il vient
'

. . . L .,a
{2 sin?a — 2ls.sinx + s? == 4 {% sin®~ — 4 Psin*=.
2 2

Différentions cette équation par rapport au terps/;
nous aurons

ds
—(Isina—s
2 )
d: . . . .
— Fa;(l? sinz cosx — Iscosa— {3 sinx+2 2 sin« 51112;>,

. . ds da
ou bien, puisque G=0 =

. . . o
lcosa({sina —s) 4 sina (2 {%sin®= —1 2)
2

< )
w [sina — s

ou enfin, eu égard a I'équation (g),

[ a >

(10) — =1lcosa+ ljcos— —A— .
(O] 2 ll o
1 ——l—,sm"‘—
: 2

Occupons-nous maintenant de I’expression géomé-
trique des rapports entre les vitesses v, w et la vitesse
angulaire Q de la tige AN autour du point A; ces trois
vitesses sont les seules qu’il y ait lieu de considérer dans
Iappareil Kempe, la vitesse angulaire de la tige AN
autour du point A étant évidemment égale a celle de OP,
autour de O.

Le point P décrivant la droite AP et le point N la

Ann de Mathémat., 3¢ série, t. 1. (Avril 1882.) 11
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circonférence de rayon AN, le centre instantané relatif
au déplacement de la tige PN se trouve au point d’in-
tersectionide la perpendiculaire Pia AP aveclaligne AN
prolongée. Donc, en désignant la vitesse du point N par¢/,

[% P:
— = .Y
o Ni¢

ou, comme ¢ = Q. AN,

¢ _ PiAN
S

[

f—

Mais, sil’on prolonge PN jusqu’ala rencontrede & avee
AO, on obtient deux triangles isoscéles égaux PN,
ANk, dans lesquels AN = Ni, Pi = Ak; il vient donc

It

(ll) u:/\k.

5 . ¢ .
Il nous reste a construire le rapport —- A cet eflet,
w

considérons le déplacement de la tige NP, ; ses deux
extrémités s¢ meuvent sur les deux circonférences de
rayons AN et OP, ; le centre instantané du déplacement
considéré se trouve donc au point 22 et 'on a, en désignant
par ¢’ la vitesse du point Py,

¢ NI
o T Pk
Or ¢'=Q.AN, v/ = w.0P,; I'égalité précédente de-
vient
2. AN N ou Q NA.OP,
w. 0P, Pk o= P,h.AN
Multiplions cette équation et I'équation (11) membre
a membre; on trouve

¢ Nh.OP, Ak

w  P,hl.AN
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Tirons Ar parallélement a NPy; cette droite coupera
le prolongement de OP, en un point r et 'on aura

NAi AN

P Pir
Donc

o OP,.Ak

w P

Sur le prolongement de N'A, portons AA, = AN'; la
droite P,N prolongée rencontrera N'A, en u; joignons uk
ct menons la droite A, m paralléle & uk; ona

AA, Am
Au — AL’

ou, comme AA, =O0P,, Au=P,r,

OP, Am ... OPL ALk

ﬁ——xl?v d’ou __I)T_Am’
ct il vient
(12) L~ Am.

w

On a donc, d’aprés les équations (11) et (12), pour
Pappareil Kempe, les relations

(13) v=w.Am=Q.Ak.



