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NOUVELLEb ANNALES

MATHEMATIQUES

SUR UN CRITERIUM RELATIF A LA THEORIE
DES SECTIONS CONIQUES;

Par M. HALPHEN.

On détermine une conique par trois de ses points el
par son centre, et il s’agit de distinguer les cas ol cette
conique est une ellipse de ceux oi elle est une hyper<

bole.

Pour résoudre cette question, Steiner a donné le cri-
térium suivant: Soient a, b, c les trois points, tracez
les trois droites qui joignent deux & deux les milieux

,
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des segments ab, bc, ca. Ces trois droites partagent le
plan en sept régions, dont quatre ne contiennent aucun
des points a, b, c. Si le centre est dans une quelconque
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de ces quatre régions, la conique est une ellipse; s'il est
dans une quelconque des trois autres, la conique est
une hyperbole.

Dans la figure ci-contre, les quatre premiéres régions
sont distinguées par des hachures qui les couvrent.

Voici maintenant une seconde question qui se présente
ici :

Le centre étant placé de telle sorte que la conique
soitune lyperbole, on demande de distinguer larépar-
tition des trois points entre les deux branches de cette

hyperbole ;
et voici la réponse :

Chacune des trois régions qui contiennent a,b ou ¢
est subdivisée en quatre parties par les trois droites ab,
be, ca, savoir : un triangle, un angle, et deux bandes
comprises entre deux droites paralléles.

8i le centre est dans un angle, les trois points sont
sur une méme branche de I'hyperbole.

Si le centre est dans un triangle, celui des trois
points qui est un sommet de ce triangle est sur une
branche, les deux autres sur I’ autre branche.

Si le centre est dans une bande, les points sont
répartis de la méme maniére que pour le triangle qui
a un angle opposé par le sommet & l'un de ceux qui
limitent cette bande. '

Sur la figure, la répartition est représentée par un
trait qui sépare les points appartenant & une branche de
ceux qui appartiennent i l'autre branche. Ainsi @ |bc
signifie que « est sur une branche, b etc sur 'autre.

Envisageons maintenant les mémes questions pour yne
conique déterminée par trois de ses tangentes, et son
centre.
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Tout ce qui précéde s’applique exactement a ce nou-
veau probléme, pourvu que l'on envisage les droites ab,
be, ca comme étant les tangentes données. Pour la répar-
tition des tangentes entre les branches d’hyperbole, on
devra considérer a comme désignant la droite b¢c, & la
droite ca, c la droite ab.

Remarquons, en terminant, cette conséquence : Sur
une méme branche d’lyperbole on prend trois points
quelconques. Le centre de la courbe est toujours dans
un des angles opposés par le sommet a ceux du triangle
Sformé par les trois points. Il est aussi dans un des
angles opposés par le sommet & ceux du triangle
Jormé par les tangentes en ces trois points.

SUR QUELQUES APPLICATIONS DU THEOREME DE SAVARY,
RELATIF AUX ENVELOPPES DES COURBES PLANES;

Par M. H. RESAL.

1. Soient, dans un plan,

(S) une courbe qui roule sur une courbe fixe (§');

A le point de contact de ces courbes;

R, R’ leurs rayons de courbure en ce point;

ma une courbe tracée dans le plan de (s);

p = Am la longuecur de la normale abaissée du point A
sur ma;

¢ 'angle formé par la direction de Am aveccelle deR;

¢ le rayon de courbure en m de la courbe ma;

¢’ le rayon de courbure au méme point de I'enveloppe
ma’ de cette courbe.

En supposant que (S)et(S') opposent leurs convexités,
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le théoréme de Savary consiste dans la formule

1 1 1 1

O ()R

Dans le cas ou les courbes (S) et (S') seraient inté-
rieures I'une a 'autre, on affecterait du signe — le plus
grand des rayons de courbure R et R'.

Nous allons d’abord déduire de I'équation (1) quel-
ques théorémes connus, en admettant que (S) et (S') sont
deux circonférences.

2. Enveloppe d’une hypocycloide ou d’une épicy-
cloide. — Supposons que am soit la courbe décrite par
un point d'une circonférence (S,) de rayon R, roulant
intérieurement sur (S); la normale en m doit passer par
le point de contact de ces deux circonférences, qui se
confond par suite avec A.

Pour obtenir le rayon de courbure p, de ma, nous
remplacerons dans la formule (1), eu égard au sens des
courbures, ¢’ par—p,, R par — Ry, R’ parR,,en suppo-

sant de plus p = o. Il vient ainsi

Le rayon de courbure ¢’ de ’enveloppe de ma se déter-
minera %u moyen de la formule (1) en y remplacant
p par pi, ce qui donne

’ \

]---i—-—l——-)cos.w——i-i—'—l~
(P’—p oo-p/ T T RT R’

d’ou, par addition,

! —+ I\>C('s .
; =) Cose = + &5-
(p —pP P, R, W

Cette derniére équation définit bien I'épicycloide dé-
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crite par un point de la circonférence (S,) roulant sur.
la circonférence (§').

Réciproquement, I'hypocycloide ma est I'enveloppe
des positions de I’ eplcyclmde déterminée par un point de
la circonférence (S,) roulant extérieurement sur (§').

3. Enveloppe de la développante d’une circonfé-
rence concentrique & (S). — Dans ce cas, 'angle © est
constant et I’on a évidemment

p—+p=DRcosy,
et le rayon de la circonférence développée est R sing.

La formule (1) donne par suite

cos® 1

’—p R’

d’ou

¢/ —p=Rrcosop:
ce qui est bien 'équation de la développante de la cir-
conférentce concentrique 4 (&') et dont le rayon secrait
R'sin .

4. Enveloppe d'une circonférence (Sy) de rayon p
dont le centre se trouve sur la circonférence (S). — Si
nous considérons, par exemple, le point m de la partie
intéricure de I'enveloppe, on a

p + ¢ ==2Rcoso,

et la formule (1) donne
" 2RR
FTPIRER
d’ou, par addition,
L 4R(R=RY)
Pt SRR

COS 9,

Ccos CP'.

Mais en supposant » =0, cette derniére formule ferait
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- connaitre le rayon de courbure p'de I'épicycloide décrite
par le centre de (S,). D’ou il suit que la branche consi-
dérée (et il en est de méme de I'autre en remplacant p
par — p) est paralléle a cette épicycloide.

8. Quelles que soient les courbes (S) et (S') et la na-
ture de l’enveloppée, ’enveloppe peut étre décrite, au
moins en partie, par un point du plan d’une courbe (S,)
qui roulerait sur (8'). — Soit R, le rayon de la courbe
cherchée (S,) au point A. La formule (1) donne, en y fai-
sant p = o et remplacant R par R,

B 1 1 1

= i) =R w
¢t, en retranchant cette équation de la formule précitée,
on trouve
{1 pcosw
R R (e+pp’
on voit ainsi que la nature de la courbe (§,) est indé-
pendante de la forme de la courbe ().

(2)

6. Silenveloppée est une droite,on a p = et

1 1 coso 1 1
- T L

() KR KT “RTD

en désignant par D la portion de la normale en A a (S)
déterminée par la droite.

Dans le cas ou (S) est une circonférence et’enveloppée
un rayon de cette circonférence, on a p= R cos¢, d'ou

R
R, = —.
2
On vérifie ainsi que I'enveloppe est 1'épicycloide dé-
crite par un point de la circonférence, dont le diamétre
est R, qui roulerait sur (S').
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7. Supposons maintenant que am soit la développante
d’une circonférence concentrique i (S), et dont le rayon
est par suite Rsing. Nous avons

P-{—-p:RCOSCP

et la formule (2) donne

1 1 P ' Rcose —p

Soit 8 I'angle formé par le rayon vecteur mA =p du
point de la courbe cherchée (S, ) avec une droite mx fixe
dans son plan. L’angle formé par la normale en A a (S,)
avec mx étant § — o, Pangle de contingence est df, et

Pon a par suite
prder+ dp?
pai T~ ap |

: o

-

ct, en vertu de la formule (4),

dp

) —tange db,

d’on, en désignant par A une constante,
p= ‘Ae tangqo’

ce qui représente une spirale logarithmique si A est po-
sitif. L’origine de la spirale roulant sur la circonférence
(8') ne décrira qu’une courbe intérieure a cette circonfé-
rence, qu’elle ne rencontrera que pour § = —oo ().
Donc l'origine de la spirale ne décrira que la portion

(*) On reconnait facilement que, entre 6 = o et 6 = — o, la lon-

. . A
gueur de 'arc de la spirale est finie et a pour valeur —— -
sin 3
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extérieure a (S) de la développante du cercle concen-
trique ayant pour rayon R’sing.

La partie intéricure de I'enveloppe sera obtenue en
prenant A négatif.

8. Enveloppe d’'une normale a une ellipse (S) qui
roule sur une courbe fixe (8') ().
Soient, dans une position quelconque :

BB’ = 24 le grand axe de lellipse dont O est le ceutre;

I Tintersection de la normale en A aux courbes (S) et (S')
avec le grand axe;

mN la normale enveloppée rencontrant BB’ en J, m dé-
signant le point correspondant de I’enveloppe ;

a I'angle donné NJB et o 'angle variable AIB.

Nous: attribuerons aux lettres a, b, ¢ leurs significations
ordinaires et nous poserons

(5) m =—tanga, m'—tang,
d’ou
dm'’
6 dy —= —— .
(6) 1+ m'?

Nous savons que la normale au point A de Pellipse
rapportée a ses axes a pour équation

c¥
) v=m' (r —_——— _.._u_)
(7 ) \ Va4 b2m'?

et que les coordonnées de ce point ont pour expressions

9

2 20,/
(8) o= ’ bm

) V= e
Var+b'm* Vat+ brm”

Soient x4, y, les coordonnées de I'intersection I des

(') Le probléme se rapporte a la question des engrenages elliptiques.
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normales NJ et Al; on a

’ c? s ¢t
yvy=m| Xy— ——/———— ), MEM B e ),y
o ( \/az —+ b*m?, Vai+ b2m'?
d'on

c? m m A
€y = . — — — 5 — )’
m—m \\/q?+ b*m* \Ja®+-b*m'?,

crmm! ( 1 1
Ve e N T
: m-——m’ @ rm? Var - b*m"”

¢t, en se reportant aux valeurs (8),

4 crm

1
I‘l——Jl—_ ( S e
M= A a4 bt

N

m' ctm bim

—am )
-+ b*m? vat+btm'?,

V- - , ( —==
: mo—m'\

On déduit de la, pour la distance AL =D,

P i,
m-— n

1 ’ ctm bBm' —a*m
( J ko b - /a2 2 /2
NV at+-b*m Vai+-b*m

N

Nous avons pris le signe — pour le radical, pour que
I'on obticnne un résultat positif quand on suppose
m ==m/, et!’on obtient ainsi

N

(10) [)T_.R-—:aibz( 1L+ m-= )

\ @ -+ b*m'?

e
-

. . , .
ce qui est bien I'expression connue du rayon de cour-

bure de Pellipse.
On déduit des formules (8), (9) et (10)

R e
— =1—atbiyat+ b*m? —n—
) \ R, vai+bim a?—+ b*m'?
11) «
(1) m—m'

> —_— —_—
| [cﬁm\/a’—i—b?m”—i—(bzm’-—a’m)\/a2+b’m!]

Soient mx une droite fixe dans le plan de (S,) partant
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du point m qui sera I'origine des coordonnées auxquelles
on rapportera cette courbe; ds-I’élément commun a (S)
et (S,), 0 I'angle formé - par mJ avec mx. Nous avons

R_do_ b
R, = —dm ')

et, d’aprés P'équation (11},

db = da’' — atb*\/ a* + b*m?

(m—m')ydm'

> (a*+ b2m'?) [e?mya+ b'm + (b*m' — a*m)\/a* + b*m? | )
Pour fixer les idées, nous considérons le roulement a
partir du moment ou B se trouvait sur ('), et nous sup-
poserons que mx coincidait avec la portion initiale de
mJ, de sorte que I'on a § = o pour & = o oum’= o.
Nous avons ainsi

[ 0 — arctangm’ 4 a— a*b?\/a*+ brm?

(12) « ' (m—m')ydm'
- b (a?-+0b2m'?) ‘_02 m\/a'-’ + 0*m'? + (b2m' —a?m) \/a_’——;bzmj

L’équation (10) peut se mettre sous la forme

3
ds 1+m'2 \?
& ( e
da @i+ b*m’?
d’ou
@b (1 -+ m'2)dm'
ds — (~+ ) .

3
(a®+ 0*m'?)?
Nous avons ainsi pour (S,)

a*b? (1 + m'?)sin6dm’

3 5
(a*+ b*m'?)*
a?b? (1 + m'?) cos0 dm'

s dxr — dssinb =
(13)

dy = —dscosb = — ’

3
(a*—+ b? m”)_’-

et les équations (12) et (13) permettront de déterminer
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. ety en fonction de la variable auxiliaire »/. On peut
d’ail.leurs, en remplacant cette variable par une autre,
convenablement choisie, simplifier et méme réduire
quelques-unes des transcendantes qui entrent dans les
expressions de x et .

NOTE SUR LES GOORDONNEES BIPOLAIRES;
Par M. P. BARBARIN,

Professeur au lycée de Nice.

I. Dans le systéme des coordonnées bipolaires, un
point M est déterminé par ses distances FM = p,
F\M = p,, a deux points fixes I, F; appelés foyers ou

Fig. 1.

*
péles. Si le point M est assujetti a décrire une eertaine
courbe, il y a entre ses coordonnées bipolaires P, pi une
relation
F(p,p1) =0

qui est I’équation bipolaire de cette courbe. Récipro-

quement, toute équation de cette forme représente une
courbe.
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On peut construire géométriquement le point M en
décrivant deux circonférences, Tune du point F pour
centrc avec p pour rayon, lautre du point Fy pour
centre avec py pour rayon. M sera un point commun a
ces deux circonférences. Mais il faut remarquer que ces
deux courbes ont un second point commun M' symé-
trique du premier par rapport a la droite FF,. Donc
toute courbe dont I’équation a la forme

F(p,p1)=o0
est symétrique par rapport a la droite FF,, que nous
appellerons pour cela axe polaire ou focal.

Soit O le milieu de FF;; considérons deux axes rec-
tangulaires : Oz dirigé suiyant OF et Oy ; soient x, ) les
coordonnées cartésiennes du point M par rapport a ces
deux axes; on a, en posant OF = ¢, OF |, = — ¢,

(1)

systéme d’équations déterminant p ct o, en fonction de 2
et y. Ces formules servent a transformer I'équation bi-
polaire
F(z.2,) =0
en I'équation cariésienne
FVEZO T, T —o.

11 est facile d’en déduire des équations permettant
d’opérer la transformation inverse, car les équations (1)
soustraites I'une de I'autre, membre i membre, donnent

IR gy 'o—i)_—/: LG_:,
C
d’on »
ot (p2—p*—4e)?  16¢%p?— (pi— p?— 4c?)?
\)’ —°F 16¢? - 162 ’

\

y _(p+p+2e)(p—p1+20) (py+p—2¢) (py—p +2¢)

"' ’ 16 ¢?
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Il est facile de trouver, en fonction de p et py, la dis-
tance ¢’ d’'un point M 4 un autre point ' de 'axe po-
laire. Soit, en effet, OF = ¢ et soit m la projection
de M sur I’axe; on a successivement

pr=(c'— )2+ p*—2(c'—c)mF',
pr=(c'+c)+p'2— 2(c'+c)mF';
éliminons m}" entre les deux équations et nous aurons
(¢'+c)p?—(c'—c)pi=12cp""+ (c'—c)*(c'+¢)
—(c¢'—¢)? (' +¢),
c’est-a-dire
(3) 2c¢p?=(c'+c)p*—(c'—c)p? +2¢c(c"?—c?).
II. Tangente & la courbe. — Soient M, M, deux
points voisins, (p, o), (p+A4p, 5+ Ap,) leurs coor-

données : nous supposerons, pour fixer les idées, Ap et

Ag; >o.

Fig. 2.

Fy
Décrivons du point F comme centre ’are MH, et du
point Iy comme centre 'arc MI; nous aurons
M;H=4p, IM,=4p,.
Or, dans les triangles MHM, et MIM,,

Ap _ sin lﬂl\t Ap; _ sin m .
- =’ - ’
MM, sin MHM, MM, sinm

Ann. de Mathémat., 3¢série, t. 1. (Janvier 1882.) 2
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done, en divisant,
. T . //\
Ap _ sin HMM, sin MIM,

PN S
820 Gn MM, sin MHM,

‘Lorsque le point M, tend a se rapprocher du point M
la corde MM, devient tangente en ce dernier point, les
angles MIM, et MHM, sont droits, et si I'on désigne par
V et V, les angles que fait la tangente dirigée vers M,
avec les rayons FM et I'yM prolongés, on a

- ) N @
lim MM,_—_;’_V, lim TMM, =~ —V,;
donc
d \
(4) =2

dpy T cosV,®
cette formule détermine la position de la tangente.

Tatorime. — Les projections d’un segment quel-
conque dela tangente sur les rayons vecteurs sont dans
le méme rapport que les d{ﬁ"érentielles des rayons vec-
teurs du point de contact.

Car les projections du segment % sont 2cosV, hcosV,,

etl’on a
hcosV z_p_
hcosV,  dp,

Si I'on désigne par U, U, les angles que fait 1a normale
avec les rayons vecteurs, on a
T 0
U=-—V, U==-—-V
2 ’ 1 2 1

donc

dp  sinU
! —
(49 dp, sinU,

Les formules (4) et (4) éiablies au cas ou Ap et Ap,
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sont > o sont vraies dans tous les cas, comme on pour-
rait le démontrer par une analyse directe.

II. Asymptote. — Soit M un point qui s’éloigne

Fig. 3.

o
TN
p
N ~
] F 4

indéfiniment sur une branche de courbe; dans le triangle
MF, F, nous avons

PPN
p*= 4+ p?— bcpycosMF, F,

2 __ A2 2
cosMIF ¥ FL—p et

d’ou

Lorsque le point M s’éloigne indéfiniment, p et py
tendent simultanément, vers oo , mais les rayons FM, F, M
tendent vers des positions limites qui sont paralléles a la
direction asymptotique. On a donc alors

2 __p2 2
(5) coso = lim cosm: limp_l._.._aﬁi‘_[‘f..

¢ est 'inclinaison de la direction asymptotique de I’axe
polaire.
2 2 2
L. . p2— 2+ 4e .. .
Réciproquement, si ﬂ—Z%E—L a une limite finie
1

comprise entre — 1 et + 1, lorsque p, et p tendent 4 la
fois vers o, cette limite peut étre comsidérée comme
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le cosinus d’un angle ¢ qui est I'inclinaison de la direc-
tion asymptotique sur I’axe polaire.
Pour déterminer la position de I'asymptote, abaissons
du point F, une perpendiculaire ¥, A, sur cette asym-
ptote, et du point M la perpendiculaire Mm, sur F.A,,

nous avons
lim m,F, = A,F;
or

Fym,=p;sinF,Mm,=p,;sin(MF,F — o)

= p; (sinMF,Fcos¢g—cosMF,Fsing),

d’otl
(6) A,F,=limg,(sinMF,F coss — cosM F, Fsino);

de méme on pourra prendre, pour déterminer la position
de l'asymptote,

AF =limpsin(MFx — 9),
et aussi .

00’ =} (AF + A F))
= 1limp sin)MFz — ¢) + {limp, sin (MF, F — ¢).

Réciproquement, si 'une de ces trois limites existe
quand p et p, tendent simultanément vers « , elle déter-
minera la position de I’asymptote.

IV. Cas particuliers. — Je vais appliquer les con-
sidérations précédentes a I'étude de quelques courbes.

1° Jétudierai d’abord les courbes représentées par
Péquation

P —+ mp, =22a,

dans laquelle a est une longueur et m un paramétre po-
sitif ou négatif. Ce sont les ovales de Descartes. En dif-
férentiant I’équation, on trouve

dp +~ mdp, —o,
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dou
dp _cosV _ _ 1,
dpy  cosV, m
Dans les ovales cartésiens, le rapport des projections
d’un segment de la tangente sur les rayons vecteurs est
constant, et cette propriété est caractéristique de ces
courbes.
On a encore
p2— (2a — mp, )+ 4¢?
bep,
(1= m®pt + hamp,+ 4(c*— a?)
- bhep, '

cosMF, F =

Sim?2Z1,ceque nous supposerons tout d’abord,cosMF, F
n’a pas de limite : donc les ovales n’ont pas d’asymptote.
Les ovales coupent I’axe Oy au point pour lequel

___ a2a
PERE T
et 'axe polaire aux points

( 2(a—c) ; 2(a+c)
p=tezd, p=texd,
m—+1 m -+ 1

’ __a(a—+c) __2(a—c)

— Tmai T om+1

La distance ' d'un point de la courbe a un point F'de
I'axe polaire est déterminée par la formule (3)

2cpt=(c¢'+c)p?— (¢’ —c¢)pi+ 2¢(c'?— ¢?),
c'est-a-dire, en éliminant p,
2¢p"?=(c'+c) (2a—mpy)*— (c'—c)p}+2(c'?*—c?)c,

2cp?=[(¢'+c)m?— (¢'—c)]p?—bam(c' +c)p,
+4a*(c’+¢) +2¢(c'*—c?) =o.
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Le second membre est une fonction du second degré
de o, : on peut chercher 4 rendre ce polyndme carré par-
fait; il suffit, pour cela, qu'on prenne

fa*m?*(c' 4+ ¢)2—[4a* (¢ + ¢) — 2¢(c*— c?)]
< [m*(c'+c¢)—(c'—c)]=o,
ou
(¢?—c*)[ha*+ 2¢c(c'—c)—2c(c'+c)m*]=0o.

¢’ — ¢?= o donne comme solutions singuliéres

c’est-a-dire les deux foyers déji existants; le second
facteur donne
1+ m?) —2a?

c’_
a—m)e

cette condition remplie, I'équation en p, et o devient

alors
20a? | ct—a? 8(c?— a*)?m?
2¢p == ~—33—8am — 5+ 3
c (I1—m?*)c (1— m?*)*c
ou
2(c—a?)ym)?
2 12 s
= lap— ———-—-7F—1|>
¢ [ b1 [ — m?
ou enfin
‘ am(c?— a?)
ap; = co' = ——— ——
P1 ' 11— m?
Tutorkme. — Le point ¥’ déterminé par

_c(1--m?) —2a®
(1—m?*)c

est un troisiéme foyer pouvant s associer a l'un de ceux
qui existent déja.

Tutorime. — Les ovales cartésiens sont le lieu des
points tels que le rapport de leurs distances & deux
cercles fixes est constant.
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En effet, posons
2a=mR;—R,
nous aurons
p +—mp,=mR, —R,
ou bien
s+ R

— == m.
Ri—p,

En particulier, considérons les points tels que le rap-
port de leurs distances aux deux foyers est constant. Tous
ces points sont sur Povale cartésien

o=mp,;, (a=o).

Cet ovale, comme nous I'avons démontré plus haut, a un
troisiéme foyer F' déterminé par
, I+ m?
= ——=-c,
1 —m?
ct si 'on associe ce foyer a Fy, I'équation de 'ovale de-
vient

Cet ovale est donc un cercle dont ¥’ est le centre, ré-
sultat déja connu géométriquement.

2° J’ai tout d’abord écarté le cas ott m2==1. Je reviens
maintenant a cette hypothése pour étudier successive-
ment les deux courbes

pt+pr=2a,

p—pr1=2a.

La premiére courbe est une ellipse que son équation
définit tout entiére. La tangente est déterminée par la
relation

cosV

—— T —1:
cosV,

elle fait donc des angles égaux avec les rayons vecteurs,
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et réciproquement. Il n’y a pas d’asymptote, car

— 2 — 2
cosMF,F—:A(F’l pl)2a—+hbe*  (py—a)a+c ,
4ep, cpy

. a . o
limcosMF, F= g mais a > c : donc I'angle limite o

n’existe pas. Le grand axe de la courbe est 2a, le petit

axe 2y/a*—c? = 2b.

La deuxiéme courbe est une branche d’hyperbole en-
tourant le foyer IV, ; pour avoir I'autre branche, il faut
associer a I’équation

p—p1=2a
I'équation
pr—p =2a,

de sorte que la courbe entiére serait représentée par
I'équation unique

(p—p1)?—ba*=o.

La tangente est bissectrice d(’, ]'an le des rayons vec-
o g
t(‘,l"‘S, car

cosV
cosV,
On a )
2 —_— 2
cosm:(f"+9)2a+40 —ap—a)+e )
bepy CP1

. - a ) . .
limcosMF,IF = > @ étant < ¢ : il y a donc une direc-

. . . ., a
tion asymptonque déterminée par cos o = -(-:-- Pour

trouver la position de 'asymptote, posons

at+ b=,
nous avons alors

o ap b a
cosMF}: ap O cosp = —,
cpy c

PN . )
snMEF = /o1 = (ap, + 6> sing=
CP1 c
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donc
b
F,m,— (—:[a\/pf— 2ap,— b*— (ap,+ b’)];

en multipliant et divisant par la quantité conjuguée, on
trouve facilement

b 2ap,(a? + 6°) + b?(at + b?)

Fimy—=— ——
e ¢ a\/p?— 2ap,— b+ ap, + bt

d’ou, en passant a la limite,
F, A, =limFym = — b= — csing.

L’asymptote passe par le point O, centre de la courbe. I
y en aura une seconde symétrique par rapport a l'axe
polaire.

3° Tout cercle ayant son centre sur I'axe polaire peut
étre représenté par une équation de la forme

ap®+ bpi =r?,

a, b étant des nombres positifs ou négatifs. En effet, si
Pon calcule, d’aprésla formule (3),1a distance d’un point
de cette courbe a un point fixe I’ de I’axe polaire, on
trouve
2 ' 2 ' r*— apz
2ep®=(c'+c)p*— (¢'—€) —5—
' a,, 2 12 2 ' r
=|c +c+7)(c —c)|p?+2c(c'*—c?)—(c —c)—b—-

+2c¢(c'?—c?)

Si l'on choisit ¢’ de fagon que le coefficient de p2 soit nul,

(a—b)
¢'=c—-,
a+b
il vient
p'r= ax b)z[b(a + bYr*— 4c?ab],

équation d’un cercle dont F’ est le centre, et le rayon a
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2 2 .
pour valeur \/b(a + o)t —he ab; en particulier, pour

a+b
a=25,o0na
* c'—=o,

ri—oac® _ p*+ p} —2c?

2 —
e 2d 2

Le lieu des points tels que la somme des carrés de leurs
distances a deux points fixes est constante est donc un
cercle ayant pour centre le milicu de la distance des
poiuts fixes.

4° On appelle ovale de Cassini le lieu des points tels
que le produit de leurs distances a deux points fixes est
constant.

L’équation polaire de cette courbe est donc

pp1 == a*;
les points ou elle coupe ’axe polaire sont donnés par

.::t‘o‘-;—,;’_’-‘a;

il y a donc trois cas a distinguer :

a < c: la courbe ne coupe pasl’axe Oy et se compose
de deux ovales séparés entourant chacun un foyer ;

a=c : la courbe coupe Vaxe polaire au point O et
porte alors le nom de lemniscate ;

a>c: les deux ovales se sont confondus en un seul
qui entoure les deux foyers.

Si on différentie 1'équation de la courbe, on trouve

p1do + pdp; =0,
donc
do _cosV

dpy — cosVy T py
De cette formule ressort une construction simple de la
tangente en un point M de la courbe : il suffit, en effet.
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de mener MT perpendiculaire 4 OM et de prendre la sy-

Fig. §.

Fy (1) 7 ¥

métrique MS de MT par rapport a la bissectrice MN de
I’angle FMF,.

Les points ou la tangente est paralléle i 1’axe polaire
sont ceux ou l'on a aussi

psinV=p,sinV,:
donc, en ces points,

p_sinV,  cosV

oy sinV T cosV,’

de 1a résulte
cosVsinV+ cosV,;sinV,—=o,
¢est-a-dire

ki
"':\',1_*_ ..
2

Le lien de ces points est donc la circonférence qui a
O pour centre et OF = OF, = ¢ pour rayon.

5° Le systéme des coordonnécs bipolaires est quelque-
fois utile pour faire apercevoir des propriétés de cer-
taines courbes définies par rayons vecteurs, et simplifier
dans certains cas la recherehe de leur équation carté-
sienne. :
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Ainsi les courbes définies par I'équation

ne sont autre chose que les courbes
272,22 22K % 2 A2 | g—
a*b?p?p? — a?p?K*— b?ptK*—o,
ou, ce qui revient au méme,

(a%6*— K*) (b%p7 — K*) =K,

. KY\ 7 K* Ks
(=) (=) = @

\ a?

ou enfin

Ces courbes sont donc le licu géométrique des points

tels que le produit de leurs puissances par rapport a deux
. K2

cercles ayant respectivement F et IY; pour centres et -
K? . . A
~ bour rayons, soit constant. Ce licu est le méme que
celui des points tels que le produit des tangentes qui en
sont menées aux deux cercles soit aussi constant.

Lorsque @ = b, I'équation de ces courbes devient, en

2
posant — = h,
(57— h?) (p? — h?) = ¥,
ou bien
1 1
Y 2
Ik

.ON , -
O

Le lieu des points tels que le produit des tangentes
qui en sont menées a deux cercles égaux est égal au
carré du rayon de ces cercles jouit donc de la propriété
suivante :

La somme des carrés des inverses des rayons vec-
teurs est constante.



(29)

GENERALISATION D'UNE PROPRIETE DE LA SURFACE
DE L’ONDE;

Par UN ABONNE.

On sait, comme I’a fait voir M. Mac-Cullagh, que si
par le centre o d’un ellipsoide on méne un plan w con-
tenant la normale du point m(x, y, z) et, dans ce plan,
une droite o égale et perpendiculaire a om, la surface
de I'onde est le lieu des points (e, 3, v), et les normales
aux points correspondants m et p sont dans le méme
plan. Il est facile de reconnaitre que cette derniére pro-
priété subsiste pour le cas plus général ou ’on suppose

om = Va5 = S G ) =)
En effet, la recherche du lieu se raméne a 1’élimina-
tion de x, y, z entre les équatious
P gyt rEt=i, 2ty et = 1 (u),
(1) ax +6y+yz=o,
(@) a(g—r)ys+6(r—p)sz+y(p—q)zy=o.
Remplagons les deux premiéres par celle-ci
Pz*+ Qy*+Riz*=o,
ou 'on a fait, pour abréger,
P=pfiu)—1, Q=gqf*(u)—1, R=rf*(u)—1.
Comme on peut I'écrire
Prx.z+Qy.y+Rz.z2=o,
on cn déduit, a 'aide de ’équation (1),
x . ¥ . z
6Rz —yQy yPz—aRz ™ «Qy—6Pz
_ 4 yi+- 3t
T lalg—r)ys+6(r—p)iz +y(p—q)xv]’

L}
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et par suite

(3)

ou bien

6
x:Q__;/—l—{;’

z _ex+6y+y3
2 2 2 '
<) (Q (ﬁ> %+%+%

ce qui donne, pour I'équation du lieu,

(4) 'p—*‘a“l‘

équation tout a fait semblable a celle de la surface de
I’onde.

Pour trouver la direction de la normale au point g,
désignons par F(a, 6, v) le premier membre de cette
équation; il en résulte

1dF o aff' pat g€ ry?
Pz Rnt il I v R>‘

Soit » la valeur comumune des rapports (3); elle est
égale a
2t G2 ”

an+Qy6+Roy =~ Ppra+qyb +—ray)

ce qui permet d’écrire

1 dF w<x—a‘£f——°3>,
2dx u

et semblablement
‘ S w) 1dF / ff’w
;zg o(y—857 ) sa=els—vi )

Or, ces trois demi-dérivées sont respectivement pro-
portionnelles aux cosinus directeurs de la normale au
point p; les quantités (9 — )y z, (r—p)zx, (p—gq)xy

L]
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le sont de méme aux cosinus directeurs de l'axe du

plan ®, et, comme I'expression
7/ '/ Y
w
(x — a‘éf_ ) (
\ u

pff’
ff/

9—"))’3“*"()’ )(r—p)ax

+(Z—‘r )(p—q)w}’
est nulle, la normale au point p. est bien située dans le
plan qui contient celle du point m.

Pour la surface de 'onde, M. Mac-Cullagh a démontré
que ces normales se coupent a angle droit, mais cela n’a
pas lieu généralement. En effet, 'expression

ol (s )

pe(r =g |
oy "u
+ rz| z—_."j_'u—v,) ::l—f—j,«

ne s’annule que lorsqu’on a f(u«) = ku, k désignant une
constante.

On peut observer que la valeur absolue de w repré-
sente le rapport des projections de op et de om sur le
plan tangent a ellipsoide.

Observons encore que ’élimination de x, y, z entre
les équations du systéme

ex +6y+ys=o0, ays- bsx-+cxy=o,
Px*+qy*—+rzt=o,

(o - v e .
plus général que celui qui donne I’équation (4), s’exé-
cute aussi trés simplement et conduit a la relation

(ap8y + bgyax+ cra6)*— H(a?qr + 6*rp + y2pq),

H=2abab + 2bcby + 2caya — a*a®— b*6*— c?y?
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REMARQUES SUR LE PENDULE;
Par M. Mauricé D’OCAGNE.

Un pendule circulaire se meut dans un milieu qui lui
fait éprouver une résistance constante. La loi de son
mouvement est donnée, comme on sait, par la formule

0+ = — («— B) coskt,

dans laquelle 6 est 'angle du pendule avec la verticale,
o« la valeur absolue de I'amplitude initiale, § et k des
constantes, $ dépendant de la résistance du milieu am-
biant.

Considérons les angles décrits successivement par le
pendule pendant des intervalles de temps égaux 7. Soient
w, et w, deux de ces intervalles consécutifs. Nous avons,
par application de la formule précédente,

0 -+ wy+ Br=--(a— B)cosk(t—r)
el
0-— wy+ B — (2 — B)cosk (¢ + ).

Retranchons la seconde de ces égalités de la premiére;
il nous vient

S wy 4w, = — 2 (2 — B) sinktsink=,
ou, en posant w,; 4+ W, == W,

w:-zsinkt@-

k d
Donc :

1. Les angles décrits successivement par le pendule
dans des intervalles de temps égaux sont proportion-
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nels aux vitesses angulaires du pendule au milieu de

chacun de ces intervalles de temps.

Au lieu de retrancher les égalités précédentes, ajou-
tons-les; nous avons

2(0 -+ B) + w, — wy = — 2(« — B) coskt coskr.
Or,
1 d%0
0+{3:—(a—3)coskt:—z3 d[g;
donc
> d = > oskt ’
_F;{t—z+(01——(02_—-/?2-05 d["
ou
2 d?0
(Ut—U)Q:ZE(COS/(T—I)HF-
Par suite :

2. La différence de deux angles consécutifs décrits
par le pendule pendant des intervalles de temps égaux
est proportionnelle & l’accélération angulaire du pen-
dule sur la ligne de séparation de ces deux angles.

Remarquons que, dans un cas comme dans 'autre, la
valeur du rapport constant est indépendante de (3 et, par
suite, de la résistance du milieu considéré.

SOLUTION D’UN PROBLEME DE GEOMETRIE;
Par M. A. PICART.

Dans un triangle isoscéle OAB, l’angle & la base A

vaut n fois ¢’ angle au sommet O ; déterminer le rapport
de la base AB au cété OA.

Menons les droites qui divisent 'angle A en r parties

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. e, *(Janvier 1882.) 3
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’
égales, et soient B,,B,,...,B,_, les points ou elles ren-

[0 Bs B2 By B

contrent le coté opposé OB. Désignons par x la base AB
el par Xy, Tay « ..y Ln_y, T, les droites AB,, AB,, ...,
AB,_,AO; x, est égal & x et x, a R.

Les triangles semblables OAB, ABB, donnent

xx
BB, ==
! R
Par suite, en vertu de la propriété de la bissectrice de

P’angle d’un triangle,

BB, =T, B,B=T0,
Bann-,:ﬁ#’ B,LO:QI‘—‘&-

Mais le triangle ABB,, en vertu d’une autre propriété
connue de la bissectrice AB,, donne

(l) .‘lv‘.’l,‘z—x"; — Tréf2.

On a de méme

(2) my— al= z,lﬂ%j:g

(3) x._,d‘v,———mg—;: x’gé‘r"

PR ERPERPE PR ,
(R—2) Ty 3Zpy— XL, = wn_sxé;, Tny
(n—1) ‘-1‘-"_"_1‘”-__3;2*‘: -f/z—zl‘,zl_iﬂ.
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De I’équation (1)on pourra tirer xy ; de P'équation (2),
apres la substitution de la valeur de x,, on pourra tirer
x3; de I'équation (3), aprés la substitution des valeurs
de x», x5, on pourra tirer x;, et ainsi de proche en
proche jusqu’a 'équation (z—1); et, en remplacant en-
suite x, par x et x, par R, on aura la relation cherchée
entre x et R. Mais quelle est la forme générale de cette
relation pour une valeur quelconque de n? Telle est la
question que nous nous proposons de résoudre. Pour
cela, il faut intégrer I'équation aux différences

2
Zpo9Zp 1 Ln

R?

(a) x,,_2x,,—m,2,_1:

Divisons les deux membres de cette équation par
Tn_oxki_, xy; elle devient

1 1 I

—_—— ————— T —— .
2 P P 2

xi_, Zn_okn, R

1
ou, en posant — = y,,
n

. 1
(b)

,7'/21—1 —Yn—2)Yn= ]—)\—2 .

On voit sans peine que
(c) Yn=0Car—Clan,
C, C, a étant trois constantes qui satisfont a la rela-

9 ’ (I

"tion
(d) CCl(a*+at—2)—
En effet,
y2_, =Cra2n=1) 4 C'g—2n-1) _ 2CC/,
Yn—2)n=— C2g2(n=1) 4 C2g—2(»1) — CC/ (a® + a~?),

d’on

1
R

1

Pt = Ynoa¥n=CC(a’+a"?—2)= Tk



(36)
L’équation (c) est l'intégrale générale de I'équation
(%), puisqu’elle renferme deux constantes arbitraires.

On tire de (d)
. 1
e RyCC
ou
a

TRyco

a? —=o,

d’onl

(e) @— 1+\/4H‘2€C’+1.
) B RyCC’

Par suite, I'intégrale générale de I’équation (b) est

(| Pr=ETCTECTE (e VARG )"
—ReC2C T (1 ERECC 1)

C et (7 sont deux constantes que 'on déterminera par

deux valeurs particuliéres de y,, par exemple y, et y,.
Dans la question qui nous occupe, nous avons donc

I
(8] = Car — Cla—n’

avec la condition

. R 1
(@ +a?r—2)— E=0

et comme, pour n =1 et n = 0, X, doit étre égal a x, les
constantes @, G, C' sont déterminées par les trois équa-

tions )
CC' a — —I- ’ —_ l— =0
a R2 ’

(M C—-C=



(37)
Les deux derniéres donnent

! [ a .
C:x(a+1)’ C= z(a+1)’°

par suite, la premiére devient

a a 1\2 1 —0
2% (a +1)? a Rz T

ou
(a —1)? 1
ez TRTO
ou
( 1 x*
\a+;l—2 +ﬁ—-0,
d’ou .
. 1 x?
14 a—+ — =2 — —5-
(9) p R

Remplacant C et C' par leurs valeurs dans (g), on ob

tient
> — 1 _ x(a-+1)
n— a” a1 T qn 4+ q—n+!
x(a—+1) - z(a+1)
_a'z(a+1) ar 'z
=11 g2 __ gin—3_ gin—h__ ’
ou
x

(/ =
B O B e e

Faisons x, =R et nous aurons enfin, pour former 1’é-

. . NPT 1
quation cherchée en x et R, a éliminer (a + - ) entre

les deux équations

{ +l x?
a - =2 — =3
a R2

T A R Y P

N

1
\ + (- 1)”"‘(«"- Py al,,_,,) s () =

| &
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Pour faire cette élimination, il faut d’abord exprimer

1 . 1
a" + — en fonction de a + —-
a® a

1
Or, en posant a”—+ = A, ona

(0 An—H:An(a‘l‘ é>—An—1-

1
Comme Ay =2¢t A, =a + e cette formule permettra

de calculer de proche ¢n proche Ay, A;,. .., et 'on aura
I'expression générale de A, par I'intégration de P'équa-
tion linéaire aux différences (/),intégration bien connue
alaquellé nous ne nous arréterons pas. Nous nous bor-
nerons a remarquer que le premier membre de la seconde

équation (k) sera du degré (n—1) en a4+ é’ qu’en

’ ’ . ’ o 1
Pélevant au carré, puis I'égalanta 2 — <a + E)’ valeur

2

de ﬁ'-i’

on aura une équation de degré 27z—2 en

1 ) . .,

a- — pour déterminer la valeur de cette quantité, et
x
o7

que de cette valeur connue on déduira la valeur de i

—‘l?,’;—::z——(/a—i—é)-

par la relation

D’aprés la nature de la question géométrique posée,
x? .. . | G N -
R doit étre plus petit que 15 a + Z doitdonc étre positif
et compris entre 1 et 2. Par conséquent, on prendra,

. . , . 1
parmi les 27 — 2 racines de 1'équation en a + = celle

qui est comprise entre 1 et 2.

Mais on peut se demander pourquoi I’analyse donne,
. . . z? , .
pour déterminer 'unique valeur de gz’ une équation du
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degré 2n — 2, et quelle est la signification des autres ra-
cines de cette équation. On s’en rendra compte en don-
nant a ’énoncé géométrique de la question le sens plus
général suivant :

Etant donnés un point O et une droite XnY, mener
par le point O deux droites également inclinées sur XY,
et telles que l'angle qu’elles forment avec XY soit égal
a n fois Uangle O gu’elles font entre elles.

Dans cet énoncé, l'angle que forme chacune des
droites avec XY peut étre aussi bien ’angle A du triangle
isosctle OAB de la figure, l'angle m— A, an—A,
3n—A,...,kn—A,.... Alors’angle O doit étre égal

.. A . kn—A
généralement, non seulement & - mais & ————; par

suite, comme O -2 A =, on doit avoir

o=0k=n=m 4 _ (r—k=

2n —1 2n—1
d’ou

x* _ sin?0 on—1
R? 7 sin?A T . (n— k)=
sin? ~———~

pour toutes les valeurs entiéres de k,0, 1, 2,...,n—1,
N1y 2, ...,20—2.
Ce rapport est susceptible de 27— 2 valeurs diffé-

. . x? .
rentes qui constituent les 27 — 2 valeurs de T fournies

par les équations (k).
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ETUDE SUR UN MODE DE DETERMINA:I‘WN DES COURBES PLANES.
APPLICATION CINEMATIQUE;

Par M. Maurice D’OCAGNE,
Eléve de 'Ecole Polytechnique.

1. Sur une courbe quelconque (M) tracée dans un
plan, prenons un point fixe O (fig. 1). Imaginons un

Fig. 1.

point mobile M se déplacant d’une facon continue surla
courbe (M), a partir du point O. Pour chaque position
du point M tirons la tangente a la courbe (M) et por-
tons sur cette tangente une longueur MT = /, fonction
de la longueur s de I’arc OM :

(1) I=TF(s).

Nous porterons cette longueur dans le sens du dépla-
cement du point M, ou en sens contraire, suivant qu’elle
sera affectée du signe + ou du signe —. Le lien du
point T sera une certaine courbe (T), que nous allons
étudier.

2. Voyons d’abord comment, connaissant le centre
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de courbure en chaque point de la courbe (M), on peut
construire la normale & la courbe (T).

Soient df I’angle de contingence de la courbe (M) au
point M considéré, C le centre de courbure en ce point,
N le point ot la normale TN cherchée coupe MC.

Nous avons

r

7= NC
Or

ds .

dﬁ = M‘C‘)
par suite,

dl

4 = NG
ou

dl _ NC

ds — MC’
ou encore

NG

(2) RTC =F (.\).

Le point N est ainsi déterminé, et par suite la normale
TN.

Remarquons que, dans le cas ou / est constant, F(s)
étant nul, les points N et C se confondent, ce qu’il était
facile de voir a priori.

Il est aussi assezintéressant de remarquer que, si l'on
représente les variations de la fonction / = F(s) dans un

systéme de deux axes reclangulaires, les s étant portés en
. , NC |, .
abscisses et les [ en ordonnées, le rapport MG’ égal a

F'(s), sera donné par le coefficient angulaire de la tan-
) P g
gente a cette courbe représentative.

3. Le rayon de courbure MC = R de la courbe (M)
est une fonction de 'arc s:

R =1u(s).
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Nous allons voir comment, dans le cas oul’on connait
la nature de cette fonction, on peut construire le centre
de courbure de la courbe (T).

Soit I le centre de courbure actuellement inconnu de
la développée de la courbe (M) au point C. L’angle de

contingence de cette courbe est aussi df. Nous avons
d.MC

= Cl
ou
dR
z = Cb
R
c’est-a-dire
.
] =70

Le point I est ainsi défini. Nous allons maintenant
déterminer la normale NK a la courbe décrite par le
point N. Pour cela, remarquons que

d.NC
—q5 =KL
Mais nous avons vu que
dl
zi—e‘ = NC,
donc
dNC _ Kl
dl — NG’

Or, d’aprés (2 ),
NC = MC.F'(s) = o(s) F'(s).
La relation précédente devient donc

KI ¢ (s)F'(s) +9()F'(s)
NG F(s)

Le point K est ainsi déterminé, et par suite la normale

NK.
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Nous pouvons maintenant chercher le centre de cour-
bure P de la courbe (T) au point T, c’est-a-dire le point
ou TN touche son enveloppe.

En effet,en appelant Qle point de rencontre de NK et
de la perpendiculaire 4 TN au point P cherché, nous
avous, entre les arcs infiniment petits ds, ds,, ds, dé-
crits simultanément par les points M, N, T, les relations
suivantes :

ds _MC  dsy _NQ & dn_ TN
ds, NK’ ds, TP’ ds  MC’

Multipliant ces trois relations membre 4 membre, nous
avons
,_ NQ.T
~ NK.TP
ou
TN TP
NK — NQ°

Or, parle point P tirons, parallélement 4 NK,PR qui

coupe TK en R; nous avons

TN TP
NK — PR’

Par suite,
PR = NO.

Donc la figure PQNR est un parallélogramme : RN
est paralléle 4 PQ), et, par conséquent, perpendiculaire a
TN.

La construction du point P sera donc la suivante :
aprés avoir déterminé, comme nous avons vu, le pointI,
puis le point K, on tire TK, on élévea TN en N la per-
pendiculaire NR qui coupe TK en R; par R on méne,
parallélement & KN, RP qui coupe TN en P; P est le

centre de courbure demandé.
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Application aux mouvements plans.

Nous allons appliquer la théorie précédente a I’étude
du mouvement d’un point mobile M sur une courbe
plane (M) (fig. 2), lorsqu’on suppose ce mouvement

Fig. o.

réglé par I'équation qui lie la vitesse 4 'espace parcouru :
v = o(s).

Pour chaque position du point mobile portons sur la
tangente a la trajectoire la vitesse MV = v et considérons
le mouvement du point V.

Soient df I'angle de contingence de la courbe (M),
MC = R son rayon de courbure, VN la normale a la tra-
jectoire du point V. On sait, d’aprés ce qui vient d’étre
démontré, que

de  NC

ds — R’
d’ou

~ o dv

NL_RZS-

La normale VN est ainsi déterminée. Tirons alors la
tangente et considérons sur cette tangente la vitesse
VV,= v, du point V. On sait que

. MC
¢y VN
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Les angles MCV et VNV, sont donc égaux, ce qui dé-
termine la vitesse du point V.
Nous allons chercher les composantes de cette vitesse
le long de MV et de la perpendiculaire VH a4 MV.
La similitude des triangles MVN et HV,V donne
o, _VH _V,H
VN MV ™ MN

. s v
ou, pulsque W et ﬁ’
o VH__ VH
R~ ¢ vy’
R(I -+ ES:)
d’ou
VH=Y
R
et
dy
\“]‘I:V‘i— ‘)%‘
Or
- do_dvdi _do
ds dtds  dt v
donc
dy
ViH=v¢ + 5’

c¢’est-a-dire que :

1° La composante VH est égale a ’accélération cen-
tripéte du point M.

2° La composante V,H est égale a la somme de la
vitesse et de l'accélération tangentielle du point M.

Portons la longueur V,I = VM ; nous aurons

dy

HI = i
Puisque HI est égale a I'accélération tangentielle et
VH a Yaccélération centripéte du point M, VI sera, en

grandeur et direction, ’accélération totale de ce point.



(46 )

GORRESPONDANCE.

Monsieur le Rédacteur,

En étudiantla question n® 4323 de M. Proth, j’ai trouvé
la régle générale que j’ai le plaisir de vous communiquer.

On a le polygone convexe de 27— 1 cotés dont les
sommetssont Ay, Ay, As, ..., Ayp_y,les milieux des cotés
consécutifs Ay Ay, AgAg, .oy Agp 1Ay M, My, M, ...,
M., et la suite des nombres 1,2, 3, ..., (22—1)2.

On forme le polygone étoilé A AzA; ... Ay A,
A, ...A;, » en mettant sur les sommets par I'ordre
indiqué les 27— 1 termes de la progression

n, n+2n—1, n+2(2n—1), ..., n+(2n—2)(27—1).

On construit le polygone My, 2 Mz, 4 ... MyM,,_,
Msn_ s ... M,, en écrivant sur ses sommets les an — 1
premiers nombres, laissant en blanc le 7 déja écrit.

A partir du coté du polygone donné on se trouve le
nombre k en sens A, Ay A; ... Ay, _, on écrit succes-
sivement sur les autres cotés les nombres

k42n—1, k+2(2n—1),
k+3(2n—1), ..., k+(2n—2)(2n—1),

k représentant les nombres 1, 2, 3,..., n—1, n 41,
n-4-2,..., 2n—1; résultant de ces opérations, on par-
tage les (27— 1)? premiers nombres de sorte qu’on lise
an de chaque coté, ayant la double propriéié d’étre la
somme des nombres appartenant 2 un méme coté égal a
an[(n2+(n —1)*], et celle de ses carrés a

(n—-l)(zn-—l)'

3

n
an[r*+(n—1)?]*+ (4n*—2n+1)
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ExeveLes. — Application de la régle au pentagone,
n=23:

- \ ’

e o T Y ittty

[ -

S;=34+6+17+14+25+13=...=78
S, =324-62+ 172 + 14>+ 252+ 132 =...= 1324.

Application a I heptagone, n= 4:

3936 17 47 13 2 28 18

S, =200, S,=6596.
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Cette régle est applicable aux (272 —1)? termes con-
séculifs de toute progression arithmétique, et si vous la
trouvez digne de figurer dans vos 4nnales, vous pouvez
proposer la démonstration.

Agréez, Monsieur, etc.

J. Romero (a Bilbao).

QUESTIONS.

1382. On donne un triangle et la circonférence qui
lui est circonscrite. Tangentiellement en m a cette
courbe, on décrit une conique tangente aux trois cotés
du triangle donné. Soit . le centre de courbure de cette
conique correspondant au point m : on demande le lieu
du point p lorsque m décrit la circonférence donnée.

(MANNHEIM. )

1383. On donne sur un plan une circonférence de
centre o et un point fixe c.

On prend un triangle rectangle ach, dont le sommet
de Tangle droit est en c et dont 'hypoténuse est tan-
gente en a a la circonférenee donnée. On abaisse du
sommet une perpendiculaire sur ab. Cette perpendicu-
culaire rencontre ab au point % et elle rencontre en i
la perpendiculaire abaissée de & sur oc. Démontrer
que, quelle que soit la position de acb, la quantité

I I .
— == — est constante. On prend le signe — lorsque %
ch™ ci

etisont d'un méme coté par rapporta c.
(MANNHEIM.)
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NOTE SUR LES PROPRIETES DES LIGNES GEODESIQUES
ET DES LIGNES DE COURBURE DE L’ELLIPSOIDE;

Par M. A. PICART.

Considérons1'un des ellipsoides représentés par I'équa-
tion

r? ‘,2 ~2

(1) ?+pz;—b2+p2—02:l’

ou &2 et ¢? sont des quantités fixes, la premiére plus
petite que la seconde, et p2 un paramétre variable supé-
rieur a b2 et ¢2; et proposons-nous de démontrer géomé-
triquement quelques-unes des plusimportantes propriétés
des lignes géodésiques el des lignes de courbure de cette
surface.

1. Ces lignes jouissent de la propriété fondamentale
commune que le produit du demi-diamétre de I'ellip-
soide paralléle a la tangente en un de leurs points, par
la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan tangent
en ce point, est constant dans toute leur étendue.

Soit d"abord une ligne géodésique G. Imaginons les
tangentes MT, M'T’ en deux points infiniment voisins
M, M, et leurs tangentes conjuguées MS, M’'S sur la
surface. Par le centre C-de I'ellipsoide menons un plan
paralléle au plan tangent en M, et une droite Cl, paral-
léle 8 MS, qui rencontre la surface en 1. La tangente TH
a la section elliptique est paralléle a MT. Menons par le
méme point C un plan paralléle au plan tangent en M’
et une droite CK paralléle 4 M'S; la tangente KL a la
section elliptique est paralléele 2 M'T". Le plan KCI est
paralléle au plan MSM'. De méme, le plan des deux

Ann. de Mathémat., 3¢ sévie, t. 1. (Février 1882.) ) 4
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droites IH et KL est paralléle au plan des deux tangentes
MT, M'T". Ce dernier plan, qui est le plan osculateur
de la ligne géodésique en M, est perpendiculaire sur le
plan tangent MSM'. Donc le plan KCI est perpendiculaire
sur le plan IKL. Par conséquent, les perpendiculaires
abaissées du point C sur les deux droites IH et KL sont
égales.

Menons le demi-diaméire D paralléle a IH. Le paral-
lélogramme construit sur les deux demi-diamétres CI et
D a pour mesure D >< p, p étant la distance de I a D.
En multipliant I'aire de ce parallélogramme par la per-
pendiculaire P abaissée du point C sur le plan tangent
en M, on a un produit qui est égal au produit des trois
demi-axes de D'ellipsoide. Or la longueur p reste con-
stante, lorqu’on passe du point I au point K. Donc le
produit PD est constant.

2. Désignons par a' et &' les deux demi-axes de la
section elliptique paralléle au plan tangent en M, et par
i I'angle que forme le demi-diamétre D avec le grand axe
2a’ :ona

D— a't’

\/a’2 sin?7 <+ &' cos?i

Par suite
abP

PD —= — )
\/a"z sin?i + b'? cos?i

== const.,

d’ou, puisque a/5'P est constant, il résulte pour la
ligne géodésique I'équation

(2) " a'?sin?7 + b'? cos?{ = const.,

i étant I’angle que forme la ligne géodésique en un point
M avec I'élément de ligne de courbure paralléle 4 a' en
ce point.
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3. Les demi-axes a’ et &’ peuvent s’exprimer en fonc-
tion des paramétres (12, v? des surfaces homofocales ortho-
gonales représentées par les équations

x? },2 22

(3) ?4—}&2—'1)2_‘—(&2—02:],
z? 2 22
(4) e Ta—a =

(ou p2 est compris entre b2 et c2, et v2 inférieur a b2 et
c?), qui passent par le point M et qui déterminent par
leur intersection avec l'ellipsoide les lignes de courbure
de cette surface relatives a ce point.

En effet, considérons une ligne de courbure correspon-
dant au paramétre p.2 et la tangente conjuguée en chacun
de ses points. Par le centre de Iellipsoide menons des
paralléles & toutes les tangentes conjuguées. Les points
ou ces droites rencontrent la surface sont a égale dis-
tance du centre. Pour le point N de la ligne de courbure
située dans le plan xz, cette distance est égale au demi-
diamétre CH conjugué de CN dans la section elliptique
faite par le plan xz; or

aﬁ,: p?+ u?—c?, CN2+ E_H-z: 2p2— c?,
d’ou .
CH = p?— pl.
Ainsi b'2= p? — 2, de méme a?= p? — v2. Rempla-

cons dans I'équation de la ligne géodésique a'? et 4’2
par ces valeurs, nous aurons

(5) p? cos?i + v? sin?i = const.

4. Pour une ligne de courbure, le produit PD est aussi
constant, parce que les paralléles & la tangente MT de
la courbe en M et a sa conjuguée MS, menées par le
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centre de Vellipsoide, sont précisément les demi-axes de
la section elliptique centrale paralléle au plan tangent
en M. Alors Dy devient a'b/; et @/ b'P étant constant
ainsi que &, le produit a'P est constant.

5. Il reste a déterminer la valeur de la constante qui
figure dans I’équation de la ligne géodésique.

Or, toutes les tangentes & une ligne géodésique for-
ment une surface développable qui est circonscrite a
une méme surface homofocale.

C’est 14 une seconde propriété importante des lignes
géodésiques de V'ellipsoide.

Soient MT et M'T’ deux tangentes infiniment voi-
sines. Parmi les ellipsoides homofocaux, il y en a un dont
la normale NA, au point N d’intersection avec MT, est
située dans le plan de MT, M'T. Ce plan est tangent
en N a 'une (p2= #2) des deux surfaces orthogonales
qui passent en ce point. Car sil’on imagine le céne cir-
conscrit a I'ellipsoide (1) du point N, on sait que ce
cone a pour axes les normales NA, NB, NC aux trois sur-
faces orthogonales passant par le point N. Or le plan
TMT' mené par la génératrice TM de ce cone lui est
normal, comme étant normal a Dellipsoide auquel le
cone est tangent en M. C’est donc un plan principal du
cone, qui dés lors contient 'une des normales NB, NC.
Sil’on considére une troisiéme tangente infiniment voi-
sine des premiéres de la ligne géodésique, on reconnai- -
tra qu’en un point N’ de M'T’, infiniment voisin de N,
situé sur la surface (p?= a2), le plan T'M'T", conte-
nant lanormale NA al’ellipsoide homofocal quipasse par
le point N/, est tangent a cette méme surface (p2=a?).
On voit done que tous les plans osculateurs de la ligne
géodésique sont tangents a la surface (2= a2).

Il en résulte que la constante de I'équation (5) est
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égale a a2, Car la surface (u?= «?) coupe l'ellipsoide

suivant une ligne de courbure a laquelle la ligne géodé-

sique est tangente, et, comme au point de contact i est

égal azéro, I'équation pour ce point se réduit a p2? = const.
L’équation de la ligne géodésique est donc

(6) @2 cos? i+ v? sin?i — a2,

C’est une relation entre les coordonnées curvilignes
superficielles u?, v? de chacun de ses points et I'angle i
qu’elle forme en ce point avec la ligne de courbure
(2= const.) passant par ce point.

6. Silon revient a 'équation PD = const., commune
aux lignes géodésiques et aux lignes de courbure de
ellipsoide, on peut évaluer sa constante au moyen de «2.
En eflet, elle est égale a

=B =

7
Va2 sini + b2 cos(
oua :

PV p*— 0" (p*—¢?)
>
V(p*— v?)sin?i + (p? — p2)cos®(

ou enfin a

eV (p*— %) (p*— ¢?)
e
Ainsi 'on a

(7) ])D:P\/(Pi—bz)(Pl—cg)_
Vi

7. Considérons en particulier les lignes géodésiques
passant par un ombilic de I'ellipsoide.

La surface (n2=a?) a laquelle tous les plans oscula-
teurs d’une ligne géodésique sont tangents se réduit
alors a la portion du plan xz limitée par I'’hvperbole
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z 52 .
ErE—a=1" Toutes les tangentes de cette ligne

viennent donc rencontrer cette hyperbole, et ses plans
osculateurs lui sont tangents.

8. Proposons-nous de trouver I'expression de la dif-
férence entre la longueur NM =1t de la portion de tan-
gente a une ligne géodésique ombilicale, limitée par son
point de contact M et par le point ou elle rencontre
I'hyperbole limite, et la longueur OM = de cette ligne
comptée de ’ombilic O jusqu’au point M.

Sil’on considére une autre tangente N'M’ infiniment
voisine, et qu’on désigne par o l'angle que forme la
tangente NM avec la tangente NT al’hyperbole, on a

d (t— s) = NN’ cos .

Pour calculerla valeur de cos w, nous rappellerons que
le cone circonscrit d’un point quelconque N de 'hyper-
bole ombilicale a I'ellipsoide est de révolution autour de
NT, et qu’alors on a a trouver le cosinus de ’angle que
forme la tangente en N a I'hyperbole avec la tangente
menée du pointN alellipse (y: o, f—:+ 99%262 =1 ) .

Or, sil’on désigne par p, ledemi-grand axe de Uellipse
homofocale qui passe parle point N, par ret 7’ les rayons
vecteurs focaux du point N de cette ellipse, et par «;
I'angle que forme sa normale NT avec chacun de ces
rayons vecteurs, on a, d'une part, dans cette ellipse,

fer=r*4r*+a2rr' (1— 2 cos’a),
d’autre part, dans I'’hyperbole,
4P=r*+r*—arr.

En retranchant ces deux équations membre a2 membre,
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on obtient .
c—b2=rr' (1— cos?a).

Cette équation jointe a la premiére, qui équivaut a

cette autre
rricos?a; = p?— c?,

fournit les valeurs de r+/ et de cos2a,, soit

2 2

p2—c¢

"1 ) — 2 2
5o rrl=p® — b

cos?a, =1
PR a0

Cela posé, ]a propriété del’ellipse, en vertu de laquelle
le produit des distances des deux foyers a une tangente
est égal au'carré du petit axe, donne I'équation

rr'sin (w— a;) sin (0 + o;) = p?— ¢?,

ou
(p2— b?) (cos?a, — costw) = p?— %,
ou
— 2
(py— b?) <-§+———Z—Z— cos*w) —=p?—c?,
17 /
d’ou
(8) cosw =

9. Quant a NN, sa valeur est donnée par la formule
qui exprime généralement la distance en un point d’une
surface du second ordre a la surface homofocale infini-
ment voisine. Cette distance n’est autre chose que la
variation que subit la distance P du centre au plan tan-
gent en ce point, lorsque son expression

P =\/p?cos?a + (p?— b%) cos?B + (p?— c?) cos?y,

ou a, 3, ysont les angles de la normale avec les axes,
varie avec p seulement. On trouve ainsi, en tenant
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compte de la relation

cos®a + cos? + cos?y—1,

_pdp,
(9) P ="g5

Mais P, exprimé en fonction de p?, p2,v2, est égal a

=) (P —o),
(p*— ) (p*—?)
Donc, généralement, en un point quelconque d’une
surface (p), on a
’ 2 12) (02— 42
(10) ap— BVE—u) (@ —)
V(p*— %) (p*—¢?)
Pour le point N situé dans le plan xz, ou p =gy,
wd=v*=b2%; on a donc

. Pf’—bz
(11) NN ,-dp\/ﬁ_&

10. Substituant les valeurs de cos w et de‘ NN’ dans la
valeur de d (t — s), on obtient

(12) d(t_s):dﬁ\_/ﬁi.

On peut exprimer cette différentielle en fonction de w.

On a, en effet,
Vp2— b2 cos’w
vee— 2o o8 ®)

fr= sin w
d’ou
VT = Voi— b?costw — ¢? sin’w,
! sinw
s _ cosw\/p?— b?
Ver — e = sin w

_(pP— ) coswdw

. e 3
sinw \/p? — b*cos?w

dpy =~
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par suite

3
(p?— b*)* cos*wdw

sin?w \/(p?— b2cos?w) (p? — b cosiw — c?sintw)

(13) d(t—s)=—

L’intégration donne

t—s— dp; = .
4 Vei—G

=t [N e
. VET—e) (i — ) . Vei—e) (i —¢?)

?

En posant p, = cux,

On voit que t — 5 s’exprime au moyen des transcen-
dantes elliptiques de premiére et de seconde espéce.

11. Nous terminerons ce qui est relatif aux lignes
géodésiques de I'ellipsoide par la recherche de I'angle
que forme le plan osculateur d’une ligne géodésique
ombilicale avec le plan des ombilics.

Le plan osculateur en M est MNT, ou M'N’ T'; le plan
osculateur en M’ est M'N'T". '

Désignons par § I'angle que le plan osculateur fait
avec le plan des ombilics.

Le triédre qui a son sommet en N’ et pour faces M'N'T,
M'NT', T'N'T donne

sin (6 +db)  sinw
sinf T sinM'N'T’
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Posons MMN'T' = w —u, T'N'T=c¢; 0n a

sin (0+d8) — sin® _ sinw — sin (w — u)
u —=czccosb, - = . s
sinB Sinw
ou
cosh.dd  wucosw _ scosf.cosw
sin® ~  sinw sinw
ou .
db € COSw
(15) = ;

sinb~ sinw
¢ est 'angle de contingence de ’hyperbole ombilicale au

4
point N; il est égal a l%; R désignant le rayon de cour-

bure de cette courbe en N.

Or

12. Quant au rayon de courbure, nous le déduirons
de la formule générale du rayon de courbure d’une sec-
tion normale de I'ellipsoide en un point M.

Soient dp le rayon vecteur correspondant de I'indica-
trice et k la distance du plan de I'indicatrice au plan

d 2
tangent; le rayon de courbure r = -2%{

Menons le demi-diamétre CM, et soit % la portion de
ce diamétre comprise entre le point M et le plan de I'in-
dicatrice. On a

k

’
Cos @

h=

¢ étant I'angle que forme CM avec la perpendiculaire’
abaissée du centre sur le plan tangent en M. Menons le
demi-diamétre CN paralléle a dp; désignons les deux
demi-diamétres par ' et b'. Le plan MCN détermine dans
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Iellipsoide une ellipse ayant pour diamétres conjugués
CM et CN; on a dans cette ellipse

(@ —h)  dp*

=1

a’? b[‘.’
ou
2h__ dp?
a b2’
donc
_2hd? b7
" 2ka’ " d'cosg
ou
/2
( 16) r— {)}—)—

P étant la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan
tangent.

En appliquant cette formule générale, on aura

d2
or
2__bl
=0y, P=VEZD
o Viei—2o
ou
3
R— (i —8)",
byt —b’
‘par suite
b\ —b  do
Mai P el
wyials
N )
o Ccos w — Pf—b"’
ou
sinw: 92——172
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Doncon a

' _INTTE T
sin0 Vol — b7 (s — ,")\91_0'

- ou

0 hyer — b2 /JZ ~2
(17) dlogt'ang :)\'( b . dpl\xl r’

2 Ver— 6 (p] — b?) \/Pt_cz

On pourrait, comme précédemment, exprimer cette
différentielle en fonction de w et dw. On trouverait ainsi

by — b*cos? w dw »
\/(‘P_z’»:-'[l}—coszw)"’( of — bt coslw — ¢?sin’w)

(18) dlogtangg:—-

ct, en intégrant par rapport a p, de p a p, et conséquem-

. T, . .
ment par rapport a  de ;A w,on obtiendrait

lo tang-q———logtang%:—-b /c? — b*
g 5 g3 \

(19) ( g v dw )
V(p*tang?o +p* — 0% [ (p*— %) tang?w o — &%)

fiy étant 'angle de la ligne géodésique avec le plan ombi-
lical 4 I'ombilic.

13. Démontrons maintenant quclques propriétés des
lignes de courbure de I'ellipsoide.
Nous' avons vu que, le long d'une ligne de courbure,

on a
PD — const.

co;:t 1l
est donc proportionnel au cube de la distance de la sur-
face a la surface homofocale infiniment voisine.

Si I'on considére une ligne de courbure de I'ellipsoide,

trary D? (o1
Le rayon de courbure, étant B est alors égal a
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le demi-diamétre paralléle a la tangente conjuguée en
chaque point est constant : donc le rayon de courbure de
la section principale perpendiculaire a la ligne de cour-
bure considérée varie proportionnellement & la distance
de la surface a la surface infiniment voisine,
De ces deux propositions découle la suivante :

Suivant toute ligne de courbure d’un ellipsoide, le
rayon de courbure principal correspondant varie pro-
portionnellement au cube del’autre rayon de courbure
principal.

14. Considérons un quadrilatére AgA, A, A, formé
par quatre lignes de courbure. Soient a,, a,, a,, a; les dis-
tances de la surface proposée a la surface homofocale infi-
niment voisine aux points Ag,A,,A,, A, ; soient Ry, R,,
R:,R; les rayons de courbure principaux de la surface
aux mémes points, suivant AgAy, Ay Az, A2 Az, AjA,.
Nous avons, d’aprés ce qui précéde,

Ro_,ag
R, @}’
Ry _a
R, &’
R, ai
Ry~ a}’
R3_a3-
R, a’

multipliant les égalités membre & membre, il vient
p S )

ay, Qs

(20) a;a; —a}a; ou =
ay Qs

Ainsl, si sur une surface du second degré on considére
un rectangle formé par quatre lignes de courbure, les dis-
tances des sommets dc ce rectangle 4 la surface du
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second degré homofocale infiniment voisine forment
une proportion.

15. Enfin démontrons que les lignes circulaires de
Pellipsoide en un point sont également inclinées sur
chacune des lignes de courbure qui passent par ce point.

. D2
Le rayon de courbure d’une section normale est —, D
J P

étant le demi-diamétre de I'ellipsoide paralléle 4 la tan-
gente et P la perpendiculaire abaissée du centre sur le
plan tangent; or D et P sont les mémes pour les deux
sections circulaires : donc les rayons de courbure des sec-
tions normales dirigées suivant les tangentes aux lignes
circulaires en leur point d’intersection sont égaux. Ilen
résulte la proposition énoncée.

16. Remarquons que le rayon de courbure d’'une sec-
tion normale le long d’une section circulaire est en
raison inverse de la distance du plan tangent au centre.

DE L’INVOLUTION DE PLUSIEURS POINTS SUR UNE CONIQUE;

Par M. WEILL.

I. Considérons une conique rapportée a un triangle
conjugué ; elle aura pour équation
x4 y*—z2=o.
Un point de cette conique est défini par un para-

metre ¢ a ’aide des relations

2t ) 11— &

xXr—=2=z =23z
A 1+ L2

.
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Trois points pris sur cette conique formeront une in-

volution si I'on a, pour définir les valeurs de ¢ qui leur
correspondent, I’équation

B+ A2+ (ak+b)t+ch+d+o.

En désignant par t et ¢’ deux racines de cette équation,
on a
2 +bt+d 3+ bt' +d
Ptat+c  (*+at +c

d’ou 'on déduit

(R) e +att' (t+ ) +c(t+t')?
—(c+b)tt'—d(t+t')+ bc—ad=o.

Telle est la relation fondamentale qui lie deux quel-
conques des trois éléments d'une involution du troisiéme
ordre.

Soient A, B, C les trois points considérés sur la co-
nique et soit :

pPr+gy—s=o

Péquation du coté CBj; les valeurs de ¢ correspondant
a G et B seront données par 'équation

2pt +q(1—8¥) —1——=o,
qui donne

tro=—L , w179

’ =

g+1 T i+g
Ces valeurs, transportées dans la relation (R), donnent

(1—g)+a.2p(1—q)+c.bp*— (c+b)(1—g%)

) —a2pd(q+1)+ (bc —ad)(1+q)*=o.

L’équation que nous venons de trouver est T'équation
tangentielle de la conique enveloppée par les cotés du
triangle ABC. Or, si nous avons choisi pour triangle des
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coordonnées le triangle conjugué commun aux deux co-
niques, 'équation de cette conique enveloppe sera

22 2
-—-—l—‘y— —32=o,

« g

et son équation tangentielle

(2) pla+ ¢*B—1=o.

Les équations (1) et (2) devant étre identiques, on
aura
a=d=o0, bc=1,

3 _2+o23—a
> b__———————pl_l

La relation b¢ =1 donne

I+ a+\/§:o;

c’est la condition pour que les deux coniques
X2+ y?—32=o0, — + = —32=0

soient capables d'an triangle inscrit et circonscrit.
Désignons par A, B,, C, les points de contact des cotés
du triangle ABC avec son enveloppe; le coté BG ayant
pour équation
pPr—+qy—s=o,

ct la conique enveloppe

A

AP 2 /{'+l\2 —_
—_—_(b“1)2+,] k[)j) — 1 =0,

les coordonnées du point A, seront

ro— !l _{(b—-!-;[_)‘.’
=Py =\ =)
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Or, I’équation du troisiéme degré en ¢ étant

. A
B+ M+ b+ - —o0,

F=
on a
— A
t40+t"=—X, tt'+t"'+"=0b, tt’z":—E—;
mais
2 I —
tt =2 =179
q—+1 1+ q
d’ou .
— ¢t t+ ¢

“ixa PTixEw

ou, en introduisant la troisi¢me racine ¢’,

11—t 11— b ) — o h—1
= ——s — =t
7 I+ ¢ 1-1—1), F PRI
On en conclut
—a2 2l ) 1+b 1 —"

Si donc on désigne par x et y les coordonnées du
point A, on a les relations remarquables ’
—ax 1+ b

o Y=

T =87

Xy =

Onvoit I'analogie, au pointde vue analytique, entre la
droite AA, et lanormale a la conique; on trouve facile-
ment 'équation de I'enveloppe des droites AA,, BB,,CC,,
qui est

L]

2 2 2
r \3 y\3 1 I g3 2
. ) = - — & =3,
(b-—3> +<2b>*<2b -b—3)° .

La transformation homographique rend compte de ce

résultat; il suffit de considérer le systéme de deux co-

~
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niques homofocales capables d’un triangle inscrit et cir-
conscrit A,B,C, ; dans ce systéme, les droites AA,, BB,,
CC, sont justement normales & l'ellipse décrite par les
points A,, B,, C,.

En reprenant le probléme, proposons-nous de trouver
le lieu du point O de concours des droites AA,, BB, , CC,.
L’équation de la droite AA, est,en désignant par Ket L

les quantités ——— et 1+4
q 1— b — 0
z ¥ 1
2t 1— ¢ 1+ | =—o,

2. K L(1—¢) 1+

o zt*(L—1)—28[y(1—K)+L—K]
—at[y(1—K)—(L—K)]+x(1—L)=o.

Cette équation, du quatriéme degré en ¢, admet pour
racines les valeurs ¢, ¢, ¢’ et aussi une valeur ¢” corres-
pondant 4 la quatriéme tangente qu'on peut mener du
point O & 'enveloppe des droites AA,. On a donc

b_l///)\:(),
t,”_l_zy(l——K)-kz(L——K)
- £(L—1) ’
— A o 2v(1—K)—2(L—K)
— to= 1)
On en déduit
b+3 2)\
b—|- L 62— 2
b+ 3 (bz-i—l’)(x—- b)
Y= T b+ bt — a2

ce qui donne, pour I’équation du lieu du point O,

() ===
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1I. Nous allons montrer comment on peut passer du
triangle inscrit et circonscrit a deux coniques a I’hexa-
gone jouissant de la méme propriété.

Soit O le point d’intersection des droites x = o, y = o,
en conservant toutes les notations précédentes; une
droite passant par ce point a pour équation

Yy =mx

et rencontre la conique

en deux points auxquels correspondent les valeurs de ¢
données par I'équation

1— * —a2mt—=o,

et, si t’ et ¢, sontles deux racines, on a

Cela posé, considérons un triangle ABC qui se dé-
place en restant inscrit et circonscrit aux deux coniques

Soient ¢, ¢',¢" les trois valeurs du paramétre qui corres-

pondent aux sommets A, B, C. Les droites OA, OB, OC

rencontrent la premiére conique en trois autres points
A, B, ', auxquels correspondent les valeurs

—1 . —1 ; —

= —> = BT = o

Les six points A, B, C, A’, B, C’ sont les sommets d'un

hexagone qui se déplace en restant inscrit et circonscrit
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a deux coniques; la premiére est la conique
x? 4 y* — 3* =—o.

Proposons-nous de trouver I'équation de la seconde.
La droite AB/, qui correspond aux valeurs ¢ et ,, a

pour équation ,

s=pr+qy,

etl'on a
;1= , 2
t[‘_—_‘ (7', t+t1:- p-
1+ ¢ 1+q

Mais les valeurs t et t' qui cori'espondent a ActB sa-
tisfont a la relation (R), qui est.

P e (B4+ ) 4+ (c— b))t +~ 1= o,

(El,7 comme on a

la relation (R) devient

2 1 t
—,i+c(tz+ ) —(c—b)— +1==0,
L N 7% L

82+t + et +c—(c— D)ty —o,

ou bien, en remplacant ¢/, et t + ¢/, par leurs valeurs
en p et g, on a, pour I'équation tangentielle de I'enve-
loppe des cotés de I'hexagone,

(3) 4p*+q*(3c—b+2)+(c+b—2)=o;

Péquation tangenticlle de I'enveloppe des droites qui
joignent de deux en deux les sommets de 'hexagone, et
qui n’est autre que la-conique enveloppe des cotés du
triangle ABC, est

4 bep* +q*(c+b+2)—(c+b—2)=o0;"

il faut y joindre la relation be = 1.



( 69 )
Les trois valeurs de ¢, qui correspondent aux points
A, B, C, sont données par I'équation

t* + At + bt + ch = o,

celles qui correspondent aux trois autres sommels
sont données par I'équation

—1 A b -
e T

En faisant le produit des premiers membres, mis sous
forme entiére, et posant

2___ A2
LJ:K,
A

on obtient, pour I'équation qui donne les six sommets,

2
+tK—1=o.

, 2—b b2+ b —
5K+ - th— 3 j K+ ¢

e 1y 1 . )
Si I'on remplace ¢ par A dans la r%latlon que nous

venons de trouver, et si 'on écrit les équations des co-
niques (3) et (4) en coordonnées homogénes, on peut
énoncer les deux théorémes suivants :

Treorime I. — Si lon considére les deux coniques

x? + y* —z2=o,
22 7 e

Ty B

—-= o,

1° On a un systéme geénéral de deux coniques telles
qu'un triangle soit inscrit & la premiére et circonscrit a
la seconde, et les paramétres qui définissent les trois
sommets satisfont a l'équation

-~

03 4 02 4+ bt +

=I 0y

Sl
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2° Les droites qui joignent les sommets du triangle
aux points ol les cotés opposés touchent leur enveloppe
sont tangentes & la courbe

2 2 2
& v \? 1 I 32
—a + ) =| =5 — 775 S5
b= ‘ 2b) 2 b—3) %
3° Le point O de concours de ces droites décrit une
conique ayant pour équation

% a? 32

(G+3yb—rF  (b+3r (brip

Tutonieme 1. — Si lon considére les trois coniques

x4+ y?—32=o,

&2 v? 3
RO A U=yt
22 ¥v? 3

b T3 —0 T o=

1° On a un sx:téme général de trois coniques, telles
qu'un hexagone soit inscrit & la premiére et circonscrit
@ la troisiéme, en méme temps que les droites qui joi-
gnent ses sommets de deux en deux restent tangentes
a la seconde;

2° Les paramétres qui définissent les sommets de
l'hexagone & chaque instant satisfont a Uéquation
. , DP 1

b

—Pb(3—b)+t.K—1 =o.

K

8+ Kes+b(2—b)tr—t¢

On peut déduire du procédé indiqué la relation qui
doit exister entre les invariants A, A’, 8, 0’ de deux co-
niques pour qu’elles soient capables d’un hexagone inscrit
et circonscrit; il suffit de former I’équation en A des
deux coniques données plus haut et d’éliminer & entre
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les relations d’identification. de cette équation avec 1’é-
quation générale

AN 4+ 022 +0'A+ A —o0.

III. On peut envisager le probléme de I’hexagone
inscrit et circonscrit 4 deux coniques i un point de vue
différent.

Considérons, en effet, trois coniques ayant mémes
points communs et rapportées & leur triangle polaire

commun,
(1) a4y —3z?=o,
(2) ax? + By? — s =o,
(3) 2?4+ 8'y? — 32—o,
avec la condition

1— 2 1— 2/

_— = = A,

—8 11—

Déterminons les paramétres «, 3, o, 8’ de maniére que
les trois coniques soienttelles qu'un hexagone inscrit a la
premiére ait ses cotés tangents a la seconde, pendant que
les droites qui joignent ses sommets de deux en deux
touchent la troisiéme. Soit O ie point de rencontre des
droites x = 0, y = 0; on peut assujettir les diagonales
de 'hexagone a passer en ce point; elles formeront une
involution du troisiéme ordre, et, sil’une d’elles a pour
équation y =tux, lestrois valeurs de ¢ devront satisfaire a
une équation de la forme

B4+r24(ak+b)t+ch+d=o,

dans laquelle X est le seul paramétre variable et définit
a chaque instant la position de ’hexagone. Cette équa-
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tion donne entre deux de ses racines la relation

(R) {2 +atty (t+ ) +c(B 4+ 8))

’ { +(c—b)tt, —d(t+t,) + bc — ad = o.
Si une droite AB ayant pour équation y == mx ren-

contre la premiére conique en A et B, les droites OA et

OB seront données par I'équation

z? 4y — (loz + my) =o,

et si lon pose £ == t, cette équation donne
) pose ° q
1 —2 2lm
= ———, t+{=—y
1 — m? 1—m

Ces valeurs, transportées dans la relation (R), donnent

\ (1— &) 4+ c[4lPm? — (1 — ) (1 — m?)]

) | —b(1—82)1—m?)+...=o.

L’équation (5) est I’équation tangentielle de I'enve-
loppe de AB; mais elle doit se décomposer, car elle re-
présente 'enveloppe des droites qui joignent deux som-
" mets quelconques, abstraction faite des diagonales. Les
coniques (2) et (3) ont pour équations en coordonnées
tangentielles

(6) am?+ B2 —al =o,
(7) “m?+ 30— =o.
Donc I'équation (5 ) doit étre identique, 4 un facteur &
q que,
pres, au produit de ces deux équations ; on en déduit

a—=d=o,
' =Kbc, o«f+2=K(3c—0),
3 =K, a+2'=2—b—c,
2bc—c—b

— s Kbc=1—b—c-+ be.

{5 —+= ﬁ' oot b
Cc
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On a d’ailleurs

1—a 1 —a 2—a—a

e ]_?,_Z_B_g,:bc:z\.
On trouve
KA K
u'—:~&—, @':Ea
AB e o
(8) —;"—{""g————-s(,-——[l,
(9) ‘a—i—I&TA:‘Z——-C—-b.
(10) ]3_,_5: 2bc-—c—l)‘

3 be
Posons a = )3 ; I'équation (8) devient
(11) M—%(3¢c—b)+bc=o.

Les équations (g) et (10) donnent, en tenant compte
des relations établies entre b, ¢ et k, une seule et méme
équation

b+c)(1+be)—4fbe
(12) 2 & lxbe)—h

be+1—b—c +be=o.

Les relations (11) et (12) doivent étre identiques; on
en déduit la relation

(13) 3c2—4bc+6bc—he—b>=o.

Les quantités a et &’ sont données par I’équation

”

A4 ——=2—b—c
3
ou bien
a?+a(b+c—2)+1—b—c—+ bc=o,
et les quantités 3 et 3’ par I'équation

b+ c¢—2bc 1—b—c¢+ be
[Z3 2 [4 - -
@ he F he -
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On aura tous les cas particuliers en joignant a la rela-
tion (13) telle relation que I'on voudra entre les para-
métres b et c. '

On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Tutorkme III. — Si lon considére une conique

x?+ y? —3t=o,
et trois droites

y=tx, y=tz, y=~>tez,
les paramétres t, U, t" satisfaisant & l'équation
B4 a4 bl+cr=o,
b et c étant liés par la relation
3¢t — fbe* +6bc — he— br=o,

1° Ces trois droites sont les diagonales d’'un hexa-
gone, variable avec ), inscrit dans la conique donnée
et circonscrit @ une seconde conique;

2° Cet hexagone est circonscrit a une conique
ax?+43y?—st=o,
et les droites qui joignent ses sommets de deux en deux
sont tangentes aune coni(]ue
a'x? +8'y? — 52 —o;

3° Les quantités a, o, B, ' satisfont aux deux équa-

- tions
24a(b+c—2)+1—b—c+bc=o,

B g l)+c—2bc+ 1—b—c+be
f bc bc -

IV. Les considérations que nous venons de déve-
lopper s’appliquent aux polygones inscrits et circonscrits
a deux coniques, quel que soit le nombre de leurs cotés;
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mais les calculs deviennent de plus en plus compliqués
a mesure que le nombre des c6tés augmente. Laissant de
coté le quadrilatére, dont les propriétés sont bien con-
nues, nous allons nous occuper du pentagone inscrit et
circonscrit 3 deux coniques. .
Soit
x! +).2 — :2 — o0

Péquation de la conique a laquelle le pentagone est in-
scrit. Une droite ayant pour équation

pr+qy—s=o

rencontre cette courbe en deux points dont les parameé-
tres ¢ sont donnés par 1’équation

opt +q(1 — ) —1— 12 =o,

et, si 'on désigne par ¢ et ¢’ les deux racines de cette
équation, on aura

' S:‘:t{—l’:iq P:tt’:'_q-
g+1 i+g

Toute relation entre P et S donnera une relation entre
p et g; donc cette relation entre P et S pourra étre con-
sidérée comme l'équation de la courbe enveloppe de
la droite considérée. Un calcul bien simple montre que,
dans ce systéme particulier de coordonnées, une conique
ayant méme triangle conjugué que la conique donnée
sera représentée par une équation de la forme

S*— (P2 +1) + 8P.

Cela posé, si 'on considére sur la conique donnée
cing points variables qui seront les sommets d’un pen-
tagone inscrit dans cette conique et circonserit a une
autre conique fixe, il existera entre les cing valeurs de ¢
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qui définissent ces points une équation de la forme

0= 154 Mt* + (ah + b,) B+ (agh + by) £

+ (ash =+ b))t +a,h+ b,
et, si 'on désigne par ¢ et ¢ deux quelconques des racines
de cette équation, on aura entre ces racines la relation

B4 b+ byt + byt + b, 5+ bt +. ..
t+a B+ aytt+azt+a, tr4atP+. ..

Cette relation, mise sous forme entiére, et aprés sup-
pression du facteur ¢ —¢', donne une relation ration-
nelle par rapport a S et P. D’aprés les théorémes de
Poncelet, les cotés du pentagone et les droites qui joi-
gnent les sommets de deux en deux enveloppent deux
coniques ayant un triangle conjugué commun avec la
conique dans laquelle le polygone est inscrit. Donc 1'é-
quation en S et P que nous venons de trouver repré-
sente ’ensemble de ces deux coniques, et, par suite,
doit se décomposer en deux facteurs de la forme

S* — (P24 1) — BP.

On en conclut que les termes de degré impair en §
dans cette relation doivent disparaitre, ce qui exige

a,=b,—=a;=—>b,—=o,;
la relation devient alors
S‘ab —+ Sz[(lgl)2 _ (3(15 -+ [)3)1') '+'a!.b1] -+ P‘

— (@ + b)) PP+ P*(a, + a b, + b;)
+P(—a5b,—a2bs)+a‘b3:0.

Soit ABCDE un des pentagones considérés, et joi-
gnons tous ses sommets & 'un des sommets du triangle
conjugué par des droites dont I’équation sera de la forme
¥ = mux; ces droites rencontreront la conique circon-
scrite au pentagone en cing autres points A, B', €/, IV, E/,
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qui seront les sommets d’'un second pentagone inscrit et
circonscrit aux trois mémes coniques que le premier ;
de plus, les paramétres ¢, qui correspondent aux som-
mets de ce second pentagone seront liés aux parametres ¢
par la relation tt; = —1. Si donc, dans I'équation

—1 A
en £, on change t en - elle devra rester la méme, sauf

le changement de X en ) ; en faisant le calcul, on trouve
facilement les relations
1 ' b,
a, = b a, = o

Dés lors, nous n’avons plus que deux paramétres &,
et by, entre lesquels existe une relation que nous allons
déterminer.

Si, dans ’équation entre S et P, nous remplacons S?
par o (1 == P?) + 3P, elle devra, pour des valeurs con-
venables de a et 3, étre identiquement satisfaite; on ob-
tient ainsi une équation du quatriéme degré en P, qui
doit étre une identité, ce qui donne cinq équations de
condition, qui, d’aprés notre raisonnement, devront se
réduire a trois seulement : c’est ce qui arrive, en effet,
car deux des équations trouvées se trouvent étre les
mémes que deux autres et I'on a, pour déterminer a et 3
et pour trouver la relation entre 4, et by, les trois équa-
uons

2?4+ bya+ by —o,
B-—B+b5)3+b1+(b3—1)* =0,
2083 — (3 +b2)a+ b3 —b, — b, b;—o.

Sil'on tire « de la troisiéme, et qu’on porte cette va-
leur dans la premiére, on trouve une équation en § dans
laquelle les coefficients de B2 et de B sont les mémes -
que dans la deuxiéme équation etl’on a immédiatement
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la relation cherchée entre b, et b3, qui est
[6F + (bs —1)*](4b; — b)) — b3 (3 + b5)*=o0.

L’équation qui lie les cing valeurs de ¢ correspondant
aux sommets du pentagone est

t-"+b,z3—i»b3t+bl (bst*+ b2 +1)=—o0.
3

On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Taeoreme IV.— Etant données trois coniques ayant

pour équations
x4+ y?—st=o,

a? N y? I

8—ax B2z
2 y2 I
-+ {3/.__21/ - si—{—’lll =0,

si lon a, entre les cing valeurs de t qui définissent cing
points de la premiére, la relation
A
40,65+ byt + 7 (bst* + by 2 +1) = o,

les cing points considérés seront les sommets d’un pen-
tagone, variable avec ), inscrit dans la premiére co-
nique, tandis que ses cotes ct les droites qui joignent ses
sommets de deux en deux seront tangents aux deux
autres coniques; les valeurs o, o, 3, (' sont données
par les équations

a? + b2+ by —o,
32—~(3—’r—b§)g+bf-+(ba—"l)2:07

et les coefficients b, et by sont liés par la relation
[b¥ + (b — 1)2] (46— bi’) — b (3+ b%)—o.

‘La méthode que nous avons exposée peut étre étudiée
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d’une maniére générale, en considérant m points pris
sur une conique et cherchant a quelle équation du degré
men t, contenant un paramétre variable A, doivent sa-
tisfaire les m valeurs qui définissent ces points pour
qu'’ils soient les sommets d’un polygone circonscrit 4 une
deuxiéme conique; algébriquement, le probléme est
ramené i la recherche des conditions pour qu’un poly-
nomeen S et P admette un facteur de la forme

S* — a(P2+41)— BP.

AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(CONCOURS DE 1881).

COMPOSITIONS D ADMISSIBILITE.
Composition sur un sujet de Licence.

Théorie. — Montrer que I'étude du mouvement d’un
corps solide qui peut tourner librement autour d’un
point fixe, et qui est soumis a ’action de forces qui sont
connues pour chaque position du corps solide, dépend
de Tintégration de six équations différentielles du pre-
mier ordre. Etablir ces équations.

Application. — Effecluer cette intégration dans le
cas ou deux des moments principaux d’inertie du corps
relatif au point fixe sont égaux, et ou aucune force ex-
térieure n’agit sur lui.

Composition sur les Mathématiques spéciales.

On donne un ellipsoide, et 'on considére lesdroites D
telles que, si par chacune d’elles on méne des plans tan-
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gents a l'ellipsoide, les normales aux points de contact
M, M’ soient dans un méme plan.

1° Démontrer que la droite D et la corde MM’ sont
rectangulaires.

2° Trouver le lieu des droites D qui passent par un
point donné A. '

3¢ Ce lieu est un cone du deuxiéme degré; trouver le
lieu des positions du point A pour lesquelles le cone est
derévolution.

4° Trouver I'enveloppe C des droites D) qui sont con-
tenues dans un plan donné P, et la surface S engendrée
par la courbe C quand le plan P se déplace parallélement
a un plan donné Q.

5¢ Trouver pour quelles directions du plan Q la sur-
face S est de révolution.

Composition sur les Mathématiques élémentaires.

1° Résoudre un triangle connaissant le coté a, 'angle
B, la diliérence b — h entre le c6té & et la hauteur .
issue du sommet A. — Discuter.

2° Montrer que le probléme peut étre ramené a la re-
cherche des points ou le coté BA rencontre une parabole
ayant pour foyer le sommet C du triangle et pour direc-
trice une paralléle au coté BC.

Discuter a nouveau le probléme et comparer les résul-
tats des deux discussions.

COMPOSITIONS FINALES.
Composition sur un sujet de Licence.

Trouver, sur un hyperboloide de révolution a une
nappe donné, une courbe telle que le plan osculateur
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en un quelconque de ses points M soit paralléle a la
droite OM' qui joint le centre O de I’byperboloide au
point M’ symétrique du point M par rapport au plan du
cercle de gorge.

On formera ’équation différentielle de la projection
sur ce plan de la courbe cherchée, et 'on étudiera les
diverses formes que peut avoir cette projection.

Composition de Calcul.
Evaluer I'intégrale définie

2
dr

P TN
[ (X4 +1)

Composition sur la Géométrie descriptive.

On donne un axe vertical (o, o'z’) et un second axe
(cd, ¢d') paralléle au plan vertical et qui rencontre
le premier; on donne en outre une droite de front
(ab, a'l').

Ladroite (ab, @' ¥'), en tournant autour del’axe (0,0'z’),
engendre un hyperboloide H; cette méme droite, en
tournant autour de I'axe (cd, ¢’d'), engendre un second
hyperboloide H'.

On demande de construire la courbe d’intersection
des deux hyperboloides et la tangente en un de ses
points.

Pour distinguer les parties vues des parties ca-
chées, on supposera que I'hyperboloide H est enlevé,
et que I'hyperboloide H' est une surface non transpa-
rente.

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. 1. (Février 1882.) 6
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Données. — Conformes au croquis ci-joint.
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LEGONS SUR LES MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES.

1. Résolution et discussion de I’équation
ax®+bx+c=o.

2. Figures symétriques par rapport a un axe, par rap-
port a un point, par rapport a un plan.
3. Maximum et minimum de I’expression

ax:+bx+c
a'xt 4+ ba+

4. Premiére lecon sur la mesure des volumes.
5.
_ 6. Conversion d’une fraction ordinaire en fraction dé-
cimale. Fractions périodiques.
7. Volume de la sphére et du segment sphérique.
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8. Résolution deséquations ‘
ar+by=c, adx+by=c.
Discussion.

9. Formules relatives i I’addition et a la soustraction
des arcs. '

10. Plus grand commun diviseur et plus petit commun
multiple de plusieurs nombres. '

11. Recherche du rapport de la circonférence du cercle
au diamétre.

12. Angles triédres. Triédres supplémentaires. Condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que 1’on puisse con-
struire un tri¢dre avec trois faces données ou avec trois
diédres donnés.

13. Racine carrée d’'un nombre entier A une unité
pres.

14.

13. Etude géométrique de la parabole.

16.

17. Division des nombres entiers.

18. Division des polynémes.

19. Tangente a l'ellipse (Géométrie élémentaire).

20. Réduction a deux forces d’un systéme de forces
appliquées a un corps solide. Condition d’équilibre d'un
systéme de forces appliquées a un corps solide libre, ou
ayant un point fixe.

21. Rabattements. Changements de plan. Rotations.

22.

23. Distance d’un point a un plan, a une droite; plus
courte distance de deux droites.

24. Nombres premiers (premiére legon).

25. Equation bicarrée. Transformation des expressions

de la forme \/ ax\/ b en une somme a]gébriqﬁe de deux
radicaux simples.
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26. Figures homothétiques (Géométrie plane).

27.
28.
29

LEGONS SUR LES MATHEMATIQUES SPECIALES.

1.

2. Exposer quelques-unes des méthodes a 'aide des-
quelles on reconnait la nature d’une surface du second
ordre donnée par son équation.

3. Asymptotes des courbes rapportées a des coordon-
nées rectilignes (premiére lecon).

4.

5. Application dcla théorie des dérivées a I'étude des
fonctions d'une seule variable. — Exemples.

6.
7. lim (l + -,%>m9 quand m devient infini.

8. Théoréme de Rolle. Son usage pour la séparation
des racines d’une équation algébrique ou transcendante.

9. Approximationdesracines d'une équation. (Méthode
de Newton.) :

10. Génératrices rectilignes du paraboloide hyperbo-
lique (Géométrie analytique).

14. Plans diamétraux dans les surfaces du second de-
greé. :
12. Intersection de deux courbes du second degré (on
raménera la question & la résolution d’une équation du
troisiéme degré et 'on discutera le probléme).

13. Transformation des équations algébriques. —
Exemples.

14. Premiére lecon sur les séries.

5.
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16.

17.
~ 18. Régle des signes de Descartes.

19. Etant donnée 1’équation générale d’une ellipse,
trouver les axes en grandeur et en position. Ftant donnée
I'équation d’une parabole, trouver I'équation de son axe
et la grandeur de son paramétre.

20. Mener par une droite un plan tangent a un hyper-
boloide de révolution 4 une nappe.

21. Section plane ‘de I'hyperboloide de révolution &
une nappe (cas ou la section est une hyperbole).

22. Etude algébrique de ’équation en S.

23. Limites des racines d’'une équation algébrique.

24. Condition nécessaire et suffisante pour que deux
équations algébriques i une seule inconnue aient au
moins une racine commune.

25. Recherche de I’équation d’une surface d’aprés son
mode de génération.

26.

27. Mener d’un point donné une normale a Pellipse.

N a .
28. Connaissant cos a, calculer cos o~ Connaissant

. . a
sina, calculer sin—.

29. Résolution algébrique de I'équation du troisiéme
degré. Discussion.

QUESTIONS PROPOSEES POUR L’ADMISSION A L’EGOLE
POLYTECHINIQUE DANOISE.

- 1872. Construire un trapéze, connaissant les diago-
nales, I'angle qu’elles font entre elles et I'angle formé
par les cotés non paralléles.
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1873. Construire un triangle ABC, le coté BC devant
étre tangent a un cercle donné, le c6té CA devant étre
tangent a un autre cercle en A, pendant quele troisi¢éme
coté AB, prolongé s’il est nécessaire, passe par un des
deux centres de similitude des deux cercles, et 1'angle C
étant égal 4 60°. Combien y a-t-il de solutions?

1874. Inscrire & un secteur de cercle ABC un secteur
abc semblable au premier, de telle maniére que le cen-
tre ¢ se trouve en un point donné de 'arc de cercle AB.

1875. Construire un quadrilatére ABCD, connaissant
les deux distances des milieux des cotés opposés. 'angle
formé par les deux droites joignant ces milieux et deux
angles du quadrilatére, ces deux angles pouvant étre soit
deux angles consécutifs, soit deux angles opposés.

1876. Un cercle et deux droites étant donnés dans un
plan, construire une droite, de direction donnée, [ren-
contrant le cercle en deux points A, B, et les droites en
deux points a, b, tels que les distances Aa, Bb soient
égales en grandeur.

Comment résout-on la!question si I'on remplace le
cercle donné par une cllipse?

1877. Construire un trapéze, connaissant les deux
diagonales, la distance de leurs milieux et la hauteur.

1878. 1° Construire un triangle dont les cotés sont
paralléles a des droites données et dont les sommets se
trouvent sur des droites données.

2° Mener une droite paralléle a une droite donnée de
telle maniére qu’elle divise dans le méme rapport deux.
cotés opposés d’'un quadrilatére plan. Montrer que la
méme question n’est résoluble pour un quadrilatére
gauche que dans le cas ou la droite donnée se trouve
dans un plan paralléle aux cotés qu'on ne divise pas.
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1879. 1° Construire un triangle dont on connait un
angle, le coté opposé et le rapport des deux autres cotés.

2° Construire un quadrilatére ABCD circonscriptible
a un cercle, connaissant la différence des angles opposés
B et D, la différence des cotés AB et AD et les rapports
OB OA
oD ** oc
sommets opposes.

(Extrait du Bulletin des Sciences mathématiques).

des distances du centre du cercle inscrit aux

COMPOSITIONS DONNEES AUX EXAMENS DE LIGENCE DANS
LES DIFFERENTES FACULTES DE FRANCE, EN 1880.

SESSION DE JUILLET.

Marseille.

Composition d’Analyse. — La tangente MT menée
d’un point quelconque M d’une surface & une sphére

, 1
donnée de rayon a est dans un rapport constant i avec

la moyenne proportionnelle entre la distance OP du
centre O de cette sphére au plan tangent a la surface
au point M et la longueur MN de la normale en ce
point a la surface, cette normale étant terminée par sa
trace N sur un plan diamétral fixe de la sphére. On
demande :

1° De trouver I’équation générale de la surface ;

7

2° De trouver I'équation de la surface : 1° lorsque le
. 1
rayon a de la sphére est nul ; 2° lorsque le rapport ;- est
égal & I'unité ;
3° De discuter ces divers résultats.
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Composition de Mécanique. — Deux points M, M’
mobiles dans un plan sans frottement sont reliés par un
fil flexible, inextensible et sans masse qui passe sans
frottement dans un anneau trés petit situé dans le plan.
Le point M’ étant astreint a décrire une droite AB du plan
et le fil étant tendu, la vitesse initiale du point M étant
perpendiculaire au rayon OM, on demande d’étudier le
mouvement du systéme dans le cas général et dans celui
ou la droite AB passe par le point O.

Il n’y a pas de forces appliquées.

Epreuve pratique. — Etant données la latitude géo-
graphique ¢ d’un lieu, I'ascension droite « et la décli-
naison & d'un astre, calculer I'azimut et la distance
zénithale de cet astre au temps sidéral ¢.

Besangon.

Composition d’Analyse. — Déterminer une courbe
telle que, menant par un point quelconque la tangente
MT et la normale MN, les diagonales du quadrilatére
formé par ces deux droites et les deux axes Oz et Oy

- fassent un angle donné 8.

Composition de Mécanique. — Déterminer la figure
d’équilibre d'un fil fixé en deux de ses points et attiré
par un centre fixe en raison inverse du carré de la dis-
tance.

Epreuve pratiqgue. — On donne la distance zénithale
d’un astre, sa distance polaire et la latitude du lieu. Cal-
culer 'angle horaire du plan méridien qui contientl’astre.

Bordeaux.

Composition d’Analyse. — On a deux plans dont
I'un se meut parallélement a lui-méme avec une vitesse
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constante, landis que l'autre tourne aussi avec une
vitesse constante autour d’une droite fixe A perpendicu-
laire a la direction du premier. La droite d’intersection
rencontre dans chacune de ses positions une surface de
révolution ayant pour axe l'axe de rotation du second
plan. .
Etudier la courbe tracée par ces rencontres sur la
surface de révolution. On considérera plus spécialement
le cas ou la surface de révolution est un céne. Calculer
alors les angles de contingence et de torsion de la courbe.

Examiner, si le temps le permet, le cas d’'une sphére.

Composition de Mécanique. — Premiére question
(lemme). — Une figure plane A, située dans le plan
zy, tourne avec ce plan autour de I'axe des y; la
vitesse angulaire © est constante. On demande les
expressions simplifiées de la résultante R des forces
centrifuges nées du mouvement et du couple G, qu’'on
obtiendrait en transportantcetterésultante parallélement
a elle-méme.au centre de gravité de la figure.

Seconde question (application). — Une tige pesante
homogéne a ses extrémités A et B obligées de rester
I'une sur la verticale Oy, I'autre sur 'horizontale O x;
le plan zy tourne avec la vitesse constante  autour de
Oy. On néglige le frottement. On demande :

1° La position d’équilibre de la tige AB pour une
vitesse angulaire donnée v (détermination de I'angle 6
qu’elle fait avec 1'horizontale) ;

2° Les pressions exercées par la tige sur les axes
Oz, Oy;

3° Les équations différentielles du mouvement dans
le cas général ; :

4°La détermination compléte du mouvementlorsquela
tigeest trés légérement écartée de sa position d’équilibre.
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Epreuve pratiqgue. — Calculer de 2™ en 2™, et pour
des angles horaires variant de 4" 4 4"10™, la hauteur
au-dessus de I'’horizon d’une étoile dont la déclinaison
est 1°2114",32. La latitude est de 44°50'19",0. On
vérifiera I'exactitude des calculs par la méthode des
différences.

Grenoble.

Composition de Mécanique. — Etudier le mou-
vement d’un point matériel dans un plan, en supposant
qu’il soit attiré par un point fixe de ce plan, en raison
inverse de la cinquiéme puissance de la distance.

Indiquer les différentes formes de la trajectoire au
moyen de son équation différentielle. Dans quel cas
peut-on effectuer complétement I'intégration?

Lpreuve pratique. — Déterminer 'azimut du centre
du Soleil a 3" 10™ de I'aprés-midi (temps moyen) avec les
données suivantes :

Latitude du lieu ............. e ieeeeeeeaa T45° 01" 12"
Déclinaison australe du Soleil.......... eeew 17°8'53
Equation du temps......ccevievviienanen. 13485

(A suivre.)

PUBLICATIONS RECENTES.

Lzezion: surra Teoria oer numert di P.-G. Lejeune-
Dirichlet, pubblicate e corredate di appendici da R. De-
dekind, tradotte dalla terza edizione da Aureliano Fai-
fofer. In-8. — Venezia, tipografia Emiliana; 1881.

INVESTIG‘CIONES FILOSOFICO-MATEMATICAS SOBRE LAS
CANTIDADES IMAGINARIAS, por Apolinar Fola Igurbide.
Primera seccion. Grand in-8. Prix : 5, 50. — Valencia,
imprenta de Manuel Alufre; 1881.
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OEuvees compLETES DE LacrANGE, publiées par les
soins de M. J.- 4. Serret, membre de I'Institut, sous les
auspices du Ministre de I'Instruction publique. Tomes
VIII et IX. In-4. Prix : 18% chacun. — Paris, Gauthier-
Villars ; 1879-1881.

Evrtmexts pE GtomETrIE, conformes aux derniers pro-
grammes officiels, renfermant un grand nombre d’exer-
cices, et suivis d'un Complément & l'usage des éléves de
Mathématiques élémentaires et de Mathématiques spé-
ciales, et de notions sur le lever des plans et le nivelle-
ment; par MM. E. Rouché et Ch. de Comberousse.
3¢ édition, entiérement refondue. In-8. Prix : 6™. Paris,
Gauthier-Villars; 1881r.

Cours pE CarcuL InFiNiTEsIMAL, par M. J. Hoiiel.
Tome 1V. Grand in-8. Prix : 10". — Paris, Gauthier-
Villars; 1881.

Trartt pE MECANIQUE GENERALE, comprenant les Le-
cons professées i I’Ecole Polytechnique et a I'Ecole
nationale des Mines, par M. A. Resal, membre de I'In-
stitut. Tomes V et VI, comprenant la Résistance des
matériaux, les Constructions en bois, les Maconneries,
les Fondations, les Murs de souténement, les Réservoirs,
les Vottes, les Ponts et Charpentes, les Constructions
métalliques, la Navigation intérieure et les Travaux
maritimes. In-8. Prix : 127,50 et 15*. — Paris, Gau-
thier-Villars ; 1880-1881.

Cours pE Mécan1QuE pE L’EcoLe PoLyTECENIQUE, par
Ch. Sturm, revu et corrigé par M. Prouhet. 4° édi-
tion, suivie de Notes et Enoncés de problémes, par
M. de Saint-Germain, professeur a la Faculié des
Sciences de Caen. 2 vol. in-8, avec figures dans le texte.
Prix : 14"™. — Paris, Gauthier-Villars; 1881.
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Couns p’AsrronomiE vE L'EcoLe PoLyrecHniQuE, par
M. H. Faye, membre de I'Institut. 1™ Partie : Astrono-
mic sphérique, Description des instruments, Théorie
des erreurs, Géodésie et Géographie mathématiques.
Grand in-8, avec figures dans le texte. Prix : 12", 50.
— Paris, Gauthier-Villars; 1881.

L’AsTRONOMIE PRATIQUE ET LEs OBSERVATOIRES EN
Eurore er EN AMERIQUE, depuis le milieu du xvii® siécle
jusqu'a nos jours; par MM. C. André et 4. Angot.
IV Partie, Observatoires del’ Amérique du Sud et établis-
sements météorologiques des Etats-Unis. Tn-18 jésus,
avec figures dans le texte. Prix: 3. — Paris, Gauthier-

Villars ; 1881.

NoTes surR LEs PROGRES RECENTS DE LA PHYSIQUE,
Appendice au petit Traité de Physique de M. Jamin, par
M. E. Bouty, professeur au lycée Saint-Louis. In-8.
Prix : 1f*,50. — Paris, Gauthier-Villars; 188a.

Nouveaux ELémENTS p’ALcisre, par M. G. Mathet,

professeur au lycée de Lyon. In-8. — Paris, Hachette;
1881.

Legons p’AmiTaméTiQue, rédigées conformément aux
programmes du 2 aolt 1880, pour les classes de hui-
tieme et de septiéme, par M. 4. Ducatel, professeur au
lycée Fontanes. In-8, avec 19 figures dans le texte. —
Paris, G. Masson; 1882.

Le Proseziont peLLE CARTE GEOGRAFICHE, per Matteo
Fiorini, ingegnere e professore di geodesia nella Uni-
versita di Bologna. In-8.—Bologna, N. Zanichelli; 1881.

ELéMENTs DE GEOMETRIE DEsCRIPTIVE, avec de nom-~
breux exercices, par I'. L. C. In-18.—Paris, Poussielgue
fréres; 188a.
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L’ Arithmeétique des Grecs dans Héron d’ Alexan-
drie; par PavL Tannery. Extrait des Mémoires de la
Société des Sciences physiques et naturelles de Bor-
deaux, t. 1V, 2° série, 2° cahier.

Sur la mesure du cercle d’Archiméde; par PavL
Tannery. Extrait des Mémoires de la Société des
Sciences physiques et naturelles de Bordeaux, t. 1V,
2¢ série, 3¢ cahier.

Sur les séries récurrentes dans leurs rapports avec les
équations; par C.-A. Lawsant. Extrait du Bulletin des
Sciences matheématiques, 2° série, t. V; 1881.

Le calcul des opérations chimiques, soit une méthode
pour larecherche, par le moyen de symboles, des lois de
la distribution du poids dans les transformations chi-
miques; par B.-C. Brooie. Compte rendu, par A. Lai-
sant. Extrait du Bulletin des Sciences mathématiques,
2° série, t. V3 1881. -

Sur les aires des courbes anallagmatiques; par V.
Licuine. Extrait du Bulletin des Sciences mathéma-
tiques, 2° série, t. V; 1881.

Sopra alcuni invarianti di due forme binarie degli
ordini 5e2 05 e 3, e in particolare sul risultante di
esse, per Ennico »’Ovivro. Extrait des Memorie della
Socicta italiana delle Scienze (detta dei XL ), tome IV;
1881. v

Intégration, sous forme finie, des formules de Fres-
nelrelativesa Uintensité et a I’ anomalie, danssa Théo-
rie de la diffraction de la lumiére; par Escary. Extrait
des Mémoires de I’ Association francaise pour U'avan-
cement des Sciences ; 1880.

Ueber einige akustische Bewegungserscheinungen,
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insbesondere itber das Schallradiometer, von Ir V.
Dvorak. Extrait des Sitzungsb. der k. Akad. der Wis-
sensch., t. LXXXIV, II°¢ Partie; 1881.

On certain tetrahedra specially related to four
spheres meeting in a point, by Samver Rosenrrs. Ex-
trait des Proceedings of the London mathematical
Society, vol. XII, n° 173.

Historical Note on D" Grave’s Theorem on confocal
conics, by SamueL Roserts. Extrait des Proceedings of
the London mathematical Society, vol. XII, n° 173.

Quaternion proof of M. Samuel Roberts’ theorem
of four co-intersecting spheres, by J. J. WALKER.
Extrait des Proceedings of the London mathematical
Society, vol. XII, n°® 174.

On an immediate generalization of local theorems
in which the generating point divides a variable linear
segment in a constant ratio, by Samuer Ropeets.
Extrait de the American Journal of Mathematics,
vol. 1II.

Applications mécaniques du Calcul des quaternions;
par Genty. Extrait du Jouwrnal de Resal, v. VII; 1881.

Galzlee, Torricelli, Cavalieri, Castelli. Documents
nouveaux tirés des Bibliothéques de Paris; par CraRLESs
Henry. Extrait des Memorie della reale Accademm
dei Lincel, seric 3%, vol. V°; 1880.

Supplement aux recherches sur les manuscrits de
Pierre Fermat, par Cu. Henny. Extrait du Bullettino
di bibliografia e di storia delle Scienze matematiche
e fisiche, t. X1II; 1880.

Sur la possibilitée de 'équilibre électrique par
L. Lévy. Extrait des Comptes rendus des scances de
U Académie des Sciences; 1881.
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BIBLIOGRAPHIE.

TrAITE DE GEOMETRIE ANALYTIQUE, 4 'usage des candidats
aux écoles du gouvernement et aux grades universi-
taires; par M. H. Picquet, capitaine du Génie, Répé-
titeur d’Analyse i I’Ecole Polytechnique, Secrétaire de
la Société mathématique de France. — Premiére par-
tie ; Géométrie analylique a deux dimensions, 1 vo-
lume grand in-8, avec 130 figures dans le texte.
Prix : 157,

PREFACE DE L'AUTEUR.

Le Traité de Géométrie analytique que nous publions au-
jourd’hui est fait pour les éléves et pour tous ceux qui s'inté-
ressent & cette science. Nous pensons que chacun, fort ou faible,
saura y puiser dans la mesure de ses besoins, et eu égard au.
but qu’il poursuit. Il n’est le reflet d’aucun de ses pareils; mais,
a quelques résultats prés, dont plusieurs ont été indiqués par
nous dans des travaux antérieurs, et sous la réserve de ce qui
va suivre, il ne renferme rien qui n’ait été dit dans un livre clas-
sique. Il a son caractére propre, provenant de ce que nous avons
surtout cherché a vulgariser 'emploi de ces méthodes, si con-
nues et si appréciées aujourd’hui par le public savant et par le
corps enseignant, mais que les éléves ignorent en général : nous
avons nommé la dualité et 'homographie. En consacrant, dés
le début, quelques lecons & leur présenter franchement ces
deux puissantes méthodes de transformation, quel large hori-
zon n'ouvre-t-on pas a ceux qui apprennent, et combien d’ef-
forts pénibles et stériles sont évités lors du développement ul-
térieur de l'esprit géométrique? Aussi trouvera-t-on, dés le
premier Livre, un chapitre consacré a I'étude spéciale de cha-
cune de ces méthodes, a la suite immédiate de celle de la ligne
droite et du point.

Dans le second Livre, nous abordons la théorie générale des
courbes planes, croyant qu’elle doit étre placée avant la théo-
rie particuliére des coniques, afin d’éviter de nombreuses répé-
titions. L’asymptote y regoit sa véritable définition, qui est
celle de la Géométrie descriptive, et d’ou 'on déduit si simple-



(96)

ment son. équation et ses propriétés. Nous y insistons particu-
liérement sur la recherche des points singuliers, dont le nombre
et 'espéce modifient si profondément la nature de la courbe.

Le troisiéme Livre traite exclusivement des courbesdu second
degré. Un chapitre est consacré a I'étude du cercle, dont une
suite nécessaire est la théorie de l'involution, si utile par ses
applications de toute espéce. Les éléves rencontreront peut-étre
quelques difficultés provenant de la notation adoptée pour
Péquation de la conique générale. Qu’il nous soit permis a ce
sujet de signaler les inconvénients résultant de la notation
habituelle, qui ne s’adapte pas a la géométrie de ’espace dans
laquelle les éléves ne reconnaissent plus, lors de I'étude des
surfaces du second degré, certaines fonctions des coefficients de
I'équation générale d’'une conique, qui se présentent constam-
ment en Géométrie a deux dimensions. Pour éviter cet incon-
vénient, il est nécessaire que I'ensemble des termes en z, y, s,
dansl’équation des surfaces du second degré, reproduise identi-
quement l'équation rendue homogéne des coniques: c’est ce
qui n’arrive pas avec la notation habituelle, tandis que les nota-
tions anglaise et allemande s’y prétent tout a fait. La seconde,
dans laquelle les coefficients sont tous les mémes et ne différent
que par les indices, est incontestablement supérieure; mais
I’habitude en est longue, Yemploi sujet a des erreurs; et nous
avons jugé la premiére préférable pour les éléves. Qu'il nous
suffise d'ajouter que, dans I’étude des coniques, nous avons
regardé la théorie du centre, des diamétres et des axes, comme
un cas particulier de celle des pdles et polaires; et que nous
avons insisté, a propos de la détermination de ces courbes,
sur la relation linéaire la plus générale entre les coefficients,
d’ou dérive la notion des systémes linéaires,

Enfin, dans le quatriéme Livre, nous donnons, a propos de la
construction des courbes, quelques notions sur les courbes du
troisiéme ou du quatriéme degré; et un second Chapitre traite
des coordonnées polaires et de leurs applications.

Tel est, dans son ensemble, I'ouvrage que nous présentons au
public : nous désirons surtout Papprobation des personnes com-
pétentes, et leurs observations seront toujours accueillies avec
intérét. ¢

Un second Volume sera consacré a la Géométrie analytique &
trois dimensions. H. P.
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SUR I’INTERSECTION DE L’HYPERBOLOIDE DE REVOLUTION
ET D’UNE DROITE;

Par M. Eveine ROUCHE.

La distance d’un point quelconque d’un hyperboloide
de révolution au plan P du cercle de gorge est propor-
tionnelle & la longueur de la tangente menée a ce cercle
par la projection du point sur le plan P; le rapport de la
premiére ligne a la seconde est, en effet, égal a la cotan-
gente de l'inclinaison des génératrices sur I’axe.

Si donc deux hyperboloides H et H, ont leurs cercles
de gorge S = 0, S, = o dans un méme plan P, la pro-
jection de leur intersection sur tout plan paralléle & P
sera le lieu d’'un point tel, que les tangentes menées de
ce point aux cercles S et S, aient un rapport constant K,
c’est-a-dire un cercle S — K2 S, = o.

Cela posé, soit H un hyperboloide de révolution a
axe vertical, (d, d') une droite quelconque, (e, €') le
point ou cette droite perce le plan P du cercle de gorge ;
prenons arbitrairement dans le plan horizontal un
point w sur la perpendiculaire ff, menée par e a la
droite d, et désignons par H, I'hyperboloide engendré
par la rotation de (d, d’) autour de la verticale du
point w. Le cercle de gorge de cet hyperboloide auxiliaire
sera dans le plan P; l'intersection des deux hyperbo-
loides H et H, se projettera donc horizontalement sui-
vant un cercle c, et les points de rencontre de ce cercle
et de d seront les projections horizontales des points
communs a la droite (d, d') et a ’hyperboloide pro-
posé H. - ’

La méthode de Duleau ( Correspondance sur U’ Ecole

Ann.de Mathémat., 3¢ série, t. 1. (Mars 1882.) 7
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Polytechnique, t. 1, p. 438), aussi bien que la méthode
du paraboloide 4 trois directrices de front (que j’ai don-
née le premier, je crois, dans mes cours, il y a plus de
douze ans), sont fondées I'une et 'autre sur I’emploi
d’un point déterminé, ce qui est un défaut, ce point pou-
vant se trouver soit trop rapproché, soit hors des limites
de I'épure. La méthode précédente, d’ailleurs si simple
en théorie, offre au contraire I’avantage, inhérent a
toute bonne solution graphique, de laisser a 'opérateur
une certaine latitude. Le point w n'étant, en effet, as-
treint qu’a se trouver sur une droite déterminée ff,,
peut toujours étre choisi de fagon que le cercle de gorge
de I'hyperboloide auxiliaire coupe bien le cercle de gorge
de Thyperboloide primitif. Les points communs a ces
deux cercles appartiendront au cercle ¢, dont on déter-
minera ensuite deux nouveaux points, en coupant les
deux hyperboloides par un plan horizontal convenable-
ment choisi. (Il vaut mieux procéder de la sorte que de
déterminer directement le centre du cercle ¢, en se fon-
dant sur ce que le rapport de ses distances aux centres
des cercles de gorge est égal a K2.)

Si 'on tenait, malgré tout, a particulariser, on pour-
rait prendre o sur la paralléle menée par la trace hori-
zontale de (d, d’) a la droite que déterminent le pied de
I’axe de 'hyperboloide H et la trace horizontale de I'une
des génératrices dont la projection est paralléle a d. La
quantité K, qui est égale au rapport des projections des
portions de génératrices comprises entre le plan horizon-
tal et le plan des cercles de gorge, serait alors égale au
rapport des rayons R et R, de ces cercles, et la circonfé-
rence ¢ deviendrait la circonférence RIS — RS, = o,
dont un diamétre a pour extrémités les centres de simi-
litude des deux cercles de gorge.
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THEOREME DE L'IEXAGONE INSCRIT DANS UNE CONIQUE,

Pir M. Hexat DUFAU,
Eléve du lycée de Bordcaux.

Nous allons déduire de la propriété fondamentale de
la polaire le théoréme de Pascal, et cela par un raison-
nement géométrique élémentaire.

Considérons I’hexagone abcdn,p, (fig. 1) inscrit

Fig. 1.

dans la conique A; M, N, P sont les points de rencontre
des cOtés opposés. 7
Joignons deux a deux les sommets opposés de 'hexa-~

gone ; nous formons ainsi un triangle pvw. Prenons suc
cessivement : ’

Le pole m de ve par rapport a la conique,
Le pole n de wp »
Le pdle p de uv »
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II est facile de voir que les points M, N, P seront res-
pectivement sur les cotés du triangle mnp : par exemple,
P sera sur mn polaire de ; car, n, b et ad se coupant en
@, ab et n, d se couperont sur la polaire de w.

Cela posé, considérons les deux triangles mnp et
myn,p, :

mn coupe my n, en P,
np »  np o» M,
pme »  pymg o» N

Or, d’aprés un théoréme connu, pour que M, N, P
~ soient en ligne droite, il faut et il suffit que leurs som-
_ mets correspondants soient situés sur trois droites con-
courantes kmm,, knn,, kpp,.

Or je dis que cette condition est remplie.

En eflet, n est le pole de w#, : donc nn, est tangente
a la conique en n,; pest le pole de pyv: donc pp, est
tangente a la conique en p,; ces deux tangentes se
coupent en k. En outre, pyny et ad se coupent en S.

k, m, et m se trouvent alors sur la polaire de S, d’a-
prées la propriété de la polaire déja signalée : donc ces
trois points sont en ligne droite. C. Q. F. D.

La démonstration corrélative conduirait au théoréme
corrélatif, celui de Brianchon ; elle ne différe de la pré-
cédente que par I'échange de I'élément point en I'élé-
ment droite, et réciproquement. Tout revient alors a dé-
montrer que deux triangles out leurs sommets alignés
sur un méme point, ou, ce qui revient au méme, que
les points de rencontre des cotés opposés sont sur une
méme droite, que I'on constate étre la polaire d’un cer-
tain point par rapport a la conique.

Nous allons montrer maintenant que, réciproquement,
du théoreme de Pascal on peut déduire la propriéié
fondamentale de la polaire.
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Considérons une courbe S a laquelle le théoréme de
Pascal soit applicable; je dis que le lieu des conjugués
harmoniques P de O par rapport aux points A et B,
quand la sécante tourne autour du point quelconque O,

est une ligne droite.

En effet, par O faisons pdsser deux sécantes fixes ODC
P )

[l
!
1
'
i
!
1

s

1

j
i
1
i
j
v

M

OEF et la sécante mobile OAB. Appliquons le théo-
réme de I’hexagone; les trois points M, O, N seront en
ligne droite.

Dans le quadrilatére complet ALBKMN, les quatre
points O, A, P, B seront conjugués harmoniques; de
méme pour ODGC et OEHF, sections de deux faisceaux
harmoniques L.OAPB et K.OAPB. Donc le lieu des
conjugués harmoniques P sera la droite fixe HG.

Il résulte de 1a que le théoréme de I’hexagone est une
conséquence immédiate de la propriéié de la polaire, et
réciproquement ; on peut d’ailleurs, d’aprés ce qui pré-
céde, construire la courbe par points, connaissant cinq
points, rien qu'en se servant de la polaire.

Soient donnés les cinq points A, B, C, D, E qui défi-
nissent une conique. Joignons BA et CD, qui se coupent
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en O; PG sera la polaire de O par rapport a la conique
cherchée; il nous est alors facile de construire un

sixiéme point F de cette conique. Cela fait, si nous con-
sidérons la polaire OG de P, nous pourrons avoir deux
nouveaux points d’intersection, et ainsi de suite en
doublant, pourvu que I'on ne prenne pas deux fois la
méme polaire.

SUR DEUX PROPRIETES RELATIVES AUX FOYERS ET AUX
CERCLES FOCAUX DANS LES CONIQUES;

Par M. X. ANTOMARI,

Professeur au lycée de Carcassonne.

Premiére propriéeté. — On sait que 'on peut définir
un foyer d’une courbe du second degré le centre d’un
cercle de rayon nul doublement tangent a la courbe ; de
sorte que, si I’on désigne par a et 3 les coordonnées d’un
foyer, et par mx + ny + h = o ’équation de la direc-
trice correspondante, I’équation de la courbe sera

(x—a)+ (y —B)=(mz+ ny + h)%
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Le premier membre de cette équation peut étre consi-
déré comme le carré de la distance normale du point
(x,) au cercle de rayon nul («, B), et 'on peut con-
sidérer une conique comme le licu des points dont le
rapport des distances a un cercle de rayon nul et a une
droite fixe est constant.

Cette définition peut étre généralisée, et I'on peut
dire qu’une conique est le lieu géométrique des points
dont le rapport des distances a un cercle fixe et a une
droite fixe est constant, les distances étant comptées nor-
malement.

Cherchons, en eflet, ce lieu géométrique.

Pour cela, rapportons la courbe a deux diamétres rec-
tangulaires du cercle, I'un de ces diameétres étant per-
pendiculaire 4 la droite fixe. Si & — a == o est '’équation
de la droite fixe, K la valeur du rapport constant et Rle
rayon du cercle, I'équation du lieu sera, en prenant
pour distance au cercle la distance minimum,

/2 2 __F
Vit —R K,
ZT— A
ou, cn la rendant rationnelle,
(2) 2>+ y*=[K(x =~ a) + R]%,

équation d’une courbe du second degré ayant pour foyer
Porigine, et pour directrice une paralléle a la droite
fixe.

Si l'on retranche R* des deux membres de I'équa-
tion (2), elle devient

3) x*+y*—R=K(x—a)[K(x—2z)+2R].

Sous cette forme, I’équation montre que la courbe passe
par les points communs au cercle

x4+ —R*=o



(104
ct aux deux droites

z—2zxr=o0, K(x—2)+2R=o0.
Il est clair, d’aprés cela, que la droite représentée par
I’équation
K(z—2)+2R=0
doit jouer un role analogue a celui de la droite

K(x —a)=o0.

Et, en effet, si I'on prend pour distance au cercle la dis-
tance maximum, et pour droite fixe la droite

K(z—a)+2R=o,

le rapport restant Je méme, I’équation du lieu est

Vai+ 2+ R

1 :K’
« [K(z—3) + 2R]
ou bien
Vi + y?=K(x —12)+R,
ou enfin

P+ yr= [K(.L‘ — ) + R]zy

équation identique a I’équation (2). Il est d’ailleurs
évident que cette équation peut représenter 'une quel-
conque des courbes du second degré.

Ainsi :

TrtoriMe. — Une conique peut étre considérée comme
le lieu géométrique des points dont le rapport des dis-
tances a un cercle fixe et & une droite fixe est constant,
les distances étant comptées sous un angle droit. Le cen-
tre du cercle est un foyer de la conique, et la droite

Sfixe perpendiculaire a l’axe focal passe par les points
communs a la courbe et au cercle.
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Remarque. — 1l y a deux cordes communes a la
conique et au cercle, perpendiculaires a l'axe focal.
Chacune d’elles donnera un mode de génération de la
conique. Seulement, si 'on prend la corde la plus rap-
prochée du foyer, il faudra prendre, pour distances au
cercle, les distances minima ; pour I'autre, les distances
maxima. .

D’aprés cela, on pourrait définir un foyer : le centre
d’un cercle de rayon absolument quelconque, mais tel
que le rapport des distances normales d'un point quel-
conque de la courbe i ce cercle et a une droite fixe con-
venablement choisie soit constant.

Nous venons de voir qu’a un cercle donné correspon-
dent deux droites

Kz —Ka=o,
Kz +2R—Kaz=o.

‘équation de la directrice étant
Kz +R —Ka=o,

on voit qu’elle est également éloignée des deux droites
précédentes.

Il résulte de 14 qu’il existe dans le plan d’une conique
une infinité de systémes formés d’un cercle et de deux
droites, et tels que le rapport.des distances normales
maxima ou minima d’un point quelconque de la courbe
a ce cercle et a 'une ou l'autre de ces droites soit con-
stant. Tous ces cercles ont pour centre commun un foyer;
les droites correspondantes sont les sécantes communes
perpendiculaires a 1’axe focal.

Deuxiéme propriété. — Cette deuxiéme propriété est
relative aux cercles focaux. On sait que I'on appelle
ainsi les cercles doublement tangents a une courbe du
second degré.
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Rapportons la courbe a deux diametres rectangulaires
d’un cercle focal, I'un de ces diamétres étant perpendi-
culaire a la corde de contact. Soit

X —aL=0

Péquation de cette corde. L’équation de la courbe pourra
étre mise sous la forme

(4) 2+ Yy — R*=K?(x — a)?,
R désignant le rayon du cercle focal. Par un point quel-
conque de la courbe, menons la tangente MP au cercle

focal, et la perpendiculaire MQ 4 la corde de contact.
L’équation (4 ) exprime que le rapport Mp est constant.
MQ

Imaginons un cercle de rayon R’ concentrique au
cercle focal considéré. Son équation sera
(5) z?+ y*—R?=o.

Si 'on retranche membre 4 membre les équations (4)
ct (5), on obtient

K}z —a)*=R?—R:, R >R,

équation qui représente un systéme de deux droites, les

¥

sécantes communes a la conique (4) et au cercle (3)
perpendiculaires a I'axe des x.
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Considérons I'une de ces sécantes, celle qui a pour
équation
K(x—x) — yRI—Ri=o.
La distance du point M a cette sécante est

. K(z—a2)—/RE_RZ
Mo — K akx/

D’autre part, si ’on désigne par P’ 'un des points de
rencontre de MP avec le cercle de rayon R/, on a

MP'=MP — PP".

Or
PP = RP - R
donc
MP'= MP — RZ R,
D’ailleurs

MP = K (z — 2),
et, par suite,

MP' =K (2 —a) — yRT_RE.
On en déduit
MP'  K(z—a)—/R2—R2

MP = —K.
MQ & [K(z —a2) — yRT—R?]

Remarquons, d’ailleurs, que I'angle PP'C est constant,
puisque la circonférence R’ est concentrique a la circon-
férence R ; il en est de méme de I’angle supplémentaire
MPC.

Ainsi :

Tutorkme, — Toute courbe du second degré peut
étre considérée comme le lieu géométrique des points
dont le rapport des distances & un cercle fixe et a une
droite fixe est constant, les distances au cercle fixe
€tant comptées sous un angle constant.
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Remarque. — On serait évidemment arrivé au méme
résultat si ’on avait pris la deuxiéme sécante commune
* perpendiculaire a I’axe focal, avec la distance MP”.
Donc:

Etant donné un cercle focal d’une conique, il existe
dans le plan de cette courbe une infinité de systémes
composés d'un cercle et de deux droites, et tels que le
rapport des distances maxima ou minima sous un angle
constant, d’un point quelconque de la courbe a ce cercle
et a 'une ou l'autre de ces droites, soit constant. Tous
ces cercles sont concentriques avec le cercle focal consi-
déré, et les droites correspondantes sont les sécantes
cominunes i ces cercles et a la conique, perpendiculaires
a I'axe focal.

Cette propriété est analogue a celle que nous avons
donnée plus haut relativement aux cercles ayant pour
centre un foyer; elle compléte 'analogie des foyers et
des cercles focaux.

On voit, en outre, en rapprochant les deux propriétés,
que I’'on peut donner, pour les coniques, le mode général
de génération suivant : .

Une conique peut étre considérée, d’'une infinité de
maniéres, comme le lieu géométrique des points dont
le rapport des distances a un cercle fixe et a une droite
fixe est constant, les distances au cercle fixe étant comp-
Lées sous un angle constant.

Si I’angle constant est droit, tous ces cercles ont pour
centre commun un foyer.

Si l'angle est nul ou égal & 180°, les cercles sont des
cercles focaux doublement tangents.

Pour toute autre valeur de I'angle, les cercles sont
concentriques avec un cercle focal.

Remarque. — La premiérc propriété peut éire établie
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géométriquement d 'une maniére simple. Soient, en éﬁ'et,
F et DD’ le foyer et la directrice d’une courbe du second
degré ; soient, en outre, M et M’ deux points de cette
courbe. On a, en désignant par K Iexcentricité,

MF _ M'F

MP WP &

On en déduit

M'F—MF _ MWF-+MF

M'P —MP~— M'P'+~MP K.
| D
M’ M‘\ P {
ST i !
AT
D
A D v

Du point F comme centre, avec MF comme rayon, dé-
crivons une circonférence, et menons IA et A’ paral-
leles a la directrice, et telles que IP’=I'P'=MP. On

voit immédiatement, sur la figure, que I'on a

M'F—MF=Mm, MP —MP=MI,
M'F+MF=M'm/, M'P'4+~-MP=M'T"

On a, par suite,
Mm  Wm'

M'L MY

=K,

relations qui expriment la premiére propriéié dont il est
question dans ce travail.
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SUR UN THEOREME DE PAPPUS

(voir 2* sérfe, t. XX, p. 337);

Extrait d’une lettre de M. LAQUIERE.

.... Je reviens a la question dont la démonstration
naturelle est essentiellement géométrique. Je serais in-
finiment surpris que mon raisonnement, qui saute aux
yeux a simple énoncé, ne fat pas celui de Pappus lui~
méme, et que ce géometre n’elit pas vu, sinon énoncé, la
généralisation.

Si des masses égales m partent en méme temps des
sommets successifs 1, 2, 3, ..., n d’un polygone ferme,
pour en parcourir dans le méme sens les votés avec des
witesses proportionnelles aux longueurs de ces derniers,
le centre de gravite des n masses mobiles restera Sixe.

Soit M la position de la inasse m a4 un moment donné
sur le coté AB qu’elle partage en longucurs proportion-
nelles a ¢ ct § — ¢, en désignant par § et £ les durées des
courses AM et AB. La masse m aura méme centre de

., 6—¢ t ,
gravité que deux masses m et m & placées la pre-

miére en A ct laseconde en B. Si I'on opére de méme sur
les n masses mobiles, on voit qu'a chaque instant le
centre de gravité du systéme est le méme que celui de an
masscs distribuées uniformément aux sommets du poly-

. t
gone, dont chacun supporterait les masses m > prove-

. 06—t
nant du mobile de gauche, et m » provenant du mo-

bile de droite, si le mouvement est de gauche a droite,
c’est-a-dire supporterait la masse constante m. Il est
donc invariable. C Q. F. D.
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SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSEE POUR L’ADMISSION
A I’ECOLE POLYTECHNIQUR EN 4881;
Par M. J.-B. POMEY,
Eléve de 'Ecole Polytechnique.

Une parabole étant donnée, on lui méne une nor-
male en U'un des points P situés, avec le foyer I, sur
une méme pel"pendiculaire al’axe.

Trouver le lieu des sommets des sections faites par
des plans contenant cette normale dans le cylindre dont
la parabole donnée est la section droite.

Les points du lieu se trouvent situés sur les généra-
trices partant de 'arc OP’, P’ étant le symétrique de P.
En eflet, soit M un point ou se projette un point quel-

s

Y

conque du lieu; 'axe de la parabole-section se projette
suivant le diamétre Mr; la tangente au sommet se pro-
jette suivant la tangente Ms & la base du cylindre. L’an-
gle SM7 est la projection d’un angle droit ; donc il doit
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étre obtus; donc M est sur I'arc OP'. Le point du lieu sc
trouve a lintersection de la normale en M au plan, avec
la sphére décrite sur rs comme diamétre. Cette sphére
passe par le point ¢ sur M r. La hauteur du point du lieu
étant z au-dessus de la base, son carré z* a pour valeur
M¢.Mr, comme on le voit dans le petit cercle découpé
dans la sphére susdite par le plan vertical tMr.
Cela posé, la tangente en M(2/,3’) a pour équation
1)

=Mmx -+ —
y 21

cn posant

m = £7,

car m et y’ sout négatifs. La normale PB a pour équation

3
{L‘—}—‘y:—ig-

Cherchons I’abscisse du point d’intersection. On a

3
x(l+m):—£ N —p—(3m——l),
2 am 2m
ou
3m —
P I L2
2m 1+ m
et
M¢{=a'+ (— x),

car x est négatif. Donc

Mi— o 2 3P=Y ¥ 3p=)
p Y+p N
.VI

Y

2

On a

! !

3p.
S TETY

Mr:—f—-—.z“-}-p—-y’: — &

Donc, les équations du lieu sont, en supprimant les ac-
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cents,
yi=2pur,

(v+p)"—[x(v'+p)— = Gp— y)] <~£ —$~V>

La projection de la courbe sur le plan yOz a pour

équation

o 1 v _3p—=y1(3p 2 ..

- vy —p) 3 3p2— s a2
—4P2(Y+P\(I+ p)(Bp*—2py —»*),

o (v—p)z(s +3p)?,

Ap*(y +p)

c’est une courbe du cinquiéme ordre a deux points isolés.

Pour que z soit réel, on voit bien qu’il faut que y et
Y -+ p soient de signe contraire, c¢’cst-a-dire que y soit
négatif et inférieur a p. On voit que z devient infini
pour y =—p, c'est-a-dire que la courbe gauche cst
asymptote a la génératrice P'; elle passe par le sommet
(origine). Elle a le point P comme point isolé, ce qui
est évident, et le point y =—3p, x= z—};! = gp, ou
la normale PB rencontre la parabole : c’est lorsque le
plan de section devient vertical qu’on obtient ces points.
On s’assure que la génératrice O au sommet est unc tan-

gente.

Note. — Autres solutions par MM. I'abbé Geneix-Martin et Moret-
Blanc.

Ann. de Mathémat., 3° série, t. I (Mars 1882).’ 8
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SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSEE POUR L’ADMISSION
A I’ECOLE NORMALE SUPERIEURE EN 1881 ;

Par M. MORET-BLANC.

On considere la courbe du troisiéme ordre

27 =4z
° On demande la condition & laquelle doivent sa-
tisfaire les paramétres m et n pour que la droite

yY=mux-—+n

soit tangente a cette courbe.

2° On demande le lieu des points d’ou l'on peut
mener a la courbe pr‘oposee deux tangentes paralléles
& deux diamétres conjugués de la conique représentée
par l'équation

x*+ y*+2axy = B.

3° Par un point A pris sur la courbe, on méne des
sécantes coupant cette courbe en deux points variables
M, M'. Ondemande le lieu du milieu des segments M,M’.

Discuter la forme de ce lieu et indiguer les arcs qui
répondent a des sécantes pour lesquelles les points M, M’
sont réels.

I. Sil’on élimine la variable z entre les deux équa-
tions, rendues homogénes,

had=127)?%s,

y—mazx=—ns,
Y, . ’ Ia B - .
I’équation résultant de cette élimination

fnaxd4o7may?—azyd=—o
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représente trois droites menées de Porigine aux points
d’intersectionde la cubique et de la droite. La condition
pour que cetle droite soit tangente c¢st que deux des va-

leurs de —J—/ déduitesdel’équation précédente soientégales.

Ceci aura lieu : )

1° Pour n = o, quel que soit m, parce que, I'origine
étant un point de rebroussement, toute droite qui y
passe y rencontre la courbe et deux points coincidents,
sans étre une véritable tangente.

2¢ Silona

gm\?*  [a7\? m?
‘7—~ -+ =0 ou -— —4~1=0,
N 37,

d’on /
n—-—md
qui est la vraie condition.
L’équation générale des tangentes a la courbe est donc

Yy =mx —md.

II. 2 et m" étant les coefficients angulaires de deux
diamétres conjugués de la conique
)

2+ ¥+ 2ary =B,
on a la relation

m'm’"+a(m'+m") +1=o.

Les coefficients angulaires m, m', m” des trois tan-
gentes mendes d'un point (x, ) du lieu demandé a la
courbe donnée, qui est de la troisiéme classe, étant les

racines de ’équation .

I md—max +~y=—o0
J ’

on a
mm'm’ = — ¥, m-+ m'+ m"=o,
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m
mm'=——, m'+m"=—m.

Substituant ces valeurs dans la relation

m'm" +a(m' +m") +~1=o,
il vient :

(2) am®—m +y=o.

On aura I’équation du licu demandé en éliminant
centre les équations (1) et (2). On a successivement

m?*—am— (xr—1)=o,

(@*—1m+a(x—1)+y=o,

(ax +y —aY+ (a*—1)(x+ay —1)=o0,

¢équation d’une parabole dontla droite ax +y —a =o
est undiameétre etla droite x + ay — 1 = o la tangente
< ;s s . N
a lextrémité de ce diamétre.

III. Soient x, y, les coordonnées du point A.
I’équation d’une sécante issuc de ce point est

y—yi=m(x—z). .

E]iminanty entre cette équation et celle de lacubique
donnée, on a, pour déterminer les abscisses des points
d’intersection, I’équation

fx*—27(mx + y,— mx,)*=o,
qui, développée et divisée par x — x, donne
b+ (foy— 27m?) x + hal —S4my,+ 27m?x, — o.
L’abscissc du point milieu du segment MM’ est

27m*— fx,
r= e,
8
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et I’on obtient I'équation du lieu des points milicux en
¢éliminant m entre cette équation et celle de la sécante,

ce qui donne
2> — )= b2z + 2) (2 — @),
ou, en transportant ’origine au point A,
27y = hx* (22 + 3xy).

La courbe est une cubique de la quatriéme classe pas-
sant par le point A et par le point de rebroussement de
la proposée; elle est symétrique par rapport au nouvel
axe des x qu’elle coupe aux points xr = — 3 x, et x = o,
en formant une boucle entre ces deux points, ct s’étend
indéfiniment vers les x positifs en tendant a devenir pa-
ralléle a 'axe des y. Elle aflecte la forme d'un a.

La séparation des arcs qui correspondent aux sécantes
pour lesquelles les points M, M’ sont réels ou imagi-
naires se fait évidemment aux points ou M et M’sc con-
fondent, c’est-a~dire au point de rebroussement O de la
courbe proposée et au point de contact T de la tangente
issue du point A.

L’arc OBAT correspond aux points M ¢t M’ imagi-
naires. B est le sommet de la boucle.

Si le point A est le point de rebroussement, la courbe

27y*= 83

est homothétique a la proposée et, comme clle, la déve-
loppée d’une parabole.

Note. — Solutions analogues de ‘MM. Givelet, de Reims; Henri
Cartier, éléve du lycée d’Angouléine.
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SOLUTION D'UNE QUESTION PROPOSEE POUR L’ADMISSION
A L’ECOLE POLYTECHNIQUE EN 1880;

Par M. Hexrt CARTIER,

Eléve du lycée d’Angouléme.

On donne une ellipse et un cercle ayant pour centre
un foyer F de Uellipse. On demande :

1° De trouver le lieu 1 du point tel que, si I’on méne
de ce point des tangentes & Uellipse et au cercle, les
coefficients angulaires m et m' des tangentes a U'ellipse
et les coefficients angulaires k et K des tangentes au
cercle vérifient la relation

a(mm' 4+ kK'Y = (m +m!Y(k + k');

2° De trouver l'équation du lieu P du point de con-
tact des tngeﬁtes menées par un point donné & tous
les lieux 1 correspondant aux diverses valeurs du
carré du rayon du cercle;

3¢ De construire le liew P quand le point donné est
sur le grand axe de Uellipse;

4° De construire le liew P lorsque le point donné est
sur la directrice correspondant au foyer ¥ de Uellipse.

1° Prenons le foyer I pour origine, et supposons que
ce soit le foyer de droite. L’équation de Iellipse est

(x+c) ° -
(B TR
celle du cercle est ;
(C) x4 y2— rt=o.

Soit (ar, ») un point L. Les coefficients angulaires des
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tangentes menées de ce point a I'ellipse sont donnés
par '
y—m(x+c)==>x\a*m* + b
ou
m(z+c)l—at] —amy(x+c)+y*— b*=o;

ceux des tangentes menées au cercle sont donnés par

y— ko= = A
ou
(22— r)k*—2kay + y*— r*=o.

Ces coefficients vérifiant la relation de 1'énoncé, on a

yi—-o .oy—r 22y (2 + ¢)
(.r—{—c)?——tﬁ -+ z:_— rz l(‘l'_'_ c)-z__ (lz](x&— ,.2).

ou
(D (224 p2) (O*+ r?) +2crtx — 2021 =o.

Ce lien I est un cercle ayant son centre sur le grand
axe de Pellipse.

2° Soit (2, 3) un point M. Sa polaire par rapport
a(I) est

az (0 +r?) +cr*x+4-crta+4 By (6P +r*) — 20*r*=o.

Eliminons r* entre cette équation et I, on a le second
licu

(P) (@4 %) (e -+ cx — 2.6 — 3 e — b%) (a0 + B) =o.

Ce lieu est du troisiéme degré, et passe aux points cir-
culaires a l'infini.

La tangente a l'origine est ax + 3y = o. Elle cor-
respond au cas our = o; le cercle I se réduit a un
point F, et la polaire de M par rapport a ce cercle de
rayon nul est la perpendiculaire ax + 3y = o menée
en Fal'M.
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Le lieu passc en M ou la tangente est paralléle a
ax + 3y = o. Ceci est évident, sil'on remarque que le
cercle I passe par M pour une valeur particuliére de 7.

Si nous considérons le cercle ayant FM pour dia-
métre, nous voyons que le lieu est doublement tangent
a ce cercle, la corde des contacts étant FM. Comme le
lieu ct le cercle se coupent généralement en six points,
les deux autres points sont ¢en méme temps réels ou
imaginaires.

Le lieu a pour asymptote réelle la droite

cx —20*+ ca=o,

qui est perpendiculaire a Ox. L’équation (P) montre
que le lieu coupe cette asymptote et la tangente a 'ori-
gine ax + 3y = 0 au méme point.

Les points de la courbe situés sur O x, autres que l'o-
rigine, ont leurs abscisses égales a

20— ac = (22— ac)
2¢

L’un est la projection de M sur cet axe, 'autre a pour
abscisse 20 ‘
c

De méme les deux points situés sur Oy sont réels, ct
P'un est la projection de M sur cet axe.

Le lieu a donc, dans le cas général, la forme de la
figure.

3° Si P est sur le grand axe de D'ellipse £ = o, I'6-
quation (P) devient

(2 + ) (cx +cax—20*) —2ax(cx~— b?)=o.

Le licu est symétrique par rapport a I’origine. 1l jouit
des mémes propriétés que dans les cas précédents.



((121)
Nous pouvons remarquer que, dans ce cas, l’asympwtc

ct la tangente a l'origine devenant paralléles, le point T
est rejeté a linfini.

La partie fermée de la courbe ne coupe pas le cercle

Y

\

22+ y?—20x =o, ayant M pour rayon, ailleurs
qu'en M ou F. Ecrivons P sous la forme

(P) (2 + y*—2ax)(cx — b%) + (2?+ y?)(ca — b*)=o.

Les points communs au cercle et a (P) sont sur les
droites

Zi+4 y'=o.

i

1Is sont imaginaires, car, s’ils étaient réels, ces droites
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seraient réelles, puisqu’elles auraient un deuxiéme point
réel a Vorigine.
Le lieu a la forme de la figure.

Son troisieme point de rencontre avec 'axe Ox a

. 2 b2
pour abscisse —-
. ¢

3°°Si le point M est sur la directrice correspondant au
foyer I, on a

I'équation (P) devient

x'l-k—ly'l—z(%-x—k{ivv)] =o.

\

(cx — b?)

Il se décompose en la directrice
cx — b*=o,
relative au foyer I, et en

. . H? 0\
224 yi— o —-.1:—5—9»‘)—_0:
. p .

c’est le cercle ayant pour FM son rayon.

Note. — Solutions analogues par MM. l'abbé Geneix-Martin, de
I’école Saint-Sigisbert, a Nancy; Grimaud, maitre répétiteur au lycée
de Tarbes; L. Kien, éléve de Notre-Dame du Sacré-Ceeur, a Plai-
sance; H. Lez.

CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE CENTRALE EN 1880

(PREMIERE SESSION );

Par M. H. LEZ. .

Soient Ox, Oy deux axes rectangulaires, et sur Ox
un point A, sur Oy un point B. On méne par le point A
une droite quelconque AR de coefficient angulaire m.
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1° Former Uéquation de I'hyperbole H, qui est tan-
gente & U'axe Ox au point O, qui passe par le point B
et pour laquelle la droite AR est une asymptote.

2° Or fait varier m et on demande le lieu décrit par
le point de rencontre de la tangente en B a Uhyperbole
H et de l'asymptote AR. )

3° Onconsideére le cercle circonscritautriangle AOB;
ce cercle coupe I'hyperbole H aux points O et B et en
deux autres points P et Q. Former U'équation de cette
droite PQ; puis, faisant varier m, trouver successive-
ment les lieux des points de rencontre de cette droite PQ
avec les paralléles menées par le point O, soit a l'asym-
ptote AR, soit & la seconde asymptote de I’ hyperbole H.

Si la droite
(1) AR ou v —mx+ma=o
est une asymptote, I'autre asymptote est de la forme
Y+vx+3S=o,
et Pon pourra représenter I’hyperbole H par
(2) (y —mzx+ma)(y +yx+0)—k*=o.

Pour que cette courbe passe par l'origine O et soit
tangente 4 I'axe Ox, il faut que le terme constant et le
terme en x disparaissent, ce qui donne

mas=k* <=ay.
Alors I'équation (2) devient
(3) y—yma+(y—m)xy+a(m+y)y=o.
1° Cette hyperbole passera aussi par le point
B(x =0, y=10),

sil'on a

ay —=-— (l) —+ am),
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ce qui raméne I’équation (3) a
(4) ay*+ m(b+ am)x?— (b +2am)xy — aby —o=H.
2° Le coefficient angulaire des tangentes a cette hy-
perbole étant

_am(b+am)x —y(b+ 2am)
ab+ (b+2am)x —2ay

au point B il sera
__b+-2am

n ———— e

o a
La tangente au méme point aura pour équation
(5) a(y —b)=(b+ 2am)x.

Eliminant m entre les équations (1) et (5), on ob-
tiendra pour le licu demandé I’équation

bx*+ axv+ a*y —a*b—=o,
décomposable ¢n deux facteurs linéaires,
(x+a)(ay + br —ab)=o,
dont le second est la droite AB (*).
3° Soit ; -+ ?T{:— 1 ]’équali‘ou de PQ, celle de OB
étant x = o; la courbe
H—)z(qx +py—pg)=o
deviendra le cercle

22+ y—ax — by =o

(*) M. Moret-Blanc en conclut ce théoréme :

Si, par un point O d’une hyperbole, on méne une tangente OA
et une normale OB qui rencontre U’hyperbole en un point B, la
tangenteen B & U'hyperbole etla perpendiculaire a la tangente OA.
aw point ot elle rencontre une des asymptotes, se rencontrent sur
l'auwtre asymptote.
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circonscrit au triangle AOB, si

. a? a? a?
A—=— —y = —_— G = ——
Pq ! a—m(b+am)’ 1 b+ 2am

On a ainsi pour la droite PQ
(6) (b+2am)y +[a—m(b+ am)]r=a.

L’équation de I'hyperbole H pouvant s’écrire sous la
forme

[y —m(x—a)]
X[ay —(b+am)(x+a)]+a*m(b+am)=o,
on voit que les droites menées par Porigine O paralléle-
ment aux deux asymptotes seront

b+ am
T—max et .7 = —Xx.
* a
Eliminant successivement m entre ces équations et
celle de la droite (6), on trouve queles lieux demandés

se confondent et nc sont autre chose que le cercle
x4 y*—ax=o,

décrit sur OA comme diamétre ().

Note. — La méme question a ¢été résolue par M. Moret-Blanc, qui
a ¢galement résolu la question proposée a la deuxiéme session et
dont une solution a paru (2° série, t. XX, p. 464), par M.Chambcau,
éléve de Notre-Dame du Sacré-Ceeur, a Plaisance, et par M. J. Bou-
dénes, a Avignon.

(*) M. Moret-Blanc en conclut ce théoréme :

Si, par un point O d’une hyperbole, on méne une tangente OA
qui rencontre une asymptote en A et une normale OB qui ren-
contre I’y perbole en B, la circonference circonscrite au triangle
AOB coupe U'hyperbole en deux autres points P et Q tels que la
droite PQ rencontre les paralléles menees par le point auxr asym-
plotes en deuzx points appartenant a la circonference decrite sur
OA comme diamétre.
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MM. Moret-Blane et Pisani ont résolu les questions 1352 et 1355,
dont unc solution a été pabliée (2 série, t. XX, p. 340, 342 et 3{4).
M. Pisani a aussi résolu les questions 1373 et 1374. M. labbé
Geneix-Martin a résolu la question 1376, au sujct de laquelle M. Cata-
lan a fait une rectification (2° série, t. XX, p. 528). Cette question a
aussi été résolue par MM. J.-J.-A. Mathieu, lieutenant-colonel d’artil-
lerie; H. Lez; N. Goffart; K. Pisani; Francois Borletti, ingénieur
a Milan; Juan Gavino, au Ministére de la Marine, 4 Madrid; Adrien
Palaz et Henri Vuilleumier, éléves 4 PEcole polytechnique de Zurich;
A. Hotlenhoff, E. Stache, J. de Munck, éléves de I’Athénée de
Bruxelles; V. Fleury, L. Meyer, H. Vielle, A. Leblond, ¢léves du
Iycée du Havre; J. Boudénes, du lycée d’Avignon,

ECOLE NAVALE (CONCOURS DE 1881).

Gdomeétrie.

I. Démontrer que deux pyramides de méme hauteur
et de bases équivalentes sont équivalentes.

1I. Dans un triangle ABC, on donne b et a. Une trans-
versale rencontre AB au point D, AC au point E, BC au
point F. On donne AE = 3; I'B = m. Démontrer que,
si ’on appelle X la surface de ADE, Sla surface de ABC,

on a

A
1+ —
m

8
b

! B2
S— x B b
1+ —
m

Statigue.

I. Un triangle ABC al’'un deses sommets, A, qui est
fixe. Déterminer la force a appliquer au point B pour
que le coté BC soit horizontal.

II. On donne un triangle quelconque; on demande
quel est le cercle qu’il faut enlever autour du centre du
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cercle circonscrit pour que le centre de graviié de la
partie restante soit au point de concours des hauteurs.

Arithmétique.

-
. .. , 5.1, .
Extraire la racine carrée de 43 + — i - prés. Raison-
II 7

nement.
Algebre.

On coupe un coéne par un plan paralléle i la base et
Pon considére le cylindre droit ayant méme base’que le
cone, et sa base supéricure sur le plan sécant. Eiwudier
la variation de la somme de la surface latérale du cylin-
dre et de la surface latérale du cone supérieur.

Trigonométrie.

Résoudre un triangle connaissant les trois cotés.

Géomeétrie descriptive. .

On donne un plan formant un angle de 39° avec lc
-plan horizontal et dont la trace horizontale fait un angle
de 53° avec la ligne de terre. Trouver les projections
d’une pyramide réguliére dont la base est un hexagone
régulicr ayant son centre et le milieu d’'un des cotés sur
la trace du plan. Cet hexagone est situé dans le plan;
la hauteur dela pyramide est o™,13, le coté de I’'hexagone
a o™,03, et le sommet de la pyramide est dans le second
diédre. On cherchera la projection de la section par le
plan bissecteur du premier diédre.
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ECOLE FORESTIERE (CONCOURS DE 1881).

' Matheématiques.
1° Trouver la condition pour que deux équations du
sccond degré
axr?+br+c—=o, adx®+bx+c =o
aient au moins une¢ racine commune.
2° Résoudre I'équation

x b b? b b
— S == —
X A a a

3° Trouver lelicu des centres qui coupent orthogona-
lement deux cercles donnés. .

Trigonométrie et calcul logarithmique.

1° Calculer le coté AB d’un quadrilatére plan ABCD,

connaissant le coté opposé

CD.......... e 41375™,43,
ct les angles

ADC....ccveen. 110.35.35,35

BDC........... . 49.49.49,49

ACD.............. 36.36.36,36

BCD.............. 86.52.52,52

2° Aprés avoir trouvé 4° pour la hauteur angulaire
d’une tour, un observatcur s’avance de 1*™ vers la tour;
il trouve alors 5° pour la hauteur angulaire. Quelle est
la longueur du chemin qui lui reste a parcourir pour

arriver au pied de la tour?
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ECOLE POLYTECHNIQUE (CONCOURS D 1881) ().

Composition de Mathématiques.

Oun donne une asymptote d’une hyperbole ct un poiﬁh
P de la courbe. Sachant que I'un des foyers décrit la
perpendiculaire menée du point P sur 'asymptote consi-
dérée, on demande le licu du point M d’intersection de
la seconde asymptote avee la directrice correspondant au
foyer donné.

Composition de Géométrie descriptive.

Un tétraédre régulier SABC a trois sommets A, B, C,
situés a o™,08 au-dessus du plan horizontal de projec-
tion; le premier A se trouve d’aillcurs a o™,03 ct les
deux autres B, C a4 o™,15 en avant du plan vertical.

On considére 'hyperboloide H qu’engendrerait cn
tournant autour de AB la droite qui passe par les milieux
des co6tés SA, BC ct celui qui résulterait de la révolution
de la méme droite autour de AC : déterminer les contours
apparents de H par rapport aux plans de projection,
ainsi que U'intersection des deux surfaces. On supposera
que H est opaque et que I'autre hyperboloide a é1é
enlevé, aprés avoir marqué sa trace sur H.

La ligne de terre joindra les milieux des grands cotés
du cadre de V'épure : on placera les projections de A en
ligne droite avec les milieux des deux autres cotés.

(*) Questions données a quelques ¢léves qui n’ont pu concourir
que plus tard.
Ann. de Matheémat., 3¢ série, t. 1. (Mars 1882.) 9
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CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE CENTRALE EN 1881

(PREMIERE SESSION ).

Géométrie analytique.
Soit

(1) a*y? + 0t = @ b?

I’équation d’une ellipse rapportée a son centre O et a
ses axes; soient a et 3 les coordonnées d’un point P situé
dans le plan de cette ellipse.

1° Démontrer que les pieds des normales menées a
cette cllipse par le point P sont situés sur I'hyperbole
représentée par I'équation

(2) Ary -+ -—atzy =o,

dans laquelle ¢ = a* — b2,

2° On considére toutes les coniques qui passent par
les points communs aux courbes (1) et (2); dans chacune
d’elles, on méne le diamétre conjugué ala direction OP,
ct on projette le point O sur ce diamétre : trouver le
licu de cette projection.

3° Par les points communs aux courbes (1) et (2), on
peut faire passer deux paraboles : trouver le lieu du
sommet de chacune d’elles, quand le point P se meut
sur une droite de coefficient angulaire donné m, menée
par le point O.

. a’
On cxaminera en particulier le cas ou m = et le
at

cas ou m == — 5
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Trigonometrie.

On donune dans un triangle

Calculer A, B, c . S.

Physique et Chimic.

L. Un cylindre de verre CC' communique, par sa partie
inféricure, avee un tube en fer ff7, ouvert a son extré-
mité supérieure. Les rayons du tube en fer et du cylindre
sont dans le rapport de 1 a 5.

On introduit dans le cylindre une certaine quantité
de mercure qui s’éléve au méme niveau dans le tube de
fer; les deux surfaces libres du mercure se trouvent alors
sur le méme plan horizontal AB.

On fait ensuite communiquer la partic supéricure du
cylindre avec une masse d'eau contenue dans un vase
métallique R; cette communication est établic au moyen
d’un tube de plomb assez large pour que l'air qui se
trouve au-dessus du mercure puisse se dégager. On
comprime de air dans le récipient R, jusqu’a ce que
la pression exercée a la surface de Peau, dont le niveau
peut éwre considéré comme constant, soit de 8 atmo-
sphéres.

La hauteur de la colonne d’eau, %, comptée a partir
de AB, était de 1™,68; quelle est, aprés U'expérience, la
diflérence de niveau des surfaces du mercure dans
Pappareil?

On prendra, pour densité da mercure, le nombre

13,0.
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II. Préparation ct propriétés chimiques de 'ammo-
niaque.
Détermination de la densité théorique du gaz ammo-
niac, connaissant les densités de I'hydrogéne ct de
Pazote.

Densité de 'hyvdrogéne . ......... ... .. 0,0692
Ta., -
» delbazote ......... ... ... ... 0,972

Lipure.

On proposc de construire les projections des lignes
d’intersection d'un hémisphére et des faces d'un cube
avee un hyperboloide de révolution a une nappe.

Le cube (abde, a't/d'¢'), dont le coté a o™,200 de
longucur, dont la face inférieure et la face postérieure
sont respectivement situées dans les deux plans de
projection, contient entiérement I'hémisphere (4, /');
cet hémisphére a pour base le cercle (£, ') inscrit dans
la face antérieure du cube.

L’hyperboloide a son axe (z,z') vertical, a 0™,135 du
plan vertical de projection et a égale distance des faces
de profil du cube; la cote du centre (0, o) de cette surface
est de o™,132; les rayons de son collier (¢, ) et de sa
trace horizontale (6,%) ont respectivement o™,035 et
o™, 100 de longueur.

Dans la misc a I'encre, on supposera que le cube
existe seul, qu’il est solide, et qu’on a enlevé la partie
de ce corps comprise dans 'hémisphére et dans 'hyper-
boloide. On indiquera, al’encre rouge, les constructions
nécessaires pour obtenir un point quelconque de chacune
des lignes d’intersection et les tangentes en ces points.
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COMPOSITIONS DONNEES AUX EXAMENS DE LICENCE DANS
LES DIFFERENTES FACULTES BE FRANCE, EN 1880
[svrre (*)].

SESSION DE JUILLET.
Lyon.

Composition d’Analyse. — Déterminer en coordon-
nées curvilignes (u, ¢) le rayon de courbure d’une
section normale & une surface.

Faire voir que ce rayon passe par un maximum et

- . . du
un minimum, quand on fait varier le rapport o
v

Composition de Mécanique. — Mouvement d'un
point matériel soustrait a I'action de toute force exté-
rieure et assujetti seulement & se mouvoir sur un ellip-
soide donné.

Epreuve pratique. — Le 15 juillet 1880, & midi
moyen de Paris, la planéle Mars a pour coordonnées
héliocentriques :

Longitude héliocentrique ................. 167°5'26",3
Latitude............oooooiiiiiiininn oL 1°37'37",8
Logarithme du rayon vecteur............. 0,2204213

Auméme instantlalongitude duSoleilest 115°12'¢’,2.
On alongitude durayon vecteur de la Terre=0,0069929.
Déterminer la longitude et la latitude géocentriques
de la planéte a I'instant considéré.

Montpellier.

Composition d’Analyse. — Intégration de 1'équa-

(') Nouvelles Annales, 3° série, t. 1, p. 87,
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tion différentielle linéaire d’ordre n a coefficients con-
stants : 1° lorsqu’elle est privée de second membre;
2¢lorsqu’elle posséde un second membre fonction de z.

Composition de Mécanique. — Mouvement d’un
point matériel pesant assujetti a se trouver constam-
ment dans un plan qui tourne uniformément autour
d’un axe vertical situé dans ce plan. Le mobile
éprouve en outre la résistance d’'un milieu supposée pro-
portionnelle a la vitesse.

Epreuve pratique. — Les hauteurs apparentes de
deux étoiles sont respectivement égales a 48°0'49" et
70°34'g". Leur distance apparente est 58°8'48" :

1° Calculer les éléments nécessaires pour déterminer
la distance vraie de ces étoiles ;

2° Former avec ces ¢léments le tableau des calculs
a effectuer pour arriver a son expression numérique.

Nancy.

Composition d’Analyse. — 1" Intégrer I'équation
aux différentielles partielles
£ Jo Jo Jo

gy O — sy %8 RSN 2
;(—)?—f—(l—-—))ﬁ:—}—((l ,}g)():—;—(b ‘)u)()u —o.

N @™
2° Trouver la valeur de l'intégrale définie f e dr

o

ct en conclure les valeurs des intégrales

[ e~*zxdr, [ e=2" cosazrdr, [ cos(z?)dx.
0 A 0
Composition de Mécanique. — 1° En un point O de
la surface de la Terre, situé & la latitude A, on considére
un plan poli P, supposé vertical et perpendiculaire au
plan méridien. Un mobile pesant assujetti a demeurer
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dans le plan P est lancé du point O avec une vitesse
initiale donnée.

Etudier le mouvement du mobile dans le plan P,
en tenanl compte de la rotation de la Terre. Calculer
la réaction du plan.

2° Un corps solide dont deux points sont fixes est en
équilibre sous l'action de forces données. Rechercher
les pressions supportées par les deux points fixes.

3 L]
Epreuve pratique. — Résolution d’un triangle sphé-
rique.

Poitiers.

Composition d’Analyse. — Trouver les courbes
telles que, si par le point N ot une normale quelconque
MN rencontre I'axe O on méne une paralléle a la tan-
gente en M, cette droite passe par un point A donné
sur I'axe O)-.

Trouver les trajectoires orthogonales de ces courbes.

Composition de Mécanique. — Un point matériel,
non pesant, est lancé avec une vitesse ¢y, parallélement
.4 une droite fixe vers laquelle il est attiré avec une
force proportionnelle ala distance et dont la valeur est
4 I'unité de distance; il éprouve en outre, de la part du
milieu dans lequel il se meut, une résistance propor-
tionnelle 4 sa vitesse et dont la valeur est 24 pour une
vitesse égale & 'unité.
Etudier les divers cas que peut présenter le mouve-
ment de ce point suivant les grandeurs relatives de Vi

et de k.

Epreuve pratigue. — Quels seront, le 18 juillet
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1880, 'azimut et la distance zénithale d’Arcturus, ’heure
sidérale étant 18",

Latitude de Poitiers................. 46°34'55"
Ascension droite d’Arcturus......... 14"10™13% 97
Déclinaison boréale................. 19°48'21",7
Toulouse.
Composition d’Analyse. — 1* On considére la sur-

face représentée en coordonnées rectangulaires par
I'équation
2

=a)?,

S

a étant une constante. Trouver ses lignes asympto-
tiques.
2 Intégrer I'équation diférentielle linéaire
dby LAy

> a’ - aty==cosa.cr,

- ~,JA' + < >
dat dr?

ol a est une constante.

Composition de Mécanique. — Soit un fil /, inex-
tensible ct sans poids, aux extrémités duquel sont atta-
chées deux petites masses pesantes m, m'; 'une d’elles m/
glisse sur un plan horizontal fixe PQ, tellement placé
que le til @ABb s’enroule sur un cylindre droit par un
quart de cercle AB, ce cylindre tournant autour d'un
axe horizontal passant par le centre O de la circon-
férence AB. On demande la loi du mouvement de cha-
cune des masses m, m’ et du cylindre, ainsi que les
tensions des brins de fil « A, Bo.

On ticndra compte du frottement de glissement de
la masse ' sur le plan PQ et de la résistance de lair,
résistance que P'on supposera proportionnelle au carré
de la vitesse angulaire de rotation du cyvlindre.
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Epreuve pratique. — Résoudre un triangle sphé-
rique géodésique, connaissant deux cotés b, ¢ et P'angle
compris A.

Rennes.

Composition d’Analyse. — 1° Trouver une courbe
telle que I'angle MOT sous lequel on voit d’un point
donné O la portion MT de tangente a cette courbe
comprise entre le point de contact M et une droite fixe
DD’ soit constant.

2° G étant le point de rencontre du rayon vecteur
OM avec la droite CC/ paralléle DD’ et menée & égale
distance du point O et de cette droite, trouver le lieu
géoméirique du point P conjugué harmonique du point
C par rapport aux deux points O et M, et conclure de
I une maniére simple de déduire les points de la courbe
en question d'une courbure connue, ainsi que la con-
struction de la tangente.

Examiner spécialement le cas ou I'angle MOT est
égal & go".

Composition de Mécanique. — Définir le mouve-
ment tautochrone. Un point sollicité par une force qui
ne dépend que de la position ayant un mouvement rec-
tiligne tautochrone, donner I'expression de cette force.

Expression de la composante tangentielle dans le
moavement tautochrone curviligne. Détermination de
la courbe tautochrone dans le cas d’un point pesant, et
étude de ce mouvement.

Epreuve pratique. — Lpure : intersection d’un pa-
raboloide de révolution et d’un plan.

CGlermont.

Composition d’Analyse. — Donner une méthode
pour avoir les courbes dans lesquelles le rayon dc cour-
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bure ¢ est une fonction donnée de I'angle o que la tan-
gente a la courbe fait avec une direction fixe

p=s(2).

. . a
Q)= oA AL)— ——-

Application aux cas ou f(2) = a cosa, f (=) vyl
Composition de Mécanique. — Théorie du mouve-

ment d’un corps solide autour d’un axe fixe. Cas ou le
corps se réduit a trois points de masses m, m', m’,
situés sur une méme perpendiculaire a cet axe.

Epreuve pratique. — En un lieu de la Terre, on
observe I'azimut a d’une étoile a son lever et sa hauteur
méridienne /. On demande la latitude du lieu et la
déclinaison de I’étoile.

Dijon.
Composition d’Analyse. — Exposer une méthode
permettant de déduire l'intégrale générale d’une équa-
tion différentielle linéaire d’ordre quelconque de celle

de la méme équation privée de son second membre.
Appliquer cette méthode a l'intégration de I'équation

d*u Gdu._*_(u’g:r“-—\—f)ac—\—?.
dx? dz "9 ax’
Composition de Mécanique. — Solent trois axes

coordonnés rectangulaires Oz, Oy, Oz, Paxe des s
étant vertical et dirigé vers le haut; on considére un
paraboloide de révolution ayant pour équation

2?2+ 32
2a

Un point matéricl pesant mobile sur la surface est
repoussé par 'axe Os proportionnellement 4 la distance.
Etudier le mouvement du point, sachant que les coor-
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données initiales du mobile sont

a
Ty=a, Jo=0, Sp= ;,

ct les projections de la vitesse initiale
(¥z)o=o0, (¢y)o=2b, (v:)p=o0, b>o.

Former I'équation différentielle de la projection de la
trajectoire sur le plan des zy, et discuter cette courbe
dans les cas ol elle a des branches infinies.

Epreuve pratique. — L’excentricité d'une planéte
étant supposée égale a 1, calculer 'anomalie vraie et
I'anomalie moyenne correspondant & une anomalie ex-

centrique égale &
3o°19'24",54.

SESSION DE NOVEMBRE.

Marseille.

Composition d’Analyse. — 1° Recherche des lignes
asymptotiques et des lignes de courbure de la surface

s=mxy.

2° Angles sous lesquels les premiéres lignes sont cou-
pées par les secondes.

3¢ Courbes suivant lesquelles ces deux sortes de lignes
se projettent sur le plan des x).

Composition de Mécanique. — Un point M non
pesant est mobile dans un canal circulaire poli; ce
point est sollicité par une force perpendiculaire & un
diametre fixe AB de ce cercle et proportionnelle a la
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distance du point M & ce diamétre. Trouver le mouve-
ment du point M.

Epreuve pratique. — Résolution d'un triangle sphé-
rique, connaissant les trois cotés.

Besangon.

Composition d’ Analyse. — On demande de calculer
la surface détachée sur une des nappes d’un cone de ré-
volution par un plan sécant donné.

Composition de Mécanique. — Mouvement d’un
pendule dans un milieu résistant, en supposant la résis-
tance proportionnelle i la vitesse. Cas des petites oscil-

lations.
Wpreuve pratique. — Lpure de Géométrie descrip-
tive. (A suivre.)

QUESTIONS.

138%. D'un point pris sur une hyperbole équilatére
on méne des paralleles aux asymptotes de cette courbe.
Démontrer que les cotés d’un triangle quelconque inscrit
dans I'hyperbole déterminent sur ces droites des seg-
ments proportionnels. (ManNvEIM.)

1385. On donne sur un plan une ellipse de centre o
ct un point fixe. De ce point, on méne une transversale
qui rencontre Uellipse au point p. Le diamétre conjugué
de op coupe la transversale au point m.

" Pour quelles dircctions de la transversale le segment
pm est-il maximum ou minimum ? (MinNnuEIM.)
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1386. Soient A, B,C et D quatre points pris arbitraire-
ment sur un cercle ayani pour centre le point O. Consi-
dérons T'hyperbole équilatére passant par ces quatre
points, et de son centre w abaissons une perpendiculaire
wP sur un coté quelconque AB du quadrilatére ABCD;
du centre O du cercle, abaissons une perpendiculaire OQ
sur le coté opposé CD. En désignant par V I'angle que
font les cotés AB et CD, démontrer la relation

,wl =00 cos V.

(LAcuErrE.)

1387. Soient deux cercles fixes C et C' tangents aux
droites D et IV ; on considére un cercle variable K qui
touche C et ¢/ ¢t on lui méne des tangentes paralléles
aDetD : trouver le licu de leur point de rencontre.

(Lacuerze.)

1388. L’équation f'(x )= o a toutes ses racines réelles ;
soient a ct 6 deux racines consécutives de cette équation.
La dérivée f'(x) s'annule pour une valeur » comprise
entre a ct 6; démontrer que w est comprise entre

a-+(n—1)6 (n—1)2+6
et ——
n n

n désignant le degré de I’équation. (Lacurrre.)

1389. L’équation de degré n, f(x) = o, a toutes ses
racines réclles; I'équation f2(x)~+ A*f"?(x)==o0, ou
k désigne un nombre positif, a toutes ses racines imagi-
naires. Démontrer que, dans chacune de ces racines, le
coefficient de ¢ est inféricur a krn; on suppose n 3 2.

(LAcuERkE.)

1390. Considérons 1'équation f(x)= o qui a toutes
ses racines réelles; & désignant un nombre réel arbi-
traire, supposons que l'équation f(x)+k=o0 ait m



( 14a )
racines imaginaires : démontrer que I'équation
SHx)—[f(x)f"(x)—hf'(x)=0

a m racines réelles, toutes les autres étant imaginaires.
(LacuEreE.)

1391. Soit & la courbe enveloppée par une droite de
longueur constante dont les extrémités s’appuient sur
deux droites fixes. Démontrer que toute courbe paral-
léle a & peut éige engendrée de la méme fagon.

(LAcuERKE.)

1392. Si I’équation '

a+bxr+cxP+...+ka"=o

a toutes scs racines réelles, démontrer que, w étant une
quantité réelle quclconque plus petite que Tunité,
I’équation

a+ bor 4+ cwat+.. + o =o

a également ses racines réelles. (Lacueree.)

1393. Soit le polyndéme
ay + X + aAgx* + ...+ a,x";
supposons qu’cn ajoutant a ce polyndome un certain
nombre de termes de degré supérieur a r, on puisse ob-
tenir un autre polynome f{x), tel que I’équation f{x)=o
ait toutes ses racines réclles : démontrer que I'équation

a, ax a,x?
; -+ 5 -+ ; —+-
1.2.3...n  1.2.3...(n—1) 1.2.3...(n—2)
=2 .
 Ap—a & Ap X + @,z =o
1.2 1
a toutes ses racines réelles. (LacuEerrE.)

1394. f(x) désignant un polyndéme quelconque a
coefficients réels, on peut toujours déterminer un nombre
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positif w, tel que le développement de e** f(a), suivant
les puissances croissantes de x, présente précisément
autaut de variations que I’équation f(x)=o0 ade ra-
cines positives. (Lacuerge.)

1395. Par un point quelconque M d’une hyperbole,
on méne des droites paralléles aux asymptotes; par un
autre point M’ pris arbitrairement sur I'hyperbole, on
mene deux cercles, tangents aux hsymptotes ct ayant
leurs centres sur ’axe transverse de la courbe : démon-
trer que ces deux droites et ces deux cercles sont tan-
gents 4 un méme cercle. (LAcuERRE.)

AVIS AUX CANDIDATS A L’ECOLE POLYTECHNIQUE.

Le nouveau programme d’admission a 'Ecole poly-
technique n’ayant pu étre inséré au Journal Officiel
que le 17 janvier 1882, d’aprés I'avis du Conseil de per-
fectionnement de 'Ecole, et avec I’autorisation du Mi-
nistre de la Guerre, des instructions seront données a
I’Examinateur d’admission pour la Physique et la Chi-
mie, afin qu’il n’interroge pas les candidats sur les ma-
ticres du programme de Physique comprises sous les
titres suivants :

Electricité statique, magnétisme, électricité dyna-
mique, électrodynamique, induction électrodynamique.

Cctle note ne concerne que les examens d’admission
qui auront lieu en 1882.
Le Directeur des Etudes.



L'ASTRONOMIE.

M. Camille FrammarioN vient d’avoir I'heureuse idée de
créer, a la librairie GAuTHIER-VILLARS, une Revue mensuelle
d’Astronomie et de Physique, destinée a tenir tous les amis de
Ia Science au courant des découvertes et des progrés réalisés
dans la connaissance de I'Univers. M. Flammarion est aidé dans
cette ceuvre par les principaux astronomes du monde.

Le premier Numéro vient de paraitre (chez tous les libraires).
Il sera envoyé en spécimen a toute personne qui en fera la de-
mande a I'éditeur, quai des Augustins, 55, Paris.

Sommeaire.

A nos Lecteurs : Notre Programme. — L’Observatoire de -Paris
(» figures, représentant I'Observatoire en 1672 et en 1882). — Les
Comeétes (1 figure: marche de la derni¢re grande Comdéte dans
I'espace).—Paysages lunaires (1 figure).— Academie des Sciences
(Communications relatives & I'Astronomic et a la Physique géné-
rale: L’abaisscment de lamer d Antibes). — Nowyelles de la Science.
.— Varietes : Le prochain passage de Vénus. Chute d'un urano-
lithe. Découverte de nouvelles planctes. Comdctes visibles a Peeil
nu. — Le Ciel en mars 1882: Observations inléressantes a faire
(5 figures).

Le journal L’AstrONoMIE paraitra le 1 de chaque mois, par
fascicule de jo pages (abonnement : 12 {r. par an), et donnera
ainsi régulicrement le tableau vivant des conquétes de la
Science.

ERRATA

(voir 2° série, t. XX).

Page 388, ligne 5 en remontant, au liew de sous des angles dont le
produit cst constant, lises sous des angles dont les sinus ont un pro-
duit constant.

Page 435, lignes 7 et 8, au liew de aux génératrices, lises aux
focales.

Page 522, équation (3), aw liew de o, 3%, y% lises(a*— Bycos A)
(#2—vyacosB), (y*— ap cosC).

Cette erreur a ¢té signalée par M. Lez.
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STABILITE DE I’EQUILIBRE D’UN POINT MATERIEL ATTIRE OU
REPOUSSE PAR UN NOMBRE QUELCONQUE DE POINTS MATE-
RIELS FIXES PROPORTIONNELLEMENT AUX MASSES ET A
.UNE PUISSANCE DE LA DISTANCE;

Par M. A. LEGOUSX,

Professeur a la Faculté des Sciences de Grenoble.

. Dans ce qui va suivre, nous traiterons seulement le
cas de I'attraction. Celui de la répulsion se traiterait de
la méme maniére; il suffirait de changer les signes des
masses des points fixes.

Désignons par m,, my, m,, ... les masses des points
attirants Ay, Ay, Ay, o5 PAT Xy, Yuy B4y Loy Yoy B2y v s
les coordonnées de ces points; par x, y, z celles du point
attiré M; par uy, us, uy, ... les distances respectives du
point M aux points Ay, A,,. . ., et supposons que I'attrac-

m
tion du point A, soit rcpresentee par ,H'_l > celle de A,
l

P
Pa ————g s e ee
n+\
ul

Si X, Y, Z désignent les composantes de I’attraction
totale suivant trois axes rectangulaires quelconques,

on a
1)1,(1'1—1)
\ 2 n+2
m.(w,-—ﬂ
u+2
7 _2”11(‘I_—3)
b= Y~
uy

= (ry— )+ (yy—y)+(5—35) ...
Ann, de Mathémat., 3¢ séric, t. 1. (Avril 1882.) 10
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dans la position d’équilibre, on aura

m,(r,—.r)
E — — =0
n+2 .
uy

my(yy— )
-

my(s;— 3) —0 .
niz —
2: )

On peut prendre pour origine des coordonnées la
position d’équilibre du point M, et si l'on désigne
pard.d,, ... ce que deviennent alors les uy,us. ...,
on aura

= 0.

! my.ur,
2 dE T
mgy,
(1) {,H_, — 0,

' y mys o
\ (l/ll+"’
Ceci posé, appelons ¢ la fonction des forces définie
par I'équation

s :Y m[(ry—2)dr + (vi— ) dy + (5, —35)dz]

Hn+2
m, du,
—_ n+| )

!
d’on

1 m,
(2) o= - —
: nouw

Dans la position d’¢équilibre, on sait que ¢ = constante.
Stabilité ou instabilité de I’équilibre du point mate-
riel. — On écartera trés peu le point M de sa position
d’équilibre, c’est-a-dire de l'origine des coordonnées.
On considérera les coordonnées du point comme des
(uantités trés petites et 'on négligera dans le dévelop-
pement les secondes puissances de ces quantités.
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Les équations du mouvement seront, dans le cas
général,

d*x _ do
m—ps =
Y ds
n 7 = (—15‘/’
*z  do
MaE T ds

.

Développons le second membre d’aprés la séric de
de

Taylor, et remarquons que, pour x =y =z =0, >

‘dzx
do  do
—*, —* sont nuls; on aura
dy’ ds

s [ d*o ) >
" —<ﬂl o

D’ailleurs, on trouve pour les dérivées secondes de o

d*o E[ my (n—;—fﬂm,(.r,——.r)?'

n+2 n+th
uy uy

Ao my (n+9.\m.(v,—y\2
d)"2 ul:w— lt"H—' ) ’
d*o my (/z+2)m,(:,~a:)"
ds> u'{*’ urh 1K

o (,l+2)2177,(r,—r)(1,—v)

n+l

_ my (v, —V)(~1——z3
dy_a' (n—i—z)E s

ml(,.,mg)(r,— r)
i -(rz+9)2
f[ d II+¢

[}
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On remarque d’abord que

e 4+ d*e (I- 5 = ) my

—_— =t n—i .

dua? dy* d' u';”

En particulier, si =1 ct si aucun des u, n’est égal
ao,ona

2
2 4

-G

Ao d?s
drt o dyvr o d3F

o~ o~

c'est le théoréme de Laplace dans le cas de I'attraction
newtonicenne.
Pour simplifier I'écriture, nous représenterons par a,
b, ¢, f, g, h les valeurs des dérivées secondes de ¢
lorsque x =0, y =0, z=o,

m,J1 my ny 3
a= (n-2) = — ¥ iz S =(n+2)Y ———)
‘ 2 . +
2 : di 2 :dl ditt
. 2: m,y? my o S‘ my s
/)—._(II-)—?,) TI:;—;—“‘“ 17*,27 ;'sf_(/l—f—'fl) W)
~2 ,
mysi m, . nmyry vy
¢ =(n—+2) —d’l‘*"- —_ E Zl":”’ h=(n—+2) —*_d'l’*" .

D’aprés cela, les équations du mouvement peuvent s’¢é-

crire
s —=ax—+hy+ g3,
, ' d*y
(3) ‘m g,'?:"'r+b~"+f~"’
d2s
m—m =gz -+ fy +cs.

On intégre sans peine ces équations linéaires simul-
tanées en posant x = Ae™, y==Be™, z=Ce™; on a
trois équations linéaires ct homogeénes en A, B, C; ces

. . . . . .. CB
trois equauons déterminent les trois quauutes K; X’ r.



(149)
I’équation qui donne 7 est la suivante

2 .
mr:—a — I — g
. 2 . —
h mr b ya =o,
— & —f mr:—c |

ou, en développant,

(mr*)*—(a + b+c)(mr?)?
(4 “+ (ab+ be + ca — fr— g2 — h¥)mr?
—abc +af*+ bg*+ch®—afgh =o.

On sait que cette équation, qui a une forme identique
avec celle qui se présente en Géométrie analytique dansla
recherche des plans principaux des surfaces du second
ordre, a toutes ses racines réelles. Or, pour que I'équi-
libre soit stable, il faut que x, y, z s’expriment par des
sinus et des cosinus, c¢’est-a-dire que I'équation précé-
dente ne fournisse que des valeurs imaginaires pour r;
il faut donc que I’équation du troisiéme degré en mr? ait
toutes ses racines négatives et inégales. D’apreés le théo-
réme de Descartes, il faut et il ‘suffit que cette équation
n’ait que des permanences.

Donc les conditions nécessaires et suffisantes pour la
stabilité de I’équilibre sont exprimées par les inégalités
suivantes :

(3) a+b+c<o,
(6) ab + ac + bc— f*— g*— h*>o,
(7) —abc — a2 fgh + af*+ bg?+ ch*>o.

En substituant a a, b, ¢ leurs valeurs, on trouve que
la premiére peut s’écrire

. m
> bis n—i — <o,
(5 bis) (r =)y

ce qui entraine n < 1.
La transformation des deux derniéres inégalités exige
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des calculs un peu longs, mais qui se présentent sous

une forme parfaitement symétrique, et, d’ailleurs, les
résultats sont fort simples.

On voit sans peine quel’'on a, en posant D =

. 72 125 (1 33— 155 )2
P he — — 177, (V' 32— V5 5y
./ C Z (dl le)”—r +

m .
+ DEJL—%[(H +1) (¥ -+ 31— x?],
1

2 e — — mym,y (2,2, — 5,0,)2
(dl ([2 )/t+5 )

nmy :
DY I e (s — L

I ab— — 7 i, (v, — 2y vy )?
((Il ([2)n+$

WL R R
DY G ) (o) = 53l

En ajoutant membre & membre, on voit que I'inégalité (6)
devient

myn, y L .
E (;"‘(;‘;)73 (O3 — 12507+ (512 — 520)°
= (ry Veo— 3y )] — (20 +1)D*> 0.

On voit que cette inégalité sera satisfaite si 272+ 1< 0

ouns—45
Cette inégalité (6) peut, d’ailleurs, s’écrire sous ia

forme beaucoup plus simple .

(6 bis) . E————-—m"zl(’ls(li" ,(,ffd ) (2n+1)D*>o0,
(d,d;) désignant I'angle des deux directions OA, et OA,
qui joignent P'origine aux points A, et A,.

La transformation de la troisi¢éme inégalité est un peu
plus longue; mais, si 'on ordonne le premier membre
rclativement aux puissances décroissantes de 7 4 2, on
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y

trouve qu’elle se réduit 4

-
~
@

_mym,ing ‘ RATENETEN
. ! n—+ 2 \ ’ 1
(7 bis) - X Lildidyd) | 5 5 3y |

sin?
-+ (n—+2)? I)Vw —(n+2)D*+D¥> 0.
rd (a,a

Sous cette forme, on voit clairement que l'inégalité
sera satisfaite si I'on prend des valeurs de n telles que

n-2"o0.

On sait, d’ailleurs, que D’équilibre est stable pour
n=-—2ou pour n-+1=—1, car les forces attractives
sont proportionnelles aux distances et tout se passe dans
ce cas comme si ’on subslituait aux points A, A,, ...
le centre de gravité du systéme et comme si la masse de
tous les points y était concentrée.

On peut, en transformant encore l'inégalité précé-
dente, montrer qu’elle sera satisfaite toutes les fois
que 7+ 1 sera plus petit que zéro ou égal a zéro.

Xy Xy X3

Remarquons, d’abord, que | 1 > 3 | représente

I T

six fois le volume du tétraédre qui a pour sommets lori-
gine et les trois points A, As, Ay soit V ce volume;
remarquons, en outre, que d;d,d,sin (d,d,) représente
une quantité plus grande que 6'V; si I'on désigne par «
I'angle formé par I'aréte dy ou OAyavec le plan OA A,
formé par les arétes d, et dy, on aura

dyd,dysin (ddyy = .(_31

*ll}l
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d’apreés cela, I'inégalité (7) pourra s’écrire

) , 0 i mysin?(d, d,) s
(2 Y et — (n 0D

sin®a

s mymym; 62V2 -
=+ (n+ 2) E(—d{da’”{);‘:’ [ —6'Vi(n+2)[>o0,

ou enfin

! . I.Iiln.z sin?(d, d,) - 4
oo (n+2) E @idy)y (n+1)b
ster)

mym,ny. 36 V2 R . -
+(n+2)?Y ———————[cos?z—(n+1)s112}>>0.
. ( ) (dydydy) +rsinda [ ( _ ) !
Or, sous cette derniére forme, on voit hien clairement
que I'inégalité sera satisfaite pour des valeurs de 7 telles
que

n—41"o0.

/
seront toujours satisfaites toutes les fois que n<—1,

quels que soient les déplacements du point attiré autour
de sa position d’équilibre, c’est-a-dire que I'équilibre
sera stable d’'une maniére absolue. Si les trois inégalités
e sont pas satisfaites simultanément, I’équation du troi-
sieme degré en 7 aura au moins une racine positive;
Z,y 4z s’exprimeront par des exponentielles et I'équilibre
sera instable; c¢’est ce qui arriverait, par exemple, pour

n=r1, c'est-a-dire dans le cas de l'attraction newto-
nienne.

On conclut de [a que les trois indgalités (5), (6),(7)

On aurait pu traiter cette question d'une autre ma-
ni¢re. On sait, en eflet, que I'équilibre est stable si la
fonction o passe par un maximum, et que I'équilibre est
instable si ¢ passe par un minimum. Or, il est facile de
voir que P'on a, en négligeant les termes du troisiéme
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degré en x, ¥, z,

1 I ‘: [T S R
—_ = —|ll—-— - —_—
n n « 2
wp o dy 2 ik
”

n(n 4 2) (2t vt :snz] 2
-+ p ’
2 d}

d’ou

o=3 2\ qary by 52 V34203 2 h.ry
‘—E’ld'f Vi+cet+oafys+28se +2hry.

La question se trouve donc ramenée a celle-ci : trou-
ver les conditions pour que le polynéme homogéne du
second degré ax*—+ by~ ... soit constamment néga- -
tif. On est ainsi conduit aux trois inégalités (3), (6)
¢t (7) déja trouvées.

SUR LES SYSTEMES ARTICULES DE MM. PEAUCELLIER,
HART ET KEMPE;

Par M. V. LIGUINE,

Professcur a I'Université d’'Odessa.

1. Aupoint de vue de la Cinématique appliquée, pour
avoir une connaissance compléte d’un mécanisme donné,
on doit, aprés avoir considéré la nature des trajectoires
décrites par ses différents points, étudier encore les
relations qui ont lieu entre les vitesses de ces points.

Depuis la belle découverte de M. Peaucellier, le nom-
bre des mécanismes s’est accru de plusieurs appareils
servant A transformer un mouvement circulaire en un
mouvement rectiligne ou wice versa. Lorsqu’il s’agira
d’une application pratique de ces appareils, il seraimpor-
tant, pour pouvoir les comparer et en choisir le plus
convenable, de connaitre la loi du mouvement transformé
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et les rapports des vitesses des dilléremtes parties du
mécanisme. Récemment, M. d’Ocagne a déterminé
géométriquement les rapports des vitesses dans 'appareil
de M. Peaucellier (*). Je me propose, dans cette Note,
d’établir la relation entre les chemins parcourus dans le
mouvement donné et le mouvement transformé, ainsi
que les rapports des vitesses, pour les trois appareils de
MM. Peaucellier, Hart et Kempe, qui paraissent étre,
parmi tous les systémes articulés analogues, les plus
“importants au point de vue des applications.

Ces trois appareils sont représentés sur les fig. 1, 2
et 3 (2). Les tiges y sont indiquées par des traits conti-
nus; les deux points fixes sont toujours désignés par A
et O, le point déerivant la ligne droite par P et le point
qui se meut sur une circonférence passant par 'un des
points fixes, A, par P,.

2. Considérons d’abord le systéme de M. Peaucellier.
La droite décrite par le point P (fig. 1) est perpendicu-

Fig. 1
Mo
Ay
Y. P}\, ,I,. .
S IS\ U
oy =in
“,:'// 1 \\_ N
Ao k

laire a la ligne des centres; soit = le pied de cette per-
pendiculaire. Posons Az = a, Pz =, angle P,On = a.
Dans le triangle rectangle P A, I’angle P;AO est égal a

(') Voir ce Journal, 2¢ série, L. XX, p. 456.
a2 . . 1 . . . .
(*) Pour la description de ces appareils, voir mon Mémoire Sur,
les systémes de tiges articulées (Nouvelles Annales, »° série, t. XIV,
p. 220).
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2x >
=» car OP, = OA, et l'on trouve

| x
(1) s—=atang-

&

Clest la relation qui lie I'espace rectiligne parcouru
par le point P a I'angle décrit dans le méme temps par
la tige OP,.

Pour obtenir le rapport des vitesses dans ces deux
mouvements, il suffit de différenticr I'équation (1) rela-
tivement au temps ¢; on obtient

ds a  dx
dt Lo dt
208" -
2
N ds . .-
Or, = ot la vitesse ¢ du mouvement rectiligne du
¢

. . . . .
point P et 7 est la vitesse angulaire o de rotation de la
(

tige OP, autour de O3 donc

(=) _— ——_—

2C0s?

La rotation de OP, étant uniforme, la vitesse du point
P variera en raison inverse du carré du cosinus de I'angle

a€ .
~; la formule (2) montre que cette vitesse ne s’annule

Jamais.
Tirons Pm parallélement a P,O. Le triangle isoscéle
AmP donne :

I)

Am=
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ou bicn, puisque Ax = a = AP cos>,
2

a
Am— ———.
, %
2COS*—
2

Donc, eu égard a I'équation (2),

g Am,

w
construction trouvée par M. d’Ocagne. De plus, en
désignant respectivement par Q et Q' les vitesses angu-
laires de rotation des tiges AM et A’M autour du point A
et en prolongeant les droites MP, PM’ jusqu’a leurs
intersections k et A avec la ligne des centres AO, on a,
comme I’a démontré M. d’Ocagne,

¢ Y

- :A/&‘, ,:A/«".
Q Q
Donc
(3) v=w. Am=Q.Ak=0 AL

Telle est expression géométrique des relations entre
les vitesses v, ©, Q, Q' des divers mouvements a consi-
dérer dans le systéeme de M. Peaucellier,

3. Dans I'appareil de M. Hart (fig. 2) la droite Px
décrite par le point P est aussi perpendiculaire a la ligne
des centres AO. En posant

An=a, Pr=s, angleP;Om—=x,
le triangle rectangle A= P donne, comme précédemment,

eu égard a ce que OP, = OA,

€)) s == atang

VIR

b

le rapport de la vitesse v de P i la vitesse angulaire v
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de OP, est donc aussi

~ ¢ a
(3) —_— —_—
w A
2 cos?—
2

On voit que la loi du mouvement rectiligne ‘dans

P’appareil Hart et le rapport de vitesses établi par ce
systéme sont précisément les mémes que dans I’appareil
Peaucellier.

Outre les vitesses v et w, dans le mécanisme Hart, on
n’a a considérer que la vitesse angulaire Q de la tige MM’
autour du point A. Cherchons a construire graphique-
ment les rapports entre ces trois vitesses ¢, w et Q.

Le point M se déplace surla circonférence de rayon AM
et le point décrit la droite P=; par conséquent, le centre
instantané derotation relatif an dépl acementdelatige MN'
setrouve au point d’'intersection Z de AM prolongée avec
la perpendiculaire Pi a Px, et 'on a, en désignant par ¢/



(158)
la vitesse du point M,

v Pi

o T M

Or, v' = Q.AM; donc

¢ PiAM
o M/

Prolongcons PM et AO jusqu’a leur rencontre en k.
Les droites Ak, Pi étant paralléles, la similitude des
triangles MPZ, Mk A donne

P AL Pi.AM

= d’ou -— = AL

M AW M

donc

(6) A

-~
i~

Pour construire le rapport des vitesses ¢ et w, obser-
vons que les points P, et M’ décrivent respectivement les
circonférences derayons OP, et AM'; le centre instantané »
relatif au déplacement de latige M'N se trouve donc au
point h et Von a, en désignant la vitesse du point P, par
¢ et celle du point M par ¢,

¢ M

L v
Mais " = Q. AM, ¢ = ©».OP, ; donc

e AW M4 o MAOP,
w.0P, 7 Ph w P AN

Multiplions cette équation et I'équation (6) membre a
membre; il vient
. T MA.OP, Ak
w P hAM
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Tivons A7 parallélement a M'P,; on a

Mar _Pih

AM — P, 7’

¢ OP,. Ak
P D
Menons la droite P m paralléle aP,O et prolongeonsAr
Jusqu’a sa rencontre avec Pm en u.
Les triangles PA%, APu sont égaux, comme ayant un
coté AP commun et les angles PAL, kPA respectivement
égaux aux angles APu, PAu; donc Ak =Pu et

¢ OP,.Pu

o P, r

Les triangles semblables PAu, P,Ar donnent

et les triangles semblables PAm, P,AO

AP Pm
' AP, — OP,

)

d’on, eu égard a ce que Pm = Am,

Pu Am
P,/ or,’
donc
(7) S —Am

En réunissant les équations (6) et (7),on trouve pour
Pappareil Hart

(8) p=w.Am=0.Ak

4. Passons, enfin, au systéeme de M. Kempe, représenté
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parla fig. 3. La droite décrite par le point P cst toujours

Ay

-
A
-

perpendiculaire a la ligne des centres AO, mais clle
passe maintenant par le point fixe A. Posons

AN =P N=P,0=A0 =1,
AN=PN=P,N=/, AP =y,
angle AOP, —=«, angle ANP, —

Le triangle isosc¢le ANP donne

. B—
s =2l sin !

.8 2 . a
=2l sml—cos——cosEmn— .
2 2 2 2

D’autre part, on trouve, en considérant les trlanglcs

rectangles ACN, ACO,
AC = I, sinf — Isin®,
2 2

. B [ . = 8 r o a
Sll] = —Slll—r COS— — 1 ———251[1‘—'
A 2 2 I

B

En portantces valeursde sin 5

d’ou

et cosg dans I'expression

de s, on obtient, aprés quelques réductions, la relation
cherchée entre s et o pour I'appareil Kempe,

a
(9) s={lsinz— 2, sm—\/ ———81112—'
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Pour avoir le rapport de la vitesse du point P a la
vitesse angulaire v de la tige OP,, mettons I'équation (g )
sous la forme

. .o ? . a
Isiny — s =2/ sin— 1— =sin® -,
2 3 2
et élevons les deux membres au carré; il vient
2 6in® i 2 A2 ein?y LRt
I sin?a — 20s.sinx + s* = 4} sin ;~—4l sin*=.
2

Différentions cette équation par rapport au temps /;
nous aurons

ds , .
m(lsmz-—s)

da . . . . L0
=3 lzsm:zcosz—-lscosz—l';’sma—i—zlzsmasmz; N
bi uisque ds v dx
ien 1 =y, =W
ou bien, puIsque ? dt ’
. . .
lcosz(lsina —s) +sina (2% sin?= — [2)
2
— = < 5
w {sina — s

ou enfin, eu égard a 'équation (g),

? .«
1 — —<sin?—
h 2

Occupons-nous maintenant de P'expression géomé-
wrique des rapports entre les vitesses v, w et la vitesse
angulaire Q de la tige AN autour du point A; ces trois
vitesses sont les seules qu’il y ait lieu de considérer dans
Pappareil Kempe, la vitesse angulaire de la tige AN
autour du point A étant évidemment égale i celle de OP,
autour de O.

Le point P décrivant la droite AP et le point N la

Ann de Mathémat., 3¢ série, t. 1. (Avril 1882.) 11

¢ 2
(10) —:lcosz—i—llcos;
(O] Z
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circonférence de rayon AN, le centre instantané relatif
au déplacement de la tige PN se trouve au point d’in-
tersection ide la perpendiculaire P a AP avec laligne AN
prolongée. Donc, en désignant la vitesse du point N pary/,

% P

- =5
A\
ou, comme ¢ = Q. AN,

¢ PiAN

e N/

Mais, sil'on prolonge PN jusqu’alarencontrede k avec
AO, on obtient deux triangles isoscéles égaux PN,
ANk, dans lesquels AN = Ni, Pi = A#k; il vient donc

8]

(u). sz:AI:.

. 3 o .
Il nous reste a construire le rapport = A cet eflet,

considérons le déplacement de la tige NP, ; ses deux
extrémités sc mecuvent sur les deux circonférences de
rayons AN et OP,; le centre instantané du déplacement
considéré se trouve donc au point /2 et 'on a, en désignant
par ¢’ la vitesse du point P,,

o _ Nk
& = Pk

Or ¢ =Q.AN, V" = w.0P,; D'égalité précédente de-
vient
2. AN N2 @ NA.OP,
O}

w.0P, P,k ~ P, h.AN’

Multiplions cette équation et I'équation (11) membre
a membre; on trouve '

¢ _NA.OP..Ak
w  P,h.AN
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Tirons Ar parallélement a NP, ; cette droite coupera
le prolongement de OP, en un point r et 'on aura

NZ AN

P~ Pir
Donc

v OP.Ak

w P

Sur le prolongement de N'A, portons AA, = AN'; la
droite P,N prolongée rencontrera N'A, en u; joignons uk
ct menons la droite A, m paralléle & uk; ona

AA,  Am
Au — AL’
ou, comme AA, =0P,, Au=P,r,
OP, Am ... OP AL
_P—]—,: p m:, d’ou P, = _Am,
ct il vient ’
(12) L —Am.
w

On a donc, d’aprés les équations (11) et (12), pour
Pappareil Kempe, les relations

(13) v—=w.Am=20.Ak.

NOTE SUR LES PARABOLOIDES DU SECOND ORDRE
OSCULATEURS AUX SURFAGES;
Par M. A. PICART.

1. L’équation d’une surface peut toujours se mettre
sous la forme

L—z=pX—2)+q(Y—y)
+£§[r(x._x)’ +2(X—2) (Y—y) + t(Y— y)?]

(1)
2 +I';.?)[u(X—x)3+30(X—x)‘~’(Y~—'y)

+3u(X—2) (Y =)+ w(Y—y)3] +.. .
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X, Y, Z désignant les coordonnées variables, x, y, z les
coordonnées d'un point particulier de la surface, p, ¢,
ry Sy ty uy ¢, wy w, ... les valeurs des coefficients diffé-
rentiels de divers ordres relatives  ce point.

2.” Sil'on borne le développement (1) aux termes du
premieridegré, on a I’équation du plan tangent au point
(x,y 5, 2)5 si on le limite aux termes du second degré, on
a l’équation d'un paraboloide osculateur du second
ordre; aux termes du troisiéme degré, on a un parabo-
loide osculateur du troisiéme ordre, et ainsi de suite.

.

3. L’intersection de deux plans tangents infiniment
voisins etlaligne qui joint leurs points de contact(x, y, z)
et (x + dx,y + dy, z + dz) sont les directions de deux
diamétres conjugués d’'une courbe du second degré située
dans le plan tangent au point (x, y,z) et ayant pour
projection sur le plan des xy

(2) r(X—a)*+25s(X — ) (Y —2) +£(Y —y)*=const.;

c’est l'indicatrice de Dupin.

En eflet, on obtient I'équation de la projection sur le
plan des xy de lintersection des plans tangents aux
deux pointsinfiniment voisins

(xy,753)y (x~+dx,y+dy,z+dz)
de la surface, en différentiant I’équation du plan tangent
relativement & x, y, 2z, savoir
dp(X —x)+dg(Y—))=o,

et les deux directions

_dp ol dy
dx

@
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satisfont a la condition des directions conjuguées

__t(_li)tl'v S .(_1_{ @ r—ao
dq?fr+' de  dy =9

qui n’est autre que I'identité

dp  rdr +sdy
dq ~ sdr +tdy’

dans I’équation (2).

Cette équation, lorsque la constante est supposée in--
finiment petite, représen'te la projection sur le plan des
zy de I'intersection de la surface par le plan tangent,
transporté infiniment peu parallélement a lui-méme.

4. Si l'on considére de méme les paraboloides oscu-
lateurs du second ordre en deux points infiniment voi-
sins (x,y, %), (x 4+ dx,y + dy, z + dz), on reconnait
facilement qu’ils se coupent suivant deux courbes planes
ayant pour projection sur le plan des xy

@) dr(X—x) +2ds(X—z)(Y—y)+dt(Y —y)*=o,

et les tangentes a ces deux courbes en leur ‘point d’in-
tersection (x,y, z) constituent le diamétre conjugué de
la ligne des contacts par rapport & une courbe du troi-
siéme degré située dans le plan tangent en (x, y, z), ct
ayant pour projection sur le plan des xy

, fu(X—2)P +3r(X—x)2(Y —y)
(4) { + 3w (X —x) (Y — )2+ w (Y — y)® = const.

Cette équation, lorsque la constante est infiniment
petite, représente la projection sur le plan des xy de
I'intersection de la surface par le paraboloide osculateur
transporté infiniment peu dans le sens de 'axe des z.

De plus, ces tangentes d’'intersection sont toujours,
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quel que soit le déplacement du point de contact, deux
diamétres conjugués d’'une courbe du second degré si-
tuée dans le plan tangent et ayant pour projection sur le

plan des xy

| (vt — 0?) (X — 2)? + (uw — o) (X —2) (Y — y)
+ (v — u) (Y — y)* = const.

5. On pourrait étendre ces considérations aux parabo-
loides osculateurs d’ordre plus élevé et 1'on arriverait 4
des conclusions analogues.

6. Mais ce que nous voulons étudier surtout, c’est
I'enveloppe des paraboloides osculateurs du second
ordre qui ont leurs points de contact sur une ligne
donnée. .

On obtient ’équation de cette enveloppe en élimi-
nant x entre les équations

L—z=p(X—=)+q(Y—y)
(6) +% [F(X—ax)2+a2s(X—a)(Y—y)+ t(Y—)»)],
dr(X —z )2+ 2ds(X —2)(Y—y)+dt(Y —y)*=o,

dans lesquelles z et une fonction de x et y donnée par
I'équation dela surface, et y une fonction de x dépendant
dec laligne que 'on considére. Quant a la caractéristique
de cette enveloppe, elle est représentée par ces deux
mémes équations ou l'on regarde x comme un para-
métre constant. Elle se compose généralement de deux
courbes planes distinctes, dont I'équation (3 ) représente
la projection sur le plan des xy.

7. Supposons que, le long de la courbe qui dirige le
mouvement de 'enveloppée, il existe entre les différen-
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ticlles dr, ds, dt la relation

(7) ds* =drdt;

alors les deux branches de la caractéristique se confon-
dent en une seule, et 'enveloppée a avec I'enveloppe, le
long de cette courbe unique, un contact du second
ordre.

En chaque point de la surface il y a deux directions
pour lesquelles la relation (7) est satisfaite, car cctte
relation peut se mettre sous la forme

Y- "‘(‘.’f (u (4 ’—d " ~+ ————’,Y
[ d . = 3 —+ : w W
ou

dy dy
(8) (vww— ue )<clx> (uw -(zu) dy “+ ww — v* =o.

On voit que ce sont les directions asymptotiques de la
courbe (5), comme on devait s’y attendre. Il existe donc
sur la surface un double systeme de lignes (réelles ou
imaginaires) le long desquelles I'enveloppe des parabo-
loides osculateurs a un contact du sccond ordre avec ses
enveloppées. L'enveloppe est alors définie par les deux

équations
‘ Z—s=pX—2z)+q(Y—y)

'or 2 . - £)2
(0) « + [riX—a)42s(X—x)(Y—y)+ (Y —y)],

( <u+v—> (X—x)+<<>+zud——> (Y —y)=o,
auxquelles il fautajouter la condition (8).

8. Remarquons maintenant, et c’est la 'objet prin-
cipal de cette Note, que les coeflicients différentiels du
second ordre R, S, T relaiifs & Penveloppe, étant les
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mémes, le long de chaque caractéristique, que les coeffi-
cients r, s, ¢ relatifs a 'enveloppée correspondante, res-
“tentconstants le long d’une méme caractéristique, et que,
par suite, les rapports des variations dR, dS, dT que
subissent ces coefficients pour un déplacement infiniment
petit effectué sur 'enveloppe, a partir d’un point, sont
indépendants dela direction de ce déplacement. Oron a
dR = UdX + Vdy,

dS = VdX + 10 dY,
dT =1UdX + Wdy;

donc, sur toute I'étendue de I’enveloppe, les rapports

U VvV W
VIO W
doivent étre égaux, c’est-a-dire que I’équation finie de
I'enveloppe vérifie les équations aux dérivées partielles
du troisiéme ordre
U VvV _w
AV

VT w
ou
V:=UlU?, LU*=VW  UW =VLlU,
dont la derniere estune conséquence des deux premiéres.
Nous avons donc ainsi unc intégrale commune aux
deux équations

(10) 2 ULU, U= VW.

Sil’on regarde z comme une fonction arbitraire F de
x ety, et y comme une fonction f de x ayant pour dé-
rivée y’, el qu'on donne a p, g, 1, s, t, uy v, w, w leur
signification bien connue, cette intégrale commune pro-
vient de 'élimination de x entre les équations

Z—s=pX—ax)+q(Y—y)
(11) + ;l—o [r(X—a)2+2s(X—2)(Y — )+ (Y — »)?].

(WX — )+ (v )y ) (Y — y) =o.
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avec la condition

(v — w?) y"* + (uw — vut) y' + v — v* = o,

ou, en tirant de la seconde de ces équations la valeur
de y' pour la porter dans la troisiéme, de ’élimination
de x entre les deux équations

Z—s=p(X—=)+q(Y—y)
(1) o [F(X—a)t e as (X — &) (Y= y) + LY — )],
(e — ) (X — &)+ (1w — cw) (X — 2) (Y — )
“+ (vw —w?)(Y — y)*=o.

9. De lale mode de génération suivant des surfaces
définies par les équations (10) :
Si Uon prend une surface quelconque
s=F(x,y)

et qu'on détermine sur cette surface le double systéeme
de lignes

y=s(x)
défini par Uéquation différentielle
ds*—= drdt,

les enveloppes des paraboloides osculateurs du second
ordre menés le long de ces différenteslignes sont autant
de surfaces satisfaisant aux deux équations

V=UUU, tU:2=VW.
10. Il est du reste facile d’obtenir 'intégrale générale

de I'une de ces équations, par exemple V2 = ULU.
On voit sans peine que 'intégrale premicére est

(12) r=—=u(s), .
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@ désignant une fonction arbltralre et que cette del-
niére équation a pour intégrale

(13) P=Y¥(2) +x9(2)+ay,
¥ étant la caractéristique d’une nouvelle fonction arbi-
traire, et 2 une fonction de x et y définie par I'équation
(14) Y(2) + xo'(2) + y =o.

Il reste donc & intégrer le systéme des équations (13 )

t(14).

L’équation (13) donne
s=f(V+xo+ay)de+0(y)
ou, en intégrant par l)arties,
(15) s=zx(W+xe+2y)— foedr+0(y),

0 désignant une troisiéme fonction arbitraire:

A Al v oY ’s 4 M o

Il faut remarquer que I'intégrale est prise par rapport
a x, » étant traité comme unc constante.

Substituons a x la variable a. L’équation (14) nous
fournit la valeur de x en fonction de a, savoir

yy
!

¢

L = — ’

d’ou 'on tire

(e — Y

U‘

dr —

Portant ces valeurs de x et dx dans (13) sous le
signe /', on obtient
=x(Y+ao+2y)
y + y+¢’ o — Y
[( LAlKS ): V3 daso0 ()




ou
‘ s=x(+x¢+ay)

' 0w allo" — o'y
(16) ¢ +J”f‘@—23 d“+7f—-——~—q' o & AR
e o el
+f¢(¢9?/3 Py )?da+0(},).

Cette équation, jointe a la relation (14), constituc
I'intégrale générale de I'équation du troisiéme ordre

V2=UlU
ou de I’équation du second ordre équivalente
r=o(s).
On formerait de méme 'intégrale de I'équation
WW2=VW ou t=o(s).
Remarquons que, lorsque §(y) est une fonction du
second degré en y, la surface représentée par les équa-

tions (14) et (16) peut ¢tre regardée comme engendrée
par le déplacement d'une courbe du second ordre.

SOMMATION D’UNE SERIE REMARQUABLE;

Par M. Mauvrice D’OCAGNE,
Eléve de PEcole Polytechnique.

DansunMémoire inséré aux Annales de Gergonne ('),
de Stainville considére une série remarquable dont il
¢étudie les propriétés et fait diverses applications.

Gergonne (2), puis Ampére (*) sont revenus sur

(') Tome IX, page 229.
(*) Tome IX, pages 261 et 270.
)

Tome XV. page 36q.
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cette série, simplifiant les démonstrations du premier
auteur, poussant plusloin les conséquences de son théo-
réme; mais aucun de ces géometres ne s’est occupé de
la sommation de cette série; cette recherche fait I'objet
de la présente Note.
La série de Stainville est

- ~2
1+a-+a(a+k) — +...
1 1.2
+a(a+k)y...[a+(n—1)k] —— +...,
1.2...0
. 1 . . .
prise pour les valeurs de z < 72 ¢t que je représenterai
par S(a, k). .
La propriété fondamentale de cette série, démontrée
dans les Mémoires cités, consiste en ce que
S(a+ b, k) =S(a, k)S(b, k).
Cela posé, dérivons S(a, k) par rapport a z,

dS(a, k)

e :a—k—a(a—i—/v);—i—...

~n—1
+a(a+h)..[a+(n—1)k] =D + ..

- a ll —{»—((l—l—,\){t—?—.
~n—1
+(a+lf)...[a+(ll—l)k]m')'+...]
=aS(a-+ Ak, k),

ou, d’apres la propriété fondamentale,

15_%_’1) — aS(a, K)S (k, k).
Mais
S(hyk) =1+ ks + K232+, ..+ A"sn +. ...
Or

z<%, ou kz<i.
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Donc,
1

S(k’ l‘): l—/(z;

par suite, J
dS(a, k) _ a ]

ds - I_sz(a,A),

ou
dS(a, k) _ dz

.

S(a, k) — “ (1— k=)

Intégrons alors, en remarquant que, pour z=o,
S(a, k) = 0; nous avons

log S (a, k) = — 7 log (1— k3),
; )

et, en remontant des logarithmes aux nombres,

>

S(a, k)= (1—ks)

SUR LES EQUATIONS ALGEBRIQUES DE LA FORME
(xP—ar)y(x) =03
Par L P. BERLOTY.
Tatorime. — Soit
F(x)= on“' +Ajxmt LAy,

Ay, Ay, ... étant des constantes et m un entier. Lu
condition nécessaire et suffisante pour que l'équation

F(z)=o
admette les p racines de l'équation
aP —aP=o

est que ces p racines appartiennent & chacune des équa-
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tions obtenues en annulant les p polynomes formés par
la somme des termes pris dans ¥(z), de p en p, succes-
sivement apartir dut®, du 2°, ....,du p*m, c’est-a-dire
aux équations )

(|) (g (_«t) :Ai_ixm-u—l 4. .. +A”p+l,__1 m—np—i+l 4 — o,

D R I T T T I Y .

op(x) =A, jxm P+l - .. —o.

En effet, si F(x) = o admet les racines de I’équation
P — aP = o, ¢’est-a-dire si I'on a identiquement

F(z)= (2P —ar){(x),
les p transformées en

v X X x

2,02 o, s L, X

%y %2 A %y
(24y %2y « ooy %y <o .y 2p désignant les racines de I'équa-
tion x? —1 = o) devront admettre ce méme facteur
dans leur premier membre, car le bindme x? — a? ne
change pas par cette transformation.

Réciproquement, soient

(2) fl(«Z‘):(), fz(‘T):Oa ceey fp(l‘):O

les p transformées; si les polynomesfi, f3, ..., fp ad-
mettent x? — aP comme facteur, il en sera de méme de
F(x); car xP— aP ne change pas quand on y remplace
x par «;x, et ce changement fait dans f;(x) reproduit
F(x), quel que soit 'indice i de 1 a p.

Cela posé, tenant compte des relations

p— P+g —
al =1, aP*?—aqf

ct chassant les dénominateurs, on obtient, pour la trans-
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formée f;(x) = o,
Ji(@)=Ajz" + o Ayt ot Ayt 4L,
—+ a{#—l Ap_ixm-p+1 —+ AP.Z‘"‘—.P
+ 2 Ap 2™ Pl 4 L =o,

ou bien, en remarquant que la premiére colonne n’est
autre que 9, (x), la deuxiéme que 9,(x), etc.,

(3) fi=o+ap+aie+ ... +aflo,=o.

On a donc aussi, en faisant la somme des équations sem-
blables, multipliées respectivement par la puissance
p—J de la quantité 2 correspondante (j étant un en-
tier pris entre o et p —1),

{ Sal fi=o Sal ™ oy Sal I

+?j+121{)+ ... =0,

i prenant sous les divers 'signes T toutes les valeurs en-
tiéres de 1 a p.

D’ailleurs, d’aprés les propriétés connues des racines
de I'unité, on a, suivant que I'exposant p est ou non
un multiple de p,

S ot — Sl —
Sat=p, ou Zat=o.

Si donc on remarque que f;(x) contient les seules
puissances 0, 1, 2, ... (p—1) de a;, on voit sans
peine que, dans I'équation (4), tous les termes s’éva-
nouissent, sauf le seul terme ¢/, 2 a?; d’ou I'on conclut
que, si toutes les équations (2) sont satisfaites par les
racines de I'équation x? — aP = o, il en sera de méme
de I'équation

?j—(’l = 0.

Or j est quelconque entre o et p— 15 donc les p équa-
tions (1)
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admettent au premier membre x” — a? comme facteur.
A leur tour, siles équations (1) sont satisfaites par les
racines de l’équation x? — a” = o, les équations (2)le
seront aussi; car chacune de ces derniéres, d’aprés la
formule (3 ), n’est autre qu'une composition linéaire et
homogéne des polynomes o, s, ..., ©p.

Ainsi se trouve établi le théoréme proposé. On peut
I’énoncer dans les termes suivants :

La condition nécessaire et suffisante pour queF(x)
soit de la forme (xP — aP){(x) est que les polynomes
B1y P2y -« ey 9p solent de la méme forme.

CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE CENTRALE

( DEUXIEME SESSION, 1879).

SOLUTION DE M. J. AUZELLE.
Eléve du Lycée de Moulins.

On donne un carré PQP' (', dont la demi-diagonale

1° On demande d’écrire I'équation genérale des co-
nigues tangentes aux quatre cétés de ce carré, en dis-
tinguant les cas ou ce sont des ellipses, des hyperboles
ayant leurs sommets sur OPx, des hyperboles ayant
leurs sommets sur OPy, ou enfin des paraboles. *

2° On considére l’une quelcongue des ellipsesinscrites
dans le carré; sur son demi-axe OA, comme hypoté-
nuse, on construit un triangle rectangle OA s, dont le
coté As a une longueur fixe donnée As =K ; sur la di-
rection de U'axe OA, on prend une longueur OS = Os
et on construit une hyperbole équilatére ayant son
centre en O et l'un de ses sommets en S; cette hyper-
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bole coupe Uellipse considérée au point M. On demande
d’écrire U’ équation lieu des points M.
3° On discutera la nature et la position du lieu, sui-
vant la grandeur de la ligne donnée K et suivant que
OA est le demi-grand axe ou le demi-petit axe de lel-
lipse considérée. '
1° Les diagonales d'un parallélogramme circonserit 4
une conique sont des diaméires conjugués; il en résulte
que les droites PP' et QQ' sont des axes. Soit alors
Iéquation cherchée
Ax?+Cy?+F=o.
En exprimant que P'Q est tangente i ces coniques et
prenant A = 1, on obtient la relation

n?— (C+1)(n*+F)=o;
par suite I’équation demandée est

Cn?
Cr1

(1) x?+Cy? =

On peut avoir des ellipses, des hyperboles ou méme
des courbes du genre parabole. Si ies hyperboles ont
leurs sommets sur OPx, leur intersection avee OQ y doit
donner deux valeurs imaginaires de y, ou deux valeurs
imaginaires de x, si ces sommets sont sur OQy. En
exprimant qu’il en est ainsi, on trouve les résultats
sulvants :

C > o ellipses,
C < —1 sommets sur OPz,

C>—1 » 0Qy,
C = o droites doubles.

C < o hyperboles

2° et 3° L’équation (1) s’écrit
x? 2
<zt -
Cn
C—+1 C+1
Ann.de Mathémat., 3¢ série, t. 1. (Avril 1882.) 2
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Si nous considérons d’abord lc triangle rectangle con-
struit sur OA comme hypoténuse, 'hyperbole équilatere

Cn? , .
dont la longueur de I'axe est c —K2aévidemment
, . 9 Cn? o P Alt it
pour équation x2—jy2 = — K2, L’élimination
C+1

de C entre cette équation et I'équation de Iellipse don-
ncra le lieu.
K2 —)

,2 . -
e et la substitution

On obtient facilement C = L

donne
Kz(xa __),2 + Ke) — nz(Kz __yz)_

La nature du licu dépend du signe de K2 (K2 — n?).

Ce produit est toujours négatif, car, sil’on supposait
K > n, le triangle rectangle OAs serait impossible.

Le licu est done toujours une cllipse.

Considérons maintenantle triangle rectangle construit
sur le petit axe de Pellipse comme hypoténuse.

L’hyperbole équilatére devient

n? .
xt—yr= C1 — K.

En éliminant toujours C, on a C 41 et par suite C
tiré de cette équation; cn substituant dans I’équation
de Pellipse, il vient

(x?— 12 +K*)[2(n?—?) + K2 — n?] + n%y? —o,

qui est ’équation du licu.
Posons, pour le construire, x? — 32 +K2=¢:

1'2_t(K_2—+—n2——2t) x2__l(K*+2n2——2t)——-K2n’
rE——a o 2= = '

Le dénominatcur étant unc constante, il n’y a qu’a
chercher entre quclles limites doit varier ¢ pour que les
numeérateurs soient en méme temps positifs.
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Le coefficient du terme en 22 éiant négalif dans les
deux numérateurs, ¢ doit &étre compris entre les racines,
. K2+ n® .
qui sont par ordre de grandeur 0, — ————; n?; t doit

2

- o

. . K2 K24 n2
donc étre compris entre — et ———-
2 2

La courbe étant symétrique par rapport aux deux axes,
il suffit de la construire dans le premier quadrant. Pour
avoir le sens des variations éprouvées par x et y, il suffit
de considérer la dérivée du numérateur de y* et celle du
numérateur de x?; alorsla discussion, qui n’offre plus
de difliculté, peut étre résumée dans le tableau ci-des-

s ]

sous.

L. x'. x. a2l y.
K2 K2
— )
2 2
croit -+ croit + croit
K2 4 n? . — K2+ n?
— V ) max, ———
} an\/2
croit ~+ croit — déeroit
K2 + 252 2n? — K? .
—_— 0 - max, ————  — décroit
4 any/2
croit — décroit — décroit
K2 4+ n2

(8]

2

On peut remarquer que ¢ ne pouvant étre infini, et
par suite, ni x ni y, 1l n’y a pas de branches infinies.
La courbe érant symétrique par rapport aux deux axes,
les tangentes aux points pour lesquels on a x =0 ou
.y = o sont perpendiculaires soit 4 Oy soit a Ox; comme
les maximums correspondent aussi a des tangentes pa-

ralleles aux axes, on voit que I'on a en tout douze tan-
gentes.
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En tenant compte des grandeurs relatives des valeurs

de x et de y qui correspondent aux points du lieu, on a
une courbe dont la forme est celle indiquée ci-dessus.

SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES SPECIALES
PROPOSEE AU CONCOURS D'AGREGATION DE 1880;

Par M. J. BOUDENES, au lycée d’Avignon.

On donne un ellipsoide, et l'on considére un cine
ayant pour base la section principale de l'ellipsoide
perpendiculaire a l'axe mineur ; ce cone coupe lUel-
lipsoide suivant une seconde courbe située dans un
plan Q.

1° Le sommet du céne se déplacant dans un plan
donné P, trouver le lieu décrit par le péle du plan Q
par rapport a Uellipsoide.

2° Ce lieu est une surface du second degré X : on de-
mande de déterminer les positions du plan P pour les-
quelles le conc asymptote de cette surface T a trois
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génératrices paralléles aux axes de symétrie de Uel-
lipsoide.

3° Le plan P se déplacant de facon que la surface =
satisfasse aux conditions précédentes, trouver le lieu
des foyers des sections faites dans ces surfaces T par un
plan fixe R perpendiculaire & 'axe mineur de l'el-
lipsoide.

4° Trouver la surface engendrée par la courbe, lieu
de ces foyers, quand le plan R se déplace paralléle-

ment a lui-méme.

1° Le plan polaire d’un point (2,83, v), par rapport a
Pellipsoide

x2 yz 52
2T EtTa

a POUI‘ équation
Z iE., 1 (< —o0
a? b c? ! )

Toute surface du second degré passant par l'intersec-
tion de ce plan, du plan des xy et del'ellipsoide, est com-
prise dans I’équation

x? ,VZ 22
f(»’”a}’»z):?"—ﬁ-*‘?—l
ax z
+27\z<-(-l—2—|—§5};+%;——1>:0,

et cette équation représentera un cone, sil'on a

, x Az
fe=g g =o
1% Bz
[y = R =0

s (ax By 1z s _
fz-—zz-+)\<z;+ ﬁ_‘_?f—l)-*—?l——o?
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Les coordonnées (ix, y, z) du sommet du cone satisfont
de plus a I'équation du plan P
lr +my + ns =p,

qui, jointe aux quatre équations précédentes, nous donne,
par élimination de A, x, y, z, le licu du péle (=, 3,y) du
plan Q.
On trouve ainsi 'équation
(lx +mB+ ny— p)? ( 82 42 >
a?

o s+ +—-1
n?c? b

qui représente une surface T du second degré circonscrite
a Pellipsoide le long de sa courbe d’intersection avee le
plan P.

¢ Le cone asymptote de cette surface, étant parallcle
au cone

({2 + mB + nvy)? a2 f2 e

T et <E’ Tt ?) =0

aura trois génératrices paralléles aux axes de Uellipsoide,
lorsque ce dernier contiendra les trois axes de symétrie,
ce qui exige que 'on ait

~
<
~

=+

1l
I+
ST
Il
I+

QA= ~
Sl=13

en sorte que les plans P, dans ces cas particuliers, au-
ront pour équations

+ —/.':0

(‘ll.l

Y+
b~

Ql’*

Donc lasurface T aura trois génératrices paralléles aux
axes de Vellipsoide, quand le plan P sera paralléle a
Pune des huit faces, paralléles deux a deux, de Poc-
taédre régulicr qui a pour sommets les six sommets de
Pellipsoide.
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3° Considérous 'un des huit plans

¥

x Z
~—+<+-—k=—o.
a b ¢

La surface 2 correspondant a ce plan devient

. - 2 2 2 -2
r ¥ 5 x? oy 3
44+ ——L) =+ +=—1)=o0.
<a+b+c ‘> (a“+b’ c? >
Un plan
S = P
perpendiculaire 4 ’axe mineur de ellipsoide coupe cette
surface suivant une conique dont le foyer aura pour
projection, sur le plan xy, le foyer de la conique pro-
jection.
On sait que le foyer de la courbe projection est défini

par les équations
Y\,
ab a c

EANRY TN
[EZ b<‘ c)} =

R O PR AV C AN AR
T ! ab+< c><a+b>—°‘

La premiére se décompose en

et

x—l—)’——(l{——%)(a—{-b):o,

x—y—(/{—-%) (@a—b)=o.

L’élimination de k entre I’'une de ces deux derniéres
équations et la précédente donne les cylindres

(A) '—f;-—i——‘y;:(a—&—b)(l-—i—Z),
(B) Z—fi=a—n(i=5),

et les courbes d’intersection avec le plan R, perpendicu-
laire 4 leurs génératrices, constituent le lieu cherché.
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Ces équations sont indépendantes du signe de c. Par
suite, chaque cylindre, en prenant pour P les quatre
plans donnés par les diverses combinaisons de signes
sur a et b, nous fournit quatre coniques.

Le lieu se compose donc de huit coniques.

4° Les surfaces engendrées par ces coniques, quand
le plan R se déplace parallélement 4 lui-méme, seront
représentées par les équations obtenues par 1’élimina-
tion de p entre les équations (A) ou (B) et I'équa-
tion z = p.

Ces équations résultantes sont

22 2 ~2

-+ : —:]/
aar0) Tharny T &
x‘_’ /y2 52

ala—0) bla—b) TET

La premiére représente un ellipsoide et la seconde un

hyperboloide & une nappe.

Note. — La méme question a ¢té résolue par M. Moret-Blanc et
par M. E. Henry, professeur au lycée d’Angers.

CONCOURS GENERAL DE 1879.

PHILOSOPHIE
Par M. A. LEINEKUGEL.

Premikre QuestioN. — On donne un quadrilatére
ABCD : inscrire dans ce quadrilatére un trapéze iso-
scéle MINPQ, dont le sommet M est donné et dont les
deux cotés paralléles MN, PQ sont paralléles a la dia-
gonale AC du guadrilatére. Pour guelles positions du
point M ce trapéze se réduit-il a un triangle?
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Par M menons la paralléele 4 AC qui rencontre BC
en N. Sur le milieu de MN élevons une perpendiculaire
qui coupe CD en S; prenons le symétrique C’ de C par
rapport a cette perpendlculalre ; C'S coupe AD en Q3 par
ce point Q, menons QP paralléle a AC. Le quadrilatére
MNPQ est le trapéze cherché.

Si I'un des quatre sommets coincide avec B ou D, on
aura évidemment un triangle et dans ce cas seulement.
On ménera par les points B et D des perpendiculaires
a la diagonale AC et V'on continuera la construction
comme tout & '’heure. On obtiendra ainsi quatre posi-
tions pour le point M, distinctes en général.

TROISIEME,

Par M. H. LEZ.

Premiire Question.— On donne une circonférence O
et une droite RS tangente & cette circonference au
point A; on prend un diamétre guelconque BC, et des
extrémités B, C de ce diamétre on abaisse les perpendi-
culaires BB, CC' sur la tangente RS; on méne les cordes
AB, AC.

Démontrer que le rapport de U'aire du triangle ABC
a laire dutrapéze BB'C'C est le méme quelle que soit
la direction du diamétre BC.
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Le triangle ABC se compose des triangles BOA, COA,
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dont les surfaces sont

20ap, 294c.
2 2

La surface totale est donc égale 4

AO

(AB' 4+ AC'),

¢’est-a-dire a la moitié du trapéze BB'C'C

C. Q. F. D.

DeuxiiMmE QuesTion. — Soit I le point de concours des
hauteurs d’un triangle ABC; on construit un second
triangle A'B'C' dont les sommets A, B et C! sont respec-
tivement symétrigues du point 1 par rapport aux
droites BG, AC, AB:

1° Démontrer que les deux triangles ABC, A'BC
sont inscrits dans un méme cercle ;

2° Evaluer les angles du triangle A'B'C en suppo-
sant connus les angles du triangle ABC;

3° Désignant par M et par N les points ou la droite
AB rencontre lesdroites B'C' et CA', par P et par Q les
points oi la droite BC rencontre les doites CA’ et A'B,

enfin par R et par S les points ok la droite CA ren-
contre les droites. '3 et B'C', démontrer que les trois
droites MQ. NR, PS passent par un méme point.
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Dans chaque question, on examinera scéparément les
cas o les trois angles du triangle ABC sont aigus et
le cas ott 'un d’entre eux, A par exemple, est obtus.

Dans les dcux cas, les cotés du triangle A’B'C/ sont
paralléles aux cotés du triangle HKL formé par les pieds
des hauteurs du triangle ABC, d’ou

@’:H, f@':K, 'C'A'=L

Considérons d’abord un triangle acutangle. Les qua-
drilatéres AKIL, BHIL, CKIH étant inscriptibles, nous

avons
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Par suite, les hauteurs du triangle ABC sont les bis-
sectrices intéricures du triangle A'B'C/ et les angles
A, B, C valent deux fois le complément des angles
A, B, C.

L’angle ACB, par excmple, étant le complément de
KAI = KAB = HBA’= HBI, les angles AB'B, AA’B
ACB sont égaux; donc, les sommets B, C, A’ sont sur
un méme segment.

Si nous joignons le point de concours I aux points
de rencontreM, Q, R, N, S, P, les quadrilatéres IPA’Q,
IMC'N étant des losanges, MI et IQ sont paralléles a
C’A’: done MQ est une ligne droite.

Par la méme raison, RN ct SP sont aussi des lignes
droites passaut par le point I et paralléles 8 KL, KH.

Lorsque le triangle est obtusangle, en A par exemple,
les angles du triangle HKL n’ont pas la méme valeur
que dans le premicer cas. Enellet, les quadrilatéres ALIK,
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ALCH, AHBK étant inscriptibles, nous avons
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Les angles L, K sont donc doubles des angles C et B
et par suite I'angle H est le double de go°— (C + B).
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Quant aux triangles ABC et A'B'C/, ils restent encore
inscriptibles dans le méme cercle, car les triangles

égaux C'AB et IAB, A'HB et IHB, B'AK ct 1AK donnent
XCB=A1B = ACB,
HA'B :@ = J{C\B,
KBK =AIR = ACB.
Enfin, aprés avoir joint, comme dans le premier cas,

le point I aux points de rencontre des cotés du triangle
A’B'C avec ceux du triangle ABC, nous trouvons encore
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que, a cause des losanges LPA'Q, IMC'N, les droites IQ,
IM sont paralléles a HL; les trois points I, M, Q sont.

donc en ligne droite : donc, etc.

CONCOURS GENERAL DE 1881.

Mathématigues spéciales.

Trouver le licu des points tels que les pieds des six
normales qu'on peut mener de I'un quelconque d’entre
cux a un ellipsoide donné a trois axes inégaux se sépare
en deux groupes de trois points dont les plans respectifs
soient paralléles entre eux.

Montrer que, sil’on se donneun point P du lieu, la solu-
tion de ce probléme : mener du point P les normales a
I'ellipsoide, dépend de la résolution de deux équations du
troisiéme degré. Discuter ces équations.

Mathématiques élémentaires.

I. Etant donné un triangle ABC inscrit dans un cercle
derayon R, on méne les bissectricesintérieures des angles
A, B, C; soient A4, By, C, les points ou elles rencontrent
le cercle.

1° Désignant par S, S, les aires des triangles ABC,
A,B,C, et par d le diamétre du cercle inscrit au triangle
ABC, on propose de démontrer que I'on a
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Il. On considére une suite indéfinie de triangles
ABC, A,B,C,,..., A;B.C,, ..., tous inscrits dans le
méme cercle, et dont chacun se déduit du précédent,
comme, dans I’énoncé ci-dessus, le triangle AB,C, se
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déduit du triangle ABC; démontrer que, lorsque le
nombre entier m augmente indéliniment, le triangle
A2 BomCap tend vers une position limite afy; dans
les mémes conditions, le triangle Aspmy s BomyComys
tend aussi vers une position limite o 3'y'; les deux
triangles limites a3y, o’ 3’y sont équilatéraux et symétri-
quement placés par rapport au centre du cercle.

III. Démontrer que, si I'on prend pour unité le
rayon R du cercle, le produit des nombres qui mesurent
les diamétres des cercles inserits aux triangles ABC,
A,B,Cy, ..., A,B,C,, tend vers une limite lorsque r
augmente indéliniment.

Philosoplie.

“tant donné un carré ABCD inscrit dans un cercle et
un point 1 dans le plan de ce cercle, on meéne les droites
qui joignent ce point aux quatre sommets A, B, C, D du
carré; soient A’, B, €', 1) les points ou ces droites ren-
contrent le cercle une seconde fois; démontrer que 'on
a, entre les cotés du quadrilatere A’B'C'D/, la relation

A'B' < C'D'=B'C! < A'D".

Réciproquement, étant donnés quatre points A, B', C/,

D' sur un cercle, tels que 'on ait cette méme relation

A'B’ < C'D' =B'C' x A'D/,
on propose de trouver, dans le plan du cercle, un point
I tel que, si 'on méne les droites qui le joignent aux
points A, B, C', D', les points A, B, C, D, ou ces droites
rencontrent une seconde fois le cercle, soient les sommets
d’un carré.
Rhctorique.

I. Un tronc de cone est tel que sa hauteur est moyenne
proportionnelle entre les diamétres de ses ‘deux bases.
On propose :
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1° De démontrer qu’on peut inscrire une sphére dans
ce tronc de cone;
2° La hautcur H étant donnée, de déterminer les rayons
des deux bases, de maniére que la surface totale du tronc
de cone soit équivalente a un cercle de rayon a. Discus-
sion.

1I. Mesure de temps. Jour solaire vrai. Jour solaire
moyen.
Seconde.

I. Soit un carré ABCD; par deux sommets opposés A
et C de ce carré, on ménc, d’'un méme coté par rapport
au plan du carré, les droites AK, CL perpendiculaires 4
ce plan. On prend sur AK un point A, dont la distance
au centre du carré est égale au c¢oté du carré, et, sur CL,
un point €, dont la distance au point A’ est égale au
double du c¢oté du carré.

1° Démontrer que la droite A’C’ est perpendiculaire au
plan BDA';

2° Former, en appelant a le coté du carré, 'expression
du volume de chacun des tétraédres A’A BD, CCB D,
C'A'BD.

ILI. Soit, sur unc droite indéfinie, deux points fixes,
A ct B, dont la distance est 10™. Deux mobiles par-
courent cette droite dans le sens AB et arrivent en méme
temps l'un en A, avec une vitesse de 3™ par seconde,
lautre en B avec une vitesse de v métres par scconde.
Le mouvement du premier mobile est uniformément
accéléré : sa vitesse s’accroit de 1™ par seconde; le
mouvement de second mobile est uniforme. On de-
mande :

1° Dans combien de secondes, aprés le passage simul-
tané du premier mobile en A et du second en B, le
premier mobile aura-t-il rejoint le second?
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2° Quelle condition doit remplir la vitesse ¢ du
sccond mobile pour que la rencontre ait lieu a une
distance du point B inférieure 4 1o™?
3° A quelle distance du point B a lieu cette rencontre
quand ¢ = 4™P

QUESTIONS.

1396. Intégrer I'équation

LAy
x (1—x) T

ay , . 2y — 2 2
——(1——2.1‘)(—,;—}—) (r—3x +2*) =— a2 (1 — x)%

(E. FAvQuUEMBERGUE. )

1397. On donne une conique inscrite dans un triangle
ABC; parles sommets du triangle on méne des droites AA,
BB, CC' se coupant en un point O, et par leurs points de
rencontre A/, B, C avec les co1és opposés des tangentes
a la conique qui coupent les droites B'C/, C/A’; A’B en
des points a, b, ¢. Démontrer quc ces trois points sont
en ligne droite. (E. FAuQuEMBERGUE.)

1398. Un cercle roule sur uneellipse. Trouver : 1°le
licu des points de contact des tangentes a ce cercle paral-
lélesaux axes delellipse ; 2° le lieu des pointsiderencontre
de ces tangentes; 3° la quadrature des courbes obtenues.

(E. FAuQuEMBERGUE. )

1399. En chaque point d’une conique, on méne un
diameétre et la normale. Trouver le lieu de l'intersection
de ce diamétre et de la tangente & ’autre extrémité de
la corde normale. (E. I'AuQuEMBERGUE. )
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