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CONTRIBUTION A LA THÉORIE DE LA SIBSTITITION DES
SYSTÈMES «ÉQUATIONS. APPLICATION DE CETTE THÉORIE
A LA RECHERCHE DE L'ÉQUATION ET DES POINTS MUL-
TIPLES D IN LIEU DEFINI PAR k ÉQUATIONS CONTENANT
* — i PARAMÈTRES VARIABLES;

PAR M. L. SALTEL,
Maître de conférences a la Faculté des Sciences de Bordeaux.

1. — OBJET DU MÉMOIRE.

On rencontre, en Algèbre élémentaire, de nombreux
problèmes se résolvant sans peine, grâce à l'introduc-
tion de solutions étrangères préalablement connues : il
suffit, en e(Fet, de les supprimer à la lin du calcul.

C'est, je crois, faute d'avoir remarqué l'existence et
la détermination précise de certains résultats étrangers,
qui s'introduisent nécessairement par les substitutions
connues d'un système d'équations à un autre système
d'équations, que l'on ne développe pas, dans les Traités
de Géométrie analytique, un procédé élémentaire per-
mettant de trouver l'équation d'un lieu géométrique
défini par k équations contenant k — i paramètres
variables. En traitant, dans le présent travail, quatre
cas particuliers de ce dernier problème général, j'aurai
donc surtout en vue de mettre en parfaite évidence
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l'existence et la détermination exacte des non-solutions
que l'on rencontre dans l'application des règles les plus
élémentaires relatives à la théorie de l'élimination;
j'indiquerai en outre un moyen, non encore remarqué,
d'obtenir, en même temps que l'équation du lieu, les
coordonnées des points multiples de ce lieu.

II. — PREMIER PROBLÈME.

PROBLÈME. — Eliminer a entre les équations

(a) | A(^,j,a) = o, (i)

supposées respectivement d'ordres m, n par rapport à
ce paramètre, et déterminer les points multiples du
lieu défini par ces mêmes équations.

Solution. — Ordonnons ces équations par rapport
au paramètre a; on aura

Supposons d'abord que les exposants m et n soient
inégaux; supposons, par exemple, que

m — n-\-ó, (&)

le système (a') pourra s'écrire

A = A, (a\ y)a»oc3 + A2(a:,y)a^2 + \z(x,y)a»+! J

Substituons à la relation (6) la relation obtenue en
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remplaçant, dans le premier terme de cette équation,
cnn par sa valeur (7)*, on aura, après avoir chassé les
dénominateurs, un système de la forme

^ „ n '~s^7* ir.» "-T~"=u% , (8 )

qui se composera évidemment du système (a") plus du
système étranger défini par

ï(x,j)*n H- 3 ' ^ ' j ^ a * _ | (,o)
\C ) ~T~ 4 \ y J ) •* • • • >

en sorte que (b) représentera non seulement le lieu
proposé (a), mais encore la courbe étrangère, comptée,
en général, n — 1 fois ( '), ayant pour équation

Cette introduction d'une courbe étrangère rend le
système (Z>) plus facile à résoudre que le système (ft/;),
puisque l'équation (6) se trouve remplacée par l'équa-
tion (8), qui est de degré moindre d'w/ze unité par rap-
port au paramètre à éliminer a.

Substituons encore à l'équation (8) l'équation obte-
nue en remplaçant, dans le premier terme de cette re-

(*) II correspond, en effet, si le terme Bt(x,y) n'est pas nul, n— i
valeurs du paramètre a pour chaque point (x,y) de cette courbe.—
Voir la Note sur les points multiples qui termine le présent para-
graphe.

(2) II est très important d'observer que, dans le cas particulier où
l'on a At{x,y) = &i(x,y),on n'introduit pas de lieu étranger si l'on
a soin, après la substitution de (9) dans le premier terme de (8), de
diviser par B,(#, y) le numérateur et le dénominateur du coefficient
de ce premier terme. On n'introduit pas non plus de lieu étranger
lorsque n = 1.



( 549 )
lation, a" par sa valeur (9); on aura, après avoir
chassé les dénominateurs, un système de la forme

' D = D 1 (x , j )a»a+D 2 (^ j )a» + D3(^)r)a»-> |
- t - D 4 ( j f , ƒ ) « » - » - H . . . = 0 , S

qui se composera du système (b) plus du système
étranger défini par (c).

Substituant enfin à l'équation (i3) l'équation obtenue
en remplaçant, dans le premier terme de cette relation,
a" par sa valeur (i4)> on aura, après avoir chassé les
dénominateurs, un système de la forme

qui se composera du système (d) plus du système
étranger défini par (c).

Les trois substitutions des systèmes (£) , (G?), (e) au
système [a!) suffisent évidemment pour établir ce théo-
rème :

THÉORÈME I. — Quels que soient les exposants ni et
n du paramètre a, on peut toujours, sauf à introduire
des solutions étrangères parfaitement définies, substi-
tuer au système [a') un système de la f orme (e) dans
lequel les plus hauts exposants de OL sont égaux dans
les deux équations.

Cela fait, l'équation (i6) pouvant s'écrire sous la
forme (i4)) substituons à la relation (i5) la relation ob-
tenue en remplaçant dans le premier terme de cette
équation a" par sa valeur (i4)î 011 aura, après avoir
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chassé les dénominateurs, le système

- jF(*,7 ,a) = o, (17)
U) ( B = o, (18)

qui se compose évidemment du système (e), plus du
système étranger défini par

<" ! B = O P i '9!
( B = o , (20)

c'est-à-dire par

(A)

en sorte que (ƒ) représentera non seulement le lieu (e),
mais encore la courbe étrangère, comptée, en général,
n — 1 fois, ayant pour équation

Bl(x,y) = o. (23)

Cette introduction d'un Heu étranger rend encore le
système (/'), qui est de la forme

[ F = F, (x, 7)a»-» -+- Fs(*, y)*»~*
\

plus facile à résoudre que le système (e), puisque
l'équation (i5) se trouve remplacée par l'équation (24),
qui est de degré moindre d'une unité par rapport au
paramètre à éliminer oc. De là ce théorème :

THÉORÈME II. — Quel que soit V exposant n dans les
deux équations [e), on peut toujours, sauf à introduire
des solutions étrangères parfaitement définies, substi-
tuer à ce système un système de la forme [i) dans
lequel l'exposant (a) est diminué d'une unité dans l'une
des équations,
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L'application du théorème I au système (i) permet-
tant d'abaisser d'une unité l'exposant de a dans l'équa-
tion (^5), il est manifeste que l'application successive
des théorèmes I et II suffira, sauf, redisons-le, à intro-
duire des solutions étrangères parfaitement définies,
pour pouvoir substituer au système proposé [a') un
système de la forme

/ H = H,(,r, j)a2-f- H2(^r, j ' ) a + H8(a?, y) = o, (27)

que l'on remplacera par

Gi(j:,tr)a-HG2(j?, y) — o, (29)

En débarrassant l'équation (3o) des facteurs étrangers
(préalablement connus), on aura finalement le système

K(a;,y) = o9 (3a)

qui sera équivalent au système proposé (af) : l'équation
(3a) sera l'équation cherchée.

Nota. — II est évident (puisqu'il suffirait de se le
donner tel a priori) que Je système final (/) peut se
présenter sous la forme

t j (x ,y , a ) = o, (33)

le plus haut exposant de a étant, dans l'équation (33),
supérieur à J'unité.

Points multiples (*). —D'après le système [(26) et

(*) II s'agit) bien entendu, des points multiples de la première classe.
— Voir notre Mémoire Historique et développement d'une méthode
pour déterminer les singularités ordinaires d'un lieu géométrique
défini par k équations.
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les points communs aux deux courbes représen-
tées par

sont des points multiples du lieu défini par ce système :
il correspond, en eiïet, à chacun de ces points deux
valeurs de a qui sont racines de l'équation (27). Pour
obtenir séparément les points multiples du lieu proposé
(a'), il suffira de défalquer les points multiples résul-
tant de l'introduction des courbes étrangères. Ajoutons,
au sujet de ces courbes étrangères, que la détermina-
tion de leur degré de multiplicité, comme celle d'ailleurs
des points multiples, suppose connue la connaissance de
la forme du système final (/). Dans ce qui précède, nous
avons essentiellement supposé que l'équation (3i) de ce
système final contenait seulement au premier degré le
paramètre a.

III. — APPLICATION DU PREMIER PROBLÈME.

Afin de mieux préciser les considérations précéden-
tes, nous allons les développer à nouveau sur un cas
particulier, celui où le lieu est défini par les équations

/ A = A1(#,7)a3 + A2(#,ty)a2
 6

Substituons à ce système le système

M = o, (38)
A = o, (39)

obtenu en écrivant l'équation (36) sous la forme

* 3 — _ ? ^

~ A
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et eu substituant cette valeur de as dans le premier terme
de (37)5 on a introduit ainsi le lieu étranger défini par

, c v I A1(.r,,r) = o, (4o)
( S 3 ) } A = o, (40
c'est-à-dire par

( S ) j A1(x,j) = o, (42)

ce qui représente deux fois la courbe ayant pour équa-
tion

Cela fait, le système (S2) pouvant s'écrire

,_a(VlB,-\,Bl)+\<B,-A,Bl

A ^ - A ^ ' U )
(S5)

f Aia3H- A2a
2-f- A3a-f- A 4 = o , (46)

substituons-lui le système

(Sc)

[ (48)

obtenu en écrivant le premier terme de (46) sous la
forme A4 a

2 X OL et remplaçant a2 par sa valeur ( 4 > )• O*1

a introduit de la sorte le lieu étranger défini par

( a(A1B3 — A3BI)+-A1B4 — A4B1=no, (49)
( T) I A2B1-A1B2r=o, (3o)

c'est-à-dire une fois la courbe ayant pour équation

A2(^r, y) Bt (x, y) — \ j (^, j ) B2( je, > ) = o. (51)
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En eiïectuarit les calculs, le système (S6) s'écrit :

; = (AjBi — A, B2)a* + a(A3BI — At B3)

(S.) DrufA^AtB.-^
H-tA^^B,-^

substituons-lui le système

(S,)

4-A4B1-A1B4==:o,\(52)

( A ^ - A ^ ) ] * j
(A2B,—AiBj)]» '(53)

+ A4(AîB1-A1Bs) = o;l

(54)

(S,,)

-D(A 1B 1 -A 1B î )=o, |
: = o, (55)

comprenant le lieu étranger défini par

\ A2B, — A,B2 = o, (56)
("10 ) 1 / - , / K v

/ C = o, (07)

c'est-à-dire par

j A,B1-A1B î = o, (58)
| (A3B1-A,B3)a-t-A,,B I-A1Bv=:o, (59)

ce qui représente encore une fois la courbe ayant pour
équation

2 \ J / * 1 \ y / ) ~~~* ^r 1 \ ? «/ / * 2 \ J • / / \ /

Cela fait, le système (S9) pouvant s'écrire
fi(AïBl-\1B,)[AI(AIBï-A,B1)-i-As(AîBI-AIB2)] \
l,-[A1(\1B4-A4B1)+\3(A2B1-A1B2)](.V2B1-A1B2)(Ja

(S,,) +i(A4B,-AiBv)[A1(A,B,-A,Bi)+As(AîBI-AIBt)]
-A4(\ sB I-\1B s)*! = o,

(A2131 — A j r>2) a- -f- ^ / \ 3 JDj —• A.J JD 3) a —t- A 4 r>j — A j r>4 un: o ,

lirons de l'équation (61) la valeur de a pour la sub-
stituer dans (62); en écrivant cette équation (61) sous
la forme aX + Y = o, nous aurons le système final

= 0, (63)

(62)

(Slt) (A2B1-A,B2)Y2
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qui sera tel que la relation (64) se composera :
i° De deux fois l'équation K{ [x,y) = o;
2° De deux fois l'équation A2B4 — A , B 2 = o ;
3° De l'équation du lieu cherché.
C'est ce que l'on vérifie, en effet, sans peine, en em-

ployant les notations abrégées suivantes :

a — AoBi—AtB2, b = Az^l— A ^ , c = A4Bj — AjB^

d=A2B>— A4B2, / = A3B2— A2B3, m •= A4B3 — A3B4.

H suffît de reprendre le calcul à partir des équa-
tions (D2J 53), d'observer que l'équation (64), qui se
présente sous la forme

a[(ac' — ca')2 4- (ab1 — ba')(cb' — bc')] — o, (65)

peut aussi s'écrire en remplaçant a!, b\ c' par leurs
valeurs

[ a (a A^ — cA2)
2 + 2k(aA 4 — cA2) ~~|

x («A3—öAo — cA!)(cA3—6A4) ji=:o, (66)
d'où l'on déduit immédiatement, en effectuant chaque
parenthèse,

a2A~ (ad2 -+- rnb2 -h le2 4- ibed4- a/m) = o; (67)

en sorte que le système proposé est équivalent au sys-
tème

aX + Y = o (M, (68)
(Su)

ad2 -l- m62 -H /c2 -i- 2 6c<i 4- a/m = 0. (69)
Points doubles. — Les points doubles sont les points

communs aux deux courbes représentées, car
X = o, Y = o, (70)

(*) On va voir que X et Y doivent contenir le facteur A, {x, y)
que Ton devra partant supprimer.
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à condition de supprimer les points multiples résultant
de l'introduction des courbes étrangères pour lesquelles
il correspond à chacun de leurs points au moins deux
valeurs du paramètre (a), c'est-à-dire, ici, tous les points
de la courbe représentée par A< (a:,y') = o.

IV. — DEUXIÈME PROBLÈME.

PIIOBLÈME. — Éliminer ce entre les deux équations

\ BO, y, z, a) = o , (72)

supposées algébriques entières et rationnelles, et déter-
miner les points multiples de la surface qu elles défi-
nissent.

Solution. — II suffit de refaire exactement les mêmes
calculs que dans le premier problème, sauf à remar-
quer qu'au lieu d'introduire des courbes étrangères
on introduit des surfaces étrangères définies par des
équations de la forme

(7^)
(S,)

M 3 U-,y , ; ) a^ + . . . :=o . i {j4)

Points multiples. — En procédant comme nous
venons de le dire, on rencontre, avant de parvenir au
système final, des systèmes de la forme

s \Cl(x;r,z)S + C2(x,r,z)* + Cz(x,v,z) = o, (77)
( El(x,y,s)*-t-E1{x,y,z)=o. (78)

11 résulte de là :
i° Que les points communs aux trois surfaces repré-
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sentées par

^i(^0'y-) — oy C2(a:,j, s) = o, C8(a?, ƒ,*) = (> (79)

sont des points triples du lieu (S3) : il correspond, en *
effet, à chacun de ces points, trois valeurs de a qui sont
racines de l'équation (76) ;

20 Que les points communs aux deux surfaces repré-
sentées par

Ei(^JJ>-)= :o, E2(a?,j',s) = o (80)

sont des points doubles du lieu (S4) : il correspond,
en effet, à chacun de ses points, deux valeurs de a qui
sont racines de l'équation (77) ( ' ) .

V. — TROISIÈME PROBLÊME.

Problème. — Eliminer a, J3 entre les trois équations

(x, r, a, p) = o, (1)
(*?,r,a, p) = o, (2)
(^ ,y ,a ,p ) = o, (3)

supposées algébriques entières et rationnelles, et déter-
miner les points multiples du lieu qu elles définissent.

Solution. — i° On ordonnera les équations ( 1 , 2 )

par rapport à a :

( S 2 ) *~> — **i\>** j i rj" ^ ^ \ ^ ) / ) f / * l / ^ v

(6)

(*)• Parmi ces points doubles, ceux qui se trouvent sur la surface
représentée par

C2_4C,CS=O
sont de rebroussement.
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2° On considérera p comme un coefficient et l'on éli-
minera, entre les équations (4)5 (5)> par le procédé
suivi pour résoudre le premier problème, le para-
mètre a, ce qui conduira à un système de la forme

j D ^ ^ j , ?)aH-D8(*,7, p) = O, (7)

(S,) - E(a?>7,p) = o, (8)

( C(j? ,y,a ,p)=o, (9)

qui se composera du système (S2), plus d'un certain
nombre de systèmes étrangers de la forme

j
(S*) < G(tf ,r ,a,?) = o, ( I I )

( G(.r, r, a, ?) —o. (i2)
3° On tirera de l'équation (7) la valeur de (a) pour

la substituer dans (9), ce qui conduira au système

(S,)

4° On éliminera, toujours par le procédé suivi dans
la solution du premier problème, le paramètre (3 entre
les équations (i4)* (I^)? c e °[ui conduira à un système
de la forme

/ D1(a?,j,p)a + D s ( ^ , r , ? ) = of (16)
(56) G^JOP + G ^ J , ) =0, (17)

( l(œ,y) = o, (18)

qui se composera du système (S3), plus d'un certain
nombre de systèmes étrangers de la forme

l H\{x,y,^)* + 1Dt{x,y,^) = o, (19)
(57) j J ( * f r , ) = o, (20)

( K(x,y)=o. (21)

J° Soient W(.r, ƒ ) = o l'équation (18) débarrassée



des facteurs étrangers, et W 1 ( ^ , j ) a - fV 2 ( a : , j ) = o
Téquation obtenue en remplaçant dans (16) la lettre jî
par sa valeur tirée de (17)*, le système

t V, (*,ƒ)(*-H V S ( * , J 0 = O, (23)

(S,) < G 1 ( J ? , J ) P H - G I ( ^ , 7 ) = O, (23)

f W(a;9y) = o (24)

sera équivalent au système proposé ( S | ) , et l'équa-
tion (24) sera l'équation cherchée.

Nota ƒ. — 11 est très important d'observer que, si
l'on ne suivait pas exactement Vordre que nous venons
d'indiquer, 011 pourrait fort bien introduire tout le plan
comme lieu étranger, et partant l'élimination deviendrait
impossible dans la suite. C'est, en effet, ce qui arriverait
si l'on écrivait, par exemple, l'équation (4) sous la
forme *

A2 Qr, y, P)a"-* -+-A3(g,,V, p)a"-'-l-A4(3r, y, p)«'"-»-K..^
Ai (^ , j , P)

et si l'on substituait à /a /bz-y cette valeur de 0Lm dans
les deux autres équations; on introduirait de la sorte
tout le plan défini par les équations

( A2(.r,r, p j a ' ^ + A a ^ j , p) a™-*
i A ( ^ j p ) a — » + o(S9)

( A1(^,r?3)=z:o, (27)

contenant deux paramètres variables a et p.
iVo â IL — II est évident (puisqu'il suffirait de se le

donner tel a priori) que le système final (S8)peut se
présenter sous la forme

J^PJzrrO, (28)

,y, a, P) = O, (29)

j ) = o, (3o)

les plus hauts exposants de a, (3 étant, dans les équa-
tions (28), (29), supérieurs à l'unité.

/ V

f W
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Points multiples. — Avant de parvenir au sys-
tème (So), on rencontre un système de la forme

(Su) (3a)
M,(a?,j') = o. (33)

Les points communs aux deux courbes représentées par

Gt(x,y) = o, Gt{x,y) = o (34)

sont des points multiples du lieu défini par ce système*,
il correspond, en effet, à chacun de ces points deux va-
leurs de (3 qui sont racines de l'équation (33), et, par-
tant, à cause de (3i), deux valeurs de a-, il est d'ailleurs
bien évident que, pour obtenir séparément les points
multiples du lieu proposé (S ) , on devra défalquer les
points multiples résultant de l'introduction des courbes
étrangères pour lesquelles il correspond à chacun de
leurs points au moins deux valeurs des paramètres
a et fi.

VI. — QUATRIÈME PROBLÈME.

PROBLÈME. — Eliminer a, (3, y entre les équations

! A O , j , a, p, 7 )= :o , (i)

s ) B(.r ,y, a, P ,Y) = O, (2)
4 C( a, p,T) = o, (3)

supposées algébriques entières et rationnelles, et dé-
terminer les points multiples du lieu quelles défi-
nissent.

Solution. — i° On considérera y comme un coeffi-
cient et l'on éliminera, entre les équations (1), (2), (3),
par le procédé suivi pour résoudre le troisième pro-
blème, les paramètres a, [3, ce qui conduira à un sys-
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tèine de la forme

(S,)

, Y)* + E 2 ( ^ ,7 , Y ) ~ O , (5)

T) = o, (7)
«,P, ï )=o, (8)

qui se composera du système (S<), plus d'un certain
nombre de systèmes étrangers de la forme

H(x, y, a, 3) = o, (q)
1(^7,7, a, 3, Y) = o, (io)

(S3)

( 1 2 )

2° On tirera des équations (5), (6) les valeurs de a,
J3 pour les porter dans (8), ce qui conduira au système

sr()>x-i-E2(x,yr() = o7

F ( ^ *
(S*)

(S.)

3° On éliminera, par le procédé employé dans la so-
lution du premier problème, le paramètre y, entre les
équations (i5), (16), ce qui conduira à un système delà
forme

,y, Y)« + E,(a?,7, y) = o, (17)
7 .Y)P + F 2 ( ^ , 7 , Y ) = : O , (18)

-M,(a?,7) = o, (19)
o, (20)

qui se composera du système (S4), plus d'un certain
nombre de systèmes étrangers de la forme

-+-ES(3?,J, Y) = O, (21)

H - F , ( ^ , 7 , Y ) = O, (22)-

o, (23)

36

(Se)

i. rftf Mathèmat.y 2e série, t. XX. (Déembre 1881.)
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4° Soient W (x,y) = o l'équation (20) débarrassée des
facteurs étrangers, et

Y1(^,j)a-i-V2(^,r)r=o, (25)
Ui(^7)? + V«(«j) = o (26)

les équations obtenues en remplaçant dans (17), (18) la
lettre f par sa valeur tirée de ( 19), le système

#, j ) = o, (27)

\ Ui(^,7)? +Y2(^, j)=^o, (28)
!M(^J)+M(^J)^O, (29)

, r )=-o (3o)

sera équivalent au système (S4 ), et l'équation

sera l'équation cherchée.
Nota. — 11 est é\ident (puisqu'il suffirait de se le

donner tel a priori) que le système final (S7) peut se
présenter sous la forme

. R^S", 1, a, p, v ) ~ o , (32)

] R*(^, v, a, p,7Ï = o, • (33)
( 8 ) I Ha(^7V, a, ? , ï ) = o, (34)

' W ( ^ , j ) = o, (35)

les plus hauts exposants de a, (i, y étant, dans les équa-
tions (32), (33), (34), supérieurs à l'unité} on conçoit
de plus, sans peine, que Ton puisse choisir les équations
de manière que les courbes représentées par (32), (33),
(34) n'aient jamais de points communs, quelles que
soient les valeurs attribuées à a, j3, y^ dans ce cas, bien
que l'équation ( 35 ) puisse représenter une courbe réelle,
le système (S{) ne définit pas un lieu proprement dit,
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c'est-à-dire que les courbes représentées par (i), (2),

(3) , (4) ne se croisent jamais en un même point,

quelles que soient les valeurs attribuées aux paramètres

Points multiples. — Avant de parvenir au système (S5),

on rencontre un système de la forme

i O> 7, ï ) a 4- E2(x, j , T) = o, (36)

; F1(^,7,T)P + Fa(J?,<r,T) = oJ (37)
9 J ^ ( ^ r , y)T-+-M2(.r, j ) = o, (38)

i (^ , j )7 2 +T 2 ( . r , j )v -+-T 3 (^ , j )= :o ; (39)

les points communs aux deux courLes représentées par

sont des points multiples du lieu défini par ce système ;

il correspond, en effet, à chacun de ces points deux

valeurs de y qui sont racines de l'équation (3cj), et, par-

tant, à cause de (36), (37), deux valeurs de a et [3. Pour

obtenir uniquement les points multiples du lieu pro-

posé, on devra supprimer les points multiples résultant

de l'introduction des courbes étrangères. #

Observation finale, —Les développements précédents

suffisent évidemment pour démontrer la généralité, k

tousles cas possibles, de la méthode suivie,

Addition. — Nous développerons dans une Commu-

nication spéciale les calculs relatifs aux points multiples

(*) En voici un exemple •

, r ) = 3,



dos lieux

(A)

(B)
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(A) et (B) déünis p

1

/ U(a

J x
1 dl
' d%

1 {x a)

x — a
dû ~
dcc

y
dû
d%

- o ,

"55"

)
ar

i

dt

— R2—o,

points multiples permettant de déterminer, comme nous
l'avons prouvé dans le Mémoire déjà cité, Historique et
développement, etc., les points de contact des tangentes
doubles et les centres des cercles de rayon R double-
ment tangents à la courbe représentée par

Nota. — On obtiendra le lieu des centres des sphères
de rayon R (2) doublement tangentes à la surface re-
présentée par

en cherchant la ligne double de la surface définie par

U(a, p, y) = o,
(x-

dû ~ dû ~~ dû

(*) Aux points de rebroussement du lieu (A) correspondent les
points d'inflexion de la courbe U, et aux points de rebroussement
du lieu (B) correspondent les points de contact des cercles de rayon
R osculateurs à cette même courbe.

(*) Si l'on suppose, à la fin du calcul, R = o, on a la focale de la
surface.


