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SUR LA DÉTERMINATION DE QUELQUES INTÉGRALES
IMIKIlMtS.

PAR M. H. RESAL.

1. La racine carrée d'un trinôme du second degré
peut toujours se mettre sous l'une des trois formes sui-
vantes :

Gela posé, désignons par/ '(.r) une foncion quel-
conque de x.

2. Soient

JTT f{^X) dx.n /» f(x)
X z : / ƒ (.Z") i/T -+- . / - c/,Z', X! i= I -

On a, en ayant recours à la méthode d'intégration
par p .rt'es,

J s/i-t-x* ' J s/T+x
Z=Xl~l"i / ~ 4 ^ ^ = X -r-fxf(x)dsjl + X^

d'où

(1) 2X = Xt -h ̂ r/(a?) \fT^^2 — fxf\x) \Ji

Si nous posons

(2) Xf(x)^?
r(x),

cette équation donne, en intégrant encore une fois par
parties,

(3) ïX^Xl + [xfXx)~*(x)]s/TT^ + r*»{
J V!
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On voit ainsi que X dépend de l'intégrale X<, et d'une
seconde intégrale de même nature que la précédente.

Exemples :

i ° J \ x ) = i. L'équation (i) donne (* )

(4)
( C i > i C dx i o
\ 2 ƒ 1/ I -h X'2dx =z I - — = -f- X \J 1 + X2

l J v J sji + x * "\ / i

Cette méthode est plus expéditive que celles aux-
quelles on a généralement recours, puisqu'elle ne fait
dépendre l'intégrale X que d'une autre dont on trouve
facilement l'expression.

2° f{°°) ~ x-i P o u r mémoire, car on voit immédiate-
ment que

,y _£ (* T cl r
(5) a fx\J\ + x*dx= ^ (i H - ^ 2 ) 2 , ƒ —:l—— = v7i -f-^t'2.

'5° J(x) =- - i)e l 'équation ( i ) on déduit

± dx — / —
J xs/i + x^

En posant
^ 2 = : w ,

(*) En posant a; = tangO, on a

/ t/. . xi~ J cosO ~ ' ƒ _6 . ,6 ~ 2 Iy yi-t-a; «/ / cos^ sin*- ƒ i

a tang-

a - - t a n g = -

8 . 6 0
i 4- tang - sin —h cos-

l g

i — t a n g - cos .s in-

i-f-sinö , /
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on trouve successivement

(6)

i r dx i r dx
\ J x\/i-+-x2 2 J x2>Ji-

J r du i , u-1 , / v / i - h ^ 2 — i \ 2

f =z ƒ — = - loj? =zlo«( = .
' J u1—i 2 ö « + i n\kV/ IH_a?ï_HIy

4° f(x) = xm, en désignant par m un nombre quel-
conque.

Ou a, d'après la formule (i),

ifxm y/iH-x2 «te — f ~—-^L
J s/i + x1

d'où

/

rm dr
-f 4
V i -+- ^

Mais on a

/ J1 + j[i 2 / T/7^rp w'tZ

d'où, en intégrant par parties,

J \/i-rx*

L'équation (j3) devient aussi

( (24- m) fxm v/i 4- x2 dx
(8) i .

f =z a?'»-* (i 4- x2Y — (m — i)fx»l-2s/i 4- x2dx.
Supposons que m soit un nombre pair positif ; on voit,

d'après cette formule, que l'on fera dépendre
fxm\/i-+-x*dx de fxm-2\

fxm~2 y/'i 4- x2 dx de fxm~k sji H- x'1 dx,

f x-\j\-\-x1 dx de f \Ji-\- x% dx.
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Or, comme nous savons déterminer la dernière de ces

intégrales, on trouvera sans difficulté l'expression de la
première.

Si m est positif et impair, on voit, en opérant
comme ci-dessus, que l'intégrale du premier membre de
l'équation (8) ne dépendra finalement que de la sui-
vante

fr \J i -+- xl dx,

dont l'expression est connue.
Supposons maintenant que m soit un nombre entier

négatif et posons m — 2 = — n -, la formule (8) donne

( n — 1 ) f x~n \j \ -h JC1 dx

— — x-'l+l (1 -+- x2)l - j - (4 — n) ƒ J?<»-2> <J~ï~+~r2 dx;

et l'on voit que, selon que n sera pair ou impair, on sera
conduit finalement à

ri 1 J /Y1 +'r2 7

ƒ y 1 4- x1a.r ou / dx,

intégrales que nous savons déterminer.
D'après ce qui précède, on voit que, si rn est un

nombre entier positif'ou négatif, l'intégrale du premier
membre de l'équation (7) s'obtiendra sans difficulté.

3. Soient

X-=ff(.r)\/T=~Pdjr, X , -

On a

d'où

( 9 ) '2 \ — \ j 4- x f{ x ) \f\ — x1 — ƒ xf ' ( J ) v



équation identique à l'équation (i), à la condition de
remplacer, sous le radical, dans cette dernière, -f- x2

par — .r2.

Exemples :

i° f(x) = i. La formule (9) donne

(10) 2 J\' 1 — x'2 dx __ arc sin J? -h j? y 1 — .r-.

20 f(x) = x (pour mémoire). On a

,2 1 r* rdx ____
(M) 2 f x\]\ — x'2 dx—~^(i — x*)à, E --:- =_ — y/i —

0 J V/i — a2-

3° y*(.r) = - • On a, d'après la formule (9),

/ • dx— i

Si nous posons
\/l — X2 =z M,

nous aurons

4- s/i — a?s.

( 1 2 )

par suite

—_log v =1O£

4° J{x) ~ xfn. Lorsque m est un nombre entier po-
sitif et négatif, le mode de réduction des intégrales in-
diqué à la fin du numéro précédent est applicable ici, et
nous n'avons pas à insister sur ce point.
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4. Soit

X1= f fl^L
J \l^~ i

dx.

Nous avons

A*Yd* = _ X t + ƒ
^2

d'où

1 — i — fxf(x)s]xl— idx.

Exemples :
i° f(x) = i. L'équation (i3) donne

/

dx

- -4- x \Jx- — i — — log (x — \jx'2 — i)4-a? s/^2

2° f(x) = x (pour mémoire). On a

(i5) 2fx\/x2—\dx--zslx1—1, / • = = \Jx'2—

3° ƒ {x) = - • La formule (i3) donne

*^ ~~*1 dx — —l ^ ' r 4- slx^—i 4- / öte;
x J x sjx2 i J x

( * ) En .posant x = —.—^ > on a

/
' dx _ C dx _
V^=T J sine ""

'4
cos2 e

t a n g -

. 9 (i — cos6)
= logtang-= log.—-j-r - ^ - 1).
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d'où

(T)
H — I _ r dx

dx — — f
x J x Vx% — l

En posant x= -—-> on reconnaît facilement que l'in-v sinô ^
tégrale du second membre de cette équation, prise avec

son signe, a pour valeur 9. On a donc

(16) ƒ — dx — arc sin 1- \Jx2—i.
,/ x x v

4° L'intégrale
/ x v/ x — i dx,

dans laquelle m est un nombre entier positif ou négatif,

se réduira en suivant la marche indiquée à la fin du n° 2.

5. Nous allons maintenant chercher à exprimer, au

moyen de transcendantes connues, les intégrales des ra-

cines carrées des fonctions trigonométriques. Il est évi-

dent que, dans tous les cas, on est ramené à considérer

les trois intégrales suivantes :

J \JAVLX dx, / \ / ~ dx, ƒ \Aa t lö x C^JC<>

les deux premières supposant des limites comprises entre

zéro et TT, et la troisième entre zéro et - •

6. Si nous posons sinx = cos29, nous avons

r - .— . /Yos2ÔsinÔdô r c(
ƒ \J sin x dx = — 2 I —— =r — 2 1 —;

J v 1 — c o s 4 ° J v 1
: -h cos2 6

et enfin

/ r d§ x
— 2 ( — f y/1 -h coh20 d/e + / ,

(i;) ƒ \fsinxdx—1( — / - - — y/ï / y i — i
V vr^, ' Vi — 4 sin2 0 J

On est ainsi ramené à deux intégrales elliptiques qui
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sont respectivement de la première et de la seconde
espèce.

7. En continuant à poser sina? = cos2ô, nous avons

-.--— dx -m '>. I — • — •= '2 j • • — •>

J \ T — oos46 J y/i4-cos26

ou

y i — { sin2O
ce qui est une intégrale elliptique de la première espèce.

En retranchant Tune de l'autre les équations (17)
et (18) , 011 trouve

/ . /"i--Mn.r . ± r ,—ï-T
(19) I — . : dx — '2 j y/1 —• -J si

J ysin<r J

8. Considérons maintenant l'intégrale

A. — / y telllg X CIX.

En posant

tang.r •=: tang2O,

on trouve facilement

., r sin2o^/o r
\ zzz 2 I —;—; rrz 2 I

j 1 — y/2sinQcosQ J 1-i-y2 si
p-; + ö / " ^

1 — v /9^^ inöcos0 2 / 1 4 - ^ 2 si
1 /* ros20dfO 1 r COS26
2 J siii2(J 2 J sir

1 = — 1

2 sin2Ôcos26

sinÔ cosO

sin6 cosO

si'1126

1 /> «YtansÔr/tançO
1

2

sin 2 6

'À S / 1 N

F tang OH r

- - 4 - - 7 - oi» sïrTïS
1

2 V'2



et enfin

l / \/t&ngx dx= - ^ [arc tang (^2 tango — i)J

[2O) -h arc tang (y/2 tangÔ + iJ

/ \f?' — i»în 2 0 \ ? ^1
4-log V,_ . - ) •

\y,'2 H- s in26 /


