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SUR LE NOMBRE DES POINTS MULTIPLES D'UNE COURBE
ALGEBRIQUE ET LES COURBES U U R S A L E S ;

PAR M. E. PELLET.

1. Soient m le degré d'une courbe algébrique ( A ), non
déconiposable en courbes de degré inférieur, pL le nombre
de ses points multiples d'ordre ^ pt = o si i est supé-
rieur à m — i. K étant le nombre des points multiples,
on a

Posons en outre
i m 1

M =-

l 1

O • I • 1 H ( II -ï- 3 ) xi 1

boit n un nombre entier tel que —1\ ; les
1 ^ 2 ~ 'points multiples et — f K autres points pris

sur la courbe définissent une courbe de degré 7*, qui a
avec (A)

2

points communs ; comme (A) est indécomposable, on a

. n (n -\- 3) T

mn S — + M — K,
d'où

n (2m — n — 3) >M-K.
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2. Maxima des nombres M, K et pt. — L'expres-

sion
n ( 2 m — n — 3 )

2

acquiert sa valeur maximum pour

2/7? — 3

2

et cetle valeur maximum est

( 2 m — 3 )2 _ 4 ( m — i ) (m — 2)4-1
8 "" 8

M — K étant entier, son maximum est ;
7 2

comme M est au moins égal à 2K, on voit que

' m — 1 ) (m — 2 ) y „
2

On a
n(2m-n-3) [ R ^

2

Remplaçant chacun des termes du premier membre
par sa valeur maximum, il vient

{m — 1) (m — 2 ) ^ M.

Pour avoir le maximum de /?/, observons que
i—m—1

M —Krzz

Donc
71 (2 m — n — 3 ) > .

2 ' * l'

Dans le premier membre, n est un nombre entier tel
que
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OU

n ( n -+- 3 ) > n ( 2 m — n — 3 )

2 ~ 2(1 — I )

d'où Ton tire
^ °?n — 3 /

Ainsi, il faudra remplacer n par le plus petit nombre
, 2 m — 3 i

entier superieur a :

Soit i = 2; ~ 3 est alors égal à m — 3 -, il faut

donner à n la valeur m — 2, ce qui donne pour maximum
i 1 1 . i , i (m — i) (m — 2)du nombre des points doubles

, , . . , . , . , m . ! , T ,
01 1 était superieur a —? pi serait au pJus égal a 1.

3. JNOUS allons eu outre établir une relation entre
M et K, qui nous sera utile. Soit n un nombre tel que
«(n + 3) ^ F , , // (n -L- 3)

^ ^ R ; posons, pour abréger, ;JL^ ; p , p g , ;
2 2

Par [JL des points multiples on peut faire passer une
courbe de degré n ; si l'on désigne par 1, i , , . . . , i[L_l les
degrés de multiplicité de ces points, on a

m n>_i-\-

et le nombre des inégalités qu'on obtient ainsi est égal
au nombre de combinaisons de K objets [JL à JJI, c'est-
à-dire

K ( K — i ) . . . ( K - ; x - h i )

La somme des seconds membres de ces inégalités con-
tient le même nombre de fois chacun des nombres
1, itJ. . . , ij ,, et ce nombre est égal à celui des combi-



liaisons complètes de h — i objets pris u — i a u — r,
soit

( K — Q . . . ( K — j x - 4 - i )

1 . 2 . . . ( [ X — I )

Ainsi

K ( K — , ) . . . ( K — J X - 4 - I ^ ( K - i . . , ( K - | j L + O , fm/i> 4 M,
I . 2 . . . [X ~ I . 2 . . . ( JJL — I )

i. c 1 n (/i -\- 3)
ou, en simplifiant et remplaçant JJL par ——f •>

Dans cette inégalité, n est un nombre tel que
(w + 3) ,, . , , ..

, et 1 on constate aisément qu elle a encore

Jieu si — - - K.

4. Supposons actuellement que n soit un nombre en-
, n ( n -f- 3 ) T . , ir . î • i i l

tier tel que ^> IS.*, les K points multiples de la

courbe (A) et • R — i autres points pris sur

cette courbe déterminent un faisceau de courbes de

degré /z, dont l'équation générale contient un paramètre

variable au premier degré, et qui ont chacune avec (A)

points communs, savoir f les K points multiples qui

comptent pour M et les K — i points sim •
2

pies choisis sur la courbe. Cbaque combe du faisceau
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rencontre donc (A) en

1 1_ K — M
2

n (p.m — /? — 3) T.
M

points seulement, variables avec le paramètre qui définit
la courbe. Si ce nombre se réduit à l'unité, les points
de la courbe (A) se déterminent individuellement, et
elle appartient au genre de courbes appelées unicursales
par M. Cayley. Ainsi, n étant le plus petit nombre tel

que — -̂ > K, la courbe (A) estunicursale si l'on a

n(im n — 3) .r __
( i ) hk-M-o.

Ce caractère est plus simple que celui donné par
M. Chasles ( Comptes rendus des séances de l'Acadé-
mie des Sciences, t. LXU, p. 1354)- Lorsqu'on aura
reconnu qu'une courbe satisfait à la condition exprimée
par l'équation (i), on pourra exprimer les coordonnées
d'un de ses points en fonction rationnelle d'une variable
par la méthode exposée par M. Hermite dans son Cours
d:Analyse de VEcole Polj technique, p. 2J2.

5. On reconnaît aisément que les courbes d'ordre m
qui ont un point multiple d'ordre m — i satisfont à
l'équation (i). Il en est de même de celles qui ont

- — points doubles. Il faut alors prendre n

égal à m — 2 ; M = [m — i) (m — 2), et l'équation ( 1 )
est satisfaite. Mais on peut chercher, pour une valeur
donnée de K, quelles sont les courbes satisfaisant à l'é-
quation ( 1 ). On ne peut en trouver si
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n{ étant entier. En effet, il faut faire n z=nt -{-i, et l'é-
quation ( i ) devient

(nx 4-0 /?, '\) n 1 ( / i 1 4 - 3 ) . ,
j _ M — o

'2 2
OU

mnl 4- m — 2 — ni — M = o.

Or, d'après le n° 3, M<mn{ et nK est inférieur à
711 1.

Les plus petites valeurs qu'on peut donner à K après i
sont donc 3 et 4- Alors il faut prendre n = 2, et l'é-
quation (i) devient

im — 2 — M = o,

dans le cas où K = 3. Comme M est au plus égal à

-y— d'après le n° 3, il sera impossible de satisfaire

à cette équation si
O m ,

im—2 >- —— ou /?*>* 4.
4

Pour K = 45 l'équation (i) devient

2 m — i — M — o,

et l'on reconnaît qu'elle est satisfaite si m = i p. 4- i, en
supposant que la courbe ait trois points multiples de degré
pi, et un point multiple de degré [JL -f- i \ et si 771 = i [x, en
supposant qu'elle ait trois points multiples de degré a, et
un de degré [Ji — i.

6. Soient a, &, c, (i les quatre points multiples
donnés : a = o, $ = o, y = o, 8 = o les équations des
droites ab, hc^ cd, da. Posons, pour abréger,

L'équation

As* 4-BS!^-1 . . . +KSï-1S4-LSjf = o,
Ann. de Mat/iémat., 2# série, t. XX. (Octobre 1S80.) 29



où A, B . . . , K, L sont des binômes du premier degré et
homogènes en a et o, de la forme m a -h zzo, m et n étant
des constantes, représente une courbe de degré 2 [x -4- i ,
pour laquelle a est un point multiple de degré JJL -4— 1
et Z>, c, d des points multiples de degré JJI. Elle ren-
ferme 2 ;JL -f- 1 constantes arbitraires.

Soit £ = o l'équation de la droite hd\ l'équation

A S1*"1 f r

où A, B, . . . , K , L sont des t r inômes de la forme

mas 4- mo -+-/>oa,

m, n et p étant des constantes, représente une courbe de
degré 2 JA, pour laquelle «, Z>, d sont des points mul-
tiples de degré JJI, et c un point multiple de degré JJL — 1.
Elle contient 3 a — 1 constantes arbitraires.

Pour exprimer les coordonnées d'un point de ces
courbes en fonction rationnelle d'une variable 6, 011
cherchera, conformément au n° 5, leur intersection avec
la conique

S — 0§! ~ o.

Pour les courbes du second genre, par exemple, le
point d'intersection variable avec 0 sera sur la conique

- f - B O s * - - - { - . . . - - K O - L - L — o ,

dontréquation peut se mettre sous la forme

(1) — - i h — = 0 ,
a s o

X, i&, O étant des polynômes du degré [x — 1 en 9.
Or, y e t ? peuvent s'exprimer en fonction homogène

de a, 3, e ; substituant dans l'équation



celle-ci pourra se mettre sous la forme

, x x ' &>' e'
(2) _ H _ _ + T = 0 >

Jl/, lib', 3 ' étant du premier degré en 8. Les équations
(i) et ('2) déterminent les rapports

par exemple, en fonction rationnelle de 9. On aurait un
calcul semblable pour les courbes du premier genre.

7. Dans le cas général, la courbe auxiliaire de degré /?,
considérée au n° 4, qui passe par les K points multiples
de la courbe (A) et

autres points choisis sur cette courbe, et dont l'équation
contient un paramètre arbitraire 0 au premier degré,
coupe la courbe (A) en

n — 3) _T

h K - - M H- i — V

points, variables avec le paramètre 9. Les coordonnées
de ces V points peuvent s'exprimer rationnellement en
fonction de Q et des racines d'une équation de degré v,
dont les coefficients s'expriment rationnellement en
fonction de 8. Dans le cas particulier où v = 2, c'est-
à-dire où

n ( 2 m — n — 3 )
( 2 ) • hK-M-i-o,

les coordonnées d'un point de la courbe ( A) s'expri-
ment rationnellement en fonction de 8 et de la racine
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carrée d'un polynôme en 9. L'équation (2) est vérifiée
1 1 v / A \ , , ( m —- 1) ( m — 2 )lorsque la courbe (A) possède 2

points doubles, deux de moins que le nombre maximum.
En effet, dans ce cas, il faut prendre n = m — 3 ;
M = (m — i)(m — 2) — 4> e t l'équation (2) est vérifiée.

Pour K = 4, elle est vérifiée en supposant, si
m = 2 [x -4- 1, que la courbe ait quatre points multiples
de degré IJL, et, si m= 211, en supposant qu'elle ait deux
points multiples de degré [x et deux autres de degré JJL — 1.

8. En conservant les mêmes notations qu'au n°6, l'é-
quation générale des courbes du premier genre est

B S ^ ^ - 1 -1- . . . - t -KS^S -H 4 s»} — oy

A, B, . . . ,K, étant des polynômes du premier degré et ho-
mogènes en a, (3, y; elle contient 3 [JL -+- 1 constantes ar-
bitraires.

L'équation générale des courbes du second genre est

\S>* i-i-BS! Si*"2+ . . . - ! KS'^2S + LS:; * — o,

A, B, . . . , L étant des polynômes du second degré, de la
forme

ma2 + nas + jjso + <yoa = o,

en supposant que a et b soient les deux points multiples
de degré JJL $ m,n,p,q sont des constantes arbitraire*.
Si l'on considère une courbe du premier genre, elle coupe
la conique

s— e s t — o
en deux points seulement variables avec 9-, ces points
sont situés sur la droite

A6i* 4- BO^-1 -f- . . . 4- KO 4- L = o.

Leurs coordonnées s'expriment donc rationnellement
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en fonction de 9 et de la racine carrée d'un polynôme
entier en 9.

Une courbe du second genre coupe la conique

— 6 ^ — o

en deux points également variables avec 9. Ces points
sont situés sur la conique

qui peut se mettre sous la forme

M, N, P, Q étant des polynômes du degré fjt. — i en 9.
Or S — 9S< peut se mettre sous la forme (n° 6)

„lo s o - h <\ft,' o a -t- £ ' a z = o .
*

Les deux coniques représentées par les équations pré-
cédentes se coupent évidemment en deux points va-
riables avec 9, qui sont situés sur la droite

MX'* -h (\«V — e'P) s -f- (Qdo' — if!>'P)o == o.


