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PROBLÈME DE MÉCANIQUE :

1>\R M. K. F \ L Q U E M 1 J E R G I J K .

Tjne tige rigide pesante s'appuie, par ses extrémités,
sur deux hémisphères creux, tangents extérieurement,
et tels que l'un des grands cercles de base soit hori-
zontal et l'autre vertical : trouver la position d'équi-
libre de la tige ; discuier le problème.

( \ouv. Corrap. mal h.)



)

Soient IN etiV les réactions qui s'exercent en A et B, et
soit P le poids de la tige, appliqué en son milieu G. Il
faut, pour l'équilibre, que ces trois forces soient dans
un même plan et concourent en un point I. Ce plan doit

être vertical, puisqu'il contient GP qui est vertical;
de plus, comme les forces N et JV doivent être nor-
males aux deux sphères [le frottement étant négligé),
elles doivent passer par les centres O et O'. Le plan des
trois forces est donc un plan méridien vertical ; nous
supposerons que ce soit le plan de la figure.

i° Désignons par 11 le rayon des deux sphères, / l a
longueur de la tige, o, <p' et \ les angles JOO', IO 'O et
l'angle que fait la tige arec 0 0 ' . Ecrivons que la projec-
tion de AB sur une droite perpendiculaire à OO'est égale
à la somme des projections des deux rayons AO, 130' sur
la même droite, et que OO' est égale à la somme algé-
brique des projections sur OO' des trois droites AO,
AB, BO'; nous aurons les équations

/ sin X — R sincp -h R sincp',
2 R rr: / COS À — R COS » -h R CO* s ' .



lou, en posant ^ = K,

(1) sincp 4-sincp'=: k sinX,
(2) coscp' — cos o —2 — KcosX.

D'autre part, la droite JG étant une médiane du
triangle AIB, on a, d'après une formule connue,

T O D cotRG —cotIBG
cotIGB =

2

ou
(3) 2 tangA=:cot(cp — X) -— cot(<p'4- X).

20 Après quelques transformations, la dernière équa-
tion devient

. , sin(cp — o')
2 tangX =. tan^co — tanç© _ —— '—r,0 D ' ° ' coscp coscp'

© C û ' CO Co '
1 su\- ^--cos. 4 — •=. tangX [cos(cp — cp') -f- cos(cp 4- cp')]

2 2

ou
. o—o' cp — o'

( 4 )

f c o — o ' . -cp — CD'
c o s 2 - • sin2j

L 2 22 2

— tangX cos (cp -h cp').

Or les équations (1) et (2 ) , divisées membre à membre ,

donnent
co — 9' 2 — K cosX

tan^ — — -=r —;—r—^—,

d'où
. o—o' 2 — KcosX

o — cp' KsinX

'2 y 4 — 4 k cos X -f- k2

Ces mêmes équations, étant ajoutées, après avoir été
ele\ées au carré, donnent aussi

cos ( cp - r 0' ) •=. 2 k CO^ A î .



Substi tuant ces valeurs dans l 'équation ( 4 ) . on a r m e

à la suivante

(5) [ 4 k cosÀ — ( k 2 4- 3)]* = 2k 2 — 7,

d'où

COÎ>À-- — " * " ' 7 !" - •

Discussion. — Les deux racines sont toujours posi-
tives; elles seront réelles si l'on a

(0) k>\A.

Pour qu'elles soient admissibles, il faut qu'elles soient
plus petites que 1. Ecrivons que le résultat de la substi-
tution de 1 à cos A, dans l'équation (,)), est positif et
que la somme des racines est plus petite que •>., nous
obtiendrons les deux inégalités

(7) K+ - 8KM- 9.0 k2 — 04 k -4- 16 > o,
(8) k 2 — \W -r- 3 <̂  o,

qui expriment que les deux racines sont toutes deux
<^ 1. Si le premier membre de l'inégalité (7) était néga-
tif, une seule racine (celle obtenue en prenant le radical
avec le signe —), serait plus petite que 1.

Cette inégalité peut d'abord s'écrire

{k -- 'O( k4 — (>K2-r8K — 8 ) > o.

Egalant à zéro le polynôme de la seconde parenthèse,
on obtient l'équation

K 3 _ 6 K 2 4 - 8 K - 8 ^ o ,

qui a une seule racine léelle égale à 4>yi •• ° - ! pi'è* P'u'
excès.



( '35 )
Par suite, l'inégalité précédente peut s'écrire

a étant une quantité plus petite que o, i.
En y joignant l'inégalité (8), écrite sous la forme

( K - i ) ( K ~ 3 ) < o ,

la discussion du problème est alors facile et peut se résu-
mer dans le tableau suivant :

Variation
, ï r / Nombre
de k — - • i l .

H de solution"».

K>4,7 — a


