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SUR LES ÉQUATIONS LINÉAIRES;

1>AR M. C H . BIEHLEK.

I.

LE WOMBÎIE DES IJNCOWJVÜES EST ÉGAL A CELUI

DES ÉQUAT1OJNS.

Résolution et discussion d\in système de n équations
linéaires à n inconnues.

\ . Soient

X , — 0 , , , . r , - f - tf,.2.r2-i- . . . - ! - aXtnxn-+- K , = o ,

X,,-_- an>{xt -\ dn^Xi \- . . ' n„.„xn-\ K„ o



les /iéquationslinéairesentreles inconnues^!, x2 . . . ,.r„.
Appelons A le déterminant des 7̂ 2 coefflcienls des in-

connues,

et supposons A^ o.
IVIuItiplions les éléments de la pieniière colonne de A

par jCj, ceux de la deuxième par jr2, ceux de la troisième
par ,r3,. . . , ceux de la dernière par a'n, ajoutons par
lignes horizontales les éléments ainsi modifiés et substi-
tuons aux éléments de la colonne d'ordre v dans A les
sommes ainsi obtenues \ par celte substitution le déter-
minant A sera multiplié par jrv, et l'on aura

. . . «e,*-. X, — K , fl,fV+1

. . . aHin

Le déterminant qui figure dans le second membre peut
être décomposé en deux autres, savoir

A /• rrr

£/i tf»,v4

Désignons par AV(X) ce que devient A quand on y
remplace les éléments rtltV, a* v,. . . , a,l>v de la colonne



( 3.3 )
d'ordre v respeetivementparX^Xç?.. . . ,Xn ,et soitAv(K)
ce que devient le même déterminant A quand on y rem-
place les éléments de la même colonne par les quantités
K n K2 , . . ., Kn } l'égalité précédente pourra s'écrire

A*,-4-Av(K) — AV(X).

En faisant successivement v = i , v = 2, . . . , y = //
dans cette formule, on obtiendra la série des identités

A-^-r A,(K) A.JXÏ,
br*- A2(K) A>(X\

Les quantités AV(X) sont des fonctions linéaires et
homogènes de X4, X 2 , . . . , Xn-, par suite, toute solution
du système

X, - o,

annule les déterminants AV(X) et par suite satisfait au
système

q

\ Ar,,-' A„(K)r=-o.

Inversement, dans Vhjpothèse admise de A ^ o , la
solution du système (av; satisfait au système (1).

Si Ton multiplie en effet la première équation du sys-
tème (2) p a r a î t , la deuxième par cr^,. . . , la dernière par
a^n, en ajoutant membre à membre les équations obte-
nues, il viendra



ou biet]

A(X!X— K./ -f-^^.A.iKj-f-r/^oAjïK)^-. . . - a

Mais

flMA,(K) -f-fl^MKl-r-. • • -- ^,»An(K)—

est, au signe près, le determinant d'ordre n 4-

(juf est idenliquemcnt nul, comme ayant deux rangées
identiques; l'équation précédente devient donc

et, comme A < o, on aX;J— o pour toutes les valeurs de//
depuis ƒ/ = i jusqu'à p.= //.

On voit donc que, si A est différent de zéro, les sys-
tèmes (i) et (:>.) sont équivalents, et le système (2) donne
pour les inconnues j ^ , ;r2,. . . , xn des valouis uniques et
déterminées.

Discussion.

2. Considérons actuellement le cas oùle déterminant A
est égal à zéro, et supposons en outre que tous les déter-
minants mineurs d ordre supérieur à p (p<^n) soient
nuls.

L'un des déterminants mineurs d'ordre p est supposé
différent de zéro*, supposons que ce soit le déterminant

'r-r
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Alors le système des équations X4 = o, X2 = o,. . .,

Xp= o sera satisfait pour des valeurs uniques et déter-
minées de Xi, .r2,. . ., xP quand on aura attribué aux in-
connues Xp+n xp+2,. . r, Xn des valeurs arbitraires, mais
déterminées.

Considérons le déterminant

'./M-r-

up-ha,\ "p-ha.,1

C'est un déterminant d'ordre p -f- i, qui, par hypo-
thèse, est nul.

Ce déterminant est identique au suivant, savoir

«2.1 «2.2 *2.p u,

•<p,l
dnp.p

où Ut, U2, . . ., Up, pour abréger, désignent les quantités

I -*•! « 1 ,p-\-\ '̂  fl-V-l «I ,p-\-2 'X p-\-'l • • •

Si l'on décompose le déterminant (a) en une somme de
déterminants, les coefficients de «rp+1, xp+2,. . ., x« sont
des déterminants mineurs de A, qui, par hypothèse, sont
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nuls; par suite, (a) prend la forme plus simple

«1,1 «1,2 • • • «1,1/ X,— Ki

Ie determinant ( a ) étant nu l , on aura

, i " i ,

«a ,

«1,2 K,

ff/H-a.i «y»+a,2 • • • ap+».,p &p+

Si l'on considère un système de valeurs de J'l5 x»,. . . ,
Tp , . . . , xn qui annulent X l9 X2 , . . . , Xp (ce système,
comme nous l'avons vu, est formé par des valeurs arbi-
traires de .r/;+1, xp+>«. . ., J'n et par des valeurs corres-
pondantes déterminées de xu x.>.. . . , .r^), pour ces va-
leurs, F équation précédente se réduira à

« J , l «1,2 « I ,

«i,2 • • • «1,/; «t,j>

2 > , «2,2

y

= o,
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et, comme le multiplicateur de X +̂a est, par hypothèse,
différent de zéro, l'équation Xp+a = o ne pourra être
satisfaite pour les valeurs des inconnues qui annulent X t,
X?, . . ., Xp, que si le déterminant

« 1 , K,
K2

« / M

est nul. Si ce déterminant n'est pas nul, l'équa-
tion X^a = o est incompatible avec les p premières
équations*, il y aura donc, dans le système proposé, au-
tant d'équations incompatibles avec Xi = o, X2 — o,

. .. X7, = o qu'il y a de déterminants (a') différents de
zéro. Si (a') est nul,
homogène deX l9 Xs, .

a est une fonction l inéaire et
X p , définie par l ' identi té

O\,P X,

— o.

Cas où la système proposé est homogène.

3 . Ce qui précède mont re que , dans le cas où A est
dii ïérent de zéro, u n système l inéai re et homogène, dans
lequel le nombre des équations est égal à celui des incon-
nues, ne peut être satisfait que pour des valeurs nul les
des inconnues .

Si A = o et si, en ou t re , tous les déterminants mineurs
d 'ordre supér ieur à p sont nuls sans que tous les déter-
minants d 'ordre p soirnt nuls , la discussion précédente
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montre que, si le déterminant

• ' « , / »

1 " , - , , "P.P

est différent de zéro, les équations X t = o, X2 = o, . . .,
X/; = o sont satisfaites pour des valeurs arbitraires de
•TP+\-> •r

/̂ +21 • • • , xn et des valeurs déterminées corres-
pondantes de Xi, oc.2< . . . , xv\ les équations X^^i = o,
X ^ j = o, . . ., Xn --- o seront satisfaites pour les mêmes
valeurs des inconnues. Ces n — p équations sont des con-
séquences des p premières; il n'y a jamais incompati-
bilité, puisque les déterminants tels que (ot!) sont nuls
d'eux-mêmes.

Les quantités X^+a sont des fonctions linéaires de X1?

X). . . . , X p définies par la relation

«1,1 « i .y • • • <i\,p X ,

a2 , a 2 / ï . . . a l p X2

II.

LE NOMBRE DES ÉQUÀTIOKS SURPASSE CELUI DES TNCOJVJVÜES.

A, Supposons d'abord que Ion ait un système de
fi-4-1 équations à n inconnues, savoir :

X,

rt-î.nXn ~î~ #2,72-4-1 ==z °i

, f f ,+ , = r o.
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Cherchonslacondition pourque ces équations soient com-
patibles. Désignons par A le déterminant d'ordre n -\- î

a\,n

on aura aussi identiquement

• 3 )

Si les équations X t = o, X2 r— o, . . ., Xn+1 = o admet-
tent une solution commune, l'équation précédente
montre qu'on devra avoir A = o*, par suite, A = o est
la condition nécessaire pour que les équations proposées
soient compatibles.

Inversement, supposons que A soit nul et supposons,
de plus, que l'un des déterminants mineurs de A d'ordre n.
formé avec les coefficients des inconnues, soit différent
de zéro, par exemple le déterminant

les équations X4 = o,X, = o. . . ., X[1_i r~ o, X;J.̂ _, == o,
. . ., Xn+1 -̂= o admettront une solution unique et déter-
minée. D'ailleurs, l'équation A = o peut s'écrire,
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d'après (3),

— A ( « H - i)XH+t — A(«)X„+ . . .

(4)

Pour les valeurs dcx 4 , x2 , . . . , xn qui annulent X n X2,
. . . , XJJL-I, X;M_,, . . . , Xw+1, l'identité (4) se réduit à

et, comme A (p.) est supposé différent de zéro, pour ces
valeurs on aura aussi

c'est-à-dire que les n +• i équations proposées sont com-
pati 1)1 es.

On voit donc que si les déterminants mineurs de A,
coefficients de «1?n+1, a2jn+1, . . ., «n+lj,.+1, ne sont pas
tous nuls, la condition A = o indique que les équations
proposées ont une solution commune. Si tous les déter-
minants mineurs de A d'ordre supérieur à p et ne ren-
fermant pas les éléments a^n+u tf2,n+iî • - • -, an+i,n+i sont
nuls, et si un déterminant d'ordre p , par exemple

Up.l "p,l

est différent de zéro, les équations X t = o, X2 = o, . . .,
X„ = o admettent pour j n x2i . . . , xp une solution dé-
terminée quand on donne à xpJrl, xp+1, . . ., xn des va-
leurs arbitraires, mais déterminées.

En opérant comme pour la discussion d'un système de
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n équations à n inconnues (n° 2), on arrive à l'identité

a . » "2,2

i.p X |

%p-\-*,\ ° p-^-a.,2

«1,1 #1 ,2

2,/J-J-l

Clp,p

Pour un système de valeurs de x l5 r̂2? • • •» ^« quî
annulent X,, X2, . . ., Xpi cette identité se réduit à la
suivante :

<^2,t &UI

= O.

Si donc le déterminant

* M

ap,1 <*<p,p

Ann.de M'atkémac, 2e série, t. XIX.(Juillet 1880.) 9.1



est different de zéro, l'équation X p + a = o ne peut être
satisfaite par les valeurs des inconnues qui annulent
X t, X2, . . ., Xp', Téqualion X p + a = o est donc incom-
patible avec les équations Xj = o, X2 = o, . . ., Xp =: o,
quoique A soit nul.

Le nombre d'équations incompatibles avec Xi = o,
X2 = o, . . ., X p = o est égal au nombre de détermi-
nants de la forme (6) qui ne sont pas nuls.

5. D'une manière générale, considérons un système
de n -f- p équations à n inconnues, et proposons-nous de
chercher les conditions de compatibilité des équations de
ce système.

Soit le système

. -h aun.rn

. -h altllxn

z=z o .

o,

X,, f^n,\ U-n n<* n <~~ ^n,n+\ O ,

Supposons d'abord que Tundes déterminants d'ordre 7̂ ,
formé avec les coefficients des inconnues de n des équa-
tions précédentes, soit différent de zéro-, supposons que
ce soit le déterminant

A =

Considérons le déterminant d'ordre /z -f- i

"n,n un,n+l



On aura identiquement

(5)

Comme A<o, les équations

X,= o, X2~o, X» = o

admettent une solution unique et déterminée 5 si l'équa-
tion Xw + V= o doit être compatible avec les précédentes,
il faudra que Ton ait A(v) = o. Les équations A(i) = o,
A(2) = o, . . . , A(/7) = o seront donc (dans le cas de
A^o) les conditions nécessaires pour que les n-\~ p
équations proposées soient compatibles.

Ces conditions sont aussi suffisantes, car l'identité (5)
devient

ffi.i <*,,_> . . . n{ n X ,

#2,1 <*1.ï - - • rtï.n X 2

O»,\

et, par suite, le système de valeurs des inconnues qui
annule X l 7 X2, . . . , Xn annule aussi Xn+V, puisque A est
toujours supposé différent de zéro. Par suite enfin ,
A(i) = o, A(a) = o? . . . , A(p) = o sont les conditions
nécessaires et suffisantes pour que les n-\-p équations
proposées soient compatibles, sous la condition A^o.

Dans le cas où les n-\-p équations proposées sont
compatibles, tous les déterminants d'ordre w-f-i formés
avec les coefficients de 7/ + 1 des équations proposées
sont nuls.



Cela résulte de la proposition établie au n° 4.
Supposons maintenant que tous les déterminants

d'ordre supérieur à q que l'on peut former avec les coef-
ficients des inconnues, en prenant pour éléments d'une
rangée les coefficients d'une même équation et pour
éléments d'une colonne les coefficients d'une même in-
connue dansles mêmes équations, soient nuls, et que le
déterminant d'ordre q

«2,.

"1,7

«2,7

7,1 «7,2

soit différent de zéro. On établira, comme on l'a fait au
n°2, l'identité

«l . l «1,2 x,

«y,i «7,2

«7-Hx,l aq-\-u.,1

«1,1 «1,2

«2.1 «2.2

x7

x^
«1,7

«2./H-1

Cela posé, si le déterminant

«1,1 «1,2

«2,t «2,2 «2,7 «J,n-M

uq,n+x
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est différent de zéro, l'équation X 7 + a =: o sera incompa-
tible avec le système X t = o, X2 = o, . . . , X7 =. o ; si
le déterminant (G') est nul, X7+a — o est au contraire
compatible avec X t = o, X2 = o, . . . , X7 = o.

Par suite, les équations A(i) = o, A(a) — o , . . . ,
A(p) = o n'entraînent plus la compatibilité des n -+- p
équations proposées.

1IL

LE NOMBRE DES INCONNUES SURPASSE CELUI DES ÉQUATIONS.

6. Considérons le système de n équations à n -\- p in-
connues

X , = a { > x x x - { - a i j 2 , z 2 - 4 - . . .

- «2,5-^2

2 = O ,

Si un seul des déterminants d'ordre n formés avec les
coefficients de n des inconnues dans les n équations est
différent de zéro, le système proposé admet une infinité
de solutions.

Si tous les déterminants d'ordre supérieur à q [q <^n)
formés avec les coefficients des inconnues sont nuls, et
que le déterminant

\ aq>x aq>7 . . . a q > q \

soit différent de zéro, nous pourrons, comme au n°2,



établir l'identité

• ' 6 '

2|,l «.,2

?2,t «3,2

*.., x,
^2,7 X 2

«7,2

* 2 , l " 2 , 2

V/ X 7

«.,7 K,

«2.. K,

«7,2

'7+a,i tt7-f-a,j

«7-7 K 7

Si donc le déterminant

«1,1

«2,.

7+a,l

a

a

1,2

2 , 2 • •

7,2

aq+u,1

« 2

• «7

« 7 +

7

7

1

a,q

lv,

K2

Kq+*

est différent de zéro, Téqualion X7+a== o est incompa-
tible avec Xi== o, X 2 = o, . . . , X 7 = o.

7. Si les équations proposées sont homogènes, c'est-à-
dire si Kj = o, K 2 = o , . . . , K n = o , l'identité (6) et
toutes celles qu'on obtient en faisant varier a de 1 à
n — q, prennent la forme

(7)

«1,1

«i,l

«.

«2

«1

«2

X,
X-,

=r O,

etFéquationX74^ = o est cotnpatible avec les<y premières.
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La quantité X +̂a est une fonction linéaire et homogènede
Xt, X2, . . . , X<p et par suite les n équations du système
proposé se réduisent à q d'entre elles. Ces q équations
Xi = o, X2 =z o, . . . , X ? = o sont indépendantes, c'est-
à-dire qu'il n'existe aucune relation linéaire et homogène
entre leurs premiers membres. Si l'on avait, en effet,
entre Xi, Xs, . . . , X7 une relation de la forme

(8) ^X, -1- >2X2+ . . . 4- -kqXg-= o,

on en déduirait

d'o

Le premier membre étant un déterminant que nous
avons supposé différent de zéro, l'équation (8) ne peut
pas avoir lieu.

8. Nous allons, en terminant cette question, donner
la démonstration d'une proposition générale qui renferme
comme cas particuliers les théorèmes suivants de
M. Ventéjol {Théorie de l'élimination, février 1877):

i° Si, dans un système de u équations linéaires et
homogènes à n -f- p inconnues, un déterminant d'ordre
[n — 1) est différent de zéro, pour que ces équations se
réduisent à [n — 1) distinctes, il est nécessaire et suf-
fisant que les p -\~ 1 déterminants d'ordre n formés par
hjs n — 1 colonnes qui donnent le déterminant différent



de zéro et chacune des p -f- i autres soient nuls à la
fois.

2° Si, dans un système de n équations linéaires et
homogènes à n 4- p inconnues, un déterminant d'ordre
n — i est différent de zéro, et que les p -\- i déteimi-
nants d'ordre n f ormes par les n — i colonnes qui don-
nent le déterminant différent de zéro et chacune des
p -f- i restantes soient nuls à la fois, tous les autres dé-
terminants d'ordre n tirés du système proposé seront
aussi nuls.

3° Si, dans un système de n équations linéaires et
homogènes à n-\- p inconnues, tous les déterminants
d'ordre n— i sont nuls, et qu'un déterminant dordro
n — 2 soit différent de zéro, le système se réduit à
n — 2 équations distinctes.

4° Si tous les déterminants d'ordre n — 2 sont nuls
et qu'un déterminant d'ordre n—3 soit différent de
zéro y le système proposé se réduit an — 3 équations
distinctes.

Supposons à cet effet qu'un déterminant d'ordreq
(q <^ n) soit différent de zéro ; soit, pour fixer les idées,

:2>, a2,2 . . . a7<(]

a q > { a q / 2 . . . a q r

ce déterminant, et considérons le déterminant d'ordre

«2,1

a„
lq+i
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Nous désignerons ce déterminant par A (a, i), en po-

sant, d'une manière générale,

«1,1 «1,2

«2,1 «2,2

En opérant sur le déterminant A(a,i) comme nous
l'avons fait dans les nos 1 et 2, on obtiendra l'identité

(9) A(a,

en faisant

«2,2 V,

, X, «l,ç

'*q4-a,n-j-p •' ii+pi

et,parsuîte, endéveloppant et faisant usage de la notation
adoptée, il viendra

A ( a, 1 ) xq+x + A ( a, 2 ) xq^ -4- . . . -+- A ( a, n -f-p — q ) xn+p

«•1 «2 « 2 ,
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Pour que les équations données se réduisent aux q
premières, savoir

X, —O, X2— O, . . . , X p O ,

il faut que toute solution de ces équations satisfasse à
l'équation

Xy+a = o,

pour toutes les valeurs de a depuis a = i jusqu'à
az=zn — q.

Or, si l'on donne à x7+1,x7+2, . . . ,xn+/,des valeurs tout
à faitarbitraires, leséquationsX, = o, X2— o, . . « , X v ~ o
fournissent pour x^ x2 , . . . , xq des valeurs fonctions
déterminées de xq+i , xn+p. Pour ces valeurs Xj, X2 , . . . ,
X7, X,/+at devront s'annuler; par suite, on doit avoir,
quelles que soient les valeurs dexq+u. . .^xn+p,

( A (a , i î .r î + 1 -|- A ( a, 2 ) .r?+2 H- , . .

| 4- A ( a, « H- yp — 7) ^«+/» — °-

L'équation (11) devant subsister quelles que soient les
valeurs de a:,/+1, . r 7 + 2 , . . . . a:M+/>, on devra avoir

A ( a , IN == O, A a , 2 j r = r o , . . , A a,n^-p — r / ) r : o ,

cl cela pour toutes les valeurs de a depuis a = 1 jusqu'à
y= II q.

On a donc ce théorème :

THÉORÈME. — Si le déterminant d'ordre q désigné
plus haut est diffèrent de zéro, pour que les équations
proposées se réduisent aux q premières, il faut que tous
les déterminants A(a,/3) obtenus en faisant varier a
de 1 à n — qetfideiàn-hp — q soient nuls.

L'identité (10) montre d'ailleurs que, si les détermi-
nants A(a,|3) obtenus en faisant varier a depuis 1
jusqu'à n — q et fi depuis 1 jusqu'à n -\-p— q sont nuls,
les quantités X7+., sont des fonctions linéaires et homo-



gènes rfeX,, Xs, . . ., X7 et, par suite, toutes les équations
se réduisent aux q premières.

En suivant la même méthode, on démontrerait aisé-
ment que tous les déterminants d'ordre q -h i sont nuls, si
les équations proposées se réduisent à q d'entre elles.

(ué suivre.)


