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SUR UNE REGLE DE M. LAGUERRE;

Par M. CANDEZE,

Eléve en Mathematiques spéciales au lyeée Henri 1V.

Je me propose de démontrer que la régle donnée par
M. Laguerre (méme Tome, p. 52) pour trouver une
limite snpérieure du nombre des racines supérieures a
un nombre donné @ fournit toujours un nombre au
moins égal & celui donné par les variations de la suite de
Budan et de Fourier.

Considérons I'identité d’ou part M. Laguerre,
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ctdivisons de méme f; (x) par x — a ; nous aurons
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Cela posé, je dis que :
Lemme. — Le nombre des varnations de la suite
(l) Ftr’ Fn DI F'"—Zv F,,,_,, F.
est au moins égal a celui de la suite
(2) N U S L S

Pour le démontrer, remarquons d’abord que, si ’on
multiplie un polynéme par x —a et qu'on ajoute aun
produit une constante, on ne peut faire disparaitre au
plus qu'une des variations introduites en multipliant
par & — a; le nombre des variations du nouveau poly-
ndme est donc au moins égal au nombre des variations
du polynome proposé, ce qui prouve, en particalier, que
le pombre des variations de la suite de M. Laguerre est
toujours au plus égal au nombre des variations du poly-
noéme.

Soicnt maintenant vy, v, les nombres des variations
des suites (1) et (2) jusqu’a F,, o, F),_, inclusivement, et
V,, V. les nombres des vaiiations des suites (1) et (2)
complétes. On a d'ailleurs

Fm-l = aF}u—‘l -+ 1')1—-1‘
Supposons :
1° Quil n’y ait pas de variations entre F,,_,, F), |

et F,.
On sait que

o0



( 309 )
Or
v, =V,;
donc
ViZ2o,20, V2V,

2° Qu’il y ait une variation unique dans F,
et F,, et qu'elle soit entre F'),_, et F} .
On a

Fi

m—27 m--{

0,2 0y,

D’ailleurs, en maltipliant f,(x) par 2 — «, on intro-
duit certainement une variation, car — aF! _, est du
signede F,_,

Vi=o,+1, ViZe+120,+1, V,Ze-41;
donc
V.= V..

3° Que la variation soit entre I,,_, et I,
ors, en ajoutant au dernier terme du produi
Alors, joutant d t du produit
folx)(x—a), qui est —al, _,, le terme I}, on
pourra détruire la variation. Si on ne la détruit pas,
ViZ o +1.
Or

V,—= 0, + 1;
donc

V,2 V,.

Sion la détruit, — aF,,_, + F, _, estdusigne de F,
donc encore

m—]
V2o, + I,
d’ou
Vl Z v‘l'
4° QueF,,_,, F)_,, F, présentent deux variations :

Vo—=v,+ 2.

En multipliant f,(x) par £ — a et ajoutant F,,_,,on
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introduit au moins une variation, et le dernier terme
—aF, _,+ I, _, est designe contraire 3 F,, :

V.20, +2,V,>V,.

c. Q. F. D.
Cela posé, divisons f, (x) par x — «a, et ainsi de suite
Jusqu'a fo,_i () et f,, :

Jomsle! _ o ey,

xr —qQa xZT — A
La suite

(3) f;n’fM~l(”/’ '--aﬁ(”‘]y.f'\a)

aura, d’aprés ce qui vient d’¢ire ¢tabli, au plus autant de
variations que la suite de M. Laguerre. Or, cette suite
w’est autie que la suite des dérivées affectdes de coeffi-
cients positifs.

En effet.
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Et comme la décomposition en fractiouns rationnelles
n’est possible que d'unc seule maniére, la propriété est
établie.

Il suit de la que forier la suite des dérivées, c’est cn
réalité faire une suite de divisions par x — a, et, comme
5. Laguerre s'arréte aprés la premiére, le nombre
obtenu par le procédé si simple qu'il a donné se trouve
compris entre le nombre des variations du polyndéme et
e nombre des variations de la suite des dérivées.

On pourrait d’ailleurs s’arréter aprés une quelconque
des opérations.

Le nombre des variations obtenues a chaque instant
cst une limite supérieure du nombre des racines supé-

rieures a a.



