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SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES
QUI ONT TOUTES LEURS RACINES RÉELLES;

PAR M. LAGUERRE.

1. Je considérerai d'abord l'équation qui détermine

tang- quand on connaît tanga.

On a, d'après la formule de Moivre,

/ a . . a\"
( cos —h i sm - ) — cosa -f- i sinaV n n!

et

I cos i sm - i — cosa — / sina;
\ n n)

on en déduit

a . . a \ "
cos —h i sin — \

// n \ cosa -h /sina
a . a ƒ cosa — i sina

cos / sin - /
n n/



ou, en posant tang - =
n

, . / i -4- /.r\ n i -i- i tanga

\ i — /.r/ i — /tanga

On voit immédiatement que cette équation ne peu!
avoir des racines égales; pour démontrer que toutes ses
racines sont réelles, je remarquerai que, pour chacune
d'elles, on a

mod(i -f- ix) z= mod(i — ix)9

et de cette identité Ton déduit aisément la réalité de x.
Supposons, en effet, que x puisse avoir la valeur ima-

ginaire a-f-jSi"; on aurait

mod(i — p -f- ai) -=. mod(i -4- p — ai)
ou bien

ce qui est évidemment impossible si j3 est différent de
zéro.

L'équation (i) a donc toutes ses racines réelles et iné-
gales ( ' ) .

2. Les mcmes considérations permettent de démon-
trer une importante proposition, due à M. Hermite (2)
et que Ton peut énoncer de la façon suivante :

(*) Voir à ce sujet une Note de M. Biehler : Sur une application de la
méthode de Sturm (Nouvelles Annales de Mathématiques, 2* série,
t. XIX, p. 76). Voir également une Note du même auteur publiée dans
le dernier numéro et dont je n'ai eu connaissance qu'après la compo-
sition demon article.

(*) Sur l'indice des fractions rationnelles (Bulletin de la Société
mathématique y t. VII, p. I 3 I ).

M. Biehler est arrivé en même temps au même théorème, qu'il a
démontré dans une Note Sur une classe d'équations algébriques dont
toutes les racines sont réelles, insérée au Journal de M. Borchardtt t. 87,
p. 35o.
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Soient a 4- [b/, y -{- 5i, . . . , X 4- pi des quantités ima-
ginaires, dans lesquelles les coefficients de i ont tous la
même signe; si Ton pose, pour abréger,

H(.r — a — p / ) = (.r — a — P /) [JC — y •— Si). . . (.r — 1 — pi)

= V(x) -4- / * ( * ) ,

/? F(.r) -H ^<î>(;r) = . o ,

oh p et q désignent des nombres réels arbitraires, a

toutes ses racines réelles.

Cette équation peut se mettre sous la forme suivante

(P ~ifl) n(.r — a — p/) -4- [p -f- /<7) n(.r — a -1- p/) = o,

d'où Ton déduit

(i) mod n ( x — a — P ' ) —

et il est aisé d'en conclure que x est nécessairement
réel.

Ayant, en effet, tracé dans un plan deux axes rectan-
gulaires OX et OY, je représente, suivant l'usage ordi-
naire, la quantité imaginaire X + Yf par le point dont
les coordonnées sont X et Y. Soient A, C, . . ., L les
points qui représentent les quantités a 4- (3 z, y ~\- 5 i , . .
1 -4-p/} les nombres (3, c?, . . . , p ayant tous le même
signe, ces points sont tous situés d'un môme côté de l'axe
OX, au-dessus de cet axe par exemple *, quant aux points
A', C', . . . , L', qui représentent les quantités conjuguées
a — |31, y — ch', . . . , A — pz, comme ils sont symétriques
des premiers relativement à Taxe OX, ils sont situés au-
dessous de cette droite.

Cela posé, en désignant par P le point représentatif
de x , l'égalité (2) peut s'écrire ainsi qu'il suit:

PA.PC. .PL~PA'.PC'. . .PL'.



Or, si x était imaginaire, le point P serait situé en de-
hors de l'axe OX, au-dessus de cette droite par exemple,
et l'on aurait

PA<PA', PB<PB', . . . , PL<PL',

inégalités incompatibles avec la relation précédente.
La quantité x est donc nécessairement réelle et la pro-

position est entièrement démontrée.

3. Parmi les conséquences que Ton peut en déduire,
je mentionnerai la suivante, à cause de sa simplicité.

Soit ƒ(#) = o une équation algébrique ayant toutes
ses racines réelles ; en désignant par w, p eïq des quan-
tités réelles quelconques, si Ton pose, pour abréger,

/r(.r-f-&)/) = F(.r)-f-/cD(.r),
l'équation

p¥[x) -+- q $>{x) = o

a également toutes ses racines réelles.

IL

4. Quand, une équation algébrique étant ordonnée
suivant les puissances croissantes de la variable, la suite
des termes présente des lacunes, on peut, comme on le
sait, en déduire aisément une limite supérieure du
nombre des racines réelles de l'équation.

Cette conséquence immédiate de la règle des signes de
Descartes a de nombreuses applications; en voici quel-
ques-unes très simples qui présentent quelque intérêt.

Soit f(x) = o une équation algébrique du degré n et

ayant toutes ses racines réelles 5 développons yr—r sui-
vant les puissances croissantes de «r. Soient F(x) la sé-
rie que l'on obtient ainsi et 4>(x) l'ensemble des termes
de cette série dont le degré ne dépasse pas m.



Par définition, le polynôme <f>(x) du degré m est tel

que le développement de la différence •——-r — 4> (jr), sui-

vant les puissances croissantes de x, commence par un

terme d'un ordre supérieur à m; on en déduit facile-

ment l'égalité suivante

où P désigne un polynôme et p un nombre entier supé-
rieur à iw, d'où encore

Considérons maintenant l'équation

ƒ(*)*(»•) = o ,
que l'on peut écrire

I — x/-Prro.

Cette équation présentant une lacune de (p — i) termes
entre le premier et le second terme, le nombre de ses
racines imaginaires est au moins égal à (p — 2), el par
conséquent au moins égal à (m — 1), puisque p est plus
grand que m. Ces racines appartiennent toutes aux deux
équations ƒ (x) = o et 4>(x) = o; la première a d'ail-
leurs toutes ses racines réelles et la seconde est du de-
gré m, d'où il suit que, ayant au moins (m »— 1) racines
imaginaires, elle ne peut avoir qu'une seule racine
réelle, ce qui aura lieu si elle est de degré impair.

Les considérations qui précèdent s'appliquent au dé-

veloppement de l'expression q ? où q désigne un

nombre entier quelconque et f(x) un polynôme décom-
posable en facteurs réels du premier degré.

Désignons par <P(x) l'ensemble des termes de ce dé-
veloppement dont le degré ne dépasse pas m 5 le premier



ternie de la série

étant d'un ordre supérieur à m, on en conclut aisément
l'égalité

où P désigne un polynôme et p un nombre entier supé-
rieur à 771.

Cette égalité peut s'écrire

et Ton en conclut, comme précédemment, que l'équa-
tion

ƒ(*)**(*) = o

a au moins (m — i) racines imaginaires; ces racines ne
pouvant appartenir qu'à l'équation <$>(x) = o, celle-ci,
qui est du degré m, a au plus une racine réelle.

J'aurais pu considérer l'expression -, où /' et q

désignent deux nombres entiers quelconques,puisque, si
f(x) est décomposable en facteurs réels du premier de-
gré, il en est de même de f r(x) , et de là, en passant au cas

où la fraction - tend vers un nombre incommensurable
9

quelconque, je pourrai énoncer la proposition suivante :
En désignant par w une quantité positive quelconque

(comraensurable ou incommensurable), si l'on déve-

loppe ~T—,—r suivant les puissances croissantes de x et si
rr f»[x) r

Von désigne par 4>(je) l'ensemble des termes de ce dé-
veloppement dont le degré ne dépasse pas m, quel que
soit le nombre m, l'équation 4>(,r) = o a au plus une
racine réelle.



S. Comme application, je poserai

on voit, par ce qui précède, qu'en désignant par 4>(x)

l'ensemble des termes du degré m dans le développe-

i J , l'équation <f>(.r) = o a au plus une

racine réelle, quel que soit le nombre positif p. Si,
maintenant, on fait croître indéfiniment/?, l'expression
/ x\-P , . .

i a pour limite &°.

\ PI
D'où la proposition suivante :
Si l'on égale à zéro Vensemble des m premiers

termes de la série suivant laquelle se développe ex, l'ê-
quation ainsi obtenue a au plus une racine réelle.

Cette proposition peut, du reste, se démontrer très
aisément en s'appuyant sur le théorème de Rolle [voù
notamment le Cours d'Analyse de VÉcole Polytech-
nique de M. Hermite, année 1867-1868); mais il ré-
sulte, en outre, du théoième démontré plus haut, que,
si f{x) est un polynôme décomposable en facteurs réels
du premier degré, le développement de l'expression

jouit de la même propriété, quel que soit le nombre
positif a).

6. Les considérations qui précèdent s'appliquent en-
tièrement à un cas plus général et plus important; mais,
avant de l'aborder, je crois devoir rappeler quelques
définitions.

En désignant par V(#) un polynôme entier en x ou



une série ordonnée suivant les puissances croissantes

dex,et par , • une fraction rationnelle dont le déno-

minateur est du degré n et le numérateur du degré m,
on dit que cette fraction est une réduite de V(x) si le
développement en série de la différence

commence par un terme de l'ordre de xm+n+i.
Il est facile d'obtenir ces réduites-, multiplions, en

effet, Y (x) par un polynôme F(x) du degré n et ren-
fermant, par suite, {n -+- i) indéterminées. En dévelop-
pant le produit ainsi obtenu, nous obtiendrons d'abord
un polynôme du degré m, ^ ( x ) , puis une série de
termes contenant xm en facteurs et nous pourrons dis-
poser des (n H- i) coefficients indéterminés de façon à
annuler, dans le développement, les coefficients de;rm+1,
.rm+% . . ., xm+n -, il suffira en effet, pour cela, de trouver
des valeurs de (n -+-1) inconnues satisfaisant à n équa-
tions linéaires sans second membre, et l'on sait qu'un
pareil système d'équations admet toujours au moins une
solution dans laquelle les inconnues ne sont pas toutes
nulles en même temps. Les polynômes F(x) et Q>(x)
étant déterminés comme je viens de le dire, il est clair

que la fraction y ' est une réduite de F(x) .

Cela posé, ƒ (x) désignant un polynôme décomposable
en facteurs réels du premier degré, soit ' [ une ré-
duite de ƒ(#)? en sorte que, 4>(x) étant du degré m et
F (x) du degré ra, le développement de

commence par un terme de Tordre (//*-+- »



On aura évidemment, en désignant par P un poly-
nôme entier,

F(.r) f[x) — *{x) = .zjn+n+i9,
d'où

4>(ar) -f- *"+"+* V = F(x) f[x).

Or, le terme du degré le plus élevé dans <P(x) élanl
du degré m, on voit que Féquation

<ï>(.zr) -f- ^ + " + I P - O

a an moins (/z — 1) racines imaginaires, et, comme ces
racines appartiennent à l'équation F (x) J(x) = o et
cpxcj'(x) =. o a toutes ses racines réelles, on en conclut
que l'équation F(x) = o, qui est du degré n1 a au plus
une racine réelle.

On obtiendrait un résultat analogue en considérant

les réduites • ' , du déveloiipement de la fraction —,—:-> et
F(^) i r /(.r)

l'on établirait facilement que l'équation 4>(x) = o a au
plus une racine réelle.

En particulier, posons d'abord, en désignant par p un
nombre entier arbitraire,

Si nous faisons croître indéfiniment le nombre entier m,
nous en conclurons que les dénominateurs des réduites
de ex ont au plus un facteur réel du premier degré\ nous
voyons, en outre, que la môme proposition a lieu à
l'égard des réduites de l'expression exy(x), où y[x) dé-
signe un polynôme décomposable en facteurs réels du
premier degré.

Semblablement, en posant



( ,33 )

et en faisant croître indéfiniment le nombre entier p,
nous voyons que les numérateurs des réduites de ex ont
au plus un facteur réel du premier degré, et la même
proposition a lieu à l'égard des numérateurs des réduites

de l'expression ——p où <p(#) désigne, comme ci-dessus,

un polynôme quelconque décomposable en facteurs réels
du premier degré.

7. Comme je viens de le montrer, si l'on considère

une réduite quelconque —-— de la transcendante ex
y les

équations <J> (x) = o et F[x) = o ont au plus une racine
réelle.

Il ne sera peut-être pas inutile de montrer comment
on peut facilement former les polynômes F [x) et4>(x).

A cet effet, je considérerai l'expression F (x) exx et
poserai

F (.r) e*T=2ApxP.

Le polynôme F(x) étant du degré TZ, je remarque tout
d'abord que Am+n, qui est du degré (m-\- n), est divi-
sible par zn. En dérivant par rapport à z Téquation pré-
cédente, on a d'ailleurs

F (*)***= lA!pxP-\
d'où

et Ton en conclut que chacun des coefficients Ap est la
dérivée par rapport à z du coefficient qui le suit dans
la série.

Je remarque maintenant que, F (x) étant le dénomi-
nateur d'une réduite de ex,le développement de F{x) ex

manque des termes en xm+1, xm+2, . . ., a"1+"-, tous les
coefficients



( 234 )
s'annulent donc quand on y fait z = i. Par suite, ArTl±n,
ainsi que ses [n — i) premières dérivées, s'annule dans
la même hypothèse; ATO+rt est donc divisible par(z — i)n.
J'ai montré plus haut que ce coefficient était du degré
[m -f- n) par rapport à la lettre z et qu'il était divisible
par zm\ il est donc égal, à un facteur numérique près
(que l'on peut prendre arbitrairement), à zm(z — i)".

Ainsi, une propriété caractéristique du polynôme
F(x) est que, dans le développement de F(x) ezx sui-
vant les puissances croissantes de x, le coefficient de
xm+» e s t (sauf u n facteur numérique) zm{z — i)rt.

i
En supposant donc ce facteur é^al à ., .

r i ö i . 2 . 3 . . .[m - H n)
et en posant

F(.r)=ab-halx-\- a2x
2-\- . . .,

on obtiendra facilement l'égalité

aoz
m~*

d'où

0

et

-«.

z"

i'

i,

n

i+n n ~rn-hu
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i
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1.2.3 (/W -H «) (/W -f- /î — I ) (m -h « — 2)

Quant au polynôme *£(#), je remarquerai, pour le
F(«r)déterminer, que la fraction —-,—- est une réduite de e~r

et que cette fraction tend vers l'unité quand x tend vers



zéro*, on a donc, en appliquant la formule précédente,

, . m m [m — i
<1> Le ~ i -+- • x H- 1.2 ( m -h /Ï ) ( m -h « — i )

1 . 2 . 3 [m -h n) [m -+- n — i ) (/// H- /i — 2)

8. Considérons en particulier les réduites principales,

c'est-à-dire celles-où m = n \ on a alors ( J )

1 *>
' 2 1.2 2/2 (2// — I)

/i ( /z — 1 ) [n — 2 ) 1

1 . 2 . 3 in (m — i)(2/2 — 2)

et

y 2
fn

2 1.2 2/2(2/2 I )

1.2.3 in [m — 1 ) (2n — 2 )

en sorte que 4> (#) = F ( — JT).

Ayant

on en déduit

et, en égalant les dérivées des deux membres.

(*) Sur ces polynômes, voir le Mémoire de M. Hermite Sur la fonc-
tion exponentielle.

(2) Je désigne ici et dans tout ce qui suit par (x?) une série ordon-
née suivant les puissances de x et commençant par un terme de l'ordre xr.



En désignant par a, {3, y, . . . les diverses racines de
l'équation F ( # ) = o, on voit aisément que les racines
de l'équation 4> (a:) = o sont — a, — (3, —y, . . . ; l 'é-
galité précédente peut donc s'écrire

y —-- - y
ou encore

* ' • ) .

En désignant par S_p la somme des inverses des puis-
sances pièmes des racines de l'équation F(x) = o, on en
déduit, en développant le premier membre en série,

2S_14-2S_3.r2^2S_5.r4H~ . . . = i-+- (x2"),

d'où les relations suivantes, qui caractérisent entièrement
le polynôme F(x) :

S_. = i , S_3=o, S_5~o, . ., S_(2;j-_l) = o (!).


