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( n o )

SUR LA TRANSFORMATION DU DÉTERMINANT DE M. SYLYESTER
ENCELUIDEGAUCHY;

PAR M. CH. BIEHLER.

Lorsqu'on a deux équations, l 'uney(.r)=o de de-
gré m, l'autre <p(.r) = o d e degré p (nous supposerons

) , savoir

( i ) ƒ (*•) ~ A o x - -+- A , ^ " 1 - h . . . - - Am= o ,

( 2 ) <p(.r) = B 0 ^ -4- B..T/7-1 - 4 - . . . - j - B , , — o ,

on peut exprimer sous deux formes différentes la con-
dition nécessaire et suffisante pour que ces deux équa-
tions aient une racine commune.

L'une d'elles, due à M. Sylvester, s'obtient, comme
l'on sait, en égalant à zéro le déterminant d'ordre m-\- p
du système des m H- p équations

>zP~x ƒ .r) —- o, .rm-xy{x) — o,

x) = 0,

xf[r) = 0, .r ff(x) =0,

f[x)=-o9 ff[x)z=:oy

considérées comme linéaires en a;"1"4"̂ ""1, arn+'7~2, . . . ,

La seconde a été donnée par Cauchy : elle s'obtient
en égalant à zéro un déterminant d'ordre m que Ton
forme comme il suit. On considère les p équations

/ A o . ^ - 1 -f- AAxV-3 - i- . . . H- Apt-,

qu'on obtient en donnant à fji les /? valeurs m —p -h 1,
m — /? -+-2, . . . , m — i , m ; on ajoute à ces p équations



(. I I I )

de degré m — i en a? les m —p suivantes,

.r—*-•?(;*)= o,

et l'on égale à zéro le déterminant du système de ces m
équations considérées comme linéaires ena:"1""1, a:"1""*,...,
x, x°.

Si l'on désigne, d'une manière générale, p a r ^ et ŷ
les polynômes

?|4 = B o ^ ^ - ' « H - B . a r ^ - / » - » - ' 4 - . . . - 4 - B ^ . ^ , , ,

l'équation (3) pourra s'écrire

T ï x - i ~ B M . / , _ w « m - > 1 - 4 - . . . M - B^, *
ou bien

par suite

(4) /*-!?(*) — ?!*-«/( ̂ ) = °-
Soit Ga,v le coefficient de xm""v dans cette équation ; on

aura

Le déterminant de Cauchy sera donc

G—JH.,., G—jH-,., G_,+:

Bo B, B, o o

o Bo B^ ,̂ B,, o

o o . . . Bo B»



Nous allons démontrer que ce déterminant est iden-
tique, à un facteur numérique près, à celui de M. Syl-
vesler, savoir

A« À | A 3 . . . A n o o . . . o o

o A o A , . . . A m _ , A m o . . . o o

o o A o A m _ , km . . . o o

A — o o o . . . A o A , A m _ , A m

B o B , . B ^ o o o

o B o . B I , _ 1 B D o o o

o o o Bo . . . Bp_, B

Ce déterminant renferme les coefficients A dans ses
p premières lignes et les coefficients B dans les m der-
nières.

Pour opérer la transformation de ce déterminant en
celui de Cauchy, remplaçons les éléments de la
(p •+• i)lèTne ligne de A, savoir

Bo, B,, . . . , Bp, o, o, . . . , o, o,

par les sommes que l'on obtient en ajoutant entre eux
les éléments d'une même colonne de A, après avoir mul-
tiplié les éléments des lignes successives respectivement
par

— B o , — B , , . . . , — B ^ _ , , A o , A i , . • • > A m _ , ;

les sommes obtenues sont évidemment les coefficients
des diverses puissances de x dans la fonction

On sait que cette fonction n'est que de degré m — i et
que l'on a



( " 3 )
les éléments de la [p -f- i)ième ligne deviennent donc, par
cette transformation,

O , O , O , . . . , O , G m > i , G O T , 2 > • • • > G m , m -

La substitution de ces éléments à la place de ceux de
la (p -f- i)ième ligne de A a eu pour effet de multiplier le
déterminant A par Ao.

Laissant actuellement intacts les éléments de la pre-
mière et de la (/? -f- i)ième ligne, multiplions ceux de la
deuxième, troisième, . . . , pième respectivement par

— B o , — B , , . . . , — R p - î >

ceux delà (p -4- 2)ième, (p -f- 3)ièm% . . . , (p -f- m)ièm° res-
pectivement par

et remplaçons les éléments de la (p -h 2)ièmeligne de A
parles sommes qu'on obtient en ajoutant par colonnes les
éléments ainsi modifiés 5 ces sommes sont les coefficients
des diverses puissances de x dans la fonction

qui est égale à

G*-,,,*--1 -f- Gn*-i,*ar-*-h. . . -I- G*-.,,,,.

Cette substitution a encore pour effet de multiplier A
par Ao.

En laissant maintenant intacts les éléments des deux
premières lignes et ceux de la (/? 4-i) i ème et de la
(p -f- 2)ieme, multiplions ceux des troisième, quatrième,
cinquième, . . . , plè& rangées respectivement par — Bo,

par -f-A0, AM . . . , Am_3, et ajoutons les éléments mo-
difiés par colonnes \ on obtient les éléments

O , O , . . . , O, Gm_2,(, Gm_2,2, . . . , GOT_,,m.
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Après p opérations analogues, les (/? -f- i)ièni%

(/? -h 2)lèmc, . . . , (2 p)icme rangées de A auront été rem-
placées par

O , O , O , . . . , O , Gm,:9 Omf7y . . . , G ,„,„,,

o , o , o , . . . , o , G / , , - , , 1 , G w _ i , 2 , • . . , G O T _ , , W ,

O , O , O , . . . , O , G m - p + i , , , G m _ / J + 1 ) 2 , . . . , G , n - / , - H . J I I -

Les m — /̂  dernières rangées de A n'auront pas varié,
et A auia été multiplié par A£ $ on aura donc

A o A i . . . . A f f l o 0 0 . o o

o A, A„,_, Am o o o o

o o . . . Ao

O O . . . O

o o . . . o

Am

Gm,m-i

O O . . . O CT/H—O+I i

o o . . o Bo

o o . . . o o

B, o

o

0 0 . . . o o . B o

Si Ton supprime de part et d'autre le facteur Af, il
viendra

G/n—I,I vJm-1,2

G ^ + 1 ) 1

B̂ , o

, - . B, .

O

O
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Le second membre est identique au déterminant de

Cauchy, abstraction faite du facteur (— i) 2 .
Si donc on désigne par AA le déterminant de Cauchy,

on aura

I\f. Ventéjol, dans un Mémoire sur l'éliminalion
(i5 février 1877), a donné une méthode pour opérer
celte transformation. M. Ventéjol effectue la transfor-
mation sur un exemple particulier, ce qui ne montie
peut-être pas assez la généralité delà proposition; il m'a
paru intéressant de donner une démonstration générale,
qui met mieux en évidence le principe de la méthode.


