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N OUVELLES ANNALES

MATHEMATIQUES

COMPOSITION MATHEMATIQUE POUR I’ADMISSION, EN 1879,
A L’ECOLE POLYTECHNIQUE. REMARQUES GEOMETRIQUES ;

Par uN ANCIEN ELEVE DE MATHEMATIQUES SPECIALES.

On donne une conique rapportée a ses axes

x? );2

AtTsT!
et un point M sur cette conique. Par les extrémités
d’un diamétre queclconque de la courbe et le
point M, on fait passer un cercle. Prouver que le lieu
décrit par le centre de ce cercle est une conique (K)
passant par l'origine O des axes.

Occupons-nous d’abord de cette premiére partie de la
question proposée.

Désignons par (M) la conique donnée. Prenons le
point M, syméirique de M par rapport a I'axe des x, et
le point M”, symétrique de M par rapport a I'axe des y.
La circonférence circonscrite au triangle MM’ M” a pour
cenire le point O. Ce point appartient alors a la
courbe (K ).

Le diamétre M'M” étant le seal qui conduise & ce

point du lieu, le point O est un point simple de la
courbe (K.
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Sur une droite quelconque issue du point O, et en
outre de ce point, on a encore un point du lieu : on
Pobtient an moyen du diamétre perpendiculaire 4
cette droite. Une droite issue du point O rencontre donc
la courbe (K ) en O et en un autre point : donc (K) est
une conique passant par O.

Au diamétre infiniment voisin de M'M” correspond un
point de (K), infiniment voisin de O et situé sur la per-
pendiculaire élevée en O a ce diamétre. Donc :

Latangente en O & la conique (K) est perpendicu-
laire & OM, ou encore OM est la normale en O & la
conique (K).

Prenons un diamétre quelconque CC' de (M) et éle-
vous en O une perpendiculaire a ce diamétre. Appe-
lons ¢ le point de la conique (K) qui est situé sur cette
perpendiculaire : ce point ¢ est a la rencontre de cette
droite et de la perpendiculaire élevée a MC par le
point y, milieu de cette corde.

Cherchons quel est sur yc Pautre point de la co-
nique (K).

Menons le diamétre EE, tel que OE et MC soient
également inclinées sur les axes de (M). En vertu d’un
théoréme bien connu, la circonférence, qui contient les
points M, E, E/, contient aussi le point C. Le centre e
de cette circonférence est le point cherché. Les droites
oe, yc, respectivement perpendiculaires & OE et MC,
sont aussi également inclinées sur les axes de (M). I ré-
sulte de 14 que:

Le point e, ot la droite yc rencontre(K), est le milieu
du segment intercepté sur cette droite par les axes
de (M).

Nous sommes ainsi conduits a cette deuxiéme généra-
tionde (K) :

La conique (K) est le lieu des milicux des seg-
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ments, interceptés par les axes de (M), sur les perpen-
diculaires élevées aux milieux des cordes de cette co-
nique qui partent du point M.

Lorsque I'extrémité de la corde issue du point M vient
se confondre avec M, alors la perpendiculaire élevée sur
le milieu de cette corde est la normale en M 4 (M). Le
milieu » du segment intercepté par les axes sur cette
normale est alors un point de (K).

Le point 7, milieu de la corde MC, est aussi le milieu
du segment intercepté sur cette droite par les asymptotes
de (M). On a alors cette troisitme génération de (K) :

La conique (K) est le lieu des milicux des segments
interceptés par les axes de (M) sur les perpendiculaires
élevées aux milieux des segments, déterminés par les
asymptotes de cette courbe, sur les droites issues de M.

On peut remarquer que cette troisiéme génération
peut étre énoncée en n’employant que des droites et le
point M, sans faire intervenir la conique (M).

Cherchons les points de rencontre de (K) avec les
axes. Nous n’avons pour cela, en employant la premiére
génération de (K), qu’a construire les points qui cor-
respondent aux axes au moyen de ce théoréme :

La circonférence, qui passe par les extrémités d’un
axe d’une conigue (M) et par un point M de cette
courbe, passe aussi par le pied P de la perpendicu-
laire abaissée du centre O de (M) sur la tangente en

M a (M) ().

(*) ¥ai déja employé ce théoréme 1l'année derniére. a propos de la
composition d’admission a I'Ecole Polytechnique (voir Nouvelles An~
nales de Mathématiques, 1878, p. 413). Ce théoréme peutétre considérée
comme un cas particulier du théoréme suivant, diu a M. Laguerre :
La circonférence passant par les pieds A,, A,, A, des trois normales
abaissées d’un point P sur une conique de centre O qui, d’aprés le théo-
réme de Joackimstahl, passe par le point A, de la conique diamétra-
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Le centre de cette circonférence est sur 'un des axes
et sur la perpendiculaire 2 PM, élevée du milieu de ce
segment. On a donc les points & et a de (K), situés sur
les axes O.x et Oy, en prenant les points de rencontre de
ces axes avec la perpendiculaire 8 PM, élevée au milien
de ce segment. Remarquons tout de suite que cette per-
pendiculaire passe par le point H, milieu de OM.

Il résulte de la construction de a et de b que ces points
sont les milieux des segments compris entre O et les
points ou la normale M~ rencontre les axes.

Les points o, a, n, b sont alors les sommets d’un rec-
tangle inscrit dans (K); donc :

Les axes de la conique (K) sont paralléles aux axes
de la conigue (M), et le centre de (K) est le milien du
segment ab.

On déduit de 1a que, si I'on prend les segments com-
pris entre M et deux sommets opposés de (M), les per-
pendiculaires élevées aux milieux de ces segments, les
parties de ces droites interceptées par les axes ont pour
points milieux des sommets de (K).

On voit facilement de la que:

Apreés avoir tourné d’un angle droit sur son plan, la
conique (K) est homothétique a (M).

Les longueurs des axes de la conique (K) sont indé-
pendantes de la position de M sur (M), ou encore les
conigques (K) relatives aux différents points de (M)
sont égales entre elles, c’est-a-dire que, lorsque M dé-
crit (M), la conique (K), invariable de grandeur, se

lement opposé au pied A, de la quatriéme normale, qu'on peut abaisser
de P, passe aussi par le pied de la perpendiculaire abaissée de O sur la
tangente & la conique au point A', [ Sur la développée de U'ellipse (Comptes
rendus de I’ Académie des Sciences, 29 janvier 1877). Poir aussi dans la
Nouvelle Correspondance mathematique,t. IV, septembre 1878, un ar-
ticle de M. Gohierre de Longchamps].
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transporte parallélement a elle-méme sans cesser de
passer par le point O.

Pour construire un point de (K), au moyen de la
premiére génération de cette courbe, prenons une
asymptote de (M). A cette droite correspond un point
de (K), situé sur une perpendiculaire a cette asym-
ptote ; donc :

Les asymptotes de (K) sont perpendiculaires aux
asymptotes de (M).

Comme conséquence, nous voyons que :

Les coniques (K) et (M) sont de la méme nature et,
st (M) est une hyperbole équilatére, (K) est aussi une
hyperbole équilatére.

Nous connaissons maintenant la conique (K) de forme
et de position ; nous pouvons alors prendre la suite de la
question proposée.

St autour du point O on fait tourner deux droites
rectangulaires, elles rencontrent la conique (K) en
deux points; prouver que le lieu des points de rencontre
des tangentes mendées en ces points est la droite per-
pendiculaire au segment OM et passant par le miliew
de ce segment.

Le lieu dont il est question dans cette partie de I'é-
noncé n’est autre que la polaire d’un point F par lequel
passent, en vertu du théoréme de Frégier, les hypoté-
nuses des triangles rectangles inscrits dans (K) et qui
ont O pour sommet commun de leur angle droit.

Ce point F est le point derencontre de I’hypoténuse ab
du triangle 20 b et de OM/, qui est normale en O a (K).
Cherchons alors la polaire du point F.

Les droites OM, OM/, étant également inclinées sur les
cotés de l'angle droit aob, déterminent, avec les co-
tés oa, ob de cet angle, quatre droites qui forment un
faisceau harmonique. Ces quatre droites donnent, sur la
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transversale ab, les quatre points a, F, 4, H qui forment
une division harmonique. Le point H est conjugué har-
monique de F, par rapport aux points @ et b; donc :

La polaire du point F passe par le point H, milicu
de OM.

Le point I’ étant sur le diamétre ab, sa polaire est
paralléele a la tangente en & a la conique (K). Cette
tangente et la tangente en O & cette conique sont
¢également ‘inclinées sur les axes et, comme la tangente
en O est perpendiculaire 3 OM/’, la tangente en & est
perpendiculaire 8 OM.

La polaire du point F est donc la perpendiculaire
@ OM au milicu H de ce segment.

Prenons la fin de I’énoncé de la question :

Parle point O, on peut mener, indépendamment de
la normale qui a son pied au point O, trois autres
droites normales & la conique (K).

1° Dans le cas particulier oit la conigue donnée est
une hyperbole équilatére et ot l’'on a A=1 etB=1,
montrer qu'une seule normale est réelle et calculer les
coordonnées de son pied.

2° Dans le cas général, trouver I’équation du cercle
circonscrit au triangle formé par les pieds de ces trois
normales.

Je laisse de coté cette derniére partie, purement ana-
lytique, que I'on résout généralement dans les cours, et
je vais simplement dire un mot relatif au cas ou (M) est
une hyperbole équilatére.

D’aprés ce que nous avons démontré, (K) est alors
aussi une hyperboleéquilatére, etil estfacile de construire
les axes de cette courbe et de calculer leurs longueurs.

Joignons le point O au centre I de I'’hyperbole (K).
Sur OI comme diamétre décrivons une circonférence de
cercle. Cette courbe rencontre (K) au point L; appe-
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lons L' le point qui sur (K) est diamétralement opposé
a L.

Le triangle L'L.O, inscrit dans 'hyperbole (K), est
rectangle en L ; son hypoténuse, en vertu du théoréme
de Frégier, dont nous avons déja fait usage, est paral-
1¢le 4 la normale en L i (K). Mais les normales en L
et I’ 4 cette courbe sont paralléles entre elles: donc la
droite OL' est normale a I’hyperbole (K).

Le calcul des coordonnées du pied de cette normale est
ainsi ramené au calcul des coordonnées du point de
rencontre L de (K) et de la circonférence décrite sur OI
comme diamétre ; car, connaissant les coordonnées de L,
on a tout de suite les coordonnées de L.

Pour terminer, je vais indiquer, sans démonstration,
encore quelques remarques :

La tangente en n & la conique (K) passe par le mi-
lieu du segment intercepté par les axes sur la tangente
en M & la conique (M).

Lorsque la corde MC tourne autour de M, les droites
telles que y ¢ enveloppent une courbe (S).

Le point de contact s de (S) et de vc est sur la nor-
male en C & la courbe (M).

La courbe (S) touche la normale Mn au point p, qui
est le centre de courbure de (M) sur cette droite.

Les axes interceptent suryc un segment dont le mi-
lieu est le point e de (K). Pour construire la tangente
en e a cette courbe, on opére ainsi :

On méne la droite os. On joint le point e au milien
de os, la symétrique de cette droite, par rapport a la
bissectrice de 'angle Seo, est ]a tangente demandée.

Cette construction, appliquée au point z, établit une
liaison entre le centre de courbure u et la tangenteen

Puisque nous counaissons cetle tangente, nous pou-
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vons déterminer p. On arrive ainsi a la construction sui-
vante :

Le pointO et les points oit la normale Mn rencontre
les axes sont les trois sommets d’un rectangle ; du qua-
triéme sommet de ce rectangle, on abaisse une perpen-
diculaire sur OM : cette droite coupe Mn au centre de
courbure p.

SUR LA REDUCTIGN DES POLYNOMES DU SECOND DEGRE
HOMOGENES A DES SOMMES DE CARRES;

Par M. H. LAURENT.

Le but de cette Note est surtout I’étude d’une équa-
tion remarquable que I'on rencontre dans un grand
nombre de questions d’Analyse, et principalement en
Géométrie analytique, dans la recherche des axes des
courbes et des surfaces du second ordre, dans la recherche
de leurs diamétres conjugués paralléles, dans la re-
cherche de leurs intersections, etc. Cette étude est plus
simple et plus compléte que celles qui ont été faites
Jusqu'ici.

Pour I'intelligence des questions qui vout suivre, il
faut savoir que l'on appelle substitution orthogonale
tout changement de variable de la forme

‘ =YY+ YYo= Y e
(a:' ? Z2== Y Vi Yo YV

.......... I B R I )

dans lequel les coefficients 7;; satisfont aux relations

TP =0y  IipYjp=t.

Quand on remplace x,, x., ..., x, par leurs valeurs (),
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la fonction x} + x} -+...+x ), devient y} 4y 4.4y}
Tel est le caractére des substitutions orthogonales.
Les changements de coordonnées dans lesquels les
anciens et les nouveaux axes sont rectangulaires sont des
substitutions orthogonales.

REDUCTION D UN POLYNOME DU SECOND DEGRE A UNE
SOMME DE CARRES PAR UNE SUBSTITUTION ORTHOGONALE.

On peut ramener le polynéme f= Za;x;x;a n va-
riables & une somme de n carrés, au moyen d’une sub-
stitution orthogonale. Effectuons, en effet, la substitution
orthogonale a coefficients indéterminés

!

) == Y1) -+ Yi2)2 + ...+ 'ymfn,

e PN AR i oW 2 e i o "/’,J’,.,

W T = Y Y2 oot YV

ot nous supposons
{2\} '/?:L+7:p+"'+'\/rzty.l::oi
(2 bis} DT PrpTr o s A Yo Y = 0,
la fonction f prendra la forme
JS=2ai{ay i yayi b i Yt T Y ),
ou bien

f: -+ zaij']ip.'}'iv}’pyv'}‘ R Ea,',"],'p,'/jp,y; e
Si I'on pose alors
(3) @i =0 pourpZv,
(4) 2 @i i = Apy
la fonction f prendra la forme d’une somme de carrés

(5:{ f:/\;]f—!—Aay.z_,-F...vi—A,,y,’,.
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Il reste & prouver que I'on peut satisfaire aux équations
(2) et (3), qui sont au nombre de

r(n—1) n(n—1)

+ n+

= n?
2 2 ’

comme les inconnues y;;. Or, si Pon appelle f] (x,, x,, ...),
fa(x1y Toy .. .), ... les demi-dérivées de X a;x; x; prises
par rapport & x;, X, ..., €n sorte que

ﬂ(rlaxﬂa CEC ) =X, + QT+ .. Qi Ty,

les formules (3) pourront s’écrire

7lp(all'ylv+ 275 T e TS I
-+ 721A(a2|'7|v+ Ay Yoy« o+ az,.'y,.«,) ‘Z o,

ou

T P Your oo ) Y2 Se(Fo0 Pr o) =0,
La comparaison de ces équations, ot I'on peut supposer v
fixe, avec les équations (2 bis), ou I'on supposera aussi
v fixe, donnera

| tve Y2uy o o e NES VTR 2 T nlY1ve ivv"'\
(G)f(v v AT ) Salmy

T Ve Unw

Ces équations sont plus faciles 4 traiter que les équa-
tions (3) et (2 bis), et pour les résoudre nous suppose-
rons v fixe ; omettant alors pour le moment cetindice, qui
complique la notation, et introduisant I'inconnue auxi-
liaire s, nous poserons

VAU TS --,'/ﬁ:fz(v.,'yn ce s Yn)

7t Y2
:ﬁz(?’u Y29 - o -a'Yn),
Un

d’ou nous déduirons

Fi—ys=0, fi—mqs==o0, ..., fi—qus=o,
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ou bien, en remplacant f,, f;, ... par leurs valeurs

! (an - ")'}'I + Yt o ApYa=— 0,
~ Qg (llzz‘—3)79+. s any.=o,

—
~3
~

e At Auapr . (g — S )= 0.
A ces formules il faut adjoindre, pour achever de déter—

miner les y;, 'équation (2), qui, en omettant I'indice v,
devient

(8} el S S ) N

Si nous éliminons les y entre les équations (7), nous
aurons

a,—s @, . a,,
S ay, Ap-—S5 .. Ay .
’9) = 0y
Ay Apy o .. Ay, — S

ou, en appelant F(s) le premier membre de cette équa-
tion

.9 bis) F(s)=o.

L’équation F(s) = o est dudegré »; si elle a ses n racines
distinctes, en les appelant s, 55, ..., $,, ..., 5., chacune
de ces racines, portée dans le systéme (7), (8), fera con-
naitre un systéme de valeurs des quantités y, 7s,. .5 Yu,
et le probléme que nous avons en vue sera résolu. Mais
il convient de soumetire cette solution 4 une discussion
approfondie. L’équation I (s) = o est ce que ’on appelle
I'équation en s.

DISCUSSION DE L'EQUATION EN S.

(Nous continuerons le numérotage des formules com.
mencé au paragraphe précédent.)
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Le polynome Za;;x; x; sera supposé a coefficients réels.
Cela posé :
Trtoreme 1. — L’équation en s a toutes ses racines
réelles.

Voici la premiére et la meilleure démonstration qui
ait été donnée de ce théoréme; elle est extraite de la
Mécanique analytique de Lagrange, qui a rencontré pour
la premiére fois I’équation en s dans I'étude du mouve-
ment de rotation des solides.

Si I'équation F(s) = o avait des racines imaginaires,
elle en aurait au moins deux conjuguées s, et s,, les va-
leurs de 4, 5, . . . correspondantes, tirées de (7) et (8),
étant désignées par 7iu, Yauy ++ vy Yox €L J1us Yauy o v oy T
on aurait, en vertu de ces formules (7),

(an — $.) i @i+ .« QY = 0,
@ Y = (”22— Sy.)’/zy."}‘ oAy Y == 0,

(10}

P T B P )

V' an i+ an'z')’zy."— T (am.—- SE‘)""P-: 0;

multipliant la premiére par y,., la seconde par 7, ...
et ajoutant, on a

AnYipYe+ 4y (72;:.'}'1-;‘*‘ '/h'/ny.) -
- -“;;(71:1.71\; F oo Ynp Yy );
on trouverait d’une facon analogue
Ay g+ G ("/2!..,')'“ + Yl

- sv(')’l;x'/lv I o 'ynv_;."/nv>,

d’on, par soustraction,
(Su— 8} (Yo T2p Y=o o o = YuuYms ) =0}

mais s, et s, étant conjugués sont différents I'nn de
I'autre; de plus, 7,4 et 74,, 700 €L 75,, « .. sont des imagi-
naires conjuguées : donc ni s, — 5., ni l'autre facteur
V1aYt.=F « + « = Yaumv, n€ peuvent étre nuls [en effet, o,
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et 7,, élant conjugués, leur produit est le carré du mo-
dule de y,,, etc. Pour que Zy;, 7. fit nul, il faudrait que
V1 Yaus - - -+ Yax 1€ fussent, ce qui est absurde, puisque,
envertu de (8), Tyt =1].

On arrive donc a une conclusion absurde en supposant
que I'équation en s, F(s) = o, a une racine imaginaire,
ce qui établit le théoréme énoncé.

TratoriMme II. — S F (s) = o r’a pas deracines égales,
les nvaleurs de s fourniront pour s ysy <y Yny 1 Sys-
temes de valeurs bien déterminées.

En effet, les valeurs des rapports 7,1 7,1 ... : v, ne
pourraient étre mal déterminées et les valeurs de 7,
Y21 + -+, 7o mal déterminées a 1'aide de (8), que si tous
les mineurs du déierminant F (s) étaient nuls. Or (1),
F'(s) est la somme des mineurs de I'(s) au signe prés,
relatifs aux éléments (a,; —s), (22— s), ...; done,
siyy syt ... ¢y, étaient mal déterminés, F (s) et F'(s)
seraient nuls a la fois, et F(s) aurait des racines mul-
tiples.

Il résulte de la que, si I'équation I (s) = o n’a pas de
racines égales, la substitution orthogonale (1), dans la-
quelle les coeflicients auront été calculés au moyen des
formules (7) ou (10),raménerale polynéme f=Za; x; x;
a une somme de 7 carrés; les coelficients A, A,, ... de
yi,y2 ... se calculeront comme il suit : si I'on mul-
tiplie la premiére formule (10) par y,, la seconde par
Y2y €tC., et si I'on ajoute, on a

@i vinjy— "’.L('Y!zf.t Sl SR SR 771%) =0,

(') En effet, pour prendre la dérivée de F(s), on peut considérer
cette fonction comme composée de a,, — s, @y, —5, ..., a,,— s et I'ona

F'(s)=—

’ g ’
—_ — —TF .
ay—s Faz,—s s App—$?

les diverses parties de cette somme sont des mineurs de F.
Ann. de Mathémat., 2¢série, t. XIX. (Janvier 1880.) 2
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ou, en vertude (4) et de(8),
A, —s,=—0;
ainsi le polynome fse réduit a

S=5yt syt syl

DEMONSTRATION D'UN LEMME POCR L'EXAMEN DU CAS
ou L’ﬁQUATION EN § A DES RACINES MULTIPLES.

Pour étudier le cas ou I’équation en s a des racines
égales, mnous serons obligé de nous appuyer sur un
lemme que nous allons établir.

Considérons le déterminant

| @y an ... auw [
Ay Ay .. Ay
t:: A.
|
Ay Wy oo Qg

Soit, en général, z; le coefficient de a;; dans ce déter-
minant A3 si 'on multiplie la formule précédente par
celle-ci :

%yy Qi . %in !
|
i
| %2 % %2 I —
H - b
e .. o .. .. “
l %y @pa e oo %un l

en ayant égard aux relations
{ O si i<>i-/'

(a) @)%yt Qi Ani %y = | asiiz)
on aura
A ... O |
3] . O
Y
o o ... A
ou
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donc
(b) A= At

Pour représenter le coefficient de a;, dans A, on peut
considérer tous les éléments de A comme des variables
indépendantes, et alors A sera une fonction du premier
degré, par rapport a chaque élément pris individuel-
lement. Le coefficient de a;; sera alors la dérivée de 4,
prise par rapport a a;; ; ainsi

! ’
(c) @ij = Aayy
(ue nous écrirons aussi
[
;= A’ (ay)

pour éviter les superpositions d’indices ; de méme le coef-
ficient de a;;, a;; pourra étre représenté par la dérivée
de A prise par rapport 4 a;; et a;. Ce coefficient sera
donc
A" (a"ii a“),
et ainsi de suite.
Ceci posé, on a

%y Xyg Zin
L2 %22 Xan .
=an,
%n1 %3 . &
1 0 o . o
o I o .o o
”
@Gy Ay g ... a4y | = 0" (@, an).
Qn Ay py ... dyy

Multiplions ces formules membre 3 membre, en vertu
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des formules (a), nous aurons

G o Zy ..o Xpy

Gia Gaa Ap2

] 0 A . o :u"_'nyl ﬂln a),

lo o o ... o !
c’est-a-dire
(ot tzs — 2pa ) AN = A" (@, @) A,

ce qui peut s’écrire, en vertu de () et (c),

A (au) A (a'n) - A’(am) A (alz) = AA”(aln an) 5
en permutant les lignes et les colonnes de A de maniére
que la i*me et la kéme ligne deviennent la premiére et la
seconde, et de maniére que la j**" colonune et la [ de-
viennent la premiére et la seconde, on a
) A (ay) A (a) — A (an) A (ay) = AA" (@i, ax).

En multipliant entre eux les déterminants

Qi Rz .. &yn l
Oy %oz . O.2n
Xy %p2 %nn
et
1 () o o . o
I 0O O . o
0 1 0o
as, Qg . . ;
an a,; . “ee Opp
on trouve
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ou plus généralement
(13) i ar %pl | = A*A" (ajj. ary ape To
On voit facilement comment on généraliserait.

CAS OU L'EQUATION EN § A DES RACINES EGALES.

Tutorkme. — Si I'équation en s a une racine double
s,y tous les mineurs de F (s) ont la racines,. En gé-
néral, si I’ équation en s a une racine s, d’ordre de mul-
tiplicité M, tous les mineurs de F(s) jusqu’a I'ordre
M — 1 sont nuls pour s = s,.

En cffet, si F (s) = o a une racine double s,, on aura
a la fois F(s)=oet F'(s) =o0. Or, en vertu du théo-
réme des fonctions composées, si 'onregarde F (s) comme
une fonction composée de a,, — s, @ss—S$,. - ., aQ— s,
Péquation F'(s) = o s’écrira

—F(ay—s)—Flan—s'—...—F(am—s)=o0;
en multipliant par ¥/ (a;;—s), on a

[F'(an—s)] +F(a,—s) Fap—s)+...
+F (a,—s)F (am—s)=o.

(13)
Or, en vertu de (11), 0on a
F.¥'(a,—s,a5—s) =F (a,— s)F' (ajj— s) — [F'(ai)]%
et, si 'on suppose = o,

F’(ﬂ“-—.\‘) F' (”ii"' §) = [F'(”‘i>]2;

Péquation (13) peut alors s’écrire

(14} [F(ay—s)P+[F (@) -+. ..+ [F (a)]=o,
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d’ou I'on conclut ' (a;, —s) =o, F'(a;)=o0,..., et
’on verrait d’une facon analogue que tous les mineurs
de premier ordre de F sont nuls.

D’ailleurs, si F(s) admet le facteur s — s, trois fois,
le premier membre de (13) I'admettra au moins trois
fois aussi, ainsi que le premier membre de (14); on
pourra donc le supprimer deux fois, et 'on voit que

F(a,—s) F'(a,,)
b

K
s— 5, s —-5,

s’annuleront encore pour s = s,. On verrait de méme
que, si F(s) admet M fois le facteur s —s,, ses mineurs
P’admettront M — 1 fois.

Ceci posé, en représentant, pour abréger, F'(a;;) par
a;j, on a, en vertu de (11),

(15) ajan — xqxy=F.F"(aij, ay);

or, si I admet trois fois le facteur s —s,, les o; 'ad-
mettront chacun deux fois : le premier membre de cette
formule I'admettra donc au moins quatre fois et, par
suite, I’ (a;;, a;;) 'admettra au moins une fois.

Donc, si F(s) auneracinetriple s,,ses mineurs d’ordre
un et deux s’annuleront pour s =s,.

Si I’ admet s, pour racine quadruple, ses mineurs
seront divisibles par (s —s,) et, en vertu de (15), ses
mineurs du second ordre seront divisibles par (s — s,)2.

Mais la formule (12) appliquée 4 F donne

@j ek %
aig  an op | = F2F"(a;, an, apg);
%ig kg %pg
le premier membre admet alors le facteur (s —s,)°.

F* admet le facteur (s—s,)%: donc F” admet le fac-
teur s — s,, et ainsi de suite.
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Nous pouvons maintenant prouver d'une maniére
générale que le polynéme f est réductible en tout cas a
une somme de 22 carrés par le moyen d’une substitution
orthogonale.

En effet, supposons que I’équation F(s) = o admette s,
pour racine d’ordre de multiplicité M : les équations (10)
se réduiront & n — M équations distinctes, puisque tous
les mineurs de F, jusqu’a 'ordre M — 1 inclusivement,
sont nuls, et que ceux de I'ordre M ne le sont pas tlous.
On peut donc assujettir les 7,4 M — 1 nouvelles rela-
tions; il y aura alors une infinité de maniéres de réduire f
4 une somme de carrés, et a la racine s, correspon-
dront M coeflicients A, égaux entre eux. En résumé,
on peut énoncer le théoréme suivant :

On peut toujours ramener le pobfnéme

f(‘r|ﬂ'7"1y R ~'Tn)
a la forme
ST Y e Sa) s
au moyen d’une substitution orthogonale;s,,s,, ..., s,
sont alors les racines de I'équation en s; F (s) = o.

UTILITE DE LA THEORIE PRECEDENTE.

D'aprés ce que I'on vient de voir, pour découvrir,
pour ainsi dire sans calcul, en combien de carrés posi-
tifs, négatifs ou nuls on peat décomposer le polynéme
JS=2a;x;x;, on formera I'équation en s; le nombre
de ses racines positives, négatives ou nulles sera le
nombre des carrés positifs, négatifs ou nuls dans les-
quels f pourra se décomposer; d’ailleurs, comme I’équa-
tion en s a toutes ses racines réelles, le théoréme de
Descartes nous montre que les racines positives sont
en nombre égal a celui de ses variations : donc le poly-
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noéme fest décomposable en autant de carrés positifs
que ¥ (s) présente de variations.
Mais voici d’autres applications :

Pour que le polyndme f soit un produit de deux fac-
teurs linéaires, il faut que Uéquation en s ait n — 2 ra-
cines nulles; en effet, alorsle polynome f'se ramenant a
la forme A;y? + A, y? pourra aussi s'écrire

(\/‘Xl-fl -+ \/_ A27'2) {\/X;)'l— \/— Az)’2)°

Pour que le polyndme f soit un carré parfait, il faut
que tous les coefficients de I’ équation en s sotent nuls, a
Uexception des deux premiers.

QUELQUES MOTS SUR LA REDUCTION SIMULTANEE DE DEUX
POLYNOMES A UNE SOMME DE CARRES.

Unesubstitution orthogonalen’altérant pas une somme
de n carrés, en d’autres termes, x? + &l ...+ x} de-
venant ¥} +y? ...+ y, par une substitution ortho-
gonale, il en résulte que I'on peut toujours, au moyen
de deux substitutions orthogonales successives, ramener
simultanément deox fonctions du second degré a des
sommes de carrés. En ellet, cousidérons les deux fonc-
tions a n variables

f: Ea;j.ri.rj, g f Ebij”’[l‘j,

elfectuons la substitution orthogonale qui raméne fa la
y 2 2 Z, 2z,
forme s,y] —. .- 5., €0 POSANL Y == —=3 J3== —=s <}
Sy VS
lafonction fsera ramenée a la forme z} + z} +...+ 27,
et la fonction g pourra étre représentée par Z¢;; 2;z;. Si
maintenant on effectue une nouvelle substitution or-

thogonale, celle qui raméne Z¢;z;z;a une somme de
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carrés A 1® 4. ..+ A,t., fprendra la forme
L e $ e s e ok 70

puisque la définition méme dela substitution orthogonale
est de conserver leur forme aux fonctions

2 2 -2
D R

La méthode que nous venons d'indiquer tombera en
défaut quand f'et g seront a la fois des sommes de moins

-

de n carrés, parce qu’alors la substitution y = —/—;—, SN
Vi
sera illusoire, I'une des quantités s, s’annulant. Mais

alors f et g ue sont plus, a proprement parler, des fonc-
tions de n variables, et ¢’est sur les variables eflectives,
c’est-a-dire réduites a leur minimum, que l'on effec-
tuera les substitutions orthogonales dont il a été question.

Comme on le voit, la substitution unique qui revient
aux deux substitutions orthogonales que I'on est obligé
de faire ne sera pas toujours réelle, puisque 'on doit
remplacer ¥ par i_7 ... clque sy, 5., ... pecuvent étre

:
négatifs; mais on voit qu'elle sera réelle si lune des
Sormes fou g est une somme de carrés tous positifs ou
lous négatifs.

La possibilité de réduire deux formes a des sommes
de carrés étant érablie, voici comment il conviendra de
procéder dans la pratique.

On effectuera sur f et sur g la substitution (1) sans la
supposer orthogonale, c'est-a-dire sans suppeser les
relations (2) et, pour ramener fet g a des sommes de

carrés, on poscra, comme on a fait plus haut pour f°
seul,

(16) Saitiati = 0, Tbyyuvy, =o,

(17) 2= Ay Tbij7intjp = By;
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en appelant alors f}, f, . .. les demi-dérivées de
NACTI PO B

prises par rapport & Yy, Vs, «+ .. €t gy, 84, ... celles
de g(71s» 721> - - - ) par rapport aux mémes variables 7,,,
Vauy «++ les formules (16) et (17) s’écriront

f; T +./;7‘."/ + .. "“‘.f;t')’nv =0,
) gt oo §uYu = 0,
I-f:y'(‘+ﬁ'/‘ik+ A —-L—.f;l'/up.: A;/.‘
\

' gl7lp.+' . ~“3“gu'/u;:.: Bp.)

(18)

ou

(1) Sl ) = Aur gl %im s -+ -} = B
Des équations (18) on tire

S S A

p— —

gl g? gn

et, si I'on désigne par A cette suite de rapports égaux, on
aura, pour déterminer y,, Vsus « - - 7ua, les équations

\—gh=o0, fi—gr=o0, ..., fu—gh=20,
que 'on peut écrire
(au_)\bll)"/t;:.

(A= Xbu) o+ o A (@ — 2D Y= 0,

(am - )\1),“ ) M
-+ (“n!‘"‘ 11),;2)72;1. e ‘;ann - )\bun‘\/ i o.
Pour les résoudre, on formera I’équation en x
a,—A\b,, a,— X b, ... an.—X\b,
ay —\b,, dy— Aby ... ay— Mbyy,

............. o PR s e e e e e

a,— ) bnl py— ) bnl PV g — ) brm
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Cette équation a n racines 2, 2oy eeeshuy ooy hn Ces
racines portées dans les équations (20) feront connaitre
les rapports des quantités 744, ¥s,, - - - & Fune d’elles; on
achévera de les déterminer,si 'on veut,en se donnantA,,
As, -.., A,

Chaque racine de I’équation en A faisant connaitre un
groupe des quantités 7,, 74y, - - -, le probléme sera ré-
solu.

Si I'on multiplie les équations (20) par ys,, Yauy - - -
respectivement et si on les ajoute, on trouve, en rempla-
cant h par 2,

Slrw tw -0 ) =28 (7w Yo -+ ) =05
ou

A,=s,B,.

Ainsi, en résumé, pour ramener simultanément deux
formes a des sommes de carrés, on peut se donner arbi-
trairement la forme réduite de l'une

By} +B,yl—+...+ Byl
et 'autre sera alors
B)y? + Bihoy? ...+ B ok,

My Ray ooy Ay étant les racines de I équation obtenue en
égalant & zéro le déterminant dont les éléments sont
les coefficients des dérivées de f—1g.



SUR LA CONSTRUCTION DE LA TANGENTE A LA COURBE
p——w’_f*_ + f(w) BT g(w) DESIGNANT DES FONC-
TIONS RATI()NNELLES DES LIGNES TRIGONOMETRIQUES
DE I’ANGLE , DE SES MULTIPLES OU DE SES PARTIES
ALIQUOTES ;
Par M. G. FOURET,
Répétiteur a I'Ecole Polytechnique.

1. La seule hypothése que nous ferons tout d’abord
sur la nature des fonctions f(w) et ¢(®), qui figurent
dans I'équation

, f(w)
“) = _,(EJ___

2
o+ ¢w)

sera de supposer que ’angle @ n’y entre que par ses lignes
trigonométriques et par celles de ses muliiples, sous-
multiples ou parties aliquotes quelconques. Nous allons,
dans cette hypothése, former une expression de tangV
qui ne contienne que p et des fonctions trigonométriques
de w, V désignant 'angle de la tangente en un point
yuelconque de la courbe avec le rayon vecteur.

Dans ce bat, écrivons ’équation (1) de la maniére sui-

’ |

vante :

, ofo+g(w)]—f(w)=o,
puis prenons les dérivées; nous obtenons
p'lo +e(o)] +pli+¢(0)] —f(a)=o.

En éliminant » + g(») entre ces denx équations, on
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en déduit

'a) LA S :

¢ el —plr+¢'(0)]

En posant

(3) o), )

Y

1+ ¢’ (o)

1+ ()

et observant que l'on a

-P-, =tangV,

on tire de I'équation (2) la relation

\ k
(4) tangV:/t_P-

2. Remarque. — Les relations (2), (3) et (4) ne
changent pas, lorsque I'on considére, au lieu de I'équa-
tion (1), I'équation plus générale

)
o= S o)

—m-—a—l—q}(m)’

dans laquelle « désigne une constante arbitraire. L’équa-
tion (2) n’est d’ailleurs autre chose que V'équation diffé-
rentielle commune 4 toutes les courbes obtenues en fai-
sant varier 2. Comme, en vertu de I’hypothése faite sur
f(m)etg(w), cette équation différentielle écrite en coor-
données cartésiennes serait algébrique, les courbes
qu’elle définit forment un systéme, c’est-a-dire qu'il y
en a un nombre déterminé, dans le plan, qui passentpar
un point quelconque, et un nombre déterminé qui sont
tangentes a une droite quelconque [ Mémoire sur les sys-
temes généraux de courbes planes (Bulletin de la So-
ciété mathématique de I'rance, t. 11, P 72-83)].
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3. L'expression (4) de tangV fournit la construction
suivante de la tangente en un point quelconque M de la
courbe (1).

Sur le rayon vecteur OM, et a partirdu pole O, portons
une longueurOP = / dans le sens déterminé parle signe
del. AupointPélevonsune perpendiculaire aurayon vec-
teur, et prenons sur cette perpendiculaire une longueur
PI =k, daus le sens des w croissants si & est positif, et
daus le sens contraire s’il est négatif. Le point I est un
point de la tangente cherchée, qu’on obtient par suiteen
joignant le point M au point I.

Dans les cas ou les expressions de % et de k se préte-
ront a une construction suffisamment simple du pointI,
on aura une construction de la tangente. Nous en don-
nerons plus loin des exemples.

4. Supposons maintenantque f(«) et ¢(») soient des
fonctions rationnelles des ligues trigonométriques de
Vangle », de ses muliiples ou parties aliquotes quel-
conques. On sait que toutes ces lignes trigonoméiriques
peuvent s'exprimer en fonction rationnelle du sinus et

. . . .o
du cosinus d’'un méme sous-multiple de » : soit = le
n
plus grand des sous-multiples de » jouissant de cette
e . W w
propriété. Comme sin — et cos— ne prennent que n va-
n n
leurs distinctes lorsqu’on remplace » par o + 2im, ¢ dé-
signant un nombre entier quelconque, il en sera de méme
de f(w), de g(w), et par suite aussi de f'(w) et
de ¢'(w).

Il résulte de la, en vertu des expressions (3) de % et
de k, que, pour chaque rayon vecteur, on construira, a
I'aide des relations (3), n pointsI; et la tangente a la
courbe, en I'un quelconque de ses points situés sur le
rayon vecteur considéré,ira passer par ’'un de ces pointsl.
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5. Le rayon vecteur auquel correspondent les n
points I dont il vient d’éire question est envisagé avec
le sens qui lui est assigné par la valcur de . Comme
il y a de méme n points I pour le rayon vecteur de
sens directement contraire au précédent, on a généra-
lement en tout 21 points I pour chaque droite issue du
point O. Ce nombre se réduira toutefois a n lorsque,
pour deux valeurs de o différant d’'un muliiple impair
de 7 convenablement choisi, f(®) prendra des valeurs
égales et de signes contraires, ¢(w) des valeurs égales et
de méme signe. Dans ce cas, en effet, . et & changeront
de signe lorsqu’on échangera entre elles ces deux va-
leurs de @, et,par suite, la construction indiquée plus
haut (3) dounera, pour ces deux valeurs, le méme
point I.

6. Il est facile de former I'équation du lieu des
points I. Désignons par p, et w, les coordonnées polaires
d’un quelconque de ces points correspondant a une droite
inclinée d’un angle o sur I'axe polaire. On a évidem-
ment, eu égard aux relations (3),

/ A f(w
®, = o - arctang - — o + arctang ——»
h S (w)
- f2 4 fr2
[ o= e = Y/ 0o )

(5)

—— .,

SiI'onrapporte ce méme lieu 4 un systéme d’axes rec-
tangulaires composé de 'axe polaire Ox et dela per-
pendiculaire Oy a cette droite menée par le pole, on a,

» 9 -
pour les coordonnées x et y d’un point I quelconque,

x = hccsw — ksinw,

¥y = hsine + 4 cosa,

ou bien, en remplagant 2 et & par leurs valeurs (3) en
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fonction de o,

[ \w)
(} f” )sinw 4 ﬂw)cns«:
1+ ¢'(@)

( S {o)coso — flo) ﬁmm
x ==
<

Ces formules nous serviront plus loin.

APPLICATIONS.

7. Spirale hyperboligue. — Parmi les équations qui
rentrent dans le type de 'équation (1), la plus simple
est

a

p=-

@ — &

qui définit, comme on sait, la courbe appelée spirale
hyperbolique.
Les formules (3) donnent, dans ce cas,

h=o0, h=a.

On voit par la que les tangentes, aux divers points de
la spirale correspondant aux angles polaires compris
dans la formule 277 + w, concourent en un point I, qui
s’obtient en élevant en O a la direction commune du
rayon vecteur une perpendiculaire, et portantun segment
égal a a sur la portion de cette perpendiculaire inclinée

T . o .
de 5 sur la partie positive du rayon vecteur. On retrouve

ainsila propriété caractéristique de cette courbe, consis-
tant en ce que sa sous-tangente est constante.

Quant aux points de la spirale correspondant aux
angles (27 + 1)® + w, dontles rayons vecteurs sont si-
tués surla méme droite que les rayons vecteurs corres-
pondant 4 2im + w, les tangentes en ces points con-
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courent également en un méme point ; mais ce point est
distinct du pointI : il lui est diamétralement opposé par
rapport au pole.

8. Courbe d’ombre de la surface de vis a filet carré,
éclairée par des rayons lumineux convergents.

Cherchons tout d’abord I'équation polaire de la pro-
jection de cette courbe d’ombre sur un plan perpendicu-
laire & 'axe de la surface de vis et passant par le point
lumineux A. Nous considérerons ce plan comme plan
horizontal de projection. Prenons pour poéle le pied O de
Paxedela surface de vis et pour axe polairela droite OA.
Posons OA = a, et désignons par o l'angle que fait
avec OA la génératrice de la surface de vis située dansle
plan horizontal. En appelant Hle pas de la sarface de
vis, et p le paramétre de distribution commun & toutes les

;. . . H
generatrlces, on a, comme on sait, p= -
’ o~

Cela posé, considérons une génératrice quelconque G
dont laprojection horizontale O g fait avec Ox I'angle w,
et évaluons le rayon vecteur Om =p, m étant la pro-
jection horizontale du point Mde la courbe d’ombresitué
sur G. Le point Mn’est autre chose que le pointde la gé-
nératrice G, en lequel le plan passantpar cette droiteet le
point lumineux A est tangent a la surface. En désignant
par ¢ I'angle de ce plan avec le plan projetant horizonta-
lement la génératrice G, lequel n’est autre que le plan
central de cette génératrice, et en remarquant que le
point central est situé sur I’axe, on a la relation bien
connue

(7) p = ptango.

Evaluons tangg: pour cela, soient/ladistance du point
A i Og et d la hauteur de G au-dessus du plan horizon-
Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. X1X. (Janvier 1880.) 3



(34)

tal de projection. On a évidemment

14
tang o — (—10

Mais on a aussi, d’autre part,

. H,
l —asinw, d:—(w—x).
27

En tenant compte de ces relations, et substituant a p
«t a tang 9 leur valeur dans la relation (7), on obtient

asine

(8) p=

b

o — Q&
équation polaire de la projection horizontale de la courbe
d’ombre.

9. Cette équation, qui rentre dans le type de I'équa-
tion (1), vanous permettrede construiregéométriquement
la tangente a4 la projection horizontale de la courbe
d’ombre de la surface de vis. Les formules (3 ), appliquées
a I'équation (8), donnent

h—acosw, k=—asinw.

Par suite, on obtient OP=1/ (3), en abaissant du
point A une perpendiculaire sur le rayon vecteur Om,
et on a le pointI en prolongeant AP d’une longueur
égale PI. On a bien, eneffet, Pl = AP=asinn = k. 1l
résulte de la que, pour avoir la tangente en un point
quelconque m de la projection horizontale de la courbe
d’ombre, il suffit de joindre ce point au point I, symé-
trique de A par rapport a Om.

On retronve aiusi trés simplement, comme on le voit,
une construction déja connue, que M. de la Gournerie
obtient, dans son Traité de Géométrie descriptive
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Wipen ()

(Il Partic, p. 148), en se servant du paraboloide oscu-
lateur de la surface de vis (*).

10. La longueur Ol est évidemment constante et égale
4 OA : d’on il résulte que le lieu du point1 est le cercle
décrit du point O comme centre avec OA pour rayon.
C’est ce qu'indique aussi tout naturellement la seconde
des formules (5), appliquée a I'équation (8).

La construction du point I montre que ce point est le
méme pour tous les points de la courbe situés sur une
méme droite Om. On arrive 3 la méme conclusion en
remarquant, d’aprés ce que nous avons vu ci-dessus
(4), que f(w)=asinw ne variec pas quand on
change w en 27 + w, et change de signe en conservant la
méme valeur absolue, quand on remplace » par 7+ w,
¢(®) = — « étant unc constante.

Remarque. — Dans le cas ot west nul, ¢’est-a-direou
le point lumineux est surla surface de vis, I'équation (8)
se réduit a

asing

P.__

10

Elle est vérifiée, quel que soit p, pour » = o, ce qui
signifie que P’axe polaire fait partie de la courbe. En
d’autres termes, dans I’espace, la génératrice qui con-
tient le point lumineux fait partie de la ligne d’ombre
propre : ¢’est d’ailleurs évident géométriquement.

11. Courbe dont la discussion a fait le sujet de la
composition de Mathématiques pour l'admissibilité a
I’Ecole Polytechnique en 1879. — Cette courbe a pour

(') Nous sommes également arrivé, par une autre voie, aux résultats
précédents, dans un Mémoire Sur les faisceanr ponctuels (Bulletin de
la Société mathematique, t. VI1, p. 203).
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équation en coordonnées polaires

sinm
=
£ 20— 3 cosw

ou, ce qui revient au méme,

(9) e

3
w — —COS»
2

Cette équation n’est qu’un cas particulier de la sui-
vante,
a Sinm
(10) p== — e ’
W — & — N COS»m

dans laquelle @, « et m désignent des constantes arbi-
traires. Nous allons coustruire la tangente de la courbe
qu’elle définit.

L’équation (10) rentre dans le type de Véquation (1):
il W’y a qu’a faire dans cette dernicre

flo; =asinw, ¢io)=—2z—mcosn,
et par suite
Jio =acosw, o 0 =msine.

On en conclut

acos m asin o
(ll) h—= —_— T ———————
1 -+ mSsinw 1--msine
y

d’our

k t

— = lanfw.

h °

Nk . ,
Or, /l n’est autre chose que la tangente de'angle formé
2

par OI avec le rayon vecteur OM. Il résulte de la que le
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point I cherché est situé sur la droite symétrique de
Paxe polaire par rapport au rayon vecteur.

J

\
\

12. D’autre part, on a

\ PI L a
([2) oOdo—m—r—-—--7—7=——= ——— ..
N sin POI sin w I~/ sinem
Décrivons du point O comme centre, avec un rayon
égal a a, unc circonférence qui coupe en A la partie po-
sitive de I'axe polaire et en N le prolongement de OI.
Des égalités (12) on tire

(131\ Ol + mOIsinew — ON,
ou bien, a cause de Ol sinw =1IP,
(14} mIP — ON — OI = IN.

Sur le prolongement de IP, prenons un point S tel que
1S
ipP

pendiculaire sur le rayon vecteur OM en un certain

=m; tracons la droite AN, qui est évidemment per-

point V, et prolongeons OS jusqu’a sa rencontre en R
avec AN. Les droites ON, OV, OR interceptent sur les
deux paralléles IS et NR des segments proportionnels,
de sorte que I'on a
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A T'aide de ceute relation, on construira immédiate-
. ment le point R, et I'on aura, par suite, la droite OS.
Des égalités (13) et (14) on conclut, d’autre part,

IS = 1IN,
par suite
T N PN
INS — ISN — SNR.

Il suit de 14 que NS est la bissectrice intérieure de
Pangle ONA. On aura donc le point S en prenant I'in-
tersection de cette bissectrice avec la droite OR, et le
point I en abaissant du point S une perpendiculaire sur
le rayon vecteur et prolongeant cette perpendiculaire
jusqu'a sa rencontre en I avec la droite ON.

13. Considérons les points situés sur un méme rayon
vecteur qui correspondent aux divers angles compris
dans la formule 2i% + o, i désignant un entier quel-
conque. Les valeurs de h et de & données par les rela-
tions (11) sont les mémes pour tous ces points. On
en conclut que les tangentes a la courbe aux divers
points d'un méme rayon vecteur qui correspondent aux
angles compris daus la formule 2/% + © concourent en
un méme point I, construit comme nous I’avons vu plus
haut (11 et 12).

Si I'on considéremaintenantles points duméme rayon
vecteur (ui correspondent aux angles compris dans la
formule (2i-+1)7 + w, idésignant toujours un entier
quelconque, les tangentes en ces nouveaux points sont
aussi concourantes, mais ce point de concours J est dis-
tinct du point I déterminé plus haut : pour qu’il en fit
autrement, il faudrait en effet qu’en remplacant o par
(28 +1)= + o dans les formules (11), les valeurs de % et
de k ne fissent que changer de signe, ce qui n'a pas
lieu.
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14. Nousallons obtenir le point J par une construc-
tion analogue a celle qui nous a donné le point1. On
voit d’abord immédiatement que le point J est situé sur
la droite OL. En effet, en appliquant ce que nous avons
déja dit plus haut pour le point I, on sait que la droite OJ
fait avec Ox un angle double de I’angle formé par le
rayon vecteur correspondani avec le méme axe, c’est-a-
direun angle égal 4 2 + 2v ; il en résulte que la droite
OJ coincide avec Ol, puisque OI est inclinée sur 'axe
polaire de P'angle 2.

La position du point J sur la droite OI est déterminée
par la relation (13), dans laquelle il n’y a qu’a rem-
placer ® par  + o, ce qui donne

(15) 0J — mO0J sinw — ON.

Cette relation nous montre que le point J est situé au
dela de N par rapport a O. Du point J, supposé connu,
abaissons JQ perpendiculaire sur le rayon vecteur OM,
et prolongeons cette derniére droite jusqu’a son pointde
rencontre T avec OS prolongée. On a

0J sinw = JQ,
et Pon peut écrire, par suite, la relation (13)
mJQ =JN.

D’autre part, on a évidemment

T 18
J—Q = ‘l—l-) —=m,
d’on
IT = mJQ,
et par suite
JT — JN.

Le triangle JNT étant isoscéle, on en conclut

s -
S b

y N N
JNT = JTN = TNR,
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- . - - /\
ce qui indique que NT est la bissectrice de 'angle ANJ.
De la résulte la détermination du pointT, et par suite
celle du point J.

15. En résumé, voicila construction des deux points I
et J auxquels aboutissentrespectivementlestangentesaux
divers points de la courbe (10) situés sur un méme
rayon vecteur et correspondant aux angles polaires
20T 4w et (204 1)T+ o

Du pile comme centre on décrit un cercle d’un
rayon égal ¢ a : A étant le point d’intersection de ce
cercle avec la partie positive de Uaxe polaire, on prend
le point N symétrique de A par rapport au rayon vec-
teur OM quel'on considére. NV étant le point d intersec-
tion de OM et de AN, on porte sur NA, & partir du

.o ~ NR
point N, un segment NR tel que v =M On trace les

J

bissectrices intérieure et extéricure de l’angle ONA, qui
rencontrent OR respectivement aux points S et T. Des
points S et T on abaisse SP et TQ perpendiculaires
surOM: ces perpendiculaives prolongéesvont couper ON
aux points I et J cherchés.

16. Les points I et J sont conjugués harmoniques par
rapport aux deux points O et N. Cela résulte de ce que,
en vertu d'une propriété bien connue des bissectrices
d’un angle d’'un wiangle, S et T sont conjugués harmo-
niques par rapport a O et a R, ctde ce que les droites ST,
RN et 'TJ sout paralleles.

La partie de la droite ON prolongée au dela du point O
contient deux points analogues a Iet a J, qui corres-
pondent respectivement aux angles compris dans les for-

. ™ . 3
mules 207 +- 5 et (204 1)7 4 5 -t-», La courbe
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lieu des points I ctJ a donc quatre poiuts sur une droite
quelconque passant par le point O. Les égalités (13) et
(13) indiquent d’ailleurs que les points I et J ne se con-
fondent jamais avec le point O. Le lieu des points L et J
est, par suite, du quatriéme ordre.

L’application des formules (5) ou (6) fournit immé-
diatement I’équation polaire de ce lieu, qui est

a

o
1

L0
I -~ msin—w
2

Si 'on considére les deux valeurs p; et p,, données par
cette équation pour deux valeurs de o différant de 2,
on vérifie aisément la relation
1 1
— L =,
oo«

i retrouve ainsi la proportion harmonique quilieles
quatre potnts O, N, Tet J.

17. En appliquant les résultats que nous venons
d’exposer (11 4 16) au cas particulier de @ = % me = ga
on obtient la coustruction de la tangente a la courbe
qui a été¢ donnde, comme sujet de composition, pour
Iadinissibilité 4 Picole Polvtechnique en 1879.

En faisant m = o, on retombe sur le cas de la projec-
tion de la courbe d'ombre de la surface de vis a filet
carré, que nous avons traité directement (8 a 10), et,
en appliquant a ce cas particulier la construction de
la tangente 4 la courbe (10), on vérific facilement que
les points I et J se confondent dans ce cas tous les deux
avee le point N,
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18. On peut généraliser la construction décrite plus
haut (15) de fagon & la rendre applicable aux courbes
définies par une équation de la forme

asinw

= ®w— & — IIlCOS'l(:),
n désignant un nombre quelconque.

Nous n’insisterons pas sur cette construction.

On peut aussi construire, par un procédé analogue, la
tangente a la courbe

a

P'_‘___

.,
W — % — M COSw
ou, plus généralement,

a
P: B i
w— &— MCOSNw
ndésignanttoujours unnombrequelconque. Les exemples
que nous avons traités suffisent pour mettrele lecteur sur

la voie de la méthode a suivre.

SUR LA MACHINE PNEUMATIQUE ;
Par M. Eucine ROUCHE.

Il s’agit de calculer la loi de décroissement de la force
élastique de I'air contenu dans le récipient d’'une machine
pneumatique, cn tenant compte de P'espace nuisible.

Soient

V le volume du récipient et des conduits;

v celui du corps de pompe quand le piston est au haut de
sacourse

u le volume de 'espace nuisible:
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H la pression atmosphérique;
H, la pression initiale dans le récipient ;
H;. en général, la pression aprés le ki¢me coup de piston.

Quand le piston est au bas de sa course, aprés le
(k — 1)#ne coup, I'air occupe 4 la fois le volume V sous
la pression H,_; etle volume u sous la pression H; lorsque
le piston est soulevé, le mélange de ces deux masses d’air
occupe le volume V -+ ¢ sous la pression H;; la loi du
mélange des gaz donne donc la formule

(l) (V+V)Hk:VH],_|+ItH.

Cette relation n’est pas simple, et ¢’est ce qui explique
le calcul assezlourd et peu accessible aux commencants au
moyen duquel on en déduit 'expression générale de H,.

Mais, si I’on pose

(2) H, —“H=g¢,
[

la relation (1) prend la forme expressive

(3) B == T 8} -
() k Vo fe—1

On voit que I'on obtient chaque quantité ¢ de la précé-

. g v .
dente en la multipliant par Yo €ls par suite, qu’en

faisant successivement k =1, 2,...,n, on a

. V o \»
(4) "“‘(\7:_7,) Eve

C’est la formule connue

11,,»-5}1:(_3’_-)"(30—5}1).
3 Vo ¢

Ajoutons qu’il est logique de substituer les quantités <
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aux quantités Hy. En effet, dés qu’on a expliqu’é le jeu de
la machine, on montre habituellement, par un raison-
nement fort simple, que la force élastique de I’air du réci-
pient ne saurait, a cause de l'espace nuisible, devenir

. ;. . u .
inférieure 4 — H, et le calcal de H,, que 'on fait apreés,
(8 :
est surtout destiné a prouver que cette force élastique
. .ou . . R . . .
limite — Il exigerait, pour étre atteinte, un nombre infini
v

de coups de piston. Quoi de plus naturel alors que de
chercher, au licu de H,,, son excés sur la pression limite,
et par suite de substituer a la relation (1) entre deux
forces élastiques conséeutives H,_; et H; la relation (2)
entre deux excés consécutifs ¢,_, et ¢;? Ce choix, ainsi
indiqué, est justifié aprés coup par la simplicité de la
relation (3 ), qui est aisée a retenir et qui conduit a un
calcul déja fait, puisque le rapport de deux excés consé-
cutifs a la méme valeur que le rapport de deux pressions
consécutives dans le cas déja considéré, o 'on fait abs-
traction de Pespace nuisible.

Des observations analogues s’appliquent au caleul rela-
tif 2 la machine de compression.

REMARGUE SUR UN PROBLEME D’ANALYSE COMBINATCIRE;
Paz M. Maurice D’OCAGNE,

Eléve en Mathématiques spéciales au Lycée Fontanes.

Lorsqu’on se propose de trouver le nombre N, des
points d'intersection des diagonales d'un polygone con-
vexe de m ¢Otés, intérienrs a ce polygone, on cherche a
lier ce nombre a celui qui lui corvespond N, pour un
polygone de m —1 cotés.
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i che le ¢ L i L .
Sl 1 on Ch(.’l(]l(‘, [ lappou-N———, on sait que on trouve

m—i

2 "™ d’oa P'on déduit facilement la formule
N m—4

connue N, = Cj,.
Mais ilest plusfacile de trouverladifférence N,,—N,,_,

. N., .
que le quotient =" on obtient alors

m—1

Ny—Noy_y=1(m—3) +2(m—4"
+3(m—5; .. {m— 3.

Je me propose de faire voir comment, a 'aide de ce
résultat, on peut trés facilement arriver a la formule
obtenue par la premiére méthode.

La différence peut s’écrire

Nm"’Nw—l: 1'4—2*—4-3—%—- /”7-—~4 e fll~3\
-+~l-i—2-(-—3-%—...-{—'\nz——L/I:‘

T
—+ 1
ou
. i fm—o\lm—3" ‘m—3V(im— 4
1\‘m‘—]-\‘m—\-—: T .
.2 1.2
.3 3 o 1
_. — —— __[__ ——
1.2 1.2 1.2

Cette différence est done égale i la somwme des m —3
premiers nombres figurés du deuxiéme ordre du triangle
arithmétique de Pascal; elle est, par suite, égale au
(m—3)ime nombre figuré du troisieme ordre de ce
triangle. Ainsi,

Ny—N, = (M= X (m = 2)(m = 3)
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(l) Ny — Npo = C?n——i‘

Or, pour m = 4, nous avons le quadrilatére, dans lequel
les diagomales ne donuent qu’un point d’intersection ;

donc
Ny=1=Ci.

Il me suffit maintenant de faire voir que, si la formule
est vraie pour un polygone de m — 1 c6tés, elle est
encore vraic pour un polygone de m cbdtés, c’est—a-dire
qu'en supposant N, _,=C} _, j’ai N,= C;, ce qui a
lien en effet, car, d’aprés la formule (1), j'ai

Nu= Nm—l -+ C;iz—-l . Cfn—i -+ C?n—l - C/}z'

Je retrouve donc bien ainsi la formule qu’avait donnée
P’autre méthode.

BIBLIOGRAPHIE. -

Cours pe GEomtrrie pEscripTIVE bE L'EcoLr PorLy-
TECHNIQUE, COMPRENANT LES ELEMENTS DE LA GEOMETRIE
ciNEMATIQUE; par A. Mannheim. Grand in-8°, avec
249 figures dans le texte. — Paris, Gauthier-Villars,
1880. Prix : 17 fr.

PREFACE.

Apres quinze années de professorat, pendant lesquelles je me
suis efforcé sans cesse d’amgliorer et de compléter mon enseigne-
ment, je me décide a publier ce Livre.

Il contient les Lecons que jai faites 4 I'Ecole Polytechnique pen-
dant hiver 1878-1879.

En les reproduisant pour ainsi dire sans modification, j'ai I’espoir
de leur laisser une forme plus vivante que si j’avais recherché une
rédaction concise.
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On sait que les éléves admis a 1'Ecole Polytechnique sont déja
familiarisés avec les Eléments de la Géométrie descriptive. Il est
donc nécessaire de posséder ces Eléments en commencant la lecture
de cet Ouvrage, de méme que, pour la suite, il faut se reporter aux
notions que les éléves acquiérent dans le Cours d'Analyse.

Cet Ouvrage est divisé en deux Parties.

La premiére contient I’étude des différents modes emiployés pour
la représentation des corps. Ceux-ci sont supposés terminés par les
surfaces les plus simples, c’est-a-dire les surfaces planes, cylin-
driques, coniques, sphériques ou les surfaces du second ordre.

Apreés une Lecon sur les ombres et une autre sur les projections
colées, commence |'étude des différentes perspectives.

Jai conservé sans aucun changement le trait de perspective que
M. de la Gournerie, auquel j'ai eu ’honneur de succéder a I'Ecole,
avail adopté pour la perspective conique et qu’il a exposé dans son
excellent Traité de perspective linéaire (' ).

Pour profiter de cette premiére Partie du Cours, une simple
lecture ne saurait suffire : il est indispensable d’y joindre le tracé
de nombreuses épures.

Les surfaces que I'on rencontre le plus fréquemment dans la pra-
tique, telles que les surfaces réglées, les surfaces de révolution et
les surfaces hélicoidales, sont traitées dans la deuxiéme Partie.

C’est aussidanscette deuxiéme Partie que se trouvent les éléments
de la Géomelrie cinématique, exposés didactiquement pour la pre-
mieére fois.

Voici comment j’ai été amené a entrer daus cette voie nouvelle.

En 1867, le Conseil de perfectionnement de 1'Ecole Poly-
technique, sur la proposition éclairée et libérale du général Favé,
qui commandait alors I’Ecole, accorda aux professeurs la faculté de
modifier leur enseignement.

Profitant de cette latitude, jai commencé, dés celte époque, a
faire usage de plusieurs propriétés relatives aux déplacements des
figures; j’en ai successivement ajouté d’autres.

Ce sont des propriétés de cette nature que j’ai groupées dans mon
Cours sous le nom de Géométrie cinématique.

Dans des Mémoires divers et de nombreuses Notes, présentés a
I’Académie des Sciences, j'avais préparé, depuis longtemps, les ma-
tériaux de cette branche particuliére de la Géométrie. La plupart
de ces travaux sont coordonnés dans cet Quvrage; ainsi réunis ils
forment, & proprement parler, un corps de doctrine.

Tandis que la Cinématique a pour objet I'étude du mouvement
indépendamment des forces, la Géométrie cinématique a pour
objet I'élude du mouvement indépendamment des forces et du
temps.

Il gagit bien la du déplacement des figures et non du mouve-
ment tel qu’il est considéré en Mécanique, car a ce dernier pointde

" (") Je saisis celte occasion pour exprimer publiquement toute ma
gratitude a M. de la Gournerie, qui, avec la plus grande bienveillance,
m’a beaucoup aidé au début de mon enseignement en voulant bien me
communiquer ses programmes détaillés et ses notes.
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vue « ... il n'y a réellement mowvement que quand, lidée du temps
pendant lequel a lieu le déplacement étant jointe 4 celle du dépla-
cement lui-méme, il en résulte la notion de vitesse plus ou moins
grande avec laqueile il s'opere... ».

En employant d'une mameére systématique des propriétés qui
concernent les déplaccments des fizures, comme procédé tres
simple de démonstration, je suis arrivé a constituer une nouvelle
méthode géométrique au moven de laquelle j’ai pu réscudre des
probléemes jusqu’ici réservés & ’Analyse infinitésimale.

Ces propriétés, d’aillenrs intéressantesen elles-mémes, et quisont
d'une application immédiate en Mécanique, m’ont également permis
de faire une ZLecon ’Optique géométrique. Vai ainsi cherché i
réunir tout ce qui, dans les Cours de Mécanique et de Physique, est
relatif & la Géométrie;car ce n’est que par une liaison bien entendue
des différents Cours de I'Ecole que P'enseignement général de cette
grande Institution peut présenter une certaine unité.

Les Applications de la Géométrie cinématique & la Géométrie
descriptive concernent le raccordement des surfaces réglées, la
théorie de la courbure des surfaces, I'étude des surfaces de vis a
filet triangulaire ou carré el enfin certains problemes relatifs aux
surfaces réglées générales.

Toutes ces Applications, ainsi que celles dont il est question plus
loin, sont le fruit de mes recherches personnelles; elles sont pré-
sentées dans cet Ouvrage sous une forme appropriée a I'enseigne-
ment.

Jai ajouté a plusieurs Lecons des Suppléments qui renferment
quelques développements relatifs a la théorie des surfaces el
montreut Putilite des surfaces que j’ai appelées normelies.

Dans d’autres Suppléments, jai donné diverses Applications de
Géométrie cinématique, afin de faire mieux connaitre et de propa-
ger une méthode féconde qui me semble digne de Pattention des
géomeétres.

La derniére Lecon est consacrée aux surfaces topographiques et
alear emploi pour la représentation des Tables.

Tout en me conformant au dernier programme arrété par le
Conseil de perfectionnement, jai donc agrandi ma tiche, et mon
Cours comprend non seulement VA7t du trait, mais tout I'Ensci-
onemernt geometriyue de 1 Ecole.

La partie théorique est ainsi plus développée; mais je me suis
rappelé ce que disait l'illustre Lamé en 1840 dans la Préface de la
deuxiéme édition de son Cours de Physique : « Les éludes suivies &
I'Ecole Polytechnique sont loin d’étre uniquement destinées a faire
connaitre une suite de calculs, de formules, de figures, de phéno-
meénes physiques et chimiques. Leur utilité principale est d’exercer
cette faculté de Uintelligence a laquelle on donne le nom de raison-
nement. »
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SUR LA DETERMINATI()N D’UNE LIMITE Sl{Pl?lllElIliE DES
RACINES D’UNE EQUATION ET SUR LA SEPARATION DES

RACINES ;
Par M. LAGUERRE.

I

1. Etant donnée une équation du degré m
(1) Sflz)j=o,

dans laquelle le coefficient de x™ est supposé positif,
Newton a fait connaitre une méthode trés élégante pour
déterminer une limite supérieure des racines positives
de cetie équation ; elle consiste, comme on le sait, a
déterminer une quantité a qui rende positives toutes les
fonctions '

F(@), (@) f1(@) s S 2]y L)

L’application de la méthode de Newton ne laisse pas
que d’étre assez longue dans la pratique, le calcul nu-
mérique des termes de la suite

(2) fla), fr{a), ..., fr=(a), fr{a)

étant d’autant plus pénible que la connaissance de quel-
ques-uns des termes de cette suite ne facilite en aucune
facon le calcul des autres termes.

2. En posant

Slz) =Aja™ 4 A2 - Ay . - Ap & + Ap,
Ann. de Mathémat., 2 série, t. XIX. (Février 1880.) 4
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je considérerai la suite des polynomes

j;n(x> “‘Ao‘}
j;,,_,(x) _'_:on - A‘,
(3) .f;ll—-ﬂ{x) =z Ayx? -i- Ay - A,

f\.z} =z Aga™ =A™ 4. .+ A+ Ay,

dont le dernier est précisément le premier membre de
'équation proposée.

Les valeurs que prennent ces polynémes pour une
valeur donnée de la variable égale a a se calculent aisé-
ment par voie récurrente; on a, en eflet, la relation bien
connue

fila) = afii(a) + Ani,

et les quantités

Sula)y fumi(a)y .oy fila), fla)

se rencontrent d’elles-mémes quand on veut obtenir le
résultat de la substitution de a dans f(x).

Cela posé, si un nombre positif a rend positifs tous
les polynémes de la suite (3), ce nombre est une limite
supérieure des racines de I'équation f(x) = o.

On a en efet, identiquement,

fix)=Il=z —-a)[fm(a‘,x"“"
A+ fomla) x4+ fia)] +fla),

et il est bien clair que, sous les conditions énoncées ci-
dessus, le polyndme f(x) a une valeur positive pour
toutes les valeurs de x supérieures a @; on peut méme
ajouter que, pour ces valeurs, f(x) va toujours en crois-
sant avec x, d'ou il résulte que a cst une limite supé-
ricure des racines de I'égquation f(x) = o et de I'équa-
tion f'(x) =o.
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3. Pour trouver une limite supérieure des racines de
I’équation (1), on essayera donc d’abord la racine a de
I'équation

./;n—l(‘”):on‘*‘AA:O'

et 'on calculera de proche en proche les diverses expres-
sions

Foea(@)s Fucala)y -2

ce sont, du reste, les nombres que 1’on a 4 calculer quand
on veut trouver la valeur de f(«).

Si tous ces nombres sont positifs, o est une limite des
racines de I'équation proposée; sinon, on essayera le
nombre entier consécutif et I'on poursuivra les opéra-
tions jusqu’a ce qu’on arrive a un nombre {3 tel que tous
les nombres intermédiaires (ui se présentent dans le
calcul de f(f5) soient tous positifs.

4. Comme application, considérons I'équation
S(z)=2'—r102'— 322° + 92* — 500 z — 120 =o0,

a laquelle est appliquée la méthode de Newton dans
I' dlgebre de M. Briot (*).

En cherchant le résultat de la substitution de 10 dans
Jf(x), on rencontre le nombre suivant

— 32;
10 est donc trop faible.
En substituant 11, on obtient les nombres

“+1, +1, —21;

cc dernier nombre étant négatif, 11 est trop faible.

(') Lecons d’ Algebre, 8° édition, p. 298.
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En substituant 12, on obtient les nombres
“+1, +2, —8;

12 est donc trop faible.
En substituant 13, on obtient les nombres

+1, +3, +7, 1183 — 500, 13(1183 — 500) — 120;

tous ces nombres étant positifs, on en conclut que 13 est
une limite supérieure des racines de I’équation propo-
sée. C'est précisément la limile entiére a laquelle con-
duit Papplication de la méthode de Newton.

I1.

5. Les signes des termes de la suite (3), dont les va-
leurs se présentent d’elles-mémes quand on calcule la
valeur numérique de f(a), peuvent servir a déterminer
une limite supérieure du nombre des racines de 'équa-
tion supérieures au nombre @, ce nombre étant d’ail-
leurs supposé positif.

On a, en effet, la proposition suivante :

Si a est un nombre positif, le nombre des variations
de la suite (3) est au plus égal auw nombre des racines
de équation (1) qui sont supérieures & a, et, s'il est
plus grand, la différence de ces deux nombres est un
nombre pair.

Pour la démontrer, je considére 1'identité

xf-*—f‘,, =fala)e= -+ fom(@)am 4 4 fi(a) +

Sa)

b
Tz —a

pour des valeurs de x supérieures a a, le second membre
est développable en une série convergente procédant
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suivant les puissances décroissantes de x, et I’on a

_f_(_._rl = fula) ™ + fri(a)2™ ™ 4 ...

+ﬁ(“)+’{%:'—) “*‘M—*—.”IZ# N

(4)
0

\ xw

Comume je I'ai démontré dans une Note antérieure,
Sur la régle des signes de Descartes ('), le nombre des
racines de l'équation (1) qui sont supérieures a a est
au plus égal au nombre des variations de la série qui
compose le second membre de la relation (4). Ce nombre
est d’ailleurs le méme que le nombre des variations de
la suite (3); la proposition est donc démontrée.

6. Comme application, je considérerai I'équation
{5) zb— 324 22— 8 — 10 = 0,

étudiée par M. Briot dans ses Lecons d’Algébre
(p. 326).

En calculant successivement le résultat de la substi-
tution dans le premier membre de P'équation (1) des
nombres o, 1, 2 et 3, on forme le Tableau suivant :

x. fi(x). Sy (). FREN Sfi(x). f(x).

o -+ 1 —3 —+ 1 — 8 — 10
-+ 1 -+ 1 —2 — 1 — 9 — 19
-2 -+ 1 —+ 1 + 3 — 2 — 14
“+3 + +6 +19 -+ 49 -+ 137

Tous les nombres relatifs & 4 3 étant positifs, on en
conclut d’abord que + 3 est une limite supérieure des
racines de I'équation (5) ; c’est le résultat auquel arrive
M. Briot en groupant les termes du premier membre de

() Nouvelles Annales de Mathematiques, 2¢ série, t. XVIII, p. 3.
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"équation de la fagon suivante :
(x*— 3a®— 8x — 10) -+ a2,

De plus, les nombres relatifs 4 + 2 présentant une
seule variation, on est certain qu’il y a une racine entre
+ 2 et + 3, etqu’il n'y en a qu’une; M. Briot arrive
aussi a cette conclusion en étudiant la dérivée de I'équa-
tion proposée.

D’ailleurs, les nombres relatifs & + 1 ne présentant
non plus qu'une seule variation, on en conclut qu’il
n'y a aucune racine entre -+1 et + 2, et, comme il est
presque évident que, quand x varie entre 0 et +1, le
premier membre de I'équation (5) demeure négatif, on
voit que cette équation a une seule racine positive com-
prise entre —+ 2 et + 3.

I

7. Des considérations semblables permettent de dé-
terminer une limite supérieure du nombre des racines
comprises entre deux nombres positifs a et b.

Soit, en effet, I'équation
(1) S(x)=o.

Supposons a < b et effectuons la division de f(x) par
le trindme (x —a) (x -— b); en désignant par Mx + N

le reste de la division, nous obtiendrons un résultat de
la forme suivante :

Fla . Mza+XN
N T
£ —ajlx—bj lx—a)(x—0b)

. Mr—+ N
Mettons la fraction ——-————-"—_ sous la forme
L — g — b
A B

X — a x—b"
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ou, comme il est facile de le voir,

b —a b —a’

PR CAN S L)

la relation précédente devient

fla) A B
(.r—aJ‘\x—b)—u‘)\'p)+x~a Ye— b
, A 1 B 1
=y T T
I—*; I'—‘Z

Pour toutes les valeurs de x comprises entre a et b, la

fraction

est développable suivant les puissances
a

I — —

x

décroissantes de x, et la fraction suivant les puis-

X

1 — —

b

sances croissantes de x. Si 'on effectue ces deux déve-
loppements, le nombre des racines de Véguation (1) com-

p )

prises entre @ et b est, comme je I'ai montré dans ma
Note déja citée, au plus égal au nombre des variations
présentdes par la série ainsi obtenue; on peut d’ailleurs

remarquer que tous les termes dans lesquels x a un ex-
;. o . A

posant négatif ont le méme signe que =5 ct que tous les
v

termes daus lesquels o a un exposant supérieur a (m— 1)
ont le méme signe que — B.
D’on la proposition suivante :

En désignant par a et b deux nombres positifs dont
le plus grand soit b, effectuons la division de f(x) par
(x — a) (x — b); soient y(x) le polynéme du degré
(m — 2) qui constitue la partie entiére du quotient, et
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Mx + N le reste de la division. Décomposons la frac-

tion
M»r +~N
le —a)(x—0b)

en éléments simples, en sorte que Uon ait

Mz 4+ N A B

(x—a)(.t——b)—w-——a +x—ll'
Soit Y(x) Uensemble des termes dont le degré est

suivant

. . , B
inférieur @ m dans le développement de 7
X —
les puissances croissantes de x.

Cela posé, sil’on ordonne suivant les puissances dé-

croissantes de x le polynéme
g(a) +d{x)
. . \ . . A
et st l’on ajoute a la suite de ce polynéme le terme =

le nombre des wariations que présente la suite ainsi
obtenue est au plus égal au nombre des racines de
U'équation (1) qui sont comprises entre a et b, et, si ces
deux nombres sont différents, ils dé[férent d’un nombre
pair.

8. L’application de la proposition précédente, qui
n’exige guére que la division de f(x) par (x—a) (r—2),
me parait devoir étre plus facile que celle de la méthode
due a Budan et a Fourier, laquelle exige le calcul pé-
nible des nombres

fla), f'{a), f"(a),
Flb)y £16), £1(B). ...

Comme application, je considérerai I'équation

et

S(z)=a— 32>+ 2*— 8x —10=0,

que j'ai déja traitée plus haut.
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Pour avoir une limite du nombre des racines com-

prises entre < 1 et + 2, je divise f(x) parx® —3x+ 2.
On a

S(=) s 52 — 24
peainy porarh b At A S A A PR
=2+ 327 19 14 .
Zz — 1 x© — 2

. 14
En développant — p—

suivant les puissances crois-
2

santes de x, I'ensemble des termes du quatriéme degré
dans le développement est

7‘7‘3 ﬂa‘
._.l.. »_.._
4 32
Si nous considérons maintenant la suite des termes de
P’expression

L xf 4 (l —+ l)z“—l— (:,—0— 3>x’ +(2+4>x+ 14—}—'—9,
2 16 y 4 2 x

comme elle ne présente aucune variation, nous en con-

cluons que I'équation proposée ne renferme aucune ra-
cine entre +1 et + 2.

THEOREME SUR LES POLYGONES INSCRITS ET GIRCONSCRITS
A LAFOIS A DEUX CIRCONFERENCES ;

Par M. WEILL.

Tutorkme. — Lorsqu'un polygone convexe se dé-
place en restant inscrit et circonscrit & deux circonfé-
rences, sa surface reste proportionnelle & celle du po-
lygone ayant pour sommets les points de contact des
cotés du premier avec la circonférence intérieure.
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Lorsque le polygone ABC... se déplace en restant
inscrit 4 une circonférence fixe et circonscrit a une se-
conde circonférence fixe ayant O pour centre et R pour
rayon, les points de contact a, b, c, ... de ses cOtés avec
la circonférence O sont les sommets d’un polygone dont
les cotés sont tangents a une ellipse ayant le point O
pour foyer. Soit F le deuxiéme foycr de cette ellipse.
Joignons le point O & deux sommets conséeutifs A et B
du polygone; ces deux droites rencontrent respecti-
vement en K et L les cotés ab, be du polygone des
points de contact.

Abaissons du point F les perpendiculaires FN, FM
sur ab, bc. Les produits OK >< OA et OK > FN restent
constants pendant le déplacement du polygone. Donc le

rapporl% est constant, et le polygone des points M

FN 4 polyg p !
N, ... est homothétique du polygone ABC. ...

Le théoréme énoncé sera démontré, si nous prouvons
que le rapport des surfaces des polygones NM... et
abc. .. est constant. Cela revient a démontrer que le
rapport entre la somme des triangles FNM et la somme
des triangles NOM est constant.

Désignons par R’ la distance constante du point F au
c6té NM, et par « I'angle de la droite fixe OF avec la
droite Ob. Nous aurons

surface FMN — + NM. R/,
surface N6M == I NM(R — R'— OF.cos«)
— I NM(R — R') — £ OF . NM.cosx,
n

surface (MN...)== > NM,

R—R'

OF
surface (NOM 4+ McS—+...)= INM — — XNM.cos«.

Or I'expression ZNM. cos « est égale & zéro; donc le
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rapport des deux surfaces considérées est égal a

R—R'’
On en déduit que le rapport des surfaces des deux poly-

g R
gones (NM...) et (abc...) est égal a i
Or, le xapport des smfaces des polygones (NM...)
t (ABC...)

- Donc enfin, le rapport des

surfaces des deux po]ygoncs (abc...) et (ABC...) est

)
égal a "

On peut remarquer que la surface du polygone
(abc...) est moyenne proportionnelle entre celle du
polygone (ABC. . .) et celle du polygone (NM.. .).

Dans le cas particulier du triaungle, le rapport des
curfaces est égal au rapport entre le rayon du cercle in-
scrit et le diamétre du cercle circonscrit. On en déduit
les deux théorémes suivants :

TutorkEmE. — La surface d’un triangle est moyenne
proportionnelle entre celle du triangle ayant pour
sommels les centres des cercles exinscrits et celle dn
triangle ayant pour sommets les poinis de contact du
cercle inscrit au premier avec ses cotés.

Tutorime. — Etant donné un triangle T, on con-
sidere le triangle Ty, dont les sommets sont les points
de contact des cotés du premier avec le cercle inscrit,
et le triangle Ty, dont les sommets sont les pieds des
hauteurs du deuxieme ; on opére sur ce troisi¢éme triangle
comme sur le premier, et ainsi de suite; on a, par celte
construction, une suite de triangles tels que la surface
de l'un d’eux est moyenne proportionnelle entre celles
des deux triangles qui le précédent et le suivent immé-
diatement.
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SUR LE CERCLE QUI PASSE PAR LES PIEDS DES TROIS
NORMALES ABAISSEES D’UN POINT DE L’ELLIPSE SUR LA

COURBE;
Par M. WEILL.

Appelons x,, y, les coordonnées du point considéré
A deellipse. L’équation de I'ellipse étant

1)7.7,"+ rz’)”— a7b2: o,

ct celle de I'hyperbole équilatére passant par les pieds
des normales abaissées du point A étant

(@*— b*) ey + b*y,x — a’x,y = o,

si 'on élimine x entre ces deux équations, on obtient
une équation en y du quatriéme degré, qui donne les
ordonnées du point A et des pieds des trois normales.
Cette équation est

(1) y(a®— &)+ 2by {a®*— 0¥y +...— by’ =o.

Considérons un cercle quelconque, dont 1'équation

sera
x4+ y?—oaxr — 28y -+ C=o,

et éliminons x entre I'équation de Dellipse et celle du
cercle; nous aurons I’équation

(o) i@ —bp +4pla— )by ...
+ b [(C+ a?)— fata’] = o.

Cela posé, rappelons que le cercle qui passe par les
pieds des trois normales passe par le point diamétra-
lement opposé au point A. Donc, si le cercle considéré
passe par les pieds des trois normales, les équations (1)
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et (2) auront respectivement les solutions

Yis Y20 Yo N
ct

— X Yy Y Jes

en désignant par ys, ys, . les ordonnées des pieds des
trois normales.

Dés lors, en formant les sommes des racines dans les
équations (1) et (2), et retranchant ces deux sommes, on
aura la relation

20y 4R

- = — 2%,
a— b2 ar— b* ©

d’oa l'on tire

a'l
P=smr
d o 4 M
ct, par symelne, b
A= —— X
aa?

Considérons maintenant les produits des racines dans
les équations (1) et (2), et faisons le quotient de ces deux
produits ; nous aurons

I S
PG @) = Ga]
d’ott 'on tire

— 1,

4
(CH+ a?) = by + Z—.r’ =&,

37
C=— (a*+ b?).
L’équation du cercle est douc
2 a?

x4y — ;l-zx,—my.__a’+ b2,

On voit que son centre décrit une ellipse quand le
point A se meut sur I'ellipse donnée, et qu’il rencontre
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suivant un diamétre le cercle lien des sommets des
angles droits circonscrits a Pellipse.

Remarque. — Cherchons les coordonnées du centre G
des moyennes distances des pieds des trois normales.
L’équation (1) nous donne

262
Vi Yt Y+ rYi—= — [—l%;—’,
d’ou 'on tire
) ﬂ’-—l— [)z
Ja 73+}’4:—;2'—:[;2)’|.

Les coordonnées du point G sont donc

a4 b
)’—.——3« ar— o
;T at b2
T 3 e

On voit que le symétrique de ce point par rapport au
grand axe est situé sur la droite qui joint le point A au
centre de Dellipse.

Quand le point A se meut sur l'ellipse, le point G
décrit une ellipse concentrique et homothétique.

En désignant par X, Y les coordonnées du point de
concours des hauteurs du triangle formé par les pieds des
trois normales, on a

, @4 b a4 b

X:Sx—2a:r.m_;,xi~“”'mz_[,z)’
at+ b
Y= e =)

On a donc facilement 'équation de lellipse décrite
par ce point.
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SUR LES QUESTIONS 699, 799, 800, 932 ET 1316,
CONCERNANT LES CYCLOIDES ET EPICYCLOIDES ;

Par M, G. FOURET,

Répétiteur a I'Ecole Polytechnique.

Les questions que je viens de rappeler ont entre elles
un lien trés intime qu’il m’a paru intéressant de si-
gnaler.

L’énoncé de la question 1316 (2° série, t. XVII,
p- 336) est le suivant :

On prend sur latangente & une cycloide fixe, a partir
du point de contact, une longueur proportionnelle au
rayon de courbure en ce point : trouver le lieu de U'ex-
trémité de cette longueur, quand la tangente se déplace.

(BarBARIN.)

Le lieu, commeI'a trouvé M. Lez (2° série, t. XVIII,
p- 475), est une cycloide; on voit en outre aisément que
c’est toujours une cycloide allongée. Mais il y a plus :
le méme lieu, pour une épicycloide ordinaire, est aussi
une épicycloide allongée. Cette propriéié, ainsi généra-
lisée, n’est d’ailleurs qu’un cas particulier du théoréme
suivant, qui a fait Pobjet de la question 932 ( 2° série,
t. VIII, p. 192):

Le lieu des sommets des triangles semblables & un
triangle donné, construits sur les rayons de courbure
d’une épicycloide (cycloide) ordinaire et d'un méme
coté de ces rayons de courbure, est une épicycloide
(cycloide) allongée ou raccourcie.

M. Moret-Blanc a donné de ce théoréme unc dé-
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monstration géométrique simple et ingénieuse ( 2° série,
t. XIV, p. 71), dont on peut tirer quelques consé-
quences intéressantes. En conservant les notations de
M. Moret-Blanc ('), on peut se proposer de trouver,
pour chaque position du cercle mobile qui engendre
I’épicycloide donnée E, sur quel lieu doivent se trouver
les centres ¢’ des cercles mobiles engendrant les épicy-
cloides qui s’en déduisent d’aprés I’énoncé du théoréme,
pour que ces épicycloides soient semblables entre elles,
c’est-a-dire allongées ou raccourcies dans le méme rap-
port.

On trouve aisément I’équation polaire du lieu des
points ¢/, en prenant pour péle le point n de contact
des deux cercles générateurs de I'épicycloide E et pour
axe polaire la droite nc joignant ce point de contact au
centre du cercle mobile. On obtient ainsi I'équation

. 2atr? rarr’ -

(1) p*— 2 A —va p COS® — ) e — o,
dans laquelle p et @ désignent les coordonnées polaires
d’un point quelconque du lieu, a et r les rayons respec-
iifs on et cn des cercles mobile et fixe servant a engen-
drer I'épicycloide E, A un paramétre positif qui définit
le degré d’allongement ou de raccourcissement de la

c'm’

nouvelle épicycloide, et qui est égal an rapport 7
de la distance du point décrivant au centre du cercle
mobile divisé par le rayon de ce cercle, de telle sorte
que Dépicycloide cst ordinaire, allongée ou raccourcie
suivant que 'onad =1, A >1, 2 <1.

On voit immédiatement que 'équation (1) est celle

(*) Le lecteur est prié de se reporter a V'article de M. Moret-Blanc.
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ar{a +-r)
(a4r)— »a'
centre est situé sur nc, i une distance du point »n

Marr
~——————— Les cercles correspondant aux
(a +r)—Na?

diverses valeurs de A ont pour axe radical commun la
perpendiculaire élevée sur le milieu du rayon on.

De la similitude des triangles mnm/, ¢nc', on conclut
immédiatement que, pour chaque position de la figure
mobile, le lieu des points m/ qui décrivent des épicy-
cloides semblables est un cercle ayant son centre sur la
normale a I’épicycloide E. Les divers cercles ainsi ob-
tenus pour diverses valeurs de A ont pour axe radical
commun la perpendiculaire abaissée du point o sur la
normale a 'épicycloide E. Les points de cet axe radical,
considérés comme sommets de triangles constamment
semblables 4 eux-mémes et construits sur les rayons de
courbure de I’épicycloide E, décrivent des épicycloides
ayant un point multiple en O. Le cercle dont les points
décrivent des épicycloides ordinaires est le cercle Q
décrit sur le rayon de courbure de’épicycloide E comme
diamétre, car les deux extrémités de ce rayon de cour-
bure décrivent, 'un I'épicycloide E, I’autre sa dévelop-
pée, qui, comme on le sait, est une épicycloide sem-
blable. Un point quelconque, pris comme sommet d’un
triangle constamment semblable a un triangle donné et
ayant pour base le rayon de courbure de I’épicycloide E,
décrira une épicycloide allongée ou raccourcie, suivant
qu’il sera & V'extérieur ou & I'intérieur du cercle Q ().

Cherchons maintenant 'enveloppe des droites menées
par les divers points de I'épicycloide E, de maniére a

d’un cercle d’un rayon égal a et dont le

égale a

(*) Ceci explique pourquoi le lieu faisant 'objet de la question 1316
est une cycloide allongée.

Ann. de Mathémat., 2€ série, t. X1X. (Février 1880.) 5
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faire un angle constant, dans un sens déterminé, avec
les tangentes correspondantes de ’épicycloide. D’aprés
une construction bien connue, due 4 Réaumur, le point
de contact d’une pareille droite avec son enveloppe est
le pied de la perpendiculaire abaissée sur cette droite du
centre de courbure de la courbe donnée. En appliquant
cette construction a V'épicycloide E, on voit que les
points de 'enveloppe considérée sont les sommets de
triangles rectangles constamment semblables & eux-
mémes et ayant pour hypoténuses respectives les
rayons de courbure de cette épicycloide : ces points,
pour chaque position du cercle mobile, sont, par con-
séquent, situés sur le cercle Q, et ’on en conclut que le
lieu qu'ils forment, c’est-a-dire I'enveloppe définie plus
haut, est une épicycloide ordinaire semblable a I'épicy-
cloide E. La méme propriété subsiste pour la cycloide,
dont on déduit de cette maniére une cycloide égale, et
Pon a ainsi démontré les deux théorémes suivants, qui
ont fait I'objet des questions 799 et 800 ( 2° série, t. VI,

p-96)():

L’enveloppe des droites coupant une cycloide sous
un angle constant est une cycloide égale.

L’enveloppe des droites coupant une épicycloide sous
un angle constant est une épicycloide semblable (*).

Le théoréme énoncé dans la question 932 comprend,
comme cas particulier, le suivant :

(') Poir également le Bulletin de la Socicté philomathique, 6 série,
t. V, p. gr (année 1863).

(*) M. Ronquet a donné une démonstration de ces théorémes
(2¢ série, t. VI, p. 380). Elle est exacte en ce qui concerne la cycloide,
mais elle ne V'est pas pour 'épicycloide; en se reportant a la figure, il
est facile de voir, en effet, que I’égalité des angles OGM et OCP, sur la-
quelle elle s’appuie, n’a généralement pas lieu.
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Le licu des points qui divisent dans un rapport con-
stant les rayons de courbure d’une épicycloide ordi-
naire, est une épicycloide allongée ou raccourcie.

Ce dernier énoncé peut se transformer, en remarquant
quil y a proportionnalité entre le rayon de courbure
d"une épicycloide ordinaire ct la portion de la normale
a cette épicycloide comprise entre son pied sur la courbe
et I'un de ses points de rencontre avec le cercle généra-
teur fixe. On obtient ainsi un nouveau théoréme qui
s’étend, comme je I’ai déja montré ailleurs (), a une
épicycloide quelconque, allongée ou raccourcie, et qui
peut s’énoncer ainsi :

Le lieu des points qui divisent dans un rapport
constant les portions des normales d’une épicycloide
(ordinaire, allongée ouw raccourcie) comprises entre
leur pied sur la courbe et U'un de leurs points de ren-
contre avecle cercle génerateur fixe est uneépicycloide.

Dans le cas de la cycloide, le théoréme est le suivant ;

Le lieu des points qui divisent dans un rapport
constant les normales d’une cycloide (ordinaire, al-
longée ou raccourcie) est une cycloide (allongée ou
raccourcte).

Comme on sait que les cycloides et épicycloides, al-
longées ou raccourcies, ont leurs arcs exprimables en
arcs d’ellipse, le théoréme que nous venons d’énoncer
explique et démontre le suivant (question 699, 2° série,

t. 1L, p. 141) :

En partageant dans un rapport constant les nor-
males d’une cycloide quelconque (ordinaire, allongée

(*) Bulletin de la Société philomathique, 6 série, t. V, p. 88.
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ou raccourcie), on obtient une courbe dont les arcs sont

exprimables en arcs d’ellipse.
(MANNHEIM. )

Une démonstration analytique directe et trés simple
de cette derniére propriété a été donnée il y a quelques
années (2° série, t. IV, p. 155). On peut I'étendre faci-
lement a la propriété analogue de I’épicycloide.

SUR LE CENTRE ET LE RAYON DE COURBURE
EN UN POINT D’UNE CONIQUE;

Par M. G. pe LONGCHAMPS,

Professcur de Mathématiques spéciales au lycée Charlemagne.

On sait que, si p désigne la longueur du rayon de cour-
bure en un point d’ane conique, 7 celle de lanormale en
ce point, on a

n'
P
p désignant le paramétre de la courbe. On déduit de
cette formule une construction du centre de courbure;
mais on peut, par les considérations trés élémentaires
et peut-étre nouvelles que nous allons donner, arriver
a déterminer trés simplement le centre et le rayon de
courbure en un point d’une conique.

1. Soient M le pointde la courbe, AB la tangente en
ce point: le cercle osculateur au point M rencontre la
conique en un point L, et la droite ML, par une propriété
connue, est symétrique de la tangente AB par rapport
aux paralléles aux axes menées par M. Soit M le point
symétrique de M par rapport a Oy; la tangente en M’
sera donc symétrique de ABpar rapport 2 Oy, et parsuite
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paralléle a ML : le diamétre OM' passedonc par le milieu
K de ML. De cette remarque on déduit la construction
suivante :

Soit M un point d’une conigque & centre; la tangente
en ce point rencontre [’axe Ox en un point A ; ayant
abaissé du point M sur Ox la perpendiculaire MP, on
prend PA’ = PA ; la droite MA' rencontre la droite symeé-
trigue de OM, par rapport 4 Ox, en un point K, et le
centre de courbure est a lintersection de la normale
en M avec la perpendiculaire élevée au point K a la
droite MA'.

Cette remarque est en défaut quand le point M est
un des sommets de la courbe; mais il existe, pour ces
points particuliers, une construction simple et trop
connue pour qu’il soit nécessaire de la rappeler ici.

Dans le cas de la parabole, on modifie la régle précé-
dente en prenant le point M’ symétrique du point donné
M par rapport a 'axe O x, et en menant par ce point une
paralléle a axe; la construction s’achéve comme pour
les coniques a centre.

2. Nous allons maintenant donner une expression du
rayon de courbure qui permet de construire cette ligne
parune quatriéme proportionnelle. Noussupposerons que
la conique proposée est une ellipse ou une hyperhole,
nous réservant de faire au sujet de la parabole une re-
marque particuliére.

Appelons a I'angle aign que fait avec Ox la tangente
au point M; w étant le centre de courbure, le triangle
rectangle MK v donne

MK = sin24,

p étant le rayon de courbure. D’ailleurs, le triangle
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MM’K donne (*)
MK 22
;i;—ﬁ - sin(a—-—i—_B_) ’

(8 étant Pangle MOx. Cetierelation peut s’écrire

. 2z’
MK—m— ———
sinw cotB +- cosx
et, comme
’
x
Cotp = —,
Y
on a
ox'y! 1
P 0

T a'sinz - ) cosa sin2a

Abaissons du point O la perpendiculaire OH sur AB;
on aura
OH — z’sin« + y’ cosz,

et, si I'on remarque enfin que

’ /7

MA=-'_, MB=
Sina

2
COS«
on arrive a cetle expression remarquable du rayon de
courbure
MA.MB
e T ]
OH

expression qui peut se traduire par I'énoncé suivant :

TratorkME. — Le rayon de courbure en un point d’une
conique & centre est une quatriéme proportionnelle aux
segments complés sur la tangente depuis le point de
contact jusqu’a la rencontre de celle-ci avec les axes et
a la distance du centre a la tangente.

3. Dans le cas de la parabole, les considérations géo-

(*) x', y' désignent. dans ce qui suit, les coordonnées du point M.
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métriques que nous venons d’appliquer conduisent a
P’expression
MA

P= sinzcosa’
$lna CoOSa

dans laquelle MA est la longueur de la tangente comptée
depuis 'le point de contact M jusqu’a la rencontre de
celle-ci avec I’axe de la courbe, et « I'angle aigu de la
tangente avec Ox. Des considérations évidentes con-
duisent a la propriété suivante :

Tatorime. — La corde interceptée dans la parabole
par un cercle osculateur de cette courbe est quadruple
de la longueur de la tangente au point de contact du
cercle et de la courbe, longueur comptée depuis le point
de contact jusqu’a la rencontre de cette tangente avec
l’axe de la courbe.

THEOREME D'ALGEBRE:
Par M. G. pe LONGCHAMPS.

Tutoreme. — 8i l'on désigne par A,. Ay, ...; A,_,
les p premiers coefficients d'une équation, coefficients
supposés positifs, et par N et N' les deux coefficients

négatifs les plus €levés, le nombre

N+ N
2A,+2A, +.. 248, 2+ Ap

L——=1

est une limite supérieure des racines positives de I'équa-
tion.

T L) 0 -
Nous rappellerons d’abord une régle trés simple pour
trouver une limite supérieure des racines positives. Cette
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régle, qui est une régle de Maclaurin perfectionnde,
mais plus commode et souvent plus puissante que celle
qu’on désigne communément ainsi, estdue a M. Laguerre.
Elle s’énonce ainsi : S N désigne la valeur absolue du
plus grand coefficient négatif et A,, Ay, .. ., A,y les
coefficients positifs qui précédent le premier coefficient
négatif,

N
+. .+ Ay,

S —
T A+ A, +

est une limite supéricure des racines positives de I'équa-
lion.

Cela admis, posons

o=f(z)=Ajx"+ A a"" 4. ..
A — A 2"l L+ A,

et remarquons’que I'équation
c‘o(,r): (a:—+— l)f(r)_—_‘o
aura les mémes racines positives que la proposée. Or

o(x) == Apa™ ' + (A, + A)am 4. ..
4 (Apoi - Ap )@l AL,

et le plus grand coefficient négatif de ¢ est, dans lc cas
le plus défavorable qu’on puisse imaginer, N+ N,
N et N’ désignant les deux plus grands coefficients négatifs
de f. Appliquons aI’équation ¢ la réglede M. Laguerre:
le nombre
N+ N
280+ 2A,+. ..+ 248, + Ap

1+

sera une limite supérieure des racines positives de I'équa-
tion o, et par suite de I'équation f.
Exemple. — Considérons 1'équation

S 24 grt-gqr— ¢ —x—1=0,
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dans laquelle nous supposerons ¢ = 100, pour fixer les
idées.
La régle de Maclaurin ordinaire donne une limite
égale a
¢* + 1=1000001;

la régle de Maclaurin perfectionnée,
g +1=101;
celle de M. Laguerre,

1 7 PO+ g+ !

+____.______
g g+ ¢+ g1 7 q’—{—q-f—x,

Cest-a-dire ¢ + 1, comme la précédente; enfin celle que
nous proposons,

P+ ¢r29°+q+3

1+ — = :
2¢* 4 g+ 2 29°+q—+2

ou, en prenant le nombre entier supérieur,

z+l:5l'
2

Remarque. — L’exemple que nous avons choisi est un
de ceux ounotre méthode perfectionne la régle de M. La-
guerre; mais il n’en est pas nécessairement et toujours
ainsi. Par exemple, siN = N/, ce qui est, il est vrai, le cas
le plus défavorable a notre régle, on reconnait sans peine

que celle-ci est en infériorité. Il y a supériorité toutes les
fois que I'inégalité

N < N
At AT At +A,

est satisfaite,



PROPRIETE DES COURBES OU DES SURFACES DU SECOND
ORDRE HOMOFOCALES;

Par M. G. KOENIGS,

Eléve de I'Ecole Normale supérieure.

Trois coniques A, B, C sont liées par la condition que
les deux premiéres soient polaires réciproques par rap-
port a la troisiéme; N et A désignant un point du plan
et sa polaire par rapport a la conique C, on a le théoréme
suivant :

Les tangentes issues du point N & la conique A, les
coniques B et C marquent sur la droite A trois couples
de points en involution.

En effet, soient x et y les points doubles de 'involu-
tion déterminée sur la droite A par les coniques B et C.
Ces points étant conjugués par rapport a ces deux coni-
ques, on voit que: 1° leurs polaires par rapport a la
conique C sont les droites Ny et Na; 2° ces droites N
et Ny sont conjuguées par rapport a la conique A, puisque
leurs poles y et x par rapport a C sont conjugués par
rapport 4 B, et que cette conique B est précisément la
polaire réciproque de A par rapport a la conique C. Le
faisceau formé par les tangentes issues du point N ala
conique A et par les droites N, Ny est donc harmo-
nique, ce qui montre que les traces de ces tangentes sur
la droite A divisent harmoniquement le segment xy, et
cela suffit pour démontrer le théoréme.

Désignons, suivant'usage, par le quadrilatére

circonscrit commun aux deux coniques A et C.
On voit que Nx et Ny sont les rayons doubles du
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faisceau involutif de tangentes issues du point N aux
coniques inscrites dans le quadrilatére .

Du reste, le théoréme précédent énonce que; si M et
M’ sont les points de rencontre de la conique B avec la
droite A, NM et NM'sont deux tangentes issues du pointN

a une méme conique inscrite dans le quadrilalére .

Imaginons actuellement que le systéme des coniques
inscrites dansle quadrilatére soit homofocal ; les droites
Nx ct Ny seront les bissectrices de ’angle formé par un
couple quelconque de tangentes issues du point N.

Le théoréme ci-dessus prend alors la forme suivante:

Soit un point N du plan; sa polaire A par rapport a
une conique C donnée coupe cette conique en des points
Q et Q'; elle coupe anssi en M et M’ une conique B,
polaire réciprogue par rapport & C d’une conique
quelconque homofocale & C: les angles MNQ, M' N’ Q'

sont égaux.
Ce théoréme renferme le suivant, dit 4 M. Laguerre:

Soit un point N du plan ; sa polaire A par rapport a
une conique C donnée coupe cette conigue en des points
Q et Q'; elle coupe aussi en M et M’ le cercleB, lieu des
points d’ott la conique C est vue sous un angle droit :
les angles MNQ, M'N Q' sont égaux. )

Ce théoréme résulte du précédent, car le cercle B est,
on le sait, la polaire réciproque par rapport a C d’une
conique homofocale.

Mais ce qui parait plus intéressant, c’est ’extension
de ce théoréme aux surfaces du second ordre.

Soient A, B, C trois surfaces du second ordre lides
par la condition que les deux premiéres soient polaires
réciproques par rapport a la troisiéme; désignons par N
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et I un point et son plan polaire par rapport a la surface
C. On a ce théoréme :

Le céne circonscrit & A et de sommet N, les surfacesB
et C tracent sur le plan Il trois coniques ayant le méme
triangle conjugue commun.

La démonstration est analogue a celle qui a été faite
plus haut; il est donc inutile de la recommencer. Mais
ce qu’il importe de remarquer, c’est que, en désignant
par x, ¥, z les sommets de ce triangle, les plans Nzy,
Nxz, Nyx sont les plans tangents au point N aux trois
surfaces du second ordre qui passent par ce point en
étant inscrites dans la développable commune aux deux
surfaces A et C. On sait que ces trois plans sont rectan-
gulaires dans le cas ou les surfaces A et C sont homofo-
cales. Les droites N, Ny, Nz sont alors rectangulaires,
et tout cone ayant pour sommet le point N et pour base
une conique ayant le triangle xyz comme triangle
conjugué admet les trois droites ci-dessus pour axes.

De la ce théoréme :

Etant donné un point N, son plan polaire par
rapport & une surface C du second ordre coupe suivant
une conique Q cette surface et suivant une conique M
la réciproque B par rapport & C d’une homofocalea C :
les cones ayant leur sommet au point N et ayant Q et
M pour bases ont les mémes axes.

SUR UNE APPLICATION DE LA METHODE DE STURM;
Par M. Cm. BIEHLER,

Directeur des études a 'Ecole préparatoire du collége Stanislas.

L’application de la méthode de Sturm a ’équation de

» . . o
degré m qui fournit les m valeurs de tang — quand on
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connait tang«, donne lieu a une remarque qui offre
quelque intérét.
Si I'on pose

tangz —a, tang— =2z,

SRR

I'équation dont il s’agit est

. (1 +iz)m— (1 —ix)" ,
Tl i) (1 — i)

et, mise sous forme entiére, elle devient

(1+iz)"(1—ia)— (1 —iz)"(1+ ia)=o0.
Le premier membre de cette équation renferme i en

facteur. Soit

(1) iUp=(1+iz)" (1 —ia) — (1 —iz)"(1+ ia),

et désignons généralement par :U, le polyndéme
iU, = (1 + iz)*(1 —ia)— (1—iz)*(1 + ia);

on a entre U, U,._,, U,_, la relation

(2) Up— 2Upy + (1 +23) U,s=o0.

On obtient cette relation en multipliant membre a
membre I’équation (1) et la suivante

(3) a==(1+4ix) + (1—ix),
et en changeant dans le résultat obtenn men m — 1.

C’est 'équation (2) qui va nous permettre d’établir,
par la méthode de Sturm, la réalité de toutes les racines
de I’équation

U,=—=o.

De I’équation (2) on tire en effet, par le changement

demenm —1,m— 2,..., 3, 2, les suivantes :
((Un —2Uu_,— (1 -+ 1") Um—-r,

(4) ) Upoy=2U,_,— (l -+ 32) Um~ay
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Ces fonctions U jouissent des propriétés suivantes :

1° U, est une constante, Uy=—2a;

2° Deux fonctions consécutives U,, U,_; ne peuvent
s’annuler pour une méme valeur de x, car U, devrait
s'annuler, ce qui est impossible d’aprés ce qui préceéde;

3° Si une fonction U, s’annule pour une certaine va-
leur de x, les deux fonctions Up_;, U,,, sont de signes
contraires.

On en conclut que, si la suite des fonctions

Um) Um——-" ey Ul’ Uo

présente k variations pour x = a et A’ variations pour
x =20/, il y aau moins & — ¥ racines réelles de I'équa-
tion U, =oentrex et o' si k estsupérieur a K, et ¥ —k ra-
cines réelles si k est inférieur a k',

Pour les formes 4n, fjn-+1, 4n-+2, 4n+3 du
nombre entier p, les coefficients du terme de degré le
plus élevé de U, sont respectivement

—2a, -+2, -+2a, —2.

On voit donc que, si a > o, la suite

(5) U, U, U, ..., U,
donne, pour x == — %, la succession des signes

— J— _{‘ ~¥— —_— ——
et, pour x = -+ o , la nouvclle succession
— 4 4+ = = 4 A4 .

dans chacune des deux suites les signes n’alternent que
de deux en deux, et, si a0, 0ona :

pOlll‘ X — — R, -+ [— — . - — — ..

pour z = - ® 4 4 — — = 4+
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Si donc m est pair, le nombre des variations que pré-
sente la suite (5) pour £ = — oo est le méme que celui
qu'elle présente pour x =+ ; dans chaque cas, ce
nombre est égalé%’; la quantité k—K dont il a été
question est donc égale a zéro, et la méthode de Sturm
semble indiquer que I'équation U,, = o n’a pas de ra-
cines réelles.

Mais, si 'on fait x = o dans toutes les fonctions dela
suite (5), toutes les fonctions de cette suite prennent la
méme valeur — 2a; pour x = — o , la suite (5) pré-

m M . ’
sente — variations;pour x = o, elle n’offre plus que des

2 9

. ~ m « e
permancuces : la suite (3) a donc perdu ;varlauons.
ve . d . om . ,
L’équation U,, = o0 a donc au moins — racines néga-
2

tives.

. , m « e
Pour x = + « , la suite (5), présentant S Variations,
, m ./ 7 A
en a gagné — quand x a varié dezéroa 4~ .
2

L’équation U,,= o0 a donc au moins - racines posi-

tives, et, comme elle n’est que de degré m, toutes ces ra-
cines sont réclles et il y en a autant de positives que de
négatives.

Si m estimpair, on voit aisément que, dans le cas de

iy . m—1 . -
a™>o,l'équation U,,=o0 a —, racines positives et

m — 1

racines négatives; et inversement, si 2 < o0, 1’équa-

. m -1
tionU,,=o0 a

. ) . m — .
racines negatlves et racines

positives.

. .
L’équation U,,= o0 a donc, dans tous les cas, toules
ses racines réelles.
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Nous avons vu que, si ’on substitue dans la suite (5)
successivement — o et -+ o , le nombre des variations

gagnées ou perdues est zéro dans le cas de m pair et 1
dans le cas de m impair.

m-=t
Un
positif quand x, en croissant, traverse une racine néga-

Cela tient a ce que le rapport passe du négatif au

G*' passe du

m

tive de U,,= o; au contraire, le rapport

positif au négatif quand x, en croissant, traverse unera-
cine positive de U,, = o. Car la suite (5) perd des varia-
tions quand x croit de — o i zéro; elle en gagne quand
2 croitde zéro & + o .

Il est aisé de démontrer directement que le rapport

m

U,;.‘ jouit de cette intéressante propriété.

Si I'on prend les dérivées des deux membres de I'éga-
lité (1), il vient

(6) U= m[(1+ iz)"1(1 — ia) 4 (1 — ix}"= (1 + ia)],
et, si 'on multiplie (6) par I'identité
(7) 2im =1+ iz) — (1 — iz,
membre & membre, il viendra
(8) 2z, =mUp— m(1 + 2*)Up_,.
Cette équation, combinée avec I’équation (2), savoir

Um: 2Um__l— (l —+ I2)Um—2)

donne
(9) zU, + mUp,.,— mU,=o,
d’ou
Ut . z U,
Um - m Un
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On sait que, lorsque x, en croissant, traverse une des

U

U,
racines de U,, = o, le rapport &= passe toujours du né-

gatif au positif.

Pour une valeur de x voisine d’une des racines de I’é-
4

n— . U
! est celui de — x -I—J—’ﬂ,

m m

car cette quantité peut devenir en valeur absolue aussi

quation U, = o, le signe de

)
grande qu’on le veut.

On voitdonc que,lorsque x, en croissant, traverse une
. . U
racine négative de U,, = o, le rapport — .’L‘-—"‘ passe du

4
III

négatif au positif comme —”; mais, lorsque x traverse

m

en croissant une racine positive de U,,=o, le rapport
U,/ . .U, .. ,
—x =, et par suite aussi ——, passe du positif au né-
Um Um .

gatif.

La méthode de Sturm est donc applicable séparément
a chacun des deux intervalles de — o a zéro et de zéro
4 + oo, et elle met ainsi en évidence la réalité de toutes
les racines de ’équation U, =o.

On voit de plus qu’elles sont inégales. En effet, I'équa-
tion (9) montre que toute racine muliiple de U,=o
annulerait U,,_,, et par suite, d’aprés (4), elle annule-
raitU, 5, U, _5,...,U OrUy=— 24; par conséquent,
U, ne peat s’annuler et I'équation U,,== o0 n’a que des
racines simples.

ERRATUM.

Tome XVIII, 2°série, p. 170, au liex de p. 287, lisez p. 387.

Ann.de Mathémat., 2¢ série, t. XIX. (Février 1880.) 6
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SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES SPECIALES
PROPOSEE AU CONCOURS D’AGREGATION DE 1878;

Par M. GAMBEY.

On donne une sphére S, un plan P et un point A;par
le point A on méne une droite qui rencontre le plan P
en un point B, puis sur AB comme diamétre on décrit
unesphere S'yle plan radical des sphéres Set S' rencontre
la droite AB en un point M:

1° Trouver le lieu décrit par le point M quand la.
droite AB tourne autour du point A ;

2° Discuter le lieuw du point M en supposant que le
point A se déplace dans Uespace, lepont P et la sphére
S restant fixes.

Je prends le plan P pour plandes xy et je fais passer
I'axe des z par le centre de la sphére S.
Soient :

a, (3,7 les coordonnées du point A

hle z ducentrede S;

r son rayon.
Les équations d’une droite quelconque AB passant en
A élant prises sous la forme

r—a==m(z—7),
y—p==n(z—v)

on en déduit, pour les coordonnées du point milieu du

segment AB,
mr, 79 Y
O —— T —_— -—/) -L,
2 2 2

et, pour I’équation de la sphere §,

(g —al =+ (y—BV-+z+my(x—a)+ny(y—p)—yz=o.
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D’ailleurs, I’équation de S est
‘g yit(z— kPP —riz=o.

Retranchant ces équations membre a membre, il vient,
pour I'équation du plan radical des sphéres S et §,

m'y(x~—a)—l—ll'y(] —B)—2ax — 2By
+(2h — 9)s+ '+ B+ r—h=o.

En éliminant m et n entre cette équation et celles de
la droite AB, on obtiendra I’équation du lieu cherché.
Cette élimination est immédiate, et 'on obtient, aprés
iquelques calculs et réductions,

5 giat4-y2) - {2k — 9) 22— 2Byz — 20z
| + (8 4+ 2K}z — Ky =o,

ou 'on a posé
o= By — 2hy A - = et r— =K

avec I'hypothése » > 7.

Propriétés générales du lieu. — 1.’équation (1) repré-
sente une surface du second ordre qui passe au point A.
Cette surface admet comme plans cycliques les plans
paralléles au plan P, etle point A estun de ses ombilics,
car, pour z == 7, on obtient le cercle-point

sy (r—a) e (y— B=o

1/équation (1) pouvant encore s’écrire des deux ma-
niéres suivantes,
a) {7lE K :
Sl —z[2axr +o2By+ (y—2h)2—S —2K*] =0,
7@+ (z— k) —r]
—z[2az-+2By+a(y—h)z—2hy—S—2K?]=

4

(3)

on en conclut que la surface qu’elle représente contient
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les courbes planes intersections du cylindre

x4y — K=o~
avec les deux plans

=0, 20zx-+ 2By-+(y-—2k)z—S—a2K'=o,

ainsi que celles qui résultent de I'intersection de la
sphére S et des plans

z=o0, 20x+2By—+2(y—Ah)z—2ky—8—2K*=o.

La surface (3) et la sphére S sont donc doublement
tangentes. On voit en outre que le plan

20z 4+ 2Py +2(y—h)s—2hy—S—2K'—o

est paralléle au plan polaire du point A par rapport a la
sphére S.

Discussion. — JVemploie la transformation en carrés.
Mettant tout de suite de coté le cas ou le point A est dans
le plan P, cas auquel I'équation (r) se décompose en
deux facteurs linéaires dont I'un désigne le plan P, je
suppose y différent de zéro.

Je multiplie par y, ce qui permet de former immédia-
tement deux carrés. L’équation (1) peut alors s’écrire

)| em e g
— (S +K3¥)z'+ 9 (S+2K?*)z —K*y —o.
Sil'on a § + K* =0, c’est-a-dire si le point A est
sur la sphére concentrique a la sphére S et tangente au
plan P, I'équation du lieu est ramenée au type

M?+ N2+ P =o0;

clle représente alors un paraboloide elliptique.
Si 'on a en outre S = o, ce qui suppose r = £, le lieu
se compose de la droite réelle intersection des deux
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plans imaginaires
(12— 2] (17— B2 = .

Supposons maintenant que 'on ait S+ K* différent
de zéro. On peut alors multiplier (4) par S +K? et
I’écrire ainsi:

5 ‘ (S + K ) [(yz — az)+ [yy — Bz)?]

( — (S + Kz (S + 2K )= — 8.

Elle rentre alors dans le type des surfaces a centre
unique.

Distinguons deux cas, et,
S+ K2=S§,.

1° S20.—Sil'on a §; > o, c’est-a-dire si le point A
est extérieur a la sphére concentrique 4 la sphéreS et
tangente au plan P, la surface est un kyperboloide & une
nappe.

Si au contraireon a S, < o, c’est-a-dire si le point A
est intérieur a la méme sphére, la surface est un ellip-
soide réel.

pour abréger, posons

l.e cas de S, = o0 a déja é1é examiné.

2° S=o0.— Pour S, >0, on a un cone réel. Cela
suppose r >/, ce qui est justement notre hypothése.

Si I'on supposait <%, le cone deviendrait imagi-
naire.

Ainsi, lorsque le point A est dans la région del’espace

» lorsq p g p

extérieure a la sphére concentrique a S et tangente a P,
le lieu est un hyperboloide 4 une nappe.

Si ce point est dans la région intérieure a la méme

\ . . .

sphére, le lieu est un ellipsoide.

Enfin, si le point A est sur la surface séparative, le
lieu est un paraboloide elliptique.

Dans le cas ou le point A est situé sur la sphérc

L J
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donnée, ’hyperboloide se confond avec son cone asym-
ptote.

Note. — La méme question a été résolue par MM. Duranton, profes-
seur au lycée du Puy; A. Leinekugel.

SOLUTION D’UNE QUESTION DE LICENCE

(Faculté de Paris, juillet 1879);

Par M. H. COURBE.

Etant donné le paraboloide défini en coordonnées
rectangulaires par l'équation

on considére sur cette surface les courbes dont les tan-
gentes font un angle constant donné y avec l'axe Oz :
1° Trouver l'équation différentielle des projections
de ces courbes surle plan xOy, et montrer que l'inté-
gration de cette équation se rameéne ¢ une quadrature;
2° Effectuer la quadrature et construire la projec-
tion dans le cas particulier ot m est égal & 'unité.

Les coordonnées d’un point quelconque d’une des
courbes considérées étant x,y,z, on doit avoir en chaque
point de ces courbes

dz = cosyds,

ds étant la différentielle de I’arc, de sorte que
ds =\dx* + dy* + dz*.
D’ailleurs, la valeur de dz étantla méme pour unpoint

uelconque de la courbe et pour le point correspondant

de la surface, on peut éliminer ds et dz entre les deux
. L _J
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équations précédentes et la suivante,

dp = Ay dy

a

obtenue en différentiant 1'équation de la surface; on
trouve ainsi

madz »T— ydy = n\/dz*— dy?,
¢n posant, pour abréger I'écriture,
rn = acoty.
L’équation obtenue, quine contient que x, y et leurs
différentielles, est]’équation différentielle des projections

des courbes considérées sur le plan xOy. On peut lu
résoudre par rapport a y et, en posant

(l)"
@

metire cette équation sous la forme

(1] y=

Cette équation différentielle, linéaire par rapport aux
variables x et y, peut s’intégrer; en effet, si I'on diffé-
rentie, on trouve

dx m n

(2 - x -+ — =0
) dp  p(p*-+m) pipt+m)yr—+p?

L’équation (2) est une équation différentielle linéaire
du premier ordre ; son intégrale est de la forme

P mdp P /‘p mdp n
P pirm) - i+ )
xr = PoP(P +m) C f € po ptpi+mm

i P+ m)Vi+ p

On obtiendra l'intégrale de I'équation (1) en élimi-
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nant p entre les équations (1) et (3). La question se ra-
méne donc bien a une seule quadrature, car on obtient

. , (7" d,
sans difficulté _map .
Po P ([72+ m)

Dans le cas particulier ou m =1, on a a considérer
I'équation différentielle

(4) xzdz + ydy = nds,

ds représentant cette fois la différentielle de I'arc de la
projection sur le plan xOy des courbes considérées, de
sorte que

s =TT .

En intégrant I’équation (4), ce qui donne
x?+ y*=— 2ns 4 const.,
puis, passant aux coordonnées polaires r ¢t 6, on a
r*=— 2ns -+ const.,
et, en différentiant,
rdr= nds = n\/;’—m

Les variables se séparent aisément, et ’on a a intégrer
’équation

— 2
nde:i*{fz- "dr:i—[ rdr o ]
r

\/r’——rﬁ r\/r’-—n“
Si Pon remarque que
n
d -
dr r n
—_ N —_—— :]zdarccos;,

R

on obtient

n?

l —_—
(5) 9:i;¢ﬁ—n’_7_arccos;-

-
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La construction de la courbe représentée patr I'équa-
tion (5) se fait facilement, puisque cette courbe est la
développante du cercle de rayon n = a coty.

SUR UN THEOREME D’EULER CONCERNANT LA DECOMPOSITION
D’UN NOMBRE EN QUATRE CUBES POSITIFS

Par M. Epouarp LUCAS.

Euler a démontré qu'un nombre positif quelconque,
entier ou fractionnaire, est égal a la somme de quatre
cubes positifs, entiers ou fractionnaires. On trouve la
formule correspondante dans une Note qui termine les
Fxercices d’analyse numeérique de Lebesgue. Nous fe-
rons d’abord observer que Lebesgue ne parait pas avoir
deviné la méthode qui a di servir & Euler pour obtenir
cette formule. En effet, il nous parait évident que celle-ci
provient des recherches entreprises par Euler pour la
résolution de I’équation indéterminée

(1) 23 4 = Az

L’identité d’Euler est la suivante,

= (Y (2 = o (o (e — oo,

m2

dans laquelle on suppose m tel que I'on ait

n n
e
12< <6’
et, de plus,
6m3 5 2a* — 1 26— 1
a=—1 + _— c= .
- i @1 b3+ 1
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