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THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES;

PAR M. H. LAURENT.

[SUITE (*).]

SUR LES PÉRIODES ÉLÉMENTAIRES.

Soit ƒ (z) une fonction doublement périodique. Consi-
dérons les points Moo et M10 qui représentent les imagi-
naires zQ et z0 -f- w, to désignant une période de f (z). On
peut toujours supposer que co soit la plus petite période
d'argument égal à l'argument de a); car il n'existe pas
deux périodes distinctes de même argument ; toutes sont
multiples de l'une d'elles, que Ton peut appeler ou. Soit
GT une période distincte de w, et supposons-la aussi la
plus petite de celles qui possèdent son argument. Soit
Moi le point qui représente l'imaginaire z0 -}- Ü> ; sur les
droites M00M10 et Moo M01, on peut construire un paral-
lélogramme que l'on pourra considérer comme un paral-
lélogramme des périodes*, on lui donne le nom de paral-
lélogramme élémentaire, si aucun des points de son aire
joinls à Moo ne fournit une nouvelle période.

Il est clair que le parallélogramme élémentaire peut
se former en prenant la période 00 pour base et en faisant
mouvoir le côté M00M10, pris pour base, parallèlement à
lui-môme, jusqu'à ce qu'il rencontre un point Moi, tel
que M00M01 soit une période.

Soient a) et u deux périodes élémentaires •, o>' et Œ' deux
(*) Nouvelles Annales, 2e série, t. XVII, p. 2^7.

Ann.de Mathêmat., -ie série, t. XVII. (Sept. iH;8.)
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nouvelles périodes; il faudra nécessairement que Ton
ait

0'=: m'a -f- rixsy

ni et w, m' et n1 désignant des entiers; car une période
quelconque s'obtiendra en joignant le point Moo à l'un
des points de croisement Mmn des droites formant le ré-
seau des parallélogrammes des périodes w, tz>. Pour que
les périodes a>', EJ' puissent former un nouveau parallé-
logramme élémentaire, il faut que m et n soient premiers
entre eux, ainsi que ni et nf. En effet, si m et n avaient
le diviseur commun 5, en posant m = 3mr/, n = àn'\ on
aurait

et y serait une periode; w ne saurait donc être une pe-

riode élémentaire; mait co et zs doivent s'exprimer en ro'

et vsf sous les formes

w rrr pi-»' H- VTJ',

ce qui exige que le déterminant du système (1) divise
nxsf—TI'CH/ et mu '—m'a/ , c'est-à-dire «, w', ni et ni.
Or, m et n étant premiers entre eux, le déterminant est
égal à l'unité, et Von a

mn' — nrn' •=. dz 1.
Soit

o — a -h b \l— 1,

CT =za'-\- h' \j— 1,

r* z=z ma -+- na' 4- \J— ï imb -\- nb' ),

a '= . m'a-h n'a'-h y;— 1 {m'b-\- rib')^

l'aire du second parallélogramme des périodes est

fwn -4- w«;) (m'A' 4- n'A') — (m'<7 -+- n'a') [ma -hnb')
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I 1 J I

a !>
t =ab>-ba'.

a' b' I
Donc :

Les aires des parallélogrammes élémentaires sont
égales.

SUR LA FORME GÉNÉRALE DES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉ-

RIODIQUES, ET LEUR EXPRESSION EN FONCTION DE L ' U N E

D'ELLES.

THÉORÈME I. — II existe toujours une fonction dou-
blement périodique admettant deux périodes données,
deux zéros donnés et deux infinis donnés, pourvu que
la somme des zéros soit égale à la somme des injinis à
des multiples des périodes près.

En effet, nous avons vu qu'il existait deux fonctions
distinctes <j>i et cj2 satisfaisant aux formules

-s [x -+- « ) — cp (.r),

-'^•""'«(r-t-r)
? (.r _ | _ CT) — 9 (j.) e t> 9

et que la solution la plus générale de ces équations
était

A , «p, -f- A s Ça = «p.

Ces fonctions (ĵ  et cp2 ont chacune deux zéros dans le
parallélogramme des périodes '«) et GT, ainsi que la fonc-
tion cf. Si nous divisons ot par cp2 ou si nous divisons
At <j>t -f• A2 cf2 par B t 9!-4-B2cf^, B t et B2 désignant des
constantes différentes de At et A2, nous obtiendrons une
fonction doublement périodique f {oc). Soient a, b ses
zéros, a et (3 ses infinis; considérons l'expression

2 5 .
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elle n'est plus infinie pour x = a ou x = (3, mais elle
l'est quand on pose x = a' $ elle admet en outre le zéro a.
Mais la fonction ƒ (.r-h 5)—ƒ(#'-{-$), outre le zéro
x = a', en possède un autre /3', tout en conservant les
infinis x = a — 5, x = (3 — 5. On doit donc avoir, en
observant que la somme des zéros est égale à celle des
infinis,

a'4- P'ssa — * 4 - p — s (*),

équation dans laquelle on peut choisir 5, de telle sorte
que [3'ait une valeur donnée. L'expression (1) admettra
alors deux infinis donnés a', [3', le zéro donné ci et par
suite un autre zéro b\ tel que a'4- (S'^a'-f-Z/; enfin le
coefficient A permettra de prendre la fonction (1) égale
à une quantité donnée différente de zéro pour une valeur
donnée de x.

THÉORÈME IL — II existe une fonction possédant les
périodes w et or, les zéros a^ a2, . . ., an et les infinis c^,
a2, . . ., an satisfaisant à la relation

ax -\~ a2-h. . .-f- tf„=a, -f- a2-f . . .-H an.

En effet, soit F t(x) une fonction aux périodes o), ci,
admettant les zéros ax et b± et les infinis at et a2? &i étant
déterminé par la formule

Soit F2(x) une fonction aux mêmes périodes ayant pour
zéros a2 et è2 et pour infinis az et J l5 . . . . Soit Fn_t (x)
une fonction aux mêmes périodes admettant les zéros
«n-t et £„_! et les infinis bn_2 et an, tels que

(*) Le signe ^= est employé à la place de = pour indiquer que l'on
néglige de9 multiples des périodes.



La fonction
F t ( . r ) F 2 ( * ) . . . F„_ , (* )

aura les périodes a>, GJ, les zéros a t, a^ . . ., an-1, &n_i
et les infinis al9 a2, . . ., art; mais on aura

«i •+• «2 -4- . . . H- #„_$ 4 - 6n_, =E= a, -f- a2 -f- , . . -f- an_, -f- art.

THÉORÈME III. — Deux fonctions doublement pério-
diques d'ordre fini dont les périodes w et GT, W' e£ ts' sa-
tisfont aux relations

Q. z=z /// w =r /;/ w',

m e£ m' désignant des nombres entiers,- en d'autres
termes y deux fonctions ?/, P», dont les parallélogrammes
élémentaires ont leurs côtés commensurahles et dirigés
dans le même sens, sont fonctions algébriques l'une de
l'autre.

En effet, soient u Tordre de M, et v Tordre de v. Le
parallélogramme de w, comme celui de y, tiendra un
nombre exact de fois dans le parallélogramme ayant
pour côtés H et II, le premier mn = M fois, le second
m //i /=N fois. Il en résulte que, à chaque valeur de M,
correspondront, dans le parallélogramme 12, II, un
nombre M.(i de valeurs de la variable z, et par suite
M^ valeurs de v\ donc v est lié à u par une équation
algébrique de degré Mp en *\ On verrait de même qu'elle
est de degré Nv en w, car u et u n'ont que des nombres
limilés de zéros et d'infinis et restent d'ailleurs mono-
gènes et continues Tune par rapport à l'autre.

THÉORÈME IV. — Une fonction d'ordre n est liée à
sa dérivée par une équation du degré n, par rapport à
sa déiivée, et de degré in par rapport à la fonction.



En eifel, soit u une fonction aux periodes w el xs} sa
dérivée admet les mêmes périodes, mais les infinis de la
dérivée sont en général en nombre double de celui de la
fonction^ car chaque infini de la fonction, lorsqu'il est
simple, devient double dans la dérivée; en tout cas,
l'ordre de la dérivée sera compris entre n -4- 1 et in. En
vertu du théorème précédent, il existera entre u et u
une relation algébrique d'ordre n en u' et d'ordre n! en
M, « + i ^« '5 2«, u' n'étant infini que si u est infini;
le coefficient de u'n pourra être pris égal à l'unité. A une
même valeur de u correspondent n valeurs de z dont la

! , dz i
somme est constante, et par suite n valeurs de—- = —.?r du n'
dont la somme est nulle *, donc le coefficient de uf est nul.

Par exemple, si u est du second ordre et a deux infinis
distincts, on aura

tf'2 -+- U = o,

U désignant un polynôme du quatrième degré. Si u a un
infini double, U sera seulement du troisième degré. Ce
dernier théorème est de M. Méray.

DÉCOMPOSITION DES FONCTIONS A DEUX PÉRIODES

EN ÉLÉMENTS SIMPLES.

Soient F(x) une fonction aux périodes w et u et a t,
a2, a3, . . . ses infinis. Soit Q(x) une fonction auxiliaire
satisfaisant aux relations

ô ( j r -+- w) — 9 [JC)9

0 ( a : - i - c r ) = 0 ( x ) «s? 0> « " - i * - ' .

on aura

0 (.r + w) ~" 6 (x

O'( h \ __ ô'(jr)



Considérons maintenant l'intégrale

prise le long d'un parallélogramme des périodes. Le long
des côtés parallèles à u, les valeurs de l'intégrale se dé-
truiront, et il restera à intégrer le long des deux autres
côtés, ce qui donnera, en appelant p une arbitraire,

] I

résultat indépendant de [x et dep, que nous désignerons
par C. Or, l'intégrale considérée est aussi égale à la

somme des résidus de F(z) —, {• Les résidus relatifs
v J 9 (z — xj

à 0(z — x) sont, en appelant al5 a2, «3, . . . les zéros de

ceux relatifs à F [z) sont
X )

si les infinis a sont simples, et l'on a

At=lim(.r — a)F(.r) pour or = a.

En général, si Ton pose

(z— a.)'nF{z) — 0{z}>

on aura, pour résidu de F [z) —~ ^>

dm-x i r of(cc-x)i
~ (jk __ ï ) r ^ i " ' 1 0 f a __ j . j j '



En résumé, on aura

Supposons fx= i et a = o^ on aura, au lieu de cette
formule,

c _ F , x ) , v d'n-x L

et F(x) se trouve décomposé ainsi :

Cette formule donne F (a:) décomposée en éléments sim-
ples, tous intégrables au moyen de la fonction 0, ce qui
démontre la possibilité d'intégrer les fonctions à deux
périodes (du moins à l'aide des fonctions auxiliaires)*,
mais le mode de décomposition dont il vient d'être ques-
tion présente encore une foule d'autres applications que
M. Hermite, auquel nous devons la théorie que nous
venons d'exposer, a fait connaître.

Nous allons montrer immédiatement comment les in-
tégrales de deuxième et de troisième espèce se ramènent
par les considérations précédentes aux fonctions 0 et H
de Jacobi.

La fonction de seconde espèce

quand on y fait z = sno:, devient, à un facteur con-
stant P près,

C'est cette intégrale que nous allons étudier. L'intégrale
de troisième espèce

dz
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devient, pour z = s n x ,

nous la remplacerons par

* h-2 sn a en a d n a sn2 x

ƒ-
en posant n* = fc2snâa et en observant que l'intégrale (a)
ne diffère de celle-ci que par une fonction linéaire de x
et par un facteur constant.

ÉTUDE DE LA FONCTION X[x).

La fonction

Z[x) = f k2sn*xdx

est évidemment monodrome, car les résidus de sn*.r
sont nuls; nous allons le vérifier.

Décomposons, par la méthode de M. Hermite, sn2.r
en éléments simples, cette fonction ayant pour périodes
2K [puisque sn(a: -H 2K) = — sno:] et iY*.f\]—1.
Évaluons l'intégrale

1 C , H'iz — ar)
27TV/ J U ( )

le long d'un parallélogramme de côlés 2R et aK/y-—-i 5
le long des côtés verticaux, le résultat de l'intégration
est nul 5 le long des côtés horizontaux, le résultat est

IL^ l
2 7T\/ I J a.



Eu vertu de la formule

l'intégrale considérée se réduit à

K i.

nous désignerons cet te quantité par C. Mais l'intégrale ( i )
est aussi égale à la somme des résidus de la fonction
placée sous le signe ƒ 5 le résidu relatif au point x est
sn2.r; calculons celui qui est relatif au point K'\J—1.
Posons pour cela z = K'̂ /— i-j- h : nous aurons

«„. (K' v/37 + /,) ° ' , (^V~;*+ff

et par suite le coefficient de - ou le résidu cherché est

Si Ton observe que

on a

Notre résidu devient



On a donc enfin

C i r®'WT
= Sn3.r -h — _ i - i ,

A2L©WJ
ou, en intégrant, en multipliant par A8 et en posant

telle est l'expression de Z(x), monodrome comme l'on
voit. On en déduit

et l'on constate que la fonction

0(0)

est monodrome également. M. Weierstrass la désigne
par le symbole K\x. Il désigne par AliX, Al2x, Al3o:
les produits de k\x par snx, cnx, dnx.

La constante ^ est susceptible de prendre une forme
remarquable. En effet, en différentiant (1), on a

et, en différentiant encore,

Si l'on fait alors x = o, on a

ou enfin
0>)



On a ainsi plusieurs expressions de la constante £, que
l'on peut considérer comme parfaitement connue.

ÉTUDE DE L'INTÉGRALE ELLIPTIQUE DE TROISIEME ESPÈCE.

On peut parfois éviter la méthode de décomposition
donnée plus haut. En voici un exemple :

La formule [i4] donne

9U -+- a)Q[x - a) = ^ \ &[x) - ^ \ H'(ar) ;
{ ' K ' 0 2 ( o ) l ' 0 a ( o ) V }

on peut Técrire

e [ x + a ) e l x — « ) = e * W @ i ( a ) ( , _ P s i t f )

On en déduit immédiatement

En prenant les dérivées logarithmiques des deux
membres par rapport à <z, on trouve (en observant que
sn'a = dnacna),

— ik2 sx\a vx\a Ax\a sn2.r &'(.r-\-a) @f(x — n) Q!(rr)
' T. '. ; •— ~ '. r ~~~; \ ^ "~ r *

Si l'on change les signes et que l'on intègre de zéro à a:,
on trouve

— a)
i —

®(«) i ,. dx-=x -~-+ + - loir f
®[a) 2 ve[x-ha)

Cette intégrale n'est pas tout à fait l'intégrale de troi-
sième espèce de Legendre, mais il est clair qu'elle s'y ra-
mène aisément. Jacobi la désigne par II (a:, a). Ainsi
l'on a

i n(x9a) ~x—^- -f- -log— f-
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On en conclut, en changeant a: en a et a en x, puis en
retranchant,

On peut d'ailleurs s'assurer que les valeurs des loga-
rithmes se sont détruites, en observant que l'on doit avoir
une identité pour x = o, a = o.

C'est dans l'égalité précédente que consiste Véchange
du paramètre et de Vargument, proposition généralisée
dans la théorie des fonctions abéliennes. On peut aussi
l'écrire

ïl(x, a) — n(#, .r) — .rZ[a) — aZ[x).

EXPRESSION D'UNE FONCTION DOUBLEMENT PÉRIODIQUE AU

MOYEN D'UNE FONCTION DU SECOND ORDRE AUX MEMES

PÉRIODES. THÉORÈME DE M. LIOUVILLE.

Soit ƒ (x) une fonction monodrome et monogène du
second ordre aux périodes a) et zs ; soient a et s — a ses
infinis, s désignant la quantité constante à laquelle se
réduit la somme des valeurs de z pour lesquelles J [z)
prend une valeur donnée dans un même parallélo-
gramme. Soit F {z ) une fonction quelconque aux mêmes
périodes co, tj; soient (3^ (32, . . . , (3p ses infinis. La fonc-
tion , ^ L,—x intégrée le long d'un parallélogramme

f\z) —J \x)
des périodes donne un résultat nul : la somme de ses ré-
sidus est donc nulle.

La somme des résidus relatifs aux infinis x et s — x
de ^ _!/•/ f\ e s t



ou bien

en observant que, ƒ (x) étant égal à f ( s— x),f' [x) doit
être égal et de signe contraire à f'[s — x). La somme
des résidus relatifs à F (x) étant alors représentée par

^bX; F(z)r/z

on aura

le signe F placé au-dessous du signe ƒ indiquant qu'on
ne doit intégrer qu'autour des infinis de F(z) .

Si Ton considère en second lieu la fonction

son intégrale prise le long d'un parallélogramme sera
encore nulle, et il en sera de même de la somme de ses

résidus. Or la somme des résidus relatifs à -77- ,..—r

est égale à

et l'on a par suite

F(.r)-f-F(.ç — .r) - F(a) - F(* - a)

ou bien

F(.r) H- F(s - x) = F(a) -f- F ( J - a) *

F(z) f'(z)
>J l ; th.



La comparaison de cette formule avec ( i ) donne

2F(.*) = F(a)-f-F(.5— a)

i _ rF(s)r/»+/'
27T y

ou bien encore
'

en posant F(z) = (.z— (3)ï*0(s), p. désignant Je degré
de multiplicité de l'infini j3. Quand u = i, le symbole

— doit être supprime.

La formule (2) montre que toute f onction aux pé-
riodes w, CJ /?<?/*£ s"*exprimer rationnellement au moyen
de la fonction du second ordre f et de sa dérivée.

On voit, en outre, que cette dérivée n entrera que
s o us f o rm e lin èaire.

Ce théorème est dû à M. Liouville, mais l'expres-
sion (2) explicite de F, que nous venons de donner, n'est,
je crois, pas encore connue ; du moins on ne la trouve
pas dans le Traité de MM. Briot et Bouquet.

Bemarque. — La théorie précédente tomberait en
défaut si F(.r) et f(x) avaient des infinis communs,
mais on tournerait facilement la difficulté en dévelop-
pant F(x) divisé par une puissance convenablement
choisie def(x).

APPLICATION DES CONSIDÉRATIONS PRÉCÉDENTES

AU PROBLÈME DIT DE LA MULTIPLICATION.

Le problème de la multiplication des fondions ellip-
tiques a pour but de faire connaître snra.r, cnw.r,
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dnmxen fonction de snx, en a:, dno:. Notre formule (a)
du paragraphe précédent résout cette question plus sim-
plement et plus complètement qu'on ne l'avait fait jus-
qu'ici.

Soient k le module de snx, 4& e t 2&' \J — i ses pé-
riodes, m un nombre entier : snm(.r — a) admet évi-
demment les mêmes périodes. Construisons le parallé-
logramme des périodes, de telle sorte que ses côtés
coïncident avec l'axe des x et l'axe des y positifs, puis
déplaçons infiniment peu ce parallélogramme, en pla-
çant le sommet primitivement à l'origine, dans l'angle
des coordonnées négatives.

Les infinis de snx sont K'^— * e t 2& -r- K'\J — i,
ceux de srun[x — a) sont

p ' 4 ( ) \(j f )

letjf variant de zéro km— i. En faisant 5 = 2K, la
formule (a) du paragraphe précédent donne

2snm(.r — «) = sn/w'R'y''—l — a )

-\- sn m (R' \l— [ -+- a R — a)

v . . , , . sn'.r •+- sn'z
-+- 2. residu. sn m ( 2 — a ) *

sn.r — snz
Le résidu relatif à un infini J3' s'obtiendra en cher-

chant la limite de

snx — snp'

^ 8

— i sn'-r + sn'p'
A s sn.r — sn jî'



Cette limite est
i sn'.r -4- sn'p'

km sn.r — snp'

L'iniini (3̂  conduit au résidu

i sn'.r -f- sn'fi"
km sn.r — snfi"

La formule (i) devient ainsi

2 sn m ( x — a )

sn'jr -f- sn'
i

ie y/— Ï + 4y —^- a\
ni n m I

krn
sno; — sn

sn'^r — sn

m v ^ //ï J

' K' \l — i -h (2/ -f- 1 ) h a
L m m J

n f^l^hj . 2K ï
snx- — sn K.' v/— i -f- 2 ; -f- 1 h ci\

L m m J
En faisant a = o, on a la formule de la multipli-

cation pour le sinus amplitude. On peut vérifier la for-
mule précédente en prenant m = 1, on a alors

2 h sn ( x — a)

__ sn'^-H sn ' (K'v /~4- f l ) sn'.r -f- SII'CK^/^1 -f- 5iK-+-/r)#

snj; — S D ( K V — * -H «) snu: — sn(K'y; — { + 2 K + fl)

et si l'on observe que sn'# = c

i\n(x 4- K' v"17^" ' = - \!~=r7 Cn r

ou trouve
. cn^dnösn^

sn [x — a) = . „
Ann. de Mathêmat., 2e série, t. XVII. (Sept. 1878.) 26



Ainsi notre méthode donne aussi l'addition des fonc-
tions elliptiques.

Nous ne nous étendrons pas davantage sur la multi-

plication. La division aurait pour but de calculer sn - *

en. - ? • • • en fonction de s n x , cnjr, dn . r , . . . . Sans
m

entrer dans des détails à ce sujet, disons seulement
qu'Abel a démontré que les équations d'où dépend la
division des fonctions elliptiques sont comme celles d'où
dépend la division des fonctions circulaires, résolubles
par radicaux.

APPLICATION A L'ADDITION DES FONCTIONS

DE TROISIÈME ESPECE.

Nous avons trouvé

, 0 ' (a j i , 0 ( ,r — a)
n(.v9a)=.T /— L -h - log r •

Si l'on désigne alors par at, a2, . . ., a2n+\ des argu-
ments tels que

a, + a. + . . -4- a2n+, — O,

on aura

H + l ,
n ( a , , a) -f- n ( a 2 , a ) - h . . . - + - n ( a .

i . ^©(a, — a)&[oL7 — a) . . . 0 (

2 02 0 ( a , -h a)®{ OL2-+~ a) . . . 0 ( aSn+, -t- a )

La quantité placée sous le signe log possède les pé-
riodes 4& et i¥J\J — i par rapport à la variable a-, on
pourra donc l'exprimer en vertu du théorème de
M. Liouville en fonction rationnelle de sn<z et de sa
dérivée sn'a ou c n a x d n a . Nous ne donnons pas ici
cette expression, qui est un peu compliquée.



DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES

EN SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES.

La formule de Fourier donne

'T
reste à calculer la valeur de l'intégrale qui entre dans
cette formule. D'abord, en posant

on trouve, au moyen de la formule sn(s K + x ) = — siu ,

o-t-2K mr.V~\ _

2 " )

• 2 K

snz[i —(— i)w]e -k dz.

L'intégrale A,n étant indépendante de x0, on peut
supposer x0 un peu plus petit que zéro. L'intégrale
étant prise Je long du contour rectiligne x0, x0 -\- 2K
peut être remplacée par deux parallèles à K/^/—1
de longueur infinie, menées l'une par x0 et l'autre par
x0 -f- 2K au-dessous de l'axe des x, et par une paral-
lèle à l'axe des x, menée à l'infini. Le long de ce nou-
veau contour, l'intégrale sera nulle; mais il faudra lui
ajouter les résidus relatifs aux points — K'y/— j ,
— 3K/y/—i, —5K/y/—i, . . . , multipliés par 2 7i y/—1.
De plus, ces résidus seront pris dans le sens rétrograde.

26.



Calculons le résidu relatif à ce point

— (in + i )K' yj' — i;
il est égal à

mais, snfx étant égal à i pour x = o ou 2 7iK/y — i,
cette quantité peut s'écrire

I l^i- m

On a donc

et Ton a

par conséquent

Quand ni est négatif, on a

X snze 2K dz-=z— j snzdzc

Les coefficients des termes également distants de l'ori-
gine sont donc égaux, el, eu les groupant, on a

m — »

W<7 V^ 7'"4"1 • (2 / ; /4- l)77.r
snx =z - -V > sin 7— ?

//2 =r 0

2/?î

cos

77 ƒ

4K \dnx = -—• I 1 H- 4 > cos ——
4 K \ ^ + " 1 :>K
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A ces formules il convient de joindre les suivantes,

auxquelles on parvient d'une façon toute semblable :

qm . m77.r

s i n

1

, ^ devenant infini pour x = o, on développera

L
on trouvera alors

H'(.r) 7T TZX ITT 7 .

H(.r). — 2K 2K K Zé i - rŷ "' "X"'

H' (,c) n Tc.r 2TT ^ n (— j ) m n m . nnt.r

ïïTR = ~ ÎK tang ;K + T 2 T = T ^ sin "ir •
De ces dernières formules on tire

oçsn.r on.rdn.r 7: t:x ITC ̂ \ nm ///TT r
1 ~ — c o t X s j n __^—,
die SHJ: 2K 2K K +-* i -\- qm K

lo^rn.r 7r ?r.r C Î T T - ^ ƒ7"1 . m T.T.

On arrive plus simplement à ces résultats comme il
suit.

Rappelons la formule

7 T1 — irv.os<p-\- r2) r z rcosa H cos^? 4- ~cos3a.,.,
2 2 o

et partons de

^£ -hqA (l - 2q'C0S~ -j-
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nous aurons

I I nJC q

COS — — - •

et, en prenant les dérivées, nous aurons le développe-

ment de ' On obtient d'une façon analogue ceux de

e'(*) H ' H H',(*)
H ( )H(.r

SUR LE PROBLEME DE LA TRANSFORMATION.

Le problème de la transformation a pour but la com-
paraison des fonctions elliptiques correspondant à des
modules différents. Exposons, d'abord, la théorie que
Jaeobi donne dans son ouvrage intitulé : Fundamenia
nova théories funcîion uni ellipticarum.

Si dans l'expression
d.r

y A H- B.r -1- C.r- -\- Dxs -4- L.r4

on pose x = - > U et V désignant des polynômes entiers

(»n 7, on aura

f dr

Vr/tJ— VdW

S AN -v- iiV^U -f C V ' Ü H ü \ L l -h LU*

et l'on peut, d'une infinité de manières, déterminer U
et V, de telle sorte que le second membre de cette for-
mule soit de la forme

dy



En effet, pour que dans Je second membre de (4) le
polynôme sous le radical se ramène au quatrième
degré, il faut que ce polynôme, qui est d'un degré qua-
druple de celui de U et Y, ne contienne que des facteurs
doubles, à l'exception de quatre qui seront simples; on
aura donc, en appelant T un polynôme entier,

AV4-f-BV3U 4- ...-+- EU4

= T2 ( A' -4- B'j H- C' j 2 -h D'j3 -h E'j4) ;

le second membre de (i) se réduira alors à la forme de-
mandée si l'on a

Tdy
const.

Or, il en est ainsi quand U et V, sont de même degré
rés diiîérenîs d'une u

A -,- B.r -f- Cx7 -4- Bx3

ou de degrés diiîérenîs d'une unité. Soit en effet

et par suite

AV1 + BV3U -4- CV2U2 4- DVU3 -+- EU4

= E(U —aV)(U—pV)(U —vV)(U — ̂ V).

Les facteurs (U — «V), (U—j3V), . . . sont pre-
miers entre eux, car tout diviseur simple de U — aV et
de U — pV? par exemple, sera diviseur simple de U
et V, et, comme on peut supposer U et V premiers entre
eux, les facteurs U — aV, . . . le seront aussi. Or on a
identiquement

~ (U — *V)</U —Urf(U — aV);

il en résulte que tout facteur double de U — aV est
facteur de Vr/U — Ur/V, car ce facteur appartient à la

^ — aV).
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En resumé, le polynôme A"V4 -h BV3U -f- . . . jouit

de cette propriété que ses facteurs doubles sont aussi
facteurs doubles de U — aV,deU — j3V, de U—yV ou
de U—5 V, puisque ces polynômes ne peuvent avoir
de facteur commun, et, par suite, ses facteurs doubles
divisent UdV— VdXJ. Si donc on suppose tous les fac-
teurs de AV4 H- BV3U 4- . . . doubles, à l'exception de
quatre d'entre eux, le polynôme T divisera

VrfU — JJdV.

Si alors on suppose que V et U soient de même degré p,
ou l'un de degré p et l'autre de degré p — i, AV4 -h. . .
sera de degré 4p* T2 de degré 4p — 4 e l T de degré
up — 2;

est évidemment de même degré, et, par suite, la for-
mule (2) est satisfaite.

On pourra donc effectuer la transformation d'une in-
finité de manières, car on pourra d'une infinité de ma-
nières déterminer les coefficients de U et V, de telle
sorte que AV4 -f- BV3U . . . ait tous ses facteurs doubles
à l'exception de quatre d'entre eux, U et V étant de
degrés différents de zéro ou de 1.

Le degré de la transformation est le degré de celui des
polynômes U, V qui possède le degré le plus élevé.


