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THEORIE ELEMENTAIRE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES;
Par M. H. LAURENT.
[suite (*).]

—_—

SUR LES PERIODES ELEMENTAIRES.

Soit f(z) une fonction doublement périodique. Consi-
dérons les points My, et M, qui représentent les imagi-
naires z, et z, -+ ,  désignant une période de f(z). On
peat toujours supposer que  soit la plus petite période
d’argument égal a Pargument de o car il n’existe pas
deux périodes distinctes de méme argument; toutes sont
multiples de I'une d’elles, que 'on peut appeler w. Soit
w une période distincte de w, et supposons-la aussi la
plus petite de celles qui possédent son argument. Soit
M, le point qui représente 'imaginaire z, + @ ; sur les
droites M, M, et M, My, on peut construire un paral-
lélogramme que I'on pourra considérer comme un paral-
lélogramme des périodes; on lui donne le nom de paral-
lélogramme élémentaire, si aucun des points de son aire
joints & My, ne fournit une nouvelle période.

11 cst clair que le parallélogramme élémentaire peut
se former en prenant la période » pour base et en faisant
mouvoir le coté M, M,,, pris pour base, parallélement a
lui-méme, jusqu’a ce qu'il rencontre un point My, tel
que My, My, soit une période.

Soicnt » et & deux périodes élémentaires; o’ et o’ deux

(*) Nouvelles Annales, 2° série, t. XVII, p. 247.
Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. XVIL (Sept. 1878.) 25
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nouvelles périodes; il faudra nécessairement que l'on
ait

w —me + no,
) { o =m'e -+ n's,
m et n, m' et n' désignant des entiers; car une période
quelconque s’obtiendra en joignant le point My, 4 I'un
des points de croisement M,,, des droites formant le ré-
seau des parallélogrammes des périodes w, w. Pour que
les périodes ', &’ puissent former un nouveau parallé-
logramme élémentaire, il faut que m et n soient premiers
entre eux, ainsi que m’ et n’. En effet, si m et n avaient
le diviseur commun d, en posant in == dm”, n =3Jn”, on

aurait
o = ¢(m"v + n"a),
0)' . , ? . A ’
et 5 serait une période; ' ne saurait donc étre une pé-
s

riode élémentaire ; mait » et & doivent s’exprimer en '
et & sous les formes
o= p»’ + vz,
o=y’ +vu',
ce qui exige que le déterminant du systeme (1) divise
no' —n'w et mw'—m' v, cest-a-dire n, n', m et m.
Or, m et n étant premiers entre eux, le déterminant est
égal A l'unité, et l'on a
mnr' — npm' — ==y,
Soit
w=—a-+b \/—l,
o =o'+ ()'\/—l,
w'=ma + na’ 4+ J—1(mb + nb’}),
o'=m'a+ n'd + J—1(m'b+ n'b),
Paire du second parallélogramme des périodes est

(ma +na’) (m'b' 4+ n'b') — (m'a 4+ n'a') (ma-+nb")
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ou

‘ m n {' a b

| —ab' — ba'.
| m’ n" a b

Donc :

Les aires des parallélogrammes élémentaires sont
égales.

SUR LA FORME GENERALE DES FONCTIONS DOUBLEMENT Pf-
RIODIQUES, ET LEUR EXPRESSION EN FONCTION DE L UNE
D ELLES.

Tntorkme 1. — Il existe toujours une fonction dou-
blement périodique admettant deux périodes données,
deux zéros donnés et deux infinis donnés, pourvu que
la somme des zéros soit égale a la somme des infinis &
des multiples des périodes prés.

En effet, nous avons va qu’il existait deux fonctions
distinctes 9, et 9, satisfaisant aux formules

2{r + w) = 2(z),

———\/:

2lr o) =slz)e @ T,
et que la solution la plus générale de ces équations
était
Aigi+ A go=0.

Ces fonctions @, ct 0, ont chacune deux zéros dans le
parallélogramme des périodes w et @, ainsi que la fonce-
tion ¢. Si nous divisons 9, par ¢, ou si nous divisons
Ay g+ A, 9, par By, + B, 9., By et B, désignant des
constantes diflérentes de A, et A,, nous obtiendrons une
fonction doublement périodique f(x). Soient a, b ses
zéros, « et 3 ses infinis; considérons U'expression

. o s — fla o

flo+s)—fla' +5)

-

25.
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elle n'est plus infinie pour x = o ou x = 3, mais elle
Pest quand on pose x= o ; elle admet en outre le zéro a'.
Mais la fonction f(x+s) —f(/+s), outre le zéro
x =d, en posséde un autre ', tout en conservant les
infinis  =a — s, x =3 —s. On doit donc avoir, en
observant que la somme des zéros est égale a celle des

infinis,
o +P=a—s+p—s (7),

équation dans laquelle on peut choisir s, de telle sorte
que [ ait une valeur donnée. L’expression (1) admettra
alors deux infinis donnés o/, ¥, le zéro donné o’ et par
suite un autre zéro &', tel que o/ + [/=a'+¥'; enfin le
coefficient A permettra de prendre la fonction (1) égale
a une quantité donnée différcnte de zéro pour une valeur
donnée de x.

Trtonime 1I. — I/ existe une fonction possédant les
périodes » et &, les zéros ay, a,, . .., a, et les infinis a,,
Ay « ooy 8, Salisfaisant & la relation

a +a,+...+~a,=u,+a+ ...+ o,

En effet, soit Fy(x) une fonction aux périodes o, ,
admettant les zéros a, et b, et les infinis «, et oy, b, étant
déterminé par la formule

a4+ b=a, + a.

Soit Fs(x) une fonction aux mémes périodes ayant pour
z€éros a, et b, et pour infinis o3 et by, .. .. Soit IV, (x)
une fonction aux mémes périodes admettant les zéros
a,_,eth,_, etlesinfinis b,_, et a,, tels que

Ay + by =2 + bp_s.

(*) Le signe = est employé a la place de = pour indiquer que V'on
néglige des multiples des périodes.
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FI (l‘) Fz (J‘) “ee Fn—l (z‘)

La fonction

aura les périodes », @, les zéros a,, asy ...y an_y, b,y
et les infinis «,, ,, ..., 2,3 mais on aura

ata;,+...+a + b=, a4 . A ey %o

TatorkMe IlI. — Deux fonctions doublement pério-
diques d’ordre fini dont les périodes v et &, v’ et &' sa-
tisfont aux relations

Q=meo=m'v,

U
N=rno==r'w,

m et m' désignant des nombres entiers; en d’autres
termes, deux fonctions u, v, dont les parallélogrammes
élémentaires ont leurs cotés commensurables et dirigés
dans le méme sens, sont fonctions algébriques l'une de
U autre.

En effet, soient . 'ordre de u, et v I'ordre de v. Le
parallélogramme de u, comme celui de v, tiendra un
nombre exact de fois dans le parallélogramme ayant
pour cdtés K et II, le premier mn = M fois, le second
m/n/=N fois. Il en résulte que, a chaque valeur de u,
correspondront, dans le parallélogramme Q, II, un
nombre My de valeurs de la variable z, et par suite
Mp valeurs de ¢; donc ¢ est lié a u par une équation
algébrique de degré My en v. On verrait de méme qu’elle
est de degré Nv en u; car u et v n’ont que des nombres
limités de zéros et d’infinis et restent d'ailleurs mono-
génes et continues I'une par rapport a I'autre.

Tatorime 1V. — Une fonction d’ordre n est liée a

sa dérivée par une équation du degré n, par rapport a
[ ; . . .
sa dérivée, et de degré 2n par rapport a la fonction.
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En effet, soit « une fonction aux périodes » el &3 sa
dérivée admet les mémes périodes, mais les infinis de la
dérivée sont en général en nombre double de celui de la
fonction; car chaque infini de la fonction, lorsqu’il est
simple, devient double dans la dérivée; en tout cas,
I'ordre de la dérivée sera compris entre n 41 et 2n. En
vertu du théoréme précédent, il existera entre u et o'
une relation algébrique d’ordre n en u’ et d’ordre 7’ en
u, n+15n'<an,d n'étant infini que si u est infini;
le coefficient de «™ pourra étre pris égal a I'unité. A une
méme valeur de u correspondent 2 valeurs de z dont la

. dz 1
somme est constante, et par suile n valeurs ded =—»
» ]

dont la somme est nulle; donc le coefficient de u’ est nul.
Par exemple, si u est du second ordre et a deux infinis
distincts, on aura
W+ U=o,
U désignant un polynéme du quatriéme degré. Si u a un
infini double, U sera seulement du troisiéme degré. Ce
dernier théoréme est de M. Méray.

DECOMPOSITION DES FONCTIONS A DEUX PERIODES
EN ELEMENTS SIMPLES.

Soient F(x) une fonction aux périodes » ¢t @ et a4,
da, ag, - .. ses infinis. Soit 0(x) une fonction auxiliaire
satisfaisant aux relations

j— [ o)
0(x + w) =10(z),

2=y

[ L

0z +w)=0(r)e 5
on aura
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Considérons maintenant 'intégrale
1 6'(z—x

—— [F(2) (2 — =) dz,

27\ —1 O(Z - ‘7")
prise le long d’un parallélogramme des périodes. Le long
des cdtés paralléles & w, les valeurs de Vintégrale se dé-

P ) 8

truiront, et il restera & intégrer le long des deux autres
cotés, ce qui donnera, en appelant p une arbitraire,

p+o f—y
___f Fz) 2"V s,
21‘&'\/—[ P ®

résultat indépendant de p et de p, que nous désignerons
par C. Or, l'intégrale considérée est aussi égale a la
6(z — ) . .
—— . Les résidus relatifs
8(z —x)

a6(z — x) sont, en appelant a,, a,, as, ... les zéros de

(=),

somme des résidus de F (z)

Flz+a), Flz4+a), .... Flz+a,);
ceux relatifs a I (z) sont

0’ (2y — )

0(x— z)

Az

eeey

si les infinis « sont simples, et 'on a
A;=lim(z — «)F(z) pour z=—oa.
En général, si I'on pose

(z—a"F(z) =9lz),

"z — &)
on aura, pour résidu de I'(z) 952-; :3:
(S

dm—t 1 9'(« ——r)
- VAT Y.
dam=t e — 1)1 [?(a, 0z — r)]
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En résumé, on aura

C=3Frt+a+$ L 1 [9/(“"")?(0‘)].

dand f Y (e — 1)1 | O(x — )

Supposons p=1 et @ = 03 on aura, au lieu de cette
formule,

. dr—! 0 (o — x)
C=F(z) +zdac""" (m—1)! [a(m—x)?(a)]’
et F(x) se trouve décomposé ainsi :
. dm—1 0 (e — ) -
) =C— Zda”‘ ! m-—l)'[é(a—x)?(a)J'

Cette formule donne F(x) décomposée en éléments sim-

ples, tous intégrables au moyen de la fonction 6, ce qui
démontre la possibilité d’intégrer les fonctions a deux
périodes (du moins a I'aide des fonctions auxiliaires);
mais le mode de décomposition dont il vient d’étre ques-
tion présente encore une foule d’autres applications que
M. Hermite, auquel nous devons la théorie que nous
venons d’exposer, a fait connaitre.

Nous allons montrer immeédiatement comment les in-
tégrales de deuxiéme et de troisiéme espéce se rameénent
pat les considérations précédentes aux fonctions © et H
de Jacobi.

La fonction de seconde espéce

z’dz
\/’7 1 —_ A’z’),

quand on y fait z =snx, devient, a un facteur con-
stant k* prés,

f k*sn’xrdx.

C’est cette intégrale que nous allons étudier. L’intégrale
de troisiéme espéce

dz
(1— n22?)y {1 — 2*) (1 — 42"
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devient, pour z = snux,

dr
(a) T eniat
J 1—n*spz
nous la remp]acerons par
k?snacnadnasn’x
9
I — A*sn‘asn-x

en posant 2* = k”sn*a et en observant que I'intégrale (a)
ne différe de celle-ci que par une fonction linéaire de x
et par un facteur constant.

ETUDE DE LA FoNcrioN Z(x).

La fonction
x
Z(z) :[ k2snix dz
<0

est évidemment monodrome, car les résidus de sn’x
sont nuls; nous allons le vérifier.

Décomposons, par la méthode de M. Hermite, sn*x
en éléments simples, cette fonction ayant pour périodes
2K [puisque sn(x + 2K)=—snx] et 2K’\/:-—|.
Evaluons l'intégrale
(1) ' e Bz

2my—1 H(z — z)
le long d’un parallélogramme de coiés 2K et 2K'\/:;
le long des cotés verticaux, le résultat de I'intégration
est nul; le long des cotés horizontaux, le résultat est

H_'(:. ——-.r)_ _ H iz — >+ 2K’\/:) .
X[H(Z—’) ll(z~~x+2K’J——l):| )
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Eu vertu de la formule
— T kS
H(J.‘—é—21§.'\/—-—l}:—l](.1:)c K ¢ +K‘/_),

P'intégrale considérée se réduit a

1 x—+2K I I 2K
- N’z —dz — — ‘zdzy
2./0_‘ N’z o ds 21{/; sn’zdz;

nous désignerons cette quantité par C. Mais I'intégrale(1)
est aussi égale a la somme des résidus de la fonction
placée sous le signe [ le résidu relatif au point x est
sn*x; calculons celui qui est relatif au point K/\/—1.

Posons pour cela z =K'\/— 1+ % ; nous aurons
H/(K’ \/:-—— x +]z)
==y

H (K'y—1—z) +/L|:H'l KT — x/\] g,

H(Ky—1—ux) H(K'{J—1— )

sn?(K'y—1 -+ /)

I
T AMsn?h

) ] 1 s . .
et par suite le coefficient de 5 ou le résidu cherché est

i

Si I'on observe que
T —1

H(—a+ K V—r1)= V—1e(—z)e K (_“"‘K’\/—_i),

on a
H'(K\/——l—.r) o'(—x)  m/—1
—_— { e
H{K J—1— ) e(— ) 2K

Notre résidu devient

e\ —x) ) e
Al ol—x) Al o7

l
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On a donc enfin

s LT
C_sn.r:-;-/{_2 o) ’

ou, en intégrant, en multipliant par k* et en posant

Ckr=1,
Z(I):Cx—— —_—

telle est I'expression de Z(x), monodrome comme 1’on
voit. On en déduit

£ 2
(2) [t =2 — 10537,
o 2

@(0‘1

et I'on constate que la fonction

. ”
e—j: z«r)dr___ e—tlg—@(x)
(o)

est monodrome également. M. Weierstrass la désigne
par le symbole Alx. Il désigne par Al,x, Al,x, Al;x
les produits de Alx par snx, cnx, dnx.

La constante ¢ est susceptible de prendre une forme
remarquable. En effet, en différentiant (1), on a

o' (x)
) (z‘)

Z(x) =tx —
et, en différentiant encore,

o"(x) 0 (z) — 0'(z) )

snlw—=—1¢—

©* ()
Silon faitalors x =0, on a
C @”(0'
0=q¢—
o(o; ’
ou enfin
9//(0‘;
C=——-
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On a ainsi plusieurs expressions de la constante {, que
I'on peut considérer comme parfaitement connue.

ETUDE DE L'INTEGRALE ELLIPTIQUE DE TROISIEME ESPECE.

On peut parfois éviter la méthode de décomposition
donnée plus haut. En voici un exemple :
La formule [14] donne

Oz +a)0(z—a)= @2(0') o} (x) — o (0] H*(z);
on peut I'écrire
2(r\ @2
Oz +a)®ix —a)= GL(—J?'QJ—”—) (1 — k*sn*xsnia).
0%,

On en déduit immédiatement

©*(0,0(x + a)®(r—a

1 — A?sn’asn’x — o (2] 0" a]

En prenant les dérivées logarithmiques des deux
membres par rapport a a, on trouve (en observant que
sn’a = dnacna),

—o2ksnacnadnasn’y  0'(r+a)  0'(zr—a) 2@’[/1)
1 — A*snfasnie T e +ta) Ox—a) )

Si I’on change les signes et que I'on intégre de zéro a x,
on trouve

£ = & —log ——.
1 — A*snasn’x © a) + 2 ° O (r + a)

‘/‘"’/}"’snn (‘nadnasnzxd ®a) 1, Or—a)
o

Cette intégrale n’est pas tout a fait I'intégrale de troi-
siéme espéce de Legendre, mais il est clair qu’elle s’y ra-
méne aisément. Jacobi la désigne par II (x, a). Ainsi
I'on a

o' (a) 1 O (x — a)

(1) H(x’a):xe(a) 2 0z + a)
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On en conclut, en changeant x en a et a en x, puis en
retranchant,
o' (a)

O(z,a) — N(a, z) = xm

o'z
On peut d’ailleurs s’assurer que les valeurs des loga-
rithmes se sont détruites, en observant que I’on doit avoir
une identité pour x = 0, a = o.

C’est dans I’égalité précédente que consiste I’échange
du paramétre et de I’argument, proposition généralisée
dans la théorie des fonctions abéliennes. On peut aussi
Pécrire

I(z, ¢)— N(a, x) = 7 Z{a) — al{x).

EXPRESSION D UNE FONCTION DOUBLEMENT PﬁRIODIQUE AU
MOYEN D UNE FONCTION DU SECOND ORDRE AUX MEMES
PERIODES. — THEOREME VE M. LIOUVILLE.

Soit f(x) une fonction monodrome et monogéne du
second ordre aux périodes w et @; soient « ¢t s — « ses
infinis, s désignant la quantité constante a laquelle se
réduit la somme des valeurs de z pour lesquelles f (z)
prend une valeur donnée dans un méme parallélo-
gramme. Soit F (z) une fonction quelconque aux mémes
périodes o, @; soient 3y, (s, . . ., 3, ses infinis. La fonc-
tion __Flz) intégrée le long d’un parallélogramme

flz)—Ff(=)
des périodes donne un résultat nul : la somme de ses ré-
sidus est donc nulle.

La somme des résidus relatifs aux infinis x et s — x

1
dej(z) - est

1

__+F(s--.z‘)/-,7(7:‘—c-}v
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F_‘L_Z‘_) —F(s—x)
fl=r 7

en observant que, f(x) étant égal a f(s— x), f'(x) doit
étre égal et de signe contraire a f'(s —x). La somme
des résidus relatifs 4 F () étant alors représentée par

f (lz
27 \/——— f
on aura

(I) F(’-)—'F(.\‘-—-'r) /f rlz

27’\/—[

ou bien

le signe F placé au-dessous du signe f indiquam qu’on
ne doitintégrer qu’autour des infinis de F(z).
Si I'on considére en second lien la fonction

j( )£ ()
)=/

son intégrale prise le long d’un parallélogramme sera

encore nulle, et il en sera de méme de la somme de ses
résidus. Or la somme des résidus relatifs a ——f(z)
J(z)—f(x)
est égale &
Flz)+F(s—x) —F(a)— F(s — ),
et 'on a par suite

F(.z')—l—]:‘(s—.r)—-F(u)—F(s @
L FESE)
NPy Je Tt St e=o:
on bien

Flx)+F(s—2)=F(«)+ F(s —«)

'>1r\/—lff ) — 2
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La comparaison de cette formule avec (1) donne
2F(#) =F(«)+F(s—a)
+ 1 F(z)[f (z) + F(2)]
27!\/:—1..]7 fl\z)_f(‘r)
ou bien encore

dz,

[ 2F (z) =F(2) + F(s —«)
(2) ' dr! S =) +f7(B)
i X eI
en posant I'(z) = (z—[3)*0(z), p. désignant le degré

de multiplicité de l'infini 8. Quand p = 1, le symbole
t

W

a1 N .,
I 2 P doit étre supprimé.

La formule (2) montre que toute fonction aux pé-
riodes w, & peut s’exprimer rationnellement au moyen
de la fonction du second ordre f et de sa dérivée.

On woit, en outre, que cette dérivée n’entrera que
sous forme linéaire.

Ce théoréme est da a M. Liouville, mais 'expres-
sion (2) explicite de F, que nous venons de donner, n’est,
je crois, pas encore connue ; du moins on ne la trouve

pas dans le Traité de MM. Briot et Bouquet.

Lemarque. — La théorie précédente tomberait en
défaut si F(x) et f(x) avaient des infinis communs,
mais on tournerait facilement la difficulté en dévelop-
pant F(x) divisé par une puissance convenablement

choisie de f(x).

APPLICATION DES CONSIDERATIONS PRECEDENTES
AU PROBLEME DIT DE LA MULTIPLICATION.

Le probléme de la multiplication des fonctions ellip-
tiques a pour but de faire connaitre snmx, ecnmua,
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dnmx en fonction de snx, cnx, dnx. Notre formule (2)
du paragraphe précédent résout cette question plus sim-
plement et plus complétement qu'on ne 'avait fait jus-
qu’ici.

Soient & le module de snx, 4K et 2K'\/— 1 ses pé-
riodes, m un nombre entier : snm(x — a) admet évi-
demment les mémes périodes. Construisons le parallé-
logramme des périodes, de telle sorte que ses cotés
coincident avec I'axe des x et 'axe des y positifs, puis
déplacons infiniment peu ce parallélogramme, en pla-
cant le sommet primitivement a V'origine, dans P’angle
des coordonnées négatives.

Les infinis de snx sont K’'y/—1 et 2K + K'y—1,

ceux de snm (x — a) sont

K'y —1 K
i — ~ [ — 2j -
g a -+ (204 1) - 4+ (2j + 1) —=
8 —a (2i+1)K’~/_[ +?,2K
=a-+ m AT

et j variant de zéro a m — 1. En faisant s = 2K, la
formule (2) du paragraphe précédent donne

{ 2snm(x——a):snnz'K’\/:-—a)
(1) +snm(K'y—1+2K —a)
.. sn'x -+ sn’
-i—Zremdu.snm(z—n)u.

Sn.xr — SNz

Le résidu relatif 4 un infini 3’ s’obtiendra en cher-
chant la limite de
sn’x -+ sn' B’
zsnm (B’ —a+z) - «——9—
snx — snfs
—_ sn'z + sn’ B’
=zsn|(2i+1)K'y—14+{2j+1)2K +mz| —M—~
[+ 1)K =1 (o) 1)aK e me]
—1 sn’ar 4-sn'f’
=% L.
ksnms snx —snf



( .'iO[ )
Cetle limite est
1 osn’xr 4 sn’f’
km snx — snf’
L’infini #” conduit au résidu
1 sn’/r -4 sn'8”
km snx — snf”

La formule (1) devient ainsi

2snm(x — a)

, i+, — K
§ i KV — >
B ?]snx—i-sn/ — v L+ fj—+a
T e Am EXE K
snx — sn -~ K\/_—[+4jm+a]
[/ + —_— 2K
sn'e —sn' | 2271 K'y—1+ (2j+1)— +a]
_2_'_ | m m
A 21 S 2K
"snw—sn [ 2L KVTT 4 (2 1) — +a]
m

En faisant @ = o0, on a la formule de la mulupli-
cation pour le sinus amplitude. On peut vérifier la for-
mule précédente en prenant m = 1, on a alors

24ksn(x—a)
__sn’a+ sn’(K"/— I =+ a> sn’a + s (K1 + oK + n).

o snx——sn(lvi’—\/_——f—i—a) snc—sn(K'y—t +2K +a)

ct si 'on observe que sn’x = cnxdnx,

N — =
en(z +KY—1)=—y ' ez
In(z + Ky =1, =— =1 o0
an\xr - vV —1,= Y dll.:v,

sn (.r—f-K"/—l):iSlE_’

cnadnasnz — cnxdnzsna
wle—a) =T saeeta

on trouve
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Ainsi notre méthode donne aussi I'addition des fonc-
tions elliptiques.
Nous nc nous étendrons pas davantage sur la multi-

. . . e e . x
plication. La division aurait pour but de calculer sn = »
m

X .
cn -, -». en fonction de snx, ecnax, dnx, .... Sans
n

entrer dans des détails a ce sujet, disous seulement
qu'Abel a démontré que les équations d’ou dépend la
division des fonctions elliptiques sont comme celles d’out
dépend la division des foncticns circulaires, résolubles
par radicanx.

APPLICATION A L'ADDITION DES FONCTIONS
DE TROISIEME ESPECE.

Nous avons trouvé

o' (a, I Oflr —a)
N{r,a)=x ‘"4 —log———-
' ola) 2 "Ox-+a)
Si 'on désigne alors par ey, o9, ..., 2,5, des argu-
ments tels que
@ o, -+ . gy, =0,
on aura
N{a,a)+M{ana) + ... +0{apy, )
1 IOTG)(a. ——[l)G)(on——a) . .G)(y,,,_,_, — (1)
T a @(a.+a)®(cz3+a)...®(a;,,.,_. -+ a)

La quantité placée sous le signe log posséde les pé-
riodes 4K et 2K’y/— 1 par rapport & la variable aj on
pourra donc l'exprimer en vertu du théoréme de
M. Liouville en fonction rationnelle de sna et de sa
dérivée sn’a ou cna >< dna. Nous ne donnons pas ici
celte expression, qui est un peu compliquée.
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DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES
EN SERIES TRIGONOMETRIQUES.

La formule de Fourier donne

+ o meV =1

o 2K z,+ 4K _maV_i,_
sn. = E ——-4—K——f snze K7z
xﬂ
—e

reste a calculer la valeur de P'intégrale qui entre dans
cette formule. D’abord, en posant

x,+ 4K _mnY =i
A, :f snze 2t dz,
‘1'0
on trouve, au moyen de la formule sn(2K + x) = —snur,

ra,+2K _m‘z‘/‘—-_i-
A, :j snze b dz

X

0

&£, +2K _mn"\/—‘_(;-mm
. (—snz)e » dz
x

[

£y

L’intégrale A,, étant indépendante de x,, on peut
supposer x, un peu plus petit que zéro. L’intégrale
étant prise le long du contour rectiligne x,, x, + 2K
peut éwre remplacée par deux paralleles a K/ —1
de longucur infinie, menées 'une par x, et I'autre par
xy + 2K au-dessous de I'axe des x, et par une paral-
Iele 4 'axe des x, mende a V'infini. Le long de ce nou-
veau contour, l'intégrale sera nulle; mais il faudra lui
ajouter les résidus relatifs aux points — K’y/— 1,
—3K'\/—1, —5K'\/—1, ..., multipliés par 27/ —1.
De plus, ces résidus seront pris dans le sens réirograde.

26.
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Calculons le résidu relatif 4 ce point
) ) —(2n 4+ 1K'y —13;
il est égal a
z+(2n+ 1)Ky — c~ﬂl2‘/h;—’[—(en+mw??];
ksn(z +K'y—1)
mais, sn’x étant égal & 1 pour x = o ou anK'y/ --1,
cette quantité peut s’écrire

lim

‘_"7-+~1
‘) m
A" S
On a donc
n-=o
) 2n+1, -
A::'———Z T = (=) )amy — 1
) n=1
ct 'on a
Azm:O;
2n+1
1 -~ (2m=—+1) —
Appy, =% —— Z 2 2my — 13
e ST TR Vo
par conséquent
om +1
1 g 2
A = ————— o\ — I.
T 9k K 1 — g2 v

Quand m est négatif, on a

4K m:\/:-tz 4K _m-nv':—lz
f snze 2K a’z:——f snzdze .
(o] o

Les coefficients des termes également distants de I'ori-
gine sont donc égaux, et, en les groupant, on a

m=»
w\/q gm . (2zm+1)rr
sSnx = -~ Z ity sin 4K_ ?
IL—yq
m=o

ke (2m =+ 1 5z
enz = 7 Z T —gme ST

) s 4 ™ mm.r
dnz=-—\| 1+ 2—-——— 05 —— )+
4K 14qg™ 2K
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A ces formules il convient de joindre les suivantes,
auxquelles on parvient d’une facon toute semblable :

[CHES Py m mrax
LS N N
Q.x) K e | —
1
O (r) omwal—1\"g™ . mmr
’f ':—,—3‘( L1 sin .
0, () K & [ — K
1
H (z) . . .
s devenant infini pour x = o, on développera
()
d Hiz) 7.
de |~ B
sin——
2K
on trouvera alors
H' (=) T oot T - PX qm . mmr
e = ot —— 4 = 3 ————in
H(x). 2K 2K K &wi1—- g ’
H' () '3 r 2w (—1)g™ . mrax
- — ——tang — - — sin .
H,(x) 2K " "2K T K 1 — g*" K

De ces derniéres formules on tire

dlogsnr  cnzdnze ™ T 2T o . mEr
< = =-—cot - — —— sin ——
dr sn.r 2K 2K K L4 q™ K
dlosena T oine BT 271-2 qm mrx
———m e tang —— — sin
dr 2K T PoK K &eiA4 —1)ign K
dlogdnax b~ Z g (2m—1)zr
—_— - sin 4
dx K 1 — g3m—1) . 2K

On arrive plus simplement a ces résultats comme il
suit.
Rappelons la formule

1 7? 7"
— —log(1—2rcosp—+r*) =rcos« + 0820 + gcos&z...,
2

et partons de

. T N 3 T s
O(z)=c 1—2qcos 4 +¢*) {1~ 29 cos o + ).y



nous aurons

1 r g
~loge(z) = —-loge — cos — —"—
2 ° (=) 2 © Ki1—g¢q
2rr q?
.—._c\s—___,_____._.
K i1—g¢q ’

et, en prenant les dérivées, nous aurons le développe-
(*)'(.r)

ment de - On obtient d’une fagon analoguc ceux de

SUR LE PROBLEME DE LA TRANSFORMATION.

Le probléme de la transformation a pour but la com-
paraison des fonctions elliptiques correspondant a des
mcdules différents. Exposons, d’abord, la théorie que
Jacobi donne dans son ouvrage intitulé : Fundamenta
nova theorice funciionum ellipticarum.

Si dans 'expression

Y A+ Br+ Gt + Dz + bt

U R A -
on pose 1 == 5 U ct V désignant des polyndmes entiers
en y, on aura

4 dr

( sm_ Sy i e
[
) N VAU — Udv
el - = s
\A\‘ + bVv°U + CV-U: - DVL + LUt

ct I'on peut, d’'une iofinité de mnaniéres, déterminer U
et V, de telle sorte que le second menibre de cette for-
nmule soit de la forme

dy

VA L) 4+ O D 4 By
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En effet, pour que dans le second membre de (4) le
polynéme sous le radical se raméne au quatriéme
degré, il faut que ce polyndome, qui est d’'un degré qua-
druple de celui de U et V, ne contienne que des facteurs
doubles, a P'exception de quatre qui seront simples; on
aura donc, en appelant T un polynéme entier,

AVi+BV3U + ... + EU*
=T A"+ By +Cy*+ D'y*+Ey);
le second membre de (1) se réduira alors a la forme de-
mandée si 1'on a

(2)

VAU — T1dV

— const.
Tdy

Or, il en est ainsi quand U et V, sont de méme degré
) i ) o
ou de degrés diftérents d’une unité. Soit en cffet
A--Br4+Cx'+Dax® +E2
=Rz —a)(z—B)(z—y)lr—17,
et par suite
AVi+4+ BV:*U -+ CV*U? 4- DVU? + EU¢
= E(U—aV)(U—BV)(U—qV)(U—dV).

Les facteurs (U—aV), (U—{2V), ... sont pre-
icrs entre eax, car tout diviseur simple de U — aV et
de U— 05V, par exemple, sera diviseur simplede U
etV, ¢t, comme on peut supposer U et V premiers entre

cux, les facteurs U—2aV, ... le seront anssi. Or on a
identiquement

— (VAU —UdV) = (U — 2V)dU—Ud(U — «V);

il en résulte que tout factenr double de U--aV est
facteur de VAU — UdV, car ce {acteur appartient a la

.. d )
dunes,;)—_(U-—oﬂ).
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En résumé, le polynéme AV* 4 BV3U + ... jouit
de cette propriété que ses facteurs doubles sont aussi
facteurs doubles de U—aV,deU—fV, de U—9yV ou
de U—0V, puisque ces polynémes ne peuvent avoir
de facteur commun, et, par suite, ses facteurs doubles
divisent UdV — VdU. Si donc on suppose tous les fac-
teurs de AV* + BV*U + ... doubles, a I’exception de
quatre d’entre eux, le polynome T divisera

VdU — UdV.

Si alors on suppose que V et U soient de méme degré p,
ou I'un de degré p et I'autre de degré p — 1, AV .,
sera de degré 4p, T* de degré 4p — 4 et T de degré
2p — 23

UdV —VdU
est ¢videmment de méme degré, et, par suite, la for-
mule (2) est satisfaite.

On pourra donc effectuer la transformation d’une in-
finité de maniéres, car on pourra d’une infinité de ma-
nidres déterminer les coellicients de U et V, de telle
sorte que AV* 4 BV?U ... ait tous ses facteurs doubles
a Pexception de quatre d’entre eux, U et V étant de
degrés diflérents de zéro ou de 1.

Le degré de la transformation est le degré de celui des
polynémes U, V qui posséde le degré le plus élevé.



