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THEORIE ELEMENTAIRE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES;
Par M. H. LAURENT.

T e (%
suite (*).1

AUTRE MANIERE POUR ARRIVER AUX FORMULES D‘ADDITION
DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

L’équation

dr dy

— . 0,

im e = Vo

(*) Nouvelles Annales, ¢ serie, t. NVil, p. 119.



( 248 )
qui devient, par les substitutions x = sing, y = sin¢,
dy dy
(1) -

et ——— —o,
V1— A*sin’g V1 — A?sin‘d

admet pour intégrale
x d
/ — = const.;
\/ I— I—Ar \/[1———3 l—AJ)

mais on peut lui trouver, comme 'ont prouvé Euler et

Lagrange, unc intégrale algébrique. Posons, a cet effet,
avec Lagrange,

1 db
(2) *‘:_;-?;;_: = ———— = = dlt
Vi— 4 sin‘e  yi1— Atsin?y
ou
. —_— dy —
(3) ‘@ — Aisine bk A antd
(3 7 V! sy, — V1 sin
puis
4 ve=b=p o —v ¢
on aura
“l p (—11 - I — A%sin pq
. 2 \ dt dt
) ‘ —
'i<i[—)—-(-/1) —- \/x-—l.‘sm‘] —4
2\ dt de
d'on

(—I/i—_ \/l~£’sxlx’i—(+\/ /-’sm’l
dt 2

- -
(—lZ_—_ \/l— krsinn 20 \/x—ﬁsm’p
dt o

d’ott T'on tire

d . — ¢ _—
p g sine VT i 2T ’
dt dt B 2 2
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ou enfin

6 dp dg _

- —~ = — k*sinp sing.
i sinp sing

Mais, en différentiant (3), on a

d? — ksl { .

9 A NeC0SedY . e sing cos o,
et \/[ —_— k2 sian; dt
Ay

— — A?si Sy
e sin{ cosy;

d’ott 'on tire, par addition et soustraction
s P )

dp .
\ ‘ vt k*sinp cosq,
N <
7 diq i )
( s = A*sing cosp.

De (6) et (7), on tire

d’p _ cosq d'q  cosp

dpdy ~ sing’  dpdg  smp’

ou
d?p . cosq dg d?q __cosp dp
dp — sing | dg ~ sinp
ou
dp dq

-~ — zsin — — ' sinp
de  a 7

z et o désignant deux constantes qui doivent rentrer
Pune dans I'autre. En remplacant p et ¢ par leurs va-
leurs dans ces formules, on a

Vi1— A%sin?g 4+ 1 — A*sin?¥ =« sin(¢ — ¥},

) S Y \
Vi— k*sin‘g — 1 — A?sin?) = o'sin (g -+ ).

Ce sont la deux intégrales de la formule (1); mais, en
éliminant dt entre les deux formules précédentes, on
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obtient une nouvelle intégrale. En effet, on a

d, d . .
T —,—(I— ou o' sinpdp = asingdyg,
23 Slnf] . sinp

et, en intégrant,
zcosp = 2’ cosq + «”

#" élant une nouvelle constante, et 'on a

9) acos (g + b, =o' cos(p — D)+ a”.

Or, on peut mettre U'intégrale de la formule (1) sous la
forme

? d (2

0 ?
(10) — = — e [ B
j(: \1——/- sin‘g 0 \1—,4‘5111 \p b, \/1—1.Ism’

@ désignant une constante a laquelle se réduit ¢ pour
¢ = 0. Si, dans les formules (8) et (9), on fait ¢ = o,
on a
V1— A*sin‘u -~ 1= asing,
yi1— Asinip — 1= sinp,
acosp = 2’ cosp. - «”.
On en tire
v— & sinfp -1 ,_\/I—A’Slnzy.——l
=, = R,
s p sinu.
L V1 — kisintp 41 yI— A?sin?p — g
@ L cosp— P — cosp,
sin @ Sin 1.
ou
y__ 2005p
sin p

En portant dans la formule (9) ces valeurs de 2, o', 2"

on a
[ — A*sin’p -1 . .
,\/__“__f"_ CoS{¢ -y
sinp
VI— A*sintp —1 2 COSp.

= - cos, ¢ — b -+

sinp. ! sin .
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et, en eftectuant,
(1r) c0sp cosy — \/1 — A?sin’p singsind == cosp.

Cette formule est une des intégrales les plus célébres
de I'équation (1); les formules (8) en fournissent deux

autres :
Vi — &¥sintg -+ 1 — A*sin*)
\/x——k’sin"y+ LI R
= VT in (e — 4,
sinp
12 ‘

Vi— A2 sin’cp — \/I — k*sin®y

identiques au fond & la formule (11).
Maintenant, si I'on fait

*? d 4 b
] ——:_:i*_-:_—_ - a, "Hm e /l,
o Y1 — A*sin‘e o V1 — A*sin?y

la formule (1) donnera

E dp
Vi— & sin”?;.

—a— b;

donc
v—=ama, Y=—=amb, p—amla—b).

Les formules (11) et (12) donneront alors

(13) cnacnbdn{a — ) —snasnb =cn{a — b),
dna — dnb = @—(»a—i (snacnb — snbcna),
snia — b)
dn{a — b) —

! (snacnb + snbcna).

dna +dnd = _m

Si nous posons, un instant, dn (¢ —b) =y, sn(a—b) ==,
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nous aurons, au lieu de ces derniéres formules,

z{dna — dnb) = (y + 1)(snacnb — snbcna),
\

z{dna +dnb) =y —1)/snacnb -+ snbcna),

ou
zdna — ysnacnb =—=— snbcua,
zdnb — ysnbcna — — snacnb.
On en tire
sntacn?h — sntbcen’a
sn(a— b) = ’
dnbcnbsna — dnacnasnb
. . snbdnbhena — snadnacnb
dna + &) =

dnbenbsna — dnacnasnd

Si 'on multiplie haut et bas ces deux formules par
Pexpression conjuguée de leur dénominateur, on a,
en observant que sn®’acn®b —sn*bcen’a est égal a
sn*a — sn®b,

) ) \__ 4dnbenbsna —dnacnasnb
(14) snfe—b)= 1 — A*sn*asn?b ’

, k*snasnbcecnacnd + dnadnb
dn\a — b = | .
' » — A*sn’asn®b

C. Q. F. D.



