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SUR UNE MÉTHODE DE VARIATION DES PARAMÈTRES
DANS LES INTÉGRALES INDÉFINIES;

PAR M. ANDREIEWSRY,

Professeur à l'Université de Varsovie.

1. Les principes connus de la méthode de la variation
des constantes arbitraires peuvent être appliqués aux
paramètres des intégrales indéfinies, et nous allons
montrer comment, à l'aide de cette application, on
pourra déduire des intégrales connues les valeurs des
intégrales d'autres fonctions, en général, plus compli-
quées, puisque, au lieu des paramètres, elles contien-
dront des fonctions de la variable.
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2. En premier lieu, je remarquerai qu'en admettant,

comme choses connues, la différentiation de la puissance
entière et positive de la variable et le théorème sur les
dérivées des fondions composées, il sera facile d'en dé-
duire, au moyen de la variation des paramètres, toutes
les règles fondamentales du Calcul différentiel.

Considérons, pour cela, une fonction F(x, a) de la
variable x et du paramètre a, ayant pour dérivée, par
rapport à x,

Si a dépendait de x, la dérivée complète de F (a:,
par rapport à xy s'exprimerait ainsi :

dx v ' ôa dx

et, en déterminant a de manière que l'équation

âF

soit satisfaite, on aura de nouveau

3. Cela posé, soit

F(«, a)z= axn— %- x*n,

4
n désignant un nombre entier et positif. On aura
d'abord

dx 4

et, en substituant dans les deux membres de celte for-



mule la valeur

c'est-à-dire

on obtiendra

(63 )
de a, satisfaisant

ô¥ __ a
~ôâ -~ '* n ~~*5 < a

a— 1 x~2

dx~~n

à F équation

c«=o,

n

4. Pour déduire maintenant la dérivée d'une puis-
sance fractionnaire, faisons

_,. . m — i ax~m

Fur, a) = a H x™,

m et n désignant des nombres entiers, et remplaçons,
dans les deux membres de l'équation

dF(x,a)_n— — a x 9dx m
a par sa valeur

tirée de

oF m — t i — m
ôa m m

il s'ensuivra

dxm n i - ,
—- — — xm
dx m

5. Après avoir établi la règle de différendation des
puissances quelconques, il suffira, pour déduire la dé-
rivée du produit, de poser

« et ^ désignant deux fonctions de x ne renfermant pas
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a. En éliminant alors a entre les équations

dF(x,a) a - j , à* r , dF \ a

ôx 9. 4 ()a 2

on aura

—^ - = UV -h VU1.

dx

En partant de l'expression
1 à1

F [x% a)r=r au2 — y *'•>

on déduira, de même, la dérivée du quotient -•

6. Considérons maintenant les intégrales indéfinies
renfermant un certain nombre de paramètres. Admet-
tons que l'intégrale de l'expression f (x, a, &, c, . . .)dx,
où a, &, c, . . . désignent des paramètres, soit connue, et
qu'on ait

( i ) ƒ / , .r, #, 6, c,.. . ) dx — F ( #, tf, 6, c, . . . ) -h const.

Je dis que cette équation subsistera encore, si les con-
stantes a, fe, c,«r. . y sont remplacées par des fonctions
de la variable x, liées entre elles par une certaine rela-
tion.

En effet, remarquons pour cela que, a, è, c, . . . étant
des fonctions de x, on pourra traiter toutes les gran-
deurs a, è, c , . . . comme fonctions de l'une d'entre elles,
par exemple de a.

Cela posé, si l'on differentie (ï) par rapport à a:,
d'abord dans l'hypothèse de a, &, c,. . . constants, on
aura

d F ( . r , t f , £ , c , . . - )

Or il est clair que cette dernière équation et, par con-
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séquent, l'équation (1) conserveront la mèuae forme, si

l'on y remplace a, 6, c, . . . par des fonctions de x annu-

lant la dérivée totale de F ( i , a, J, c, , . . ) par rapport

à <z, c'est-à-dire satisfaisant à l'équation

dF rtb dF de
3 3 1 j- f- . . . z=: O.

da da db da de da

dF àF dF rtb dF de
' ; da da d

En posant maintenant

où les caractéristiques <p, <]>,. . . peuvent être quelcon-
ques, on aura l'équation

dF <)F , . f)F „, ,

pour déterminer a en fonction dex.
Ainsi, de la valeur connue de l'intégrale (i), on dé-

duira les valeurs d'autres intégrales, où les paramètres
«, &, c , . . . seront remplacés par des fonctions de x.

Pour que Jes intégrales ainsi obtenues ne contien-
nent que des fonctions explicites, il faudra que l'équa-
tion (2) soit résoluble par rapport à a, ce qui aura lieu,
entre autres, pour certaines formes algébriques, expo-
nentielles et trigonométriques de la fonction

f[x, a, b,c,. . . ) .

7. En intégrant la puissance miem<' d'une fonction li-
néaire aax -f- è, où a et b désignent des paramètres, a
un nombre quelconque indépendant de a et i , on a

oj ƒ \<xax -f- b \mdx — -—; —— \- const.
' J v ; (m + ijafl
Ann, de Mathcmat., 2e série, t. XVI. (Février «877.) 5
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Dans ce cas, l 'équation (2) s'écrira ainsi

(4) mcLax -4- [m -4- i)a b — O.

Par conséquent, d'après ce qui a été dit, la formule(3)
aura lieu, non-seulement pour des valeurs constantes de
<z, &, mais aussi pour toutes fonctions de x liées entre
elles parla relation (4).

Posons, par exemple, b = a" -4- (3, où (3 est un nombre
indépendant de a] les égalités (3) et (4) deviendront

n — 1 f n B lm + l 1
ax ~\- Î-— - -J- const.,

nn -\~ n — 1 [_ [ /* — 1 ) a J amn

waJ? B
a —- o

mn -4-/2 — i

, ma S
>U en remplaçant par a et ! par

5, il vient

« — i r w/zB i"+' 1
— I ax — •—- I —

mn -\- n — i | _ [n — i ) a j «

où a vérifie l'équation

a11 - h OLXa -4- p rzr O.

Si l'on fait, dans ces dernières formules,

a = /?, p = — ( / 1 — 1 ) ^ ,
on aura

„. , /2 — I [ax
(5) f(ax-±-m3)~d

J- const..

v mn -4- /* — 1 «

pour <Ï satisfaisant à l'équation

fln-J- /ITÖ — Ŵ — 0 ^ ^ - O.



La résolution de cette dernière équation ne présente
aucune difficulté dans les cas de n = 2, 3, et l'on trouve
ainsi les valeurs des intégrales

n *\ i 2 [ax •f(ax ~f- m$)mdx = i
3/W

où

a = V£ -+- y7*3 + <?2 -+- V * — V** -+• ̂ 2-

Dans la formule (5), l'exposant m peut recevoir des

valeurs quelconques, à l'exception de — i et : les

deux dernières formules deviennent illusoires respectif
I 9.

vement pour m = — i, et m= — i, — -•

8. Dans un Mémoire remanjuable Sur la détermina-
tion des intégrales dont la valeur est algébrique [Jour-
nal de VEcole Polytechnique, XXIIe Cahier), M. Liou-
ville a démontré que l'intégration des fonctions, qu'il
nomme fonctions irrationnelles de première espèce,
quand elle est possible algébriquement, dépend de ce
théorème général :

Si Vintégrale j ——? M et T étant des fonctions

entières de x, a une valeur algébrique, cette valeur
sera nécessairement de la forme

;6) i j r=^ = ;r=-l-const.,
J v A y 1'

oü 0 désigne une f onction entière dex.
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Supposons maintenant que la fonction F renferme

un certain nombre de paramètres a, £, c,. • ., et que 0
ne dépende pas de ces derniers*, alors l'équation (2),
relative aux paramètres a, &, c, . . . de T, prendra cette
forme simple

En introduisant ensuite dans (6), au lieu de a, &, c,. . . ,
des fonctions de a:, au moyen delà dernière équation,
comme il a été expliqué (6), on déduira de l'inté-
grale (6) les valeurs des intégrales d'autres fonctions
irrationnelles, qui seront, en général, d'une espèce su-
périeure.

Par exemple, pour l'intégrale

J [a -f- bxn) n (a 4- bxn)Tl
const.,

Féquation (7) est
, x rib '
19) i - h * - - = - . , o;

par conséquent, les paramètres de cette intégrale (8)
peuvent eire remplacés par des fonctions de a:, liées
entre elles par la relation (9). En faisant b = sin a, on
déduit de (9) :

n = arc séc x",

et, par suite, la valeur de l'intégrale

arc séc x"dx

(arc séc xn-\- ^'xin— 1) "

(arc séc xn ~\- \{x'in —



9. La méthode de la variation des paramètres, exposée
au n° 6, étant appliquée aux intégrales des fonctions
exponentielles e ? ( x ' r t ' ^" # ) ^(r , a, &,. . .)<£r, oùcj et ^ d é -
signent des fonctions algébriques de x et des paramètres
a, & , . . . , quand ces intégrales s'expriment sous forme
linie, fournit une relation algébrique entre la variablcr,

les paramètres rz, b>, . . , et leurs dérivées — t. . . , par

rapport à l'un d'eux.
Cela résulte de ce théorème, dû à M. Liouville (Mé-

moire sur l'intégration d'une classe de f onctions trans-
cendantes ; Journal de Crelle, t. XIII, p. 93) : Si
V intégrale fexydx, ou y désigne une fond ion algé-
brique de x, est possible sous forme finie, on aura

Jexydx — tf*F(.r, j ) - h const.,

F(.r, y ) étant, une fonction rationnelle de x et y.
D'après cela, en supposant que l'intégrale

/ « ? ( ^ - " ) f ^ , a, by...)dx

soit connue sous forme finie, nous aurons

-__- e^x>a>b"-^f(x,a, b,...)-:- const.,

où ƒ (x, <7, £, . . .) sera une fonction algébrique de x , «,
/ ? , . . . , et l'équation (2), relative à cette intégrale, étant
débarrassée du facteur e^x*a%b*'"\ prendra cette forme

df_ _ ( y
^ db da^ -"^J \da + àb

, ,, . , db
qui sera algébrique par rapport a 0, 6, . . . , — > • . . .

10. Par exemple, pour les paramètres a,b de Tinté-
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grale

(io) ƒ e*ax+bdx •=. h const.,

où a est un nombre indépendant de a, £, on trouve ainsi
la relation

db
a — h ccxa — i _=: o.

da
En faisant

— * a"

X, pt, 7i étant des nombres quelconques, on en déduit la
formule

n—i X

J e n v- dx-=i- const.,
A

pour a satisfaisant à l'équation

et si Ton pose

il vient

J e 8 dx Z=L f I d h const.,

pour a satisfaisant à l'équation

a"-\- n.r.a — (/2 — i j S = o .

Dans les cas de n = 2, 3, on obtient ainsi

ƒ; . or
dx =z- —= h const.,

J e x -à —-y

OU
3 . : 3 —

a r=\S -h \JJ* - j - S2 -f- V ̂  -
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H . Remarquons maintenant que, l'intégrale d'une

fonction quelconque, renfermant des paramètres, étant
connue sous forme finie, il sera souvent facile d'en dé-
duire, à l'aide de la variation des paramètres, les inté-
grales de certaines fonctions exponentielles. En effet,
soit

# ƒ ƒ [x, a, £,. . . ) <*r = F (*, a, 6,. . . ) + const.

En multipliant les deux membres de cette équation
par la constante ea, nous aurons

(n) fca/(x9ay b,. . ,)dx = e*F(x, a, b,. . . J-i-const.,

et l'équation ( a ) , relative à cette dernière intégrale,
étant divisée par le facteur ea, prendra la forme

, s dF dFdb
' àa db da

En remplaçant les paramètres &, . . . par des fonc-
tions de a, choisies arbitrairement, et élimina nt ensuite
a entre les équations (i i) et (12), on obtiendra la valeur
de l'intégrale d'une fonction exponentielle.

Ainsi, de l'intégrale

h dx .T
-—- = -f- const.,

(a -f- bxn)~ a[a-t- bxn)~"

on déduit

ƒ' eadx e°x
r - ^ = 1 + const"

et la relation (12) entre a et b devient

Si Ton suppose b indépendant de a, cette équation se



reduit à

et l'élimination de a entre (i3) et (_4) conduit à ce ré-
sultat

(«4- i H- nbx'l-+-sJR) n

_*___ + _IyR-
^ _4_ const.,

f n -+- r — /?£.r« -h v/R)(w H- I -t- nbxn -^ \J~K) "
où

R - - //2Z/2.r^-h in{n~- i) A »̂ 4- (/i 4- i)2.

12. Le théorème de M. Liouville, cité au n° 9, com-
prend, comme corollaire, la proposition suivante :

Si l'intégrale ff(
Kx)s\nxdx,f(x) désignant une

fonction algébrique, est possible sous forme finie, on
aura

J f [ r ) sin x dx —z y [.7-1 cos.r 4- ty [x 1 sinx -1- const.,

<p et ^ étant des fonctions algébriques ; elles seront ra-
tionnelles, sif(x) est une fonction rationnelle.

11 est facile de s'en convaincre, au moyen des rela-
tions connues entre les fonctions exponentielles et tri-
gonométriques. De plus, la fonction <p(x) devra véri-
fier l'équation différent iel le

d1^ d<?
dx- dx J K '

dont les solutions rationnelles, si elles existent, pour-
ront être trouvées d'api es la méthode de M. Liouville



[Second Mémoire sur la détermination des intégrales
dont la valeur est algébrique ; Journal de V École Po-
lytechnique, XXIIe Cahier, p. 117). La fonction <f(x)
étant connue, on trouvera ty(x) par l'équation

do
dx

Tout ce qui a été dit, relativement à l'intégrale
ff(x)$\nxdX) s'applique, avec des modifications cor-
respondantes, à l'intégrale Jf (x)cosxdx.

13. Concevons maintenant que l'expression

f[x, a, b,. . ,)sinxdxf

f (a:, a, h,. . . ) étant une fonction algébrique de x et des
paramètres a, & , . . . , s'intègre sous forme finie; alors,
d'après le théorème du numéro précédent, on devra avoir

ƒ ƒ ( . r , a, by. . .

— y[x7 a, b,. . . ) cosx H- ty(x9 a, b9. ..) s i n x -h const . ,

où <p et ^ sont des fonctions algébriques, et l'équation
(2) prendra, par conséquent, la forme

dy ()y db / dty dû db
ôa^dTbda^'"^ [âa + fb 'Ta

d'où il suit que a s'exprimera algébriquement en x
et langx, après que les paramètres è , . . . seront rem-
placés par des fonctions algébriques de a.

Par exemple, en écrivant l'équation (2) pour l'in-
tégrale

(.5) f- -̂  —-̂  sin x dx

J: -f-

a sm x
7 -, -h const.,
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on a

x[x -\-a)-\- [x — a) tang x = o ;

c'est-à-dire que la formule (i5) subsiste, quand on y
remplace le paramètre a par la fonction

.T.LT -h tan#x)

tang x — x

et Ton obtient ainsi

J[x — tang.r) (

, . fscos-r (x-h tangue)sin.rl
— (x — iang.r l —̂ + const.1 Ltangx œtangx J

14. Pour terminer, nous donnerons encore les exem-
ples suivants de l'intégration au moyen de la variation
des paramètres :

i° L'équation (2) relative à l'intégrale

a dx tang x

/ [a f- [ax -+- b) tang .r]2 « -h (a.r -4- 6) tang.r

est

-h const.

d'où, en posant ft = e% on tire

« ^ log(x -f- COtx), ^ z=z X -\-

et, par suite,

log(x -+- cot.r) d.T

/
tangx

-i-f- const.
1J

20 En formant l'équation (2), pour l'intégrale

... f [3x -\- a)dx . (x^^-ax -±-\]K\
ib / [- =^— = log ^~ U-const.,
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OÙ

R=(^-+.flar)»
on trouve

x -f- a db
b

et, si l'on y fait

a et |3 désignant des nombres indépendants de a et by

cette relation fournît les valeurs suivantes de a, £,

après quoi la formule (16) devient

J yZJ-.r2-!- fixe** 2
\ + const.


