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SUR LA RÉSOLUTION DU SYSTÈME DES ÉQUATIONS
1 V2 — U? — CV2 et 2 C2 + tt2 = 3 Z2

EN NOMBRES ENTIERS ;

PAR M. EDOUARD LUCAS.

Nous observerons d'abord qu'il est facile de ramener
au système proposé la résolution de Tune des équations
biquadraliques

4<>< — ̂  = 3W2 OU 9z4 — (v« = 8\\



et l'on a
W = wz et V = uv.

Nous supposons «, P», W, Z entiers et premiers entre

eux 5 nous tirons de la première équation du système

proposé

et, parles formules de résolution des triangles rectangles
en nombres entiers,

(A) u = a2— b2-\- iab, a> z=za' — b2 — lab, v = à1 H- b2 ;

les nombres a et b sont entiers et premiers entre eux, et

M, w ont des signes arbitraires, afin de ne pas nuire à la

généralité de la solution. En portant ces valeurs dans la

seconde équation du système proposé, nous obtenons

(i) 3(«2-+- b*y+4ab{<i2— b") =3z\

Cette égalité montre que le produit

ab(a H- /;) (a — b)

est divisible par 3', mais, puisque a et b sont premiers

entre eux, on peut, à cause de la symétrie, puisque la

forme de l'équation ne change pas en remplaçant res-

pectivement a et b par a -\-b et a — £, supposer

b==3b'.

Alors l 'équation (i) devient

(a2— zab'-h Zb'2) Ka*-+-&ab' -4- i^b"1) = z' ;

mais z est impair, et les deux facteurs de z* sont pre-

miers entre eux; on a donc

=ZZ{ Z2,



( 4» ) .
c'est-à-dire

La décomposition en facteurs donne, pour la première
équation,

(2) a — b' =±:{r-— 2s7), b'=2rs,

et pour la seconde

(3) a-±3b' = d z ( / 2 — 2.9''), 3h' - 2 / ' , ^

II nous reste à identifier les valeurs de a et de V tirées
de chacune de ces équations, ce qui conduit aux quatre
cas suivants :

Premier cas. — E n prenant le signe -f- dans l'équa-
tion (2) et le signe — dans l'équation (3), on a

r2-f- 2 / ^ — 1s1 •=. 2 .y '2— 2 r V — r ' 2 ,

3rs=r's'.
Posons

' 3 et s = ms',

nous obtenons, par l'élimination de iJ et de 5, l'équation
quadratique

m*[Ç)r-— 2.s'2) -h 8rs'm -h 7''— 2sfi = 0.

Si nous exprimons que la valeur de in est rationnelle,
il vient

36 rV2— 9H—4-y /4= H%

équation impossible suivant le module 3.

Deuxième cas. — En prenant le signe— dans l'équa-
tion (2), et le signe -4- dans l'équation (3), on se trouve
encore conduit à l'impossibilité précédente.

Troisième et quatrième cas. — En prenant, en même



temps, les signes supérieurs ou inférieurs dans les équa-
tions (2) et (3), nous arrivons aux relations

r2 -\- 1rs — 2.S2 = r'2 — ir' s' — 2 / %
3rs = r s'.

En posant encore

r'— Zmr et s = ms\

nous obtenons, comme ci-dessus, l'équation

m2{ Ç)r1 -+- 1 s - j — ors m = r2 -\- 9.s 2.

Pour que la valeur de m tirée de cette équation soit
rationnelle, on doit avoir

et alors

On déduit, par la décomposition en facteurs,

les nombres p et q sont entiers et premiers entre eux;
on obtient ensuite, par addition et soustraction5

La première des équations précédentes peut être mise
sous la forme

(/>'-3*') '-?< = 3r',

et, par une nouvelle décomposition en facteurs,

p"-
— gh,

ou / p*— ,

r z



la première décomposition est impossible suivant le mo-
dule 45 et la seconde conduit au système

identique au système proposé.
Par conséquent, on résout complètement le système

des équations

par les formules

TJ — [r"-\- Srs — 2 s 2 ) 2 —

V — (r'-f- 2™ —2.y2)2 + 367'2s\

W = (r2— 4 ^ — 2.92)2

^ / Z 5 lesquelles

rz=z uzizv7a>7 + 9M3z2),
^ =: IW[/}KWS ziz ( (̂ — 8«4)].

Ainsi la solution immédiate

u0 = p0 = «̂ 0 = *Û = =tz 1

donne ainsi

P, = 37, ^, = 47, «, = 23, «, = 3 x n ;

en prenant le signe inférieur dans la valeur de 5, on a
ensuite

u2 =z 52487, z2 = 139 X 323 ;

puis la solution

v •=. 2 53642 20918 55129,
u = 3 58647 o33i6 69969,
w = 6406 72783 29889,
z = ( 9 X 4 5 97777) (11X6433883),



( 4M )
qui a été calculée et vérifiée par M. Alphonse Fiquet*,
on observera que ces solutions croissent très-rapidement.

On peut aussi résoudre le système proposé, par
l'équation (i), d'une autre manière, au moyen de la dé-
composition que nous avons employée autrefois (1).

La solution précédente conduit encore à la proposition
suivante :

THÉORÈME. — Le système des équations

2.t,i— u'—w* et 2P2-4- u2 =z3z\

a pour solution unique u = v = w = z = dz i.
En effet, l'équation (A) donne, en remplaçant w

par w2,

car on ne peut supposer le second membre égal à un
carré négatif. On tire de l'équation précédente

(4) * —3£'^:±:(<?'-t-2/-), 36'== ief-

identifions les valeurs de a et de è'tirées des équations (2)
et (4), nous obtenons, en prenant en même temps les
signes supérieurs,

c2 4- 2 ef-\- o.f1 = r2 -\- 1rs — 1 s\
cf^n 3 rs.

Posons encore

e ~ 3 mr et s •=. mf9

nous arrivons à l'équation

m" \jr'2 -4- if1) — 4//w •+• 2/2 — r'2 = o.

Pour que la valeur de m soit rationnelle, on doit avoir
l'équation

<)/•«— 12 7*/- — 4 / 4 = R 2 ,

(*) Nouvelles Annales de Mathématiques, 2e série, t. XV, p. 468; 1876.



dans laquelle on peut supposer r et f premiers entre eux.
On en tire

puis, par addition,

3r* = ±l (£<-+. 2//') -h 2 g"2A2,
c'est-à-dire

3A2 — ( ^ + ^ ; H A%
ou bien

ces deux dernières équations sont impossibles suivant le
module 3 5 donc g = h = o; puis ƒ = i ' = o et w = dzi.

En prenant les signes inférieurs dansles équations (2)
et (4), on arrive aux mêmes conclusions 5 d'autre part,
en prenant le signe — dans l'équation (2) et le signe -f-
dans l'équation (4), on obtient

e'1 H- if2 =z 2 s1 H- 4 ?s — f2i

et, comme précédemment,

4/4—12/V—9r*-=R',

équation impossible suivant le module 4> puisque r ne
peut être pair; car, s'il en était autrement, a et b ne se-
raient pas premiers entre eux, comme l'équation (2) le
fait voir.

Enfin, en prenant le signe -f- dans l'équation (2) et le
signe —dans l'équation (4)5 on arrive aux mêmes ré-
sultats.

Remarque I. — Les équations

4<>4 — u* — 3w* et 934— (v* = 8v*

ne peuvent être vérifiées séparément que pour des va-
leurs égales des indéterminées.



Remarque ƒƒ. — Le système des équations

a pour solution unique x = 15 en effet, ce système donne

2 c 2 — « 2 — i 4 et 2 p2 H-«2 r= 3 z2.


