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THÉORIE DES INDICES;

PAR M. FAURE,
Chef d'escadrons d'Artillerie.

[SUITE (*)/l

57. Deux tétraèdres abcd, a'b'c'd' étant polaires
réciproques par rapport à la surface S. Vindice du
système des droites s, s' est donné par les relations
suivantes :

i° Lorsque les droites sont données par deux de
leurs points ef, e'ff,

(e, A) (e, B)

(Z,W,B)
ha' hb' ! \he' he'

', k')(e', B')
(6 termes)

(6 termes).

2° Lorsque les droites sont déterminées par les in-
tersections de deux couples de plans EF, E'F',

[a, E) {b, E)

(*, T)(b, F)

— sinEFsinE'F'Ie£'

[a y E') (e»', F/)

(Û', F')(^', F')

— V
IFA' IFB'

IAE' ÎBE'

IAF' IBF' IAA'^BB'

(6 termes)

(6 termes),

on a aussi la relation suivante, qui ne contient que des
indices :

T I£a' lac'
T" " _. *~ ~

Iv

(*) Nouvelles Annales, 2e série, t . XV, p . ? 5 i , 292, 339, 45i»

^«/z. </e Mathêmat.t 9e série, t . XV. (Novembre 1876.) 3 l
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Cette dernière se déduit aisément des précédentes;

on a, en effet,

laf

et, si Ton substitue ces valeurs dans la deuxième ex-
pression de Il6f, on obtient la relation dont il s'agit.

Deux trièdres X v̂, X'p.V, étant correspondants par
rapport à la siujace S_, si par le sommet du premier on
mène une droite s, par le sommet du second une
droite e',

sin sAsin s'A' sinsBsins'B'
sniAAbinxA bin p D bui / i> r

sin eCsin s'G' ,
T '

sinvC bin v L

Deux angles X ,̂ A'^' étant correspondants par rap-
port à la surface S, si Von mène par leurs sommets
et dans leurs plans les d/oites e, E\

sin stx sin s'y' l,v -H în £̂  ̂ in z'V \Xi!

bii,. y y blli A u

Remarque. — Lorsque les droites e, z' sont conju-
guées, Iu, = o. Si donc la droite e'coïncide avec e, en
égalant à zéro Ja relation à six termes de l'expression It on
obtient une équation par droites de la surface S.

58. Les formules démontrées ci-dessus donnent lieu
aux suivantes, dont nous aurons à faire usage :

Deux tétraèdres abcd, a!b'cfdf sont polaires réci-
proques par rapport à la surface S.

Si Von désigne par E et E' les plans polaiies des
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deux points ef et e par rapport à une autre surface du
second degré S', on a les relations

eZ 5i Z'o/z désigne par cp e£ cf' Ze5 polaires de deux
droites t1 et e par rapport à la surface S',

I ' désignant les indices par rapport à la surface S' vt
v:f le produit des demi-axes de cette surface.

i° Pour démontrer la première relation, nous remar-
quons d'abord que

or, si Je point o' est le centre de la surface S'.

T' - _ K ? ) T' _ K. E<)1 " ' - K ,É j ' l e " ' - {o', E'j'

par conséquent

(a, E)(«', E') = (o', E)^', E') O t ' -

Nous avons alors

{o',É){o', E";
et, puisque

4'
la première relation est démontrée.

2° La seconde se trouve de la même manière, à l'aide
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de l'égalité

ön a

d'où

par suite

[e% A) (o', E') Wi À')(o', E

ï— AE E v •

ce qui revient à la relation (2), en ayant égard à la va-
leur du produit (o', E) (o', E') écrite plus haut.

3° Considérons maintenant deux droites e, e': la pre-
mière est déterminée par les points e et ƒ , la seconde
par les points ef et ƒ ; . Soient E', F ' les plans polaires
des points e et ƒ*, E, F les plans polaires des points e', ƒ ' ,
par rappoit à la surface S'. Appelant cp l'intersection
EF, <p' l'interseGtion E 'F ' , les droites £ et (p', g' et cp sont
polaires réciproques par rapport à la surface S'. D'après
la relation (3), nous avons %

i>r,E') (a',Y')

or
(«, F) = —

par conséquent

o'f~E'T( o1 » > )
I'ne'
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mais

T' V

Va' Jfb'

donc

c f . r ' f ' [ o ' , E ) K o ' , F ) [ o ' , E ' ) [ o ' , F '

D'autre part, nous avons les relations

T' T'

W lef ,

lF
= — 4rsinEFsinE'F'I,,o.,

et, puisque

(o ' .Ej | o ' , E ' ) ' V ' ~ " ( » ' , & ) ( ,

f,.— ""*& ,' _ »"I'F|
fe (o>,E)io',F>)' » ' - (o',F) (o

la première devient

d'où résulte l'égalité

ef.e'f (o',E) (o',F) (o',E');(of,F) C=—^«i

Nous avons par conséquent

jfL h£v —V ^ ^ Ï '
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59. Du théorème général (n° 2), on déduit celui-ci :

Étant donnés quatre, trois ou deux systèmes de points
correspondants, ad, bb\ ce', ddf par rapport à une
surface du second degré,

36 VV'
i ° lma

f h I h

V et V sont les volumes des tétraèdres abcd, a' b1 cld' \
D et D' les aires des triangles abc et af bl cf \y et y' les
longueurs des segments ab et a* bf.

Le déterminant Ar
m (27) donne :

60. Étant donnés quatre, trois ou deux systèmes de
points correspondants par rapport à la surface S:

T i i r
• O __| , I i _ , , | .

I 1 I I
! 1- - I- r — - j

W *bb' *ecf W

n et n1 sont les points d'intersection des plans abc,
a!V cf avec le diamètre conjugué à Vautre plan,

i i f
O o J —— ^

m et m' sont les points d'intersection des droites ab,
afbf avec le plan diamétral conjugué à Vautre.

Démonstration. — Si l'on développe les déterminants
Ar

4, A'3, A'2, on trouve

r r r T / l T ï T \ 36 W
laa' Hb' I re ' Ud' I : H _ h r ; ] = !>

cc'f-^- + ^ •+• r * ) = - 4 D D ' j D t i l ) ' ,



Si Ton a égard au théorème précédent, la première rela-
tion devient évidente; relativement à la seconde, en
remplaçant le produit Ifl(l/IwJcc,/ par sa valeur, nous
trouvons d'abord

or, par définition
y T t ,

DD' *nnf * D 0 Do *

donc, etc. Quant à la troisième, on a d'abord, en rem-
plaçant le produit laa'hb' par sa valeur,

ha' hb' IÏY'

or, par définition (48),

donc, etc.
Le déterminant ym (8) nous donne ce théorème :

61. Étant donnés quatre, trois ou deux systèmes de
plans correspondants AA', BB', CC;,DD' par rapporta
une surface du second degré S,

______ j _ , '3V) 3 ( 3 V ' ) S

2° IAA'W Icc' — — sinABC sinA'B'C'

= — - i s i n A B s i n A ' B ' xv '•

A l'aide du déterminant v'm (41), on trouve ce théo-
rème :

62. Étant donnés quatre, trois ou deux systèmes de
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plans correspondants par rapport à la surface S, dont
le centre est au point o,

I A A ' I B B '

{o, C ) ( o , C') ( o , D , ) i ' r > , D ' i

*CC' ^DD'

ioy A ! f o , A ' ) ( o , B ) ( o , B ' )

J A A ' I B B '

( o , C ) ( o , C ' ) _ (o, N ) ( o , ! V ^

N est le plan mené par le point ABC parallèlement au
plan polaire du point A' B' C' et N' est le plan mené par
le point A! W C parallèlement au plan polaire du point
ABC;

{ o , k ) ' o , A ' ) _̂ _ ( n , K ) <on B M __ ( o , M ) ( o , M / x

^AA' *BB' hlMf

M e t̂ Ze plan mené par la droite AB parallèlement à
la polaire de la droite A'B', M' est le plan mené par
la droite A'B' parallèlement à la polaire de la droite
AB.

Ce théorème peut se démontrer directement comme
son homologue (60), mais il est plus simple de le regar-
der comme corrélatif de celui-ci et de lui appliquer la
remarque du JI° 10. Les points a. b, c, . , ., ayant pour
plans polaires les plans A', B', C', . . ., par rapport à la
surface S, les points n) n\ m, m1 auront pour plans
polaires les plans N, N', M, M' définis dans notre
énoncé.

Les valeurs de $m [9) donnent ce théorème :

(33. Etant don/iés trois ou deux systèmes de droites
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correspondantes fyxv, A'/x'v', les premières passant par
le point d, les secondes par le point df

y

Ivv/ ==

^ X'p' J^ Icc/.

C et C' soTit les plans Au, )/fz/.
Du n° 10, on déduit celui-ci : \

6 4 . Étant donnés trois systèmes de droites correspon-
dantes ajSy, a'(3'y', les premières situées'dans un plan!),
les secondes dans un plan D ' ,

DD'
ha' Ift' ITÏ' = j^77 ID

De tD 'dés ignan t aussi les aires des triangles ufiy, a'fi'y',
R E ' les rayons des cercles circonscrits à ces triangles.

65. En combinant de diverses manières les théorèmes
précédents, ou obtient les relations suivantes :

Si l'on divise la relation i° parla relation i° (59), on
trouve

les points d, d1 sont les pôles des plans D, D'.
Si l'on divise la relation 2° parla relation 3° (59)

{b) w={^n£7)'
c et c' sont deux points correspondants, y, y' deux droites
correspondantes-, D est le plan (c, y) et D'le plan (c ' , y').

Si Ton divise la relation 2° par la relation 3° (61), on
trouve d'abord

_ si n ATîC sin A' B' C' W #

* c c ' ~ ~ ~ sinABsinA'B' O '
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mais

sin ABC = sinAB sin(v, C), sin A'B'C' = sin A'B' sin (v', C);

par conséquent,

v ' dd sin(v,C)ÏTn(v',C')

Nous avons les relations

ha' ïtó' = 77' ITT', hc' hef = w' Ivvf,

v et v' désignant les longueurs des segments cd et c'df.
En multipliant ces deux relations et tenant compte de
i° (59), on trouve

36 VV' , ,T T

, - ~7.v.7'.vrIn/Ivy;
or

par conséquent

i, « ; I^Y ±vv — ^2 5

y et v sont deux droites arbitraires, y1 et v' les polaires
de ces droites par rapport à S.

Si l'on multiplie entre elles les relations i° (63) et
(64), on trouve, après quelques réductions faciles,

P est le produit des six arêtes du tétraèdre abcd, P ' est le
produit des six arêtes du tétraèdre afblc'd' polaire du
premier, par rapport à S.

Sphère adjointe aux deux plans À et B relative
à un point f,

66. Deux plans A, B et un point ƒ étant donnés, abais-



sons du point ƒ une perpendiculaire ƒ&' sur le plan A et
soit a le point où cette perpendiculaire coupe le plan B ;
abaissons de ce même point ƒ une perpendiculaire fa'
sur le plan B et soit b le point où cette perpendiculaire
coupe le plan A. La sphère décrite sur ah comme dia-
mètre sera appelée la sphère adjointe aux deux plans A
et B relative au point ƒ.

Puissance d'wi point m par rapport à la sphère adjointe.

Par le point ƒ et le diamètre ab, menons le plan D,
lequel coupe au point c l'intersection des plans A et B;
par le diamètre ah menons un plan C perpendiculaire
au plan D. Les quatre plans A, B, C, D déterminent un
tétraèdre ayant pour sommets les points a, &, c, d\ ce
dernier d, situé h l'infini, est le pôle du plan D par rap-
port à la sphère. Si m est un point quelconque de l'espace,
on a (14),les indices étant pris par rapport à la sphère,

les deux autres termes sont nuls, puisque le point ƒ est
conjugué aux points c et d. Or, si l'on imagine les plans
tangents à la sphère aux points a et Z>, on trouve, R
étant le rayon de la sphère,

^ (/ ,BÎ;«,_A) f/A^(/;B)
af 2R 2 cos (A,B) ' 6/ 2 i

D'ailleurs (16)

par conséquent

R: Im_ „ 7 = _ R,,, +
J <JOS AU

mais Rs Im est la puissance Vm du point m par rapport à
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la sphère, R2 ïf est la puissance du point ƒ par rapport
à cette même sphère et l'on a

de là résulte la relation

Propriétés d'un système de deux surfaces du second
degré et de deux tétraèdres polaires réciproques par
rapport à Vune d'elles*

67. Considérons deux tétraèdres abcd, afbfcfdf po-
laires réciproques par rapport à la surface S, et deux
autres tétraèdres xyzt, x'y'z't' polaires réciproques par
rapport à une seconde surface S'. Les sommets aa', bb\
cc1\ dd' sont correspondants 5 de môme les faces XX',
YY', ZZ', TT' sont correspondantes. Les plans X, Y, Z, T
sont les faces du tétraèdre X) zt et par conséquent les
plans polaires des sommets x\ y\ z\ t'. Nous allons dé-
montrer la relation

I et I' désignent les indices pris par rapport aux sur-
faces S et S', 7r et TT' les produits des demi-axes de ces
mêmes surfaces, et le signe somme s'étend aux quatre
couples de points oude plans correspondants.

En eilet, d'après la relation (00) appliquée à la sur-
face S',
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on a des valeurs analogues pour I'cc, et Ydd,. Substituons

ces valeurs dans ̂ - ^ e t appelons K la valeur de cette

expression, nous trouvons

,l'y/ \ ha'

Or, d'après (58), la première parenthèse a pour valeur
7C7 Ivvf i 1 1 i î^2 IvY' /

—y- -,^- l x ^ / ; Ja s e c o n d e a p o u r v a l e u r — -— ] . . . . .
7T 2 I x x , 7T 2 1 Y Y , >>

On a, par suite,

le lliéorème est donc démontré, et l'on voit de plus que

dans la relation (a) les deux sommes > •an' et > -.—

sont séparément constantes, quels que soient les tétraè-
dres polaires réciproques que l'on considère. Ue là ces
deux théorèmes :

68. On donne deux surfaces du second degré S et
S'} si Von désigne par aa\ bb'\ cc\ dd1 quatre couples
de points correspondants par rapport à S [déterminant
deux tétraèdres abcd, a'b'c'd' polaires réciproques à S),
la somme

sera constante quel que soit le système des points con-
sidérés.

On donne deux surfaces du second degré S et S' 5 si
Pon désigne par XX', YY', ZZ', TT' quatre couples
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de plans correspondants par rapport à S' (déterminant
deux tétraèdres XYZT, X''Y'Z'T' polaires réciproques
à S'), la somme

i x hx' I\'V ïzz' TTÏ' Tr T "

*xx' I \Y' *zz' ITT' 7r2

sera constante quel que soit le système des plans con-
sidérés.

Déterminations de la constante K. — La constante K
ayant la même valeur quels que soient les tétraèdres
polaires réciproques par rapport à S et à S7, en choi-
sissant convenablement ces tétraèdres, on arrive à des
valeurs simples de la constante K.

i° Supposant en premier lieu que le sommet d du
tétraèdre abcd coïncide avec le centre o de S et que les
points a,b,c soient à l'infini sur les diamètres conju-
gués Ofl, 06, oc, le tétraèdre polaire afb'c'd' se con-
fondra avec abcd, de sorte que

K ^ + ^ - f A
I, I* le h

Mais, si a, (3, y sont les longueurs des demi-diamètres
de S dirigés suivant oa, o&, oc, et a', (3', y'les longueurs
des demi-diamètres de S' respectivement parallèles, on
a, les points a, &, c étant à l'infini,

t. __ ̂  l± „ H J'r __ T
J-~~«/2' h~r' h~l'V

et comme, d'ailleurs, Io = — i,

20 On peut écrire
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désignons par a^a^ b^b^, cxc^ les points d'intersection
de la surface S' avec les diamètres o«, o&, oc.

hK ocii.oa.jt lô\o obx.obÀ \c\o oc\.oc-'

donc
, ( a} S2 «y2

° \oa{. oa2 obi • °b2 ocx. oc.2

3° Parle centre of de la surface S', menons trois dia-
mètres conjugués à cette surface, o'x', o'y1, o'z*; les
points x'yfz' étant à l'infini, le tétraèdre o'xfyfz' est à
lui-même son polaiie par rapport à S'. Soient X', Y',
Z',T' les faces de ce tétraèdre, la dernière T' étant le
plan de l'infini. Nous avons vu que

Appelons X', Y', Z'ies produits des demi-axes prin-
cipaux des sections faites dans S' par les plans diamé-
traux X7, Y;, Z'} soient aussi X, Y, Z les produits des
demi-axes des sections faites dans S par trois plans dia-
métraux X, Y, Z parallèles aux premiers, on a (53)

donc
]x^ X'2

on a des valeurs analogues pour-—? —

Lorsque T' est un plan quelconque,
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et, si ce plan est à l'infini,

ljf T.

de sorte que
7T2/X'2 Y /2 Z'2

jr — ( i i

7T / 2\X2 Y2 Z2

Or, d'après (55), l'expression comprise dans la se-
conde parenthèse a pour valeur 7r'9l'o ; donc

7T2 / X ' 2 Y'2 Z'2

4° Soient XiX2, Y4Y2, Z,Z2 les plans tangents de
S parallèles aux plans diamétraux X, Y, Z de S, et
X',, Y'l9 Z', des plans tangents de S' parallèles à ces
mêmes plans, on a (53)

en désignant généralement par (X^Xj) la distance de
deux plans parallèles X', Xl9 d'où

Jy (X , X , ) 2 TV2

donc
-. ( A > A | ' A , A j ) ( ï , I | 1 'v 1 , I 2)

r, z.rz', z;«
^ 1 y

La comparaison de ces diverses valeurs de la con-
stante K donne plusieurs théorèmes que chacun pourra
énoncer.

(A suivre.)


