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THEORIE DES INDICES;
Par M. FAURE,

Chef d’escadrons d’Artillerie.
(sviTe (*).0
57. Deux tétraédres abed, a'b'c'd' étant polaires
réciprogques par rapport a la surface S. lindice du
systéme des droites ¢, ¢/ est donné par les relations
suivantes :

1° Lorsque les droites sont données par deux de
leurs points ef, e'f”,
(e, A)[e, B) [ ¢, A’) (¢, B) [
(£ A) LB (A (S B)

Ica’ Ie/)’ ! l Iae’ I[)e’ ’ 1

=ef. c'f’ ) — Z (6 termes)

Ly Igp:

(6 termes).

of.ef 1.4 :Z

]fa' Ijb’ l i Iaf’ Ibf’ t Tow Ly

2° Lorsque les droites sont déterminées par les in-
tersections de deux couples de plans EF, E'F’,

— w2s5in EF sin E'F' 1
:Z (@ E)(6, E) , I a, (e, B ! (6 termes)
(a, F)(b, F) | | (@, F)(&'s F') | Yau Lowr
— sin EF sin E'F' 1./
AN Iga Igp Iig Ipe w? (6 termes),
daed | Tppr Tpw Iupr Ipp | Iaarlpw

on a aussi la relation suivante, qui ne contient que des
indices :

Iaa.’ ]59/ I‘(Y’ by i I;;:’ ]vv’

Im,_li:.' + Isgl Ig:l X LY, I-“I 4 Ig)\l ]‘A_I 4 l;q‘i I!‘i’ -+ I,:.,I Iy‘l .

|

(*) Nouvelles Annales, 2° série, t. XV, p. 251, 292, 339, 451.
Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. XV. (Novembre 1876.) 31
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Cette derniére se déduit aisément des précédentes;
on a, en effet,

Ieal ]eb’ Iae’ I[Ie’
= ef,a’b' I‘Yl == ab.cf’ Irc’i

Ifal Iﬂ:’ Ia/' I,sf’

Lo Ly =ab.ad'd’ Ly,

et, si I'on substitue ces valeurs dans la deuxiéme ex-
pression de I, on obtient la relation dont il s’agit.

Deux tricdres \uv, Xp!'v', étant correspondants par
rapport & la suiface S, si par le sominet du premier on
méne une droite €, par le sommet du second une
droute ¢/,

sineA sine’A’ sineBsine B’

“T sinrAsma Al s p B B
sineCsine'¢ _ |
snyCemvy' ("

Deux angles s, 3'u’ étant correspondants par rap-
port & la surface S, si 'on méne par leurs sommets
ct dans leurs plans les dioites ¢, ¢,

sinepsine’y’ Ly -+ sined sin eV 1,

I:a' -

siu /s Ay )
Remarque. — Lorsque les droites ¢, ¢ sont conju-
guées, I, = o. Si donc la droite € coincide avece, en
égalant a zéro Jarelation a six termes de I’expression I, on
obtient une équation par droites de la surface S.

58. Les formules démontrées ci-dessus donnent lieu
aux suivantes, dont nous aurons a faire usage :

Deux téiraédres abed, a'b'c'd sont polaires réci-
proques par rapport a la surface S.
8t Uon désigne par E et E' les plans polaires des
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deux points e’ et e par rapport & une autre surface du
second degré S', on a les relations

! ’
(1) = Tger o l Y Irw’ Iwr’
v /7 1 ee! — -
EE/ Low
(2) ﬁlee - 2]“:/][\/
12 EE/ —
™ Ly AA’

et si Uon désigne par ¢ et ¢' les polaires de deux
droites ¢’ et ¢ par rapport & la surface Y,

/ ™ ]td Iiy I;.,/
(3) "i_l ’—"S—"—'ﬂ

' I e l-n,l

1" désignant les indices par rapport a la surface S’ ¢t
n' le produit des demi-axes de cette surface.

1° Pour démontrer la premiére relation, nous remar-
quons d’abord que

L‘»,F’
— el = P B E,

aﬂ
or, si le point o’ est le centre de la surface S’,

(a, E)

’ N
Iae'*—'—

par conséquent

’

(a, E)(a', B') = (0", E)(o/, E') Lo T, .

Nous avons alors

7 !
. !EE' o — 2‘ Iae’leu’,
Cor {7 7y T —
(9’5 E) (o', E )

’

Iee/ . ™
— = e n?
Tew (o EJ(o/, )

et, puisque

2

la premiére relation est démontrée.
2° La seconde se trouve de la méme manieére, a I'aide
31.
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de Dégalité y
L ‘“2(6 A)(e, A'

]A\f
on a
, (e, A) (o', E) , (¢, A') (o', E
IAE’ - =2 ’ IEA’: _‘—;‘,""——’
d’ou
(e, A) (¢, A')= "_"AE'_I'@'_.
. (o, EJ (o, &)’
par suite
, I I 5
' eel — I\A’ ?

ce qui revient a la relation (2), en ayant égard a la va-
leur du produit (o', E) (o', E) écrite plus haut.

3° Considérons maintenant deux droites ¢, ¢': la pre-
miére est déterminée par les points e et f) la seconde
par les points e’ et f'. Soient E/, F/ les plans polaires
des points e et f; E, I'les plans polaires des points e, 17,
par rapport a la surface §’. Appelant ¢ lintersection
EF, ¢’ I'intersection E’F’, les droites c et ¢/, ¢’ ct ¢ sont
polaires réciproques par rapport a la surface S'. D’aprés
la relation (3), nous avons .

— '—’sinEF sinE’ F'I

(a,F) (a',E) (d,F') T
bE bF)l (0 E) 16, F) | L L’
or
(@ E)=—10,E)lp, (aF)=—(0,F)Lym,...,
(0,E)=—(0,E) Ty, (b,F)=—(,F)Lys;

par conséquent

- ESE Eg‘_sin¥E’.F_’Ic_v_
(o' E) (o', F) (o', E') (o', F')
ll ll I/ II

ae! ea’ et/ I

I
Iaa' Ibb’ ’

lyhr*’ l’l;f’ | Ifa’ lfh’ )
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mais
I,ael I'nf/ — ab.e’f’[ ,
Ly Ty
Lo Ly
l?fb=¢myﬁ
Ifa' ]fb'
IaalIbbl—-ab a'l I” H
donc

—m?sin EF sinE/ F/ I Lo Iy
of [ f 0 ] o, B (o, E) (o M_Z“@'

D’autre part, nous avons les relations

Lo I,
T =l L
Ife’ Iff’
’ I,EE’ I;:'JF/ [ I . .
I Trer  Ippr J - ﬂ—,,smEF SInBF Ly
et, puisque
o 7"'2]'1:!‘/ ’ 7",2],[-‘1?’
Iee/___to’,lf.} (o E)’ Ly —(o’,E’)(o',F),
, < T o
Yo —— ;E-‘___ 1, —— T FF
se (0", E) (o F,), o (o', F) (OI’F’),
la premiére devient
I'I-E' '

—=ef.e'f'1 )

I Yewr | (05 E) (0, F) (0, E") (o, F')
d’ot résulte 'égalité
ef.c' f (o, E)(o,F) (o, E)(o,F')I,y=—n"2sinEF sinE'F' I ,.

Nous avons par conséquent

m? Lr,l I __z] 1,
TV/
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59. Du théoréme général (n° 2), on déduit celui-ci :
Etant donnés quatre, trois ou deux sy stémes de points
correspondants, aa',bb’,cc’,dd’ par rapport a une
surface du second degreé,

6 VvV’
1° ) Ibb’ Teer Ild’ _—_ 3 2 !
[
20 Yoo Ts Ler = 4 DD’ Ipyy
3° Too Uppr = 7. ')" Ir{';

V et V' sont les volumes des tétraédres abed, a' b'c'd’ ;
D et D' les aires des triangles abc et a'b'c';y et y' les
longueurs des segments ab et a' b'.

Le déterminant A, (27) donne :

60. Etant donnés quatre, trois ou deux systémes de
points correspondants par rapport & la surface S:

1o L B L
Toar 1 Iu" Taar - ’
»o LIRS S
Yoot Toor Leer Inu”

n et n'sont les points d’intersection des plans abc,
a'b' ¢ avec le diamétre conjugué & Uautre plan;

1 1 I

30

=
| | Lt

m et m' sont les points d’intersection des droites ab,
a'b’ avec le plan diamétral conjugué a I’autre.

Démonstration. — Si I'on développc les déterminants
’ 1 1 o
AL, A, A, on trouve

t 1 1 1) 36VV'
Yoor Yopr oot Yagr | — —_ [ QP
bot Aot 1ad <I,,,,, -+ i -+ i — F,uf)

Y

P

/

| P P

1 I I
Taor Tagr Icc’(—'— -+ ITA’ -+ '_‘> = 4 DD’ ‘rDul)"‘ .

1 I
]aa']," - - - —'—‘\ o= ! I~/ ~.’ .
b <Lm' l“' 57 R
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Si I’on a égard au théoréme précédent, la premiére rela-
tion devient évidente; relativement a la seconde, cn
remplagant le produit I, I, I, par sa valeur, nous
trouvons d’abord

1 1 L In, v
Lo Tgsr | - Ly ?
or, par définition (51),
Ipy =—Lw IDn p,°

donc, etc. Quant a la troisiéme, on a d’abord, ¢n rem-
lacant le produit I, I,, par sa valcur,
P 3 P a

or, par définition (48),

Ly—=—1I,»L . :

) ——
8t Y

donc, etc.
Le délerminant vn (8) nous donne ce théoréme :

61. Etant donnés quatre, trois ou deux systémes de
planscorrespondants AA’, BB', CC',DD’ par rapport &

une surface du second degré S,

1o (3V) (3V)

o I o Ippt = — — —~
I IaarIpp Tee' Inp 7 2ABCD2A' B C' D’ !
20 Lulplew = — sinABCsinA'B'C Ly,
T4
3e Taar Ipp =— l;sin ABsinA'B' I, .

A Taide du déterminant v, (41), on trouve ce théo-
réme :

62. Erant donnés quatre, trois ou deux systémes de
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plans correspondants par rapport a la surface S, dont
le centre est au point o,

(0,A) {0, A",+(0,B) {0, B""

lO
Ipar IBB’
- t0, C) (0, C') + (0,D,) {0, D"} ——
Lger Iy
(o, A, {0, A") (o, B) (0,B')
20 Al \ + 7
Iy Ipp
(0,C) (0, C) (0, N) (0, N")
Ieer - Iny

N est le plan mené par le point ABC parallélement au
plan polaire du point A' B’ C' et N’ est le plan mené par

le point A’B' C’ parallélement au plan polaire du point
ABC;

(0, A) "o, A"} N fo, B} "o, B'Y (0, M){0,M"
Iaas ) gy - Lyw

30

M est le plan mené par la droite AB parallélement a
la polaire de la droite A'B’, M’ est le plan mené par

la droite A'D parallélement & la polaire de la droite
AB.

Ce théoréme peut se¢ démontrer directement comme
son homologuc (60), mais il est plus simple de le regar-
der comme corrélatif de celui-ci et de lui appliquer la
remarque du n° 10. Les points @, b, ¢, ..., ayant pour
plans polaires les plans A’y B/, C’, ..., par rapport a la
surface S, les points n, n/, m, m’ auront pour plans
polaires les plans N, N’, M, M’ définis dans notre
énoncé.

Les valeurs de 9,, (9) donnent ce théoréme :

63. Ltant donnés trois ou deux systemes de droites
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correspondantes My, X' u'v', les premiéres passant par
le point d, les secondes par le point d',

1 Aand)’ !
sindpy sin)’ 'y |

1° L Ipy.’ Ly=— ) dd'>
20 Lo Ty = sindp sin) p’ Tagr Igere

C et C' sont les plans M, 2/ p'.
Du n® 10, on déduit celui-ci : \

. Etant donnés trois systémes de droites correspon-
64. Etantd trois syst

dantes aly, o'f3'y)’, les premiéres situées dans un plunD,
les secondes dans un plan D',

DD’
Iaal I‘ggl ITYI = [_{Ii—; Iﬁ[)’,

D etD’désignant aussi les aires des triangles af3y, o'y,
RR' les rayons des cercles circonscrits & ces triangles.

65. En combinant de diverses maniéres les théorémes
précédents, on obtient les relations suivantes :

Si I'on divise la relation 1° par la relation 2° (59), on
trouve

bl

] L VAAY
(a) Lar Togy = — (221 (42 D)

1.:.:
les points d, d’ sont les poles des plans D, D'.
Si I'on divise la relation 2° par la relation 3° (59)
LoLy

(2] o = e 7

5

¢ et ¢’ sont deux points correspondants, v, 7' deux droites

correspondantes; Destle plan (¢, 7) et D’le plan (¢/, /).
Silon divise la relation 2° par la relation 3° (61), on

trouve d’abord

sin ABC sin A’ B’ C' Tuy
sinABsinA'B’ I’

wloy = —
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mais
sin ABC = sinABsin(y, C), sinA’B’C’ = sinA'B’sin (v, C’);
par conséquent,

, Tee Ly

(e) I‘M’:_’:_sin(v, ) n (v, (/

Nous avons les relations
Yoo Topr = 77’ ITT” | Idd’ =w' Iw’q

v et v' désignant les longueurs des segments cd et ¢’ d’.
En multipliant ces deux relations et tenant compte de
°(59), on trouve

36VV
—= =gy Ly Ly
or
6V=1 v |7 |6V =9 ]9,
par conséquent
(d) LoLy=— L2 L1 |

Pz

et v sont deux droites arbitraires, 9’ et v les polaires
7 17 P
de ces droites par rapport a S.
p PP
Si 'on multiplie entre elles les relations 1° (63) et
p
64), on trouve, apres quelques réductions faciles
] y ap q q ?
(()V"(GV’\‘
(e) Low Ty Ty Tar Lpr Ly == —
P estle produit des six arétes du tétraedre abed, P’ est le
roduit des six arétes du tétraédre a’d’c’'d’ polaire du
P P
premier, par rapportaS.

Sphére adjointe aux deux plans A et B relative
& un point f.

66. Dcux plans A, B et un point f étant donnés, abais-



( 49t )

sons du point fune perpendiculaire £’ sur le plan A et
soit @ le point ot cette perpendiculaire coupe le plan B;
abaissons de ce méme point f une perpendiculaire fa’
sur le plan B et soit b le point ou cette perpendiculaire
coupe le plan A. La sphére décrite sur ab comme dia-
meétre sera appelée la spliére adjointe aux deux plans A
et B relative au point f.

Puissance d’un pointmpar rapport ala sphére adjointe.

Par le point f et le diamétre ab, menons le plan D,
lequel coupe au point ¢ I'intersection des plans A et B;
par le diameétre ab menons un plan C perpendiculaire
au plan D. Les quatre plans A, B, C, D déterminent un
tétraédre ayant pour sommets les points a, b, ¢, d; ce
dernier d, situé a 'infini, est le pole du plan D par rap-
port a la sphére. Si m est un point queleconque de I'espace,
on a (14),les indices étant pris par rapport a la sphere,

{m.A) {m, B)
mf — v g, Iefs
Ins ("vA}If+ 5.5 55

les deux autres termes sont nuls, puisque le point f est
conjugué aux points ¢ et d. Or, si 'on imagine les plans
tangents a la sphére aux points a ¢t b, on trouve, R
étaut le rayon de la spleére,

L BraA) 7 AY(5,B)
af_zR’cos(A,B)’ 4= 2R?cos{A, B)
D’ailleurs (16)

-

mf

ZImf: I, + I_f'-‘ o

par conséquent

(m, A)(f;B) + (m.B)(/,A)
cos Ab ?

R T,— mf =— R*I;+

mais R* I, est la puissance P, du point m par rapport a
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la sphére, R*I, est la puissance du point f par rapport
a cette méme sphére etl’on a

R*If=fa.fb' =
de la résulte la relation

(Pp—fm ) cos (A,B)=— (/,A) (f, B)
+(f, A)(m, B) + (f,B)(m, A).

(/5A) (/. B) )va)
“cos (A,B) ,B)

Propriétés d’un systéme de deux surfaces du second
degré et de deux tétraédres polaires réciproques par
rapport & l'une d’elles.

67. Considérons deux tétraédres abed, a'b'c’'d" po-
laires réciproques par rapport a la surface S, et deux
autres tétraédres xyzt, x'y’z't’ polaires réciproques par
rapport a une scconde surface S'. Les sommets aa’, bb’,
cc’y dd’ sont correspondants; de méme les faces XX/,
YY’,ZZ',TT' sont correspondantes. Les plans X, Y,Z, T
sont les faces du tétraédre x) zt et par conséquent les
plans polaires des sommets x’, ', 2, t'. Nous allons dé-
montrer la relation

e m? L
a V aa’ ___ T A
( ) L Iua’ 7'” IXX'

I et I' désignent les indices pris par rapport aux sur-
faces S et S/, m et n’ les produits des demi-axes de ces
mémes surfaces, et le signe somme s'étend aux quatre
couples de points ou de plans correspondants.

En eflet, d’aprés la relation (33) appliquée a la sur-
face §',

r ’ r r
' | 9 ) llﬂ’ lay'
Iau': — T,

xx! Iyy

I, L1,
.rb’ bat yb Lb !
lw———— + St
2. vy
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on a des valeurs analogues pour I, et I;,. Substituons

ces valeurs dansEI_’”‘_’ct appelons K la valeur de cette

aa’

expression, nous trouvons

I ]' a’ 1’1 x! I’z h! " x!
K:_.<_r_,_!+_u. +>

7 7
I.le i s l/:b'
1 (LT, T,
; < ya' Lay! -+ VO Kbyt + .. ') T+
I”./ | ) | P9

Or, d’aprés (58), la premiére Paremhése a pour valeur
n? Ixxr 2 Iyy
I XXy ;5 ]a seconde a pour valeur = XYy,
2] P 1 , N
XX/ 2 Lyy

On a, par suite,

- = [ Ixy Iyyv
R=—Fls—+7—+...);
ko IXX’ 1\'\'/

le théoréme est donc démontré, ct I'on voit de plus que

,
. o 1 |

dans la relation (@) les deux sommes 2‘ et 2 XX
Iaa lxk/

sont séparément constantes, quels que soient les tétrae-

e

dres polaires réciproques que 'on considére. De la ces
deux théorémes :

68. On donne deux surfaces du second degré S et
S’y si Uon désigne par aa’, bl/, cc', dd' quatre couples
de points correspondants par rapport & S (déterminant
deux tétraédres abed, a’'b'c'd’ polaires réciproques a S),
la somme

1

(b) !ﬂ,. 4+ l_lliIL' 1:“" 4+ l,dd/ —

Tt Loy Lo 1:1'_ -
sera constante quel que soit le systéme des points con-
sidérés. .
On donne deux surfaces du second degré S et §'; si
Von désigne par XX', YY', Z1L', TT' quatre couples
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de plans correspondants par rapport & S' (déterminant
deux tétracdres XYZT, X'Y'Z'T’ polaires réciproques
aS'), la somme

(¢) hw I Taw | Tow —K =

2

i";‘(—’ I'\'T/ ]’zz/ - Tp1v T
sera constante quel que soit le systéme des plans con-
sidérés.

Déterminations de la constante K. — La constante K
ayant la méme valeur quels que soient les tétraédres
polaires réciproques par rapport a S et 4 §, en choi-
sissant convenablement ces tétraédres, on arrive a des
valeurs simples de la constante K.

1° Supposant en premier lieu que le sommet d du
tétraédre abed coincide avec le centre o de S et que les
points a, b, ¢ soient a l'infini sur les diamétres conju-
gués oa, ob, oc, le tétraédre polaire a’d’c'd" se con-
fondra avec abed, de sorte que

Mais, si «, 3, 7 sont les longueurs des demi-diamétres
de S dirigés suivant oa, 0b, oc, et 2’, [5', y'les longueurs
des demi-diamétres de S’ respectivement paralléles, on
a, les points @, b, c étant a I'infini,

I, e« I, g 3

— =5 T = = g3
T TS M
et comme, d’ailleurs, I, = — 1,
- 6: 7 ,
I\ =+ ‘l_"_’ -+ PR }(l
g

2° On peut écrire

A 1, i
]\:In ——l+_"r—+'_7 PRl -l B
LT, n T, L)



o?

—
ou,.oa, 1,1

al

’
K=1I,[—— +
0. 0d,

!
i,

7
o

( 495 )
désignons par a,a,, b,b;, c,c, les points d’intersection
de la surface S’ avec les diamétres oa, 0b, oc.

ﬁ?

 ob,.ob,’

’
2

de ¥
1.1, oc.oc: K
2
1 —1>.

¢, .00,

3° Par le centre o’ de la surface S’, menons trois dia-
2

métres conjugués a cette surface, o'x’, o'y’, o'z’ les
points x'y’z’ étant 4 linfini, le tétraédre o’'x’y'z’ est a

lui-méme son polaire par rapport a S’. Seient X', Y/,
Z/,;T' les faces de ce tétraédre, la derni¢re T’ étant le
plan de I'infini. Nous avons vu que

r 7:2
K=—3% —+—-
T “"dlx/

™

—~ Ty

Appelons X', Y/, Z/ les produits des demi-axes prin-

cipaux des sections faites dauns 8 par les plans diamé-
wraux X', Y/, Z/5 soient aussi X, Y, Z les produits des

“demi-axes des sections faites dans S par trois plans dia-

métraux X, Y, Z parall¢les aux premiers, on a (53)

(0, X!
e 1)

donc
]X’

7

I

IY/
on a des valeurs analogues pour T

2

X'z

=3

1

Lorsque T’ est un plan quelcongue,

Ipr ==

'
;’ Ixr —_ X—"‘ L)
{0, X)X
- 7‘:2‘*_ 3
I]'
e
\"l YA
, (r}’, T i
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et, si ce plan est & I'infini,

ITI 77’2
—_ 5

I ®

de sorte que
w (X7 Y 2
x=%(%+ ¥+ %)

— = Loy XX (0, Y Y (o, 22—,

Or, d’aprés (55), I'expression comprise dans la sc-
conde parenthése a pour valeur =1, ; donc

P 2 12 2
K—T (X Y Z > ,

=AC TR T WA
4° Soient X, X,, Y,Y,, Z,7Z, les plans tangents de
S paralléles aux plans diamétraux X, Y, Z de S, et
X,, Y, Z, des plans tangents de S’ paralléles a ces
mémes plans, on a (33)
(XLX)XLXD (XX )
]xl: e ——] lx’:__‘T’
T ke
en désignant généralement par (X', X,) la distance de
deux plans paralléles X', X,, d'on

v (X.X) X, X2
Lo (XX w
donc
(e, XXX (VLYY
(Xl’ X'I()2 (Yl’ Y’I)2
VAR A
YA

La comparaison de ces diverses valeurs de la con-
stante K donne plusieurs théorémes que chacun pourra

énoncer.
{4 suivre.)



