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MÉMOIRE
SDR L'ÉLIMINATION DUNE VARIABLE ENTRE DEUX ÉQUATIONS

ALGÉBRIQUES;

PAR CAUCHY.

L«JITE(*)/|

Démonstration. — Lorsqu'on suppose

» T TT À T\ T/"

zrr AL, , . , , Jtl — Al , lv zz:

et, par suite.

2 0

= - , - , i> = - , * = - .

ii~n P-H o-K

les équations (18) se réduisent aux deux formules

( xu -4- IJ-H~1 H~ . . . -hpx H- (/ — o ,
(22)

( x"1 -+- L^"- 1 -+-. . . + P^r 4- Q zzr o ;

et alors, comme il suffît de multiplier par le produit

am A"

la valeur de S que donne l'équation (5), pour obtenii
celle que donne l'équation (19), cette dernière se réduit,
d'après ce qui a été dit ci-dessus, à une fonction entière
des coefficients

a, £ , . . . , /*, h-, A, B , . . , , H, K.

(*) Nouvelles Jnnales, 2e série, t. XV, p. 385.

Jnn. de Mathémat.. 2e sciio, t. XV. (Octobre i8;fi.) »3
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J'ajoute que cette fonction entière ne pourra être géné-
ralement et algébriquement décomposée en deux facteurs
représentés par d'autres fonctions entières des mêmes
coefficients. En effet, soient, s'il est possible,

o ' Q "

deux semblables facteurs. En vertu des formules (20),
jointes à celles qui serviront à exprimer les coefficients

' , . . . , P, <J* I , P. Q

des équations (22) eu fonction des racines

a, 6, 7,. . ., ) , p., v, . . . ,

on pourra considérer les deux facteurs S', £>ff comme des
fonctions entières de ces racines et des deux coefficients

ay A.
Cela posé, la formule

i S' cS" z=<imAn[oL — l ) ( a — p O ( a — v) . . .
(23 I

( x ( 6 — À) ( 6 — u ) (b° — v ) . . . ( v — y) ( 7 — fx) l 7 — v i . . .

devant subsister, quelles que soient les valeurs attri-
buées aux racines

et aux deux coefficients
^ » A ,

on prouvera, en raisonnant comme nous Pavons fait pour
démontrer le théorème I, qu'un des facteurs S', S/7, le
facteur S' par exemple, est algébriquement divisible par
le produit

' ' a — A ) ( a - a ) v a - •/, . . . ^ — 1 ) ( 6 — a ) ( 6 — v ) . . .

x ; 7 ~ - ^ ( 7 - f , x
( ; 7 - v1,. . .

Donc, parmi les facteurs simples que renferme le second
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membre de la formule (^3), les seuls qui pourront en-
trer dans la composition de êf/ seront les coefficients

a, À,

dont l'un au moins devra être facteur de §ff, puisque,
dans l'hypothèse admise, Sr/ ne doit pas se réduire à
un facteur numérique. Mais, pour que Sff pût devenir
proportionnel à une puissance entière de l'un des coeffi-
cients

a, A,

sans dépendre d'ailleurs, en aucune manière, des racines

a, 6, 7, . . ., l, p, v,. . .,
par conséquent sans dépendre, en aucune manière, des
coefficients

/ , . . , / ? , y, L , . . , P, Q,

ou, ce qui revient au même, des coefficients

ù,. . . , / / , A-, B,. . ., H, K,
il faudrait que chacun des coefficients a, A, ou au moins
l'un d'eux, entrât comme facteur algébrique dans la
fonction entière des quantités

a, b,.,., /i, / , A, B , . . . , H, K,

à laquelle peut se réduire le second membre de l'équa-
tion (23). Or cette condition n'est certainement pas
remplie, puisque, dans la fonction entière dont il s'agit,
la partie qui dépend uniquement des coefficients

a, A, / , K

se réduit à l'expression
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qui n'est algébriquement divisible ni par À, ni par a.
Donc l'hypothèse admise ne peut subsister, et le théo-
rème II est exact.

Corollaire. — Puisque, en vertu des formules (20) ou
(21), les équations (18) coïncident avec les équations (22),
l'équation finale qui résultera de l'élimination de x entre
les équations (18) pourra être réduite à la formule

la valeur de S étant déterminée par la formule (5)
D'autre part, comme la valeur de S déterminée par la
formule (5) 11e peut s'évanouir, sans que la valeur de S
déterminée par la formule (19) s'évanouisse pareille-
ment, l'équation finale dont il s'agit entraînera encore
la formule (2), si l'on prend pour S la fonction des coef-
ficients

Ö , £ , . . . , /*, / , A , ? > , . . . , I l , K ,

à laquelle peut se réduire le second membie de la for-
mule (19). J'ajoute qu'alors, si ces coefficients ne sont
assujettis à aucune relation, à aucune condition parti-
culière, le premier membre S de la formule (2) ne ren-
fermera aucun facteur étranger à l'équation finale, et
représenté par une fonction entière de ces mêmes coeffi-
cients. C'est là, en effet, une conséquence immédiate du
théorème II, en vertu duquel il sera impossible de dé-
composer 8 en deux facteurs dont chacun soit une fonc-
tion entière des coefficients

/1, fc, . . . , / * , / , A, B, . . . , H, K.

Puisque la valeur de $ déterminée par la formule (5),
c'est-à-dire le produit
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se reduit à une fonction entière des rapports

a h * T B T , H ^ K

b a a A A A

la valeur de S que déterminera la formule (19) ne sera

pas seulement, comme on l'a déjà remarqué, une fonc-

tion entière des coefficients

a, h,..., /i, A-, A, B , . . . , H, K;

elle sera, de plus, une fonction homogène et du degré m

relativement aux coefficients

a, b, . . . , h, / ;

elle sera encore une fonction homogène et du degré n

relativement aux coefficients

A, B , . . . , H, K;

donc elle sera, par rapport au système de tous les coef-

ficients

a, b,..., h, k, A, B , . . . , H, K,

une fonction entière et homogène du degré w-f- n. Dési-

gnons cette même fonction par

m [a, b,..., h, /•; A, B, . . . , H, K);

on aura identiquement, eu égard aux formules (20),

<*(*, b,..., fi7 * ; A, B,..., H, K)

= flwAwu(i, / , . . . , />, g; 1, L , . . . , P ? Q ) ,

et l'équation finale résultant de l'élimination de x entre

les équations données pourra être présentée sous la forme

(24) n(a, £ , . . . , 7i9 /•; A, B, . . . , H, K) = o,

si les équations données sont les formules (18), ou même
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sous Ia forme

(25) u{l, / , . . . , p, q\ I , L , . . . , P , Q) = O,

si les équations données sont réduites aux formules (22).

Ajoutons que, le second membre de la formule (19)

devant être équivalent au produit

amkmxs(l, / , . . . , p, q\ I , L , . . . , P , Q)y

les relations subsistant entre les coefficients

/ , . . . , /? , 7 , L , . . . , P , Q

et les racines

a, S, 7 , . . . , A, p , v, . . .

devront ent ra îner la formule

u ( i , / , . . . , P, q; 1, L , . . . , P , Q)

On peut vouloir comparer l'équation finale (24) ou (25)
à celle qu'on obtiendrait si, à la méthode d'élimination
dont nous avons ici fait usage, on en substituait d'autres,
par exemple celles qui se trouvent exposées dans les
§§ I et IL On établira sans peine, à ce sujet, les propo-
sitions suivantes :

THÉORÈME III. — Lorsque les coefficients

/ , . . . , />, 7 , L , . . . , P , Q ,

renfermés dans les équations

,rn 4 - l.jnn-l -f-. . . -f- p,r -f- q = o f

(22)

( m + L" ' - 1 + . . . -f. p. r + Q = o ,

entre lesquelles on se propose d'éliminer la variable x,
demeurent arbitraires et indépendants les uns des autres?
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alors toute fonction entière de ces coefficients, propre à
représenter le premier membre de Véquation finale
produite par une méthode quelconque d élimination,
se réduit nécessairement à la f onction

o ( l , / , . . . , / ? , q\ i , L , . . . , P , Q ) ,

ou au produit de celle-ci par une autre f onction entière
des coefficients

/ , . . . , />, 7, L P, Q.

Démonstration. — En effet, supposons que l'élimi-
nation de a? entre les équations (22), étant effectuée par
une méthode quelconque, nous ait conduits à une équa-
tion finale de la forme

S = o,

S désignant une fonction entière des coefficients

/ , . . . , p, q, L , . . . , P, Q.

A l'aide des relations qui existent, d'une part, entre les
coefficients

/ , . . . , / ? , q
et les racines

a, 6, 7 , . . . ,

d'autre part, entre les coefficients

L , . . . , P, Q
et les racines

l y { A , V , . . . ,

on pourra transformer § en une fonction entière et symé-
trique des diverses racines de chacune des équations (22).
D'ailleurs l'équation

résultant de l'élimination de x, devra être vérifiée
toutes les fois qu'on établira entre ces racines une rela-



tion qui permettra de satisfaire par une même valeur
de a: à la première et à la seconde des équations (22),
par exemple, lorsqu'une des racines

a , 6 , 7 , . . .

deviendra égale à l'une des racines

1 , II, V , . . .

Donc la fonction entière des racines

a, f, 7, . . ., X, p, v ,

en laquelle pourra se transformer le premier membre S
de l'équation finale

§ = 0,

devra s'évanouir avec chacun des binômes

a — >., a — p, a — v, . . . , 6 — A, 6 — JX, 6 — v, . . . T

7 — À, 7 — p , 7 — v, .

et être algébriquement divisible par leur produit. Donc
cette fonction sera de la forme

(261

^l désignant une nouvelle fonction entière des racines

a, 6, 7, . . ., X, p, v, . , . ,

qui, comme la fonction 8 et comme le produit

( « - ! ) ( « - f ) ( * - v ) . . . ( 6 - l ) ( 6 - p ) ( 6 - , ) . . .

aura, ea vertu de la formule (26), la propriété de rester
invariable, tandis qu'on échangera entre elles, ou les
racines

*. P. V



ou les racines
> , f*, v ,

En d'autres termes, Si sera une nouvelle fonction entière
et symétrique des diverses racines de chacune des équa-
tions (22). Par conséquent, dans le second membre de
la formule (26), le facteur Si pourra être, aussi bien que
le produit de tous les binômes, transformé en une fonc-
tion entière des coefficients

/ , . . . , />, q, L , . . . , P, Q.

Or, comme, après cette double transformation, la for-
mule (26) donnera

( 2 7 ) S = ^ 0 ( 1 , / , . . . , / > , 7 , 1 , L , . . . , P , Q ) ,

il est clair que le premier membre S de l'équation finale
se réduira définitivement, si Ton a

à la fonction entière

u ( i , / , . . . , p , q ; I , L , . . . , P , Q ) ,

et, dans le cas contraire, au produit de cette fonction
par une fonction entière des coefficients

/ , . . . , / > , ? , L , . . . , P, Q.

Au reste, ledernier cas comprend le premier ; et, lorsque
le degré de la fonction entière représentée par Si. se ré-
duit à zéro, cette fonction se change en un facteur numé-
rique qui peut être l'unité même.

Corollaire. — La valeur la plus simple que Ton
puisse, dans la formule (27), attribuer à la fonction Si,
étant

l'équation (25) offre évidemment la forme la plus simple
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à laquelle on puisse réduire généralement le premier
membre de l'équation finale, en le supposant représenté
par une fonctioiventière des coefficients

/ , . . . , / > , ? , L , . . . , P, Q,

renfermés dans les équations (22).

THÉORÈME IV. — Lorsque les coefficients

a , £ , . . . , h , k, A , B , . . . , H , K ,

renfermés dans les équations

ax11 -f- bxn~% -f . . . -f- hx -f- k ~=. o,
(18)

entre lesquelles on se propose d éliminer la variable x,
demeurent arbitraires et indépendants les uns des
autres, alors toute fonction entière de ces coefficients9

propre à représenter le premier membre de Véquation
finale produite par une méthode quelconque d'élimi-
nation, se réduit nécessairement à la fonction

z n ( a , £ , . . . , /*, /•, A , B , . . . , H , K ) ,

ou au produit de celle-ci par une autre fonction entière
des coefficients

a, b, . . . , h, A-, A, B, . . . , H, K.

Démonstration. — En effet, supposons que l'élimi-
nation de x entre les équations (18), étant effectuée par
une méthode quelconque, nous ait conduits à une équa-
tion finale de la forme

désignant une fonction entière des coefficients

a, b /*,/-, A . B , . . . . H , K .



On réduira les équations (18) aux équations (22), en
posant

b—al,..., h — ap, k — aq, B = AL,..., H = AP, K —AQ;

et, à l'aide de ces dernières formules jointes aux rela-
tions qui existent d'une part entre les coefficients

/ , . . . , p, q
et les racines

a, 6, 7 , . . . ,

d'autre part entre les coefficients

L , . . . , P, Q
et les racines

\ , tl , V , . . . ,

on pourra transformer S en une fonction entière de
toutes les racines

a , S, 7 , . . . , X, a, v , . . . ,

et des deux coefficients

a, A.

Il y a plus : la valeur de S, que Ton obtiendra ainsi, de-
vant être une fonction symétrique des racines de chacune
des équations (22), on prouvera, par des raisonnements
semblables à ceux dont nous avons fait usage dans la
démonstration du théorème III, que cette valeur de $
peut être représentée par un produit de la forme

.5lor(i, / , . . . , p, g; 1, L , . . . , P, Q),

«îB. désignant une fonction entière, non plus seulement
des coefficients

/ , . . . , / ? , q, L, . . . , P, Q,

mais aussi des deux coefficients

*, A.
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Gomme on aura d'ailleurs identiquement

c j ( l , / , . . , p , q , I , L , . . . , P , Q )

o ' r t , / ; , . . , h , /•, A , B , . . . , H , K ^
_____ ,

la valeur transformée de S ne différera pas de celle que
donne la formule

(28) s ^ - i L s x ; * , / , , . . . , ƒ,, / ; A, B, . . , H, K).

Soit maintenant
SI

0 :
a"1 A"1

ce que deviendra la fraction

a"1 A"1

quand on y remplacera les quantités

/ , . . . , p, <7, . L , . . . , P, Q

par les rapports équivalents

b h k B H K

a a a A A A

0 ne pourra être qu'une fonction entière des coefficients

a, & , . . . , /1, A, A, B , . . . , H, K,

divisée ou non divisée par certaines puissances entières
et positives des questions a, A ; et, si l'on considère S
comme une fonction entière des mêmes coefficients

a, b,..., //, / , A, B, . . . , H, K,

la formule (28) donnera identiquement, c'est-à-dire,
quelles que soient les valeurs attribuées aux coefficients
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d o n t i l s ' ag i t ,

(29 ) s = 0 C T ( r t , b,..., h, k, A , B , . . . T H , K ) .

D ' a u t r e p a r t , l a f o n c t i o n

rs[a, b,..., //, *, A, B H, K),

qui, en vertu du théorème II, n'est algébriquement di-
visible ni par «, ni par A, ne pourra s'évanouir ni
avec a, ni avec A. Donc la fonction

0 ^ « ,

o (a, £ , . . . , /*, k, A, B , . . . , H, KJ

exprimée à l'aide des seuls coefficients

a, b h, k, A, B , . . . , H, K,
ne pourra devenir iniinie pour une valeur nulle de a ou
de A 5 donc cette fonction n'admettra point de diviseurs
représentés par des puissances entières et positives des
quantités a, A, et ne pourra être qu'une fonction entière
des coefficients

«, b h, /», A, B , . . . , H, K.

Si le degré de cette fonction entière se réduit à zéro, elle
se transformera en un facteur numérique qui pourra
être l'unité môme, et alors la valeur de S, fournie par
l'équation (29), se réduira au premier membre de la
formule (24).

Corollaire I. — La valeur la plus simple que l'on
puisse, dans la formule (29), attribuer à la fonction 0 ,
étant

0 = 1,

l'équation ( 94 ) offre évidemment la forme la plus simple
à laquelle on puisse réduire généralement le premier
membre de l'équation finale, on le supposant représenté
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par une fonction entière des coefficients

a, 6 , . . . , h, X, A, B , . . , H, K,

renfermés dans les équations (18).
Corollaire II. — La fonction

u(« , b,..., h, k, A, B , . . . , H, K)

étant, par rapport aux coefficients

a, h,..., h, *, A, B, . . . , H, K,

une fonction entière et homogène du degré m -h n, la
valeur de 8 fournie par l'équation (29), ou le premier
membre de l'équation finale produite par une méthode
quelconque d'élimination, sera d'un degré représenté
par un nombre ou égal ou supérieur à m-\- rc, suivant
que 0 sera ou un facteur numérique, ou une fonction
entière d'un degré supérieur à zéro. Dans le premier cas,
les deux fonctions

S et m [a, b,..., //, X, A, B , H, K)

se trouveront composées de termes correspondants et
proportionnels, le rapport entre deux termes corres-
pondants de la première et delà seconde étant précisé-
ment la valeur de 0 .

Corollaire III. — Si deux valeurs de S, fournies par
deux méthodes diverses d'élimination, et représentées
par deux fonctions entières des coefficients

a, b,,.., h, /,, A, B, . . . , H, K,

sont Tune et l'autre du degré m -f- zz, elles seront toutes
deux proportionnelles à la fonction

o [a, &,. . -, h, /-, A, B , . . . , H, K),

de laquelle on les déduira en multipliant celle-ci par
deux facteurs numériques. Donc aussi elles seront pro-
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portioiinelJes Tune à l'autre, Tune étant le produit de
l'autre par un troisième facteur numérique égal au rap-
port des deux premières. Par suite, ces deux valeurs de
S seront composées de termes correspondants et propor-
tionnels, et deviendront égales, au signe près, si deux
termes correspondants de Tune et de l'autre sont égaux
ou ne diffèrent quo par le signe.

Les démonstrations que nous avons données des théo-
rèmes III et IV reposent sur ce principe : que l'équation
finale, produite par l'élimination de x entre deux équa-
tions données, se vérifie toujours quand on établit, entre
les racines ou les coefficients de celles-ci, des relations
qui leur font acquérir des racines communes. Ce prin-
cipe, admis par Euler, ne saurait être contesté en aucune
manière, et s'étend au cas même où les équations don-
nées, cessant d'être algébriques, prendraient des formes
quelconques. En effet, dire que l'élimination de x entre
deux équations algébriques ou transcendantes

produit l'équation finale

dans laquelle S est indépendant de .r, c'est dire que les
deux premières équations, considérées comme pouvant
subsister simultanément, entraînent la troisième : c'est
donc, en d'autres termes, dire que la troisième équation
subsiste toutes les fois que les deux premières acquièrent
des racines communes.

Au reste, les méthodes d'élimination appliquées dans
les deux premiers paragraphes de ce Mémoire à des
équations algébriques fournissent, comme on devait s'y
attendre, des résultats conformes au principe que nous
venons de rappeler. En effet, suivant la première des
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méthodes exposées dans le § Ier, le premier membre S
de l'équation finale produite par l'élimination de x entre
deux équations algébriques

I [x 1 = O , r .r rrr o ,

se présentera immédiatement sous la forme

«f(.r)+,F(.r),

w, v désignant deux fonctions entières de la variable x
et des coefficients que renferment les équations données.
Donc ce premier membre, équivalent, quel que soit x, à
la somme

s'évanouira si les valeurs des coefficients permettent d'at-
tribuer à x une valeur qui fasse évanouir simultanément
t(x) et F(jtr). On arrivera encore aux mêmes conclu-
sions, si l'on adopte ou la seconde des méthodes expo-
sées dans le § Ier, ou la méthode abrégée de Bezout,
attendu que, dans l'une et dans l'autre hypothèse, les
diverses équations successivement déduites des équations
données, et par suite l'équation finale elle-même, seront
toujours de la forme

uUx) +cFfi) = o,\ i \ i 7

u, y représentant ou deux fonctions entières de x et des
coefficients renfermés dans f (x), F(.r), ou les quotients
qu'on obtient en divisant deux semblables fonctions par
une certaine puissance de la variable x.

Lorsque, pour éliminer x entre deux équations algé-
briques de la forme

axn -4- b.rn-x H- . . . -4- hx -f- £ := o,
A.r™ -f Bx"'-1 4- . . . 4-H.r H- R — o,

on emploie ou la méthode exposée dans ce paragraphe
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et fondée sur la considération des fonctions symétriques,
ou la première des méthodes rappelées dans le § Ier, ou,
en supposant m = n, la méthode abrégée de Bezout, le
premier membre S de l'équation finale, représenté par
une fonction entière des coefficients

a, £ , . . . , //, / , A, B, . . , H, K,

est toujours, par rapport à ces coefficients (voir les
pages 393, 399 et 437), du degré m H- n, par conséquent,
lorsque m devient égal à n, du degré in. Donc, en \ertu
du corollaire III du théorème IV, les trois valeurs de S,
fournies par les trois méthodes, seront proportionnelles
Tune à l'autre, l'une étant le produit de l'autre par un
facteur numérique. J'ajoute que ce facteur numérique
se réduira constamment à 4-1 ou à — 1. En effet, la va-
leur de S, que fournira la première des méthodes rap-
pelées dans le § Ier, renfermera une seule fois le terme

Or ce même terme se retrouve, avec le même signe,
dans le développement de l'expression

r m n 11 ^?~|w

qui, lorsqu'on a recours à la méthode fondée sur la con-
sidération des fonctions symétriques, représente Ja par-
tiede S dépendant des seuls coefficients

* «, A, A, K.

Enfin, lorsqu'on supposrra m = n, le même terme

amlin=a'lKr'

sera encore, au signe près (voir la page 399), l'un des
termes contenus dans la valeur de S que fournira la
méthode abrégée de Bezout. Donc les trois valeurs de S

Ann. de Mathêmat.% 2e série, t. XV. (Octobre i 876.) ? 9
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fournies par les trois méthodes seront, au signe près,
égales entre elles ; et l'assertion émise à la page 399 se
trouve complètement démontrée.

Remarquons encore que, dans le cas particulier où les
degrés m, n des équations données sont des nombres
premiers entre eux, et où Ton a par suite

la partie de S, qui dépend des seuls coefficients

a, A, Z-, K

dans l'équation finale réduite à sa forme la plus simple,
est représentée par le binôme

a-R»- knhm.

D'après ce qui a été dit dans ce paragraphe, pour éli-
miner x entre deux équations algébriques données, il
suffit de joindre Y équation (4) aux formules qui servent
à déduire des coefficients d'une équation algébrique les
sommes des puissances entières des racines, ou de ces
sommes les coefficients eux-mêmes. On peut d'ailleurs,
pour atteindre ce but, employer deux sortes de formules
qui déterminent les unes successivement, les autres d'un
seul coup et d'une manière explicite, chacune des in-
connues, c'est-à-dire chacune des sommes ou chacun des
coefficients cherchés. Les formules de la première espèce
sont celles qui ont été données par Newton, et dont la
démonstration la plus élémentaire se trouve dans la
Résolution des équations numériques de Lagrange
(page i33). Quant aux formules de la seconde espèce,
on pourrait les déduire des premières par une marche
analogue à celle qu'a suivie M. Libri dans un Mémoire
publié en 1829, qui en rappelle deux autres présentés
par le même auteur à l'Académie des Sciences en 1823



et i835. Mais alors ces formules, propres à déterminer
immédiatement chaque inconnue, ne se présenteraient
pas sous la forme la plus simple; et, pour diminuer au-
tant que possible le nombre de leurs termes, iJ convient
de les établir directement à l'aide de considérations ana-
logues à celles dont j'ai fait usage dans l'extrait lithogra-
phie d'un Mémoire présenté à l'Académie le 9 août 1824.
C'est au reste ce que j'expliquerai plus en détail dans un
autre article.


