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SUR L'ATTRACTION DES ELLIPSOÏDES HOMOGÈNES;

PAR M. G. ZOLOTAREFF,
Professeur à l'Université de Saint-Pétersbourg.

Legcndre, dans son Mémoire Sur V'attraction des el-
lipsoïdes homogènes^ a donné deux équations linéaires
entre les projections de l'attraction suivant la loi de la
nature qu'exerce l'ellipsoïde sur un point intérieur.

Les projections de cette attraction sur les axes de
l'ellipsoïde s'expriment, comme on sait, par des inté-
grales elliptiques de la première et de la seconde espèce.

Soient :
À, B, C ces projections 5
a, Z>, c les demi-axes de l'ellipsoïde;
ƒ, g, h les coordonnées du point attiré;
M la masse de l'ellipsoïde;
p sa densité.
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Cela posé, les deux relations mentionnées sont

B C

A r t 1 Kb> Ce' 3 A I ,,_, %

T + T+~ï = ~ ()tp)'
//2 :=r e* — rt2, M2 n r b"1 — fl2, /»2 = r I i COStf m : —>

rt2 ' C

F (/, (p) désignant une intégrale elliptique de la pre-
mière espèce.

Dans cette Noto, je fais connaître une troisième rela-
tion

2S désignant la surface de l'ellipsoïde dont les axes
sont

2 a2 _ 2 a2 2<72

?.a = — •» 2 3 = —— 9 2 7 = 9
rt 0 c

et a ayant une valeur arbitraire. On voit, d'après les
équations écrites ci-dessus, que l'intégrale de la seconde
espèce n'entre dans les projections A, B, C que sous la
forme de la surface de l'ellipsoïde.

I. Rappelons d'abord l'expression de la surface de
l'ellipsoïde.

Soient a', ,6f, / les angles que fait la normale au
point (.r, 7 , z) de l'ellipsoïde

.r2 r2 z2

- \ + 71 "+• - = ï
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avec les trois axes dei coordonnées rectangulaires. On a
les formules connues

cos a ' — — !» COS fi' = —
h2 .?2 z<

V <? "^ ~b" "*" c%

c

cos 7' = — 5lx1 y1 z1

V ̂  + V + ̂"
d'où il vient

04 cos^a' b* cos2p' c* cosJY

1
2 (3' -f- r2 cos2 7' 'a7 cos 2 a ' H- 62 cos2 (3' -f- r2 cos2 7

par conséquent le carré de la distance du point (x, j ,
h l'origine des coordonnées s'exprime comme il suit :

a'1 cos2a/ H- b* cos2^ -i- c% cos2"/'
/ —X -f-JK + Z — 2 2 ^ ^2 2p/ 2 2~> '

Désignons encore par X, p les expressions

62sin2a' c2sin2a
A =

s/a2 cos2a' -f- b2 s in2a ' ŷ rz-' cos 'a + r2 sin2a

Une partie connue de la surface de l'ellipsoïde s'exprime,
comme on sait, par une intégrale

Jo cos y' ~~ cosa' V Jo cos- J!
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Mais on voit aisément que

iro cos2 a' y/(tf2 cos2 a' + b2 sin2a')(«2 cos2a' -4-c2 s inV)

VV'2 cos2 a' H-/>2sinV)(tf2cos2a' -h r 'sin'a')

cosa'

ƒ•*' [^2-f- <?2 — «2)tf2 cos2a'-h<?2£2 sin2a'V/a' sin a'

Jo \/(a* cos2a' H- &- sin2a/)(«2cos2a/ -f- c2 sin'a')

Donc, en désignant par S ' la surface dont il s'agit, on
aura

cos a' y/\a2 cos2a' -I- Z>2 sin2a') (ö2 cos2 a' -f- c" sin^a')

sin2a/)(rt2cos'ar -f- cJ sin2ar)
—f- 7T/72

cos a

/V.' [(£'-!- c2 — «2)fl2 cos2a'-4-r2^2sin2a/]sin a! du!r* [(^2-+-c2 —
ih . 1 i/VcosV

Cela posé, je reprends l'expression

a* cos2 a' -f- bk cos' p' -f- cK cos2 7'

er cos2 y.' -h bi cos2p' -f- cl cos27

En faisant
cos p' = cos 9 sin a\

cos y' = sin 6 sin a',

je considère une intégrale double

/ r'sina'r/a'r/ö.

.) t/o

En ayant égard à ce que

, a2[a'1 — b2— c2) cos2a' — blc2 sin2a'
ri2 cos 'a ' H- b7 s in 'a ' cos20 -{- r2 s in 'a ' sin2O



on trouve

I I r2 sin a'<r/a' r/0 = 2jr (62 4 - c ')(i — cos a ')
Jo Jo

X y' [rt^f/ï7—h2 — c2) cos2a' — /;2c2 sin^a'l sin a!da!

V(<'/-cos2a/ -h ü2 s in i a / j (« 2 cos2a' -+- c2 sin2a')

D o n c

I ; 5 sin2 a'daf C
i/o

cosa ' ^ ( a 2 C 0 S v a / _|_ 62 sin2a'j(a2 cos2a' -+- 62sin2

y;(<72 cos2a' -+- b1 s in2a' ) {a2 cos2ax -f- cl sin2a')
2 cos a

cosa ' .

En faisant a ' = - i on aura

7T

2S •S.
S désignant la moitié de la surface de rellipsoïde.

Soient s et t les demi-axes de la section de l'ellipsoïde
par un plan passant par son centre et conjugué à la di-
rection de r. On a

r2 -h- s2 -f- t2z=: a- •+- b3 -h r2.

Il en résulte

(i) 2 S = I / (.ç24-/2)sin2a^aV/Ô.
t/O t/O

IL Les composantes de l'attraction suivant les axes
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de l'ellipsoïde sont

tip/b'c' ! I 1
Jo ./o û

TT TT

2

Jo J O

QdydQ

ü désignant une quant i té

frc* cos2 y -f- <22c2sin2<p cos20 -f- tfti1 sin3 y sin3O-

II suit de ces formules que

f -—I ) cos2© -f- ( f- •—) sinaa> cos2©

H- ( 1 ) sin2 © sin2 0
\a2 p' '

— cos1 © H- -—— sin2 «p cos2 0 - 1 — — sin2 cp sin2 0

a, |3, y désignant ici les quantités

<? ' 0 ' c

D'ailleurs, on sait que l'expression

——; OOS2!Ï3 H — 7 -- û\\2y vos'29 -h ~Y~~:2
 s ^ 2 ' f sin2S



s
2

représente la somme des carrés des demi-axes de la sec-
tion de l'ellipsoïde

.r2 r2 ^ z>
(2) â* p5 7 = I

par le plan, mené par le centre perpendiculairement au
rayon vecteur, déterminé par les deux angles <p et 0.

En désignant maintenant par S la surface de l'ellip-
soïde (2), ou aura, en vertu de la formule (1),

l + -jsin'cpcos'C

i + ^)s in>s in2€

7

— cos2* H sin2co cos'O H — sin2© sin2Ö

B
g

sin cp d'jd'i

C. Q. F . D.


