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T H É O R I E D E S I N D I C E S ;
PAR M. FAURE,

Chef d'escadron d'artilJeric.

[SUITE {*).]

Relations entre deux groupes de m droites.

33. Notations. — Etant pris dans l'espace deux
groupes de m points ab. . ,m\ a'b'. . .m'; joignons tous
ces points au centre o de Ja surface S par les droites
a, (3,. . . , fA, a7/S',. . . , jxf \ et posons

Iaa'

lia'

v ...
l

\

\,VJ

I I

oa' ob'

(*) Nouvelles Annales, 2e série, t. XV, p. -*5i. ->
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Étant pris deux groupes de m directions arbitraires
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Determinant ïïm.

34. Le determinant A'm (27) peut se mettre sous

forme

la

la -f- I
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Si l'on remarque ensuite que (H)

laa, -+- i = — oa. oa' \aar, 1ab' 4 - i = = oa. ob' Ia^, . . . ,

on trouvera, en posant

oa.ob. . . om z=: Pm , oa! ,ob'. . .om' = POT,

la relation

Des valeurs de A'm, on déduit ce théorème :

Si Von mène par le centre o de la surface S deux
groupes de m droites a(3. . .u, a1rj3''. . .p' aux deux
groupes de points ab.. . m; af bf. . .mf :

i° Le déterminant ïïm est nul pour m plus grand
que 4'

., i /sina sin 8 sinv sin<î\
7r2 \ oa ob oc oa ]

( sina' sin p' sin y' sin 5' \

"oa7" + ob' + " ô c r "̂  orf' J'

e/z désignant par sin en le sinus de V angle solide f orme
par les trois autres directions j3, y, î , par sinj3 /e 5iVii/5
<7e V angle solide formé par les directions a, y, J, . . . .

3° Si m ='5,

D e^ D' 5ont Zê  plans abc, a'bfcf] D0,D'0 les plans
diamétraux parallèles à ces plans.

4° Lorsque m= 2 ,

.sîn a'S'
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y et y' désignant ici les droites ah, a1 h' ; y<s,y9 ?

es dia-
mètres de la surface, parallèles à ces droites.

Démonstration. — Lorsque m est plus grand que 4?
A'm = o, donc aussi iïm. Lorsque ra= 4? on a

__Z&abcd.a'b'cd\

or le volume ahcd est la somme algébrique des quatre vo-
lumes ocbd, oacd, obad, oabc, et l'on a

6ocbd — oc.ob.odslna., 6oacdz= oa.oc.odsxn p,. . .,

et par suite

(\abcd sin a sin S sin y sin $
r=Z 1 -f- -f- ——— 5

iJ
4 ou ob oc od

i) i i Ga' b'r'd' . , ,

et 1 on a une valeur analogue pour ,— •, ce qui de-

montre la deuxième partie.
Nous avons ensuite

or,
o abc 'ï abc Ko,T)\ na .ob ocsinapy sin aj3y

On a de même
> a' b' (' sin a' fc'*/

ce qui démontre la troisième partie.
La dernière se prouve d'une manière analogue.
Dans la valeur de d\ nous avons supposé le point o à

l'intérieur des tétraèdres ahcd, a1 hf cf df \ si cette condi-
tion n'était pas remplie, il faudrait changer les signes de
quelques termes. On peut également la considérer
comme générale en attribuant des signes aux sinus des
angles solides.
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Déterminant am.

35. Lorsque la surface S est une sphère, les éléments

du déterminant àm ont pour valeur

cosax' cosaS'
R 2 ' » cos au.

de sorte que

Comme d'ailleurs les directions #p. . .u, a.' fi. . .p' qui
figurent dans le déterminant a,n peuvent être considérées
comme étant parallèles à des directions arbitraires de
l'espace, nous pouvons dire :

Si Von a dans Vespace deux groupes de m directions
arbitraires a(l. . .^, a'jS'. . . p.' :

i° Lorsque m est plus grand que 3,

2° Lorsque m=z 3,

a? z= sin a$y sin a' f>' y ' .

3° Lorsque m = 2,

a2 ~ sin aj3 sina'p' cos (ap,a' 6^.

Remarque. — Si les droites a, (3, y sont parallèles à
un même plan, az -= o.

Dé ter min ant am.

36. Lorsque la surface S est une sphère, on voit que

cOSaa' cosa3r . . . cos au.' —
' oa

cos^a' cospp' . . . cosP'j.' —

cospa cosu|5 COS pp. '

1

oa
f

7b'

11'/"- '
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Et, si tous les points a i . . . w, a'bf. . .m' sont situés sur
la sphère de rayon R,

Les valeurs de 0m conduisent à ce théorème :

Si Von a dans Vespace deux groupes de m directions
arbitraires a ,3 . . .jx, ct ' jS ' . . . u ' :

i° Lorsque m est plus grand que 4,

2° Lorsque m = 4,

= — [sin a-f-sin p-f siny-f-siiKÎjfsina'-l-sin p'

3° Lorsque m = 3,

a' — — sinaSv sin a' 6'7'
3 j * 1 / COS M. COSp.

|U, ju' indiquant les angles générateurs des cônes droits
qui contiennent les directions afiy, a''/3'y' transportées
parallèlement en un même point, cj Vangle formé par
les axes de ces cônes.

4° Lorsque m = 2,

a', rzj: — 4 sin — bin —— cos^ ,
2 '2

tp étant l'angle que forment les plans bissecteurs des
directions 01$, a'jS'.

Démonstration. — Les deux premières parties du
théorème sont évidentes d'après les valeurs de ïïm et cT4.

3° Les directions a, (3, y transportées au centre o de la
sphère parallèlement à elles-mêmes coupent cette sphère
aux points abc déterminant le plan D} de même les d i -
rections a ' jS ' / , transportées au centre o, détermineront
le plan a' b1 c' ou D'. Que Ton imagine les deux cônes
droitsqui passent par les droitesaj3y9 a'jS'y',et soient /a,^'
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les angles générateurs de ces cônes, (o,D) = R c o s p ,

(o, D') = R cos p'. Si <f est l'angle formé par les axes de

ces cônes, l'indice du système des plans diamétraux pa-

rallèles aux plans D, D' a pour valeur IDoD'0 = — - r ^ ;

ces valeurs, substituées dans l'expression de d\ don-
nent a'3.

4° Les directions a, (3, transportées parallèlement au
centre o, coupent la sphère aux points ab déterminant
la droite y ; de même les directions a', (3', transportées au
centre o, coupent la sphère aux points a1 h\ détermi-
nant la droite y\

«8 a'S'
(o, 7) — R cos-1-? (0, Y ' ) = R . C O S ;

d'autre part,
ros y «y' COS^

I =Iïü Tü ~ R7 = W '

ces valeurs, substituées dans l'expression de cî'2, don-
nent a\.

Déterminant j3fn.

37. Si l'on a dans Vespace deux groupes de m direc-
tions arbitraires a (3 . . . p , a ' p ' . . .^x':

i° Lorsque m est plus grand que 4,

p«= o.
20 Lorsque m = 4?

p4=. — T̂ - (sina -+- sinéS -I- siny + sin^)

( sin a' H- sin p' -f- sin 7' -h sin ̂ ; ).

3° Lorsque ni = Z* si Von désigne par p., [Â' les au g/es
générateurs des cônes droits qui passent par les direc-
tions cx.[óy, a1fc' y' transportées en un même point, et
par B Vangle sur lequel se coupent ces cônes,

j5;~z — - sinaSy sin a '6 'y ' tang y. tang y.' cosO.
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4° Lorsque rnz=z 2, si Von désigne par ^ Vangle que

forment entre eux les plans bissecteurs des directions
a/3, a'(3' transportées en un même point y

S2 =r sin -£ sin —- cos — cos <~^- cos ( aS, a' ft') — cos^ •r 2 2 L 2 2 v r r ; TJ

Par le centre o de la sphère S menons des parallèles
aux droites et désignons p a r a f e . . . m , a!bt.,.mf les
points où elles coupent la sphère. On a généralement

mm1 étant le carré de la distance mm1. Il suit de là que
le déterminant bm (3o) a pour valeur (4R2)m|3m, d'où

Si dans l'expression àc è4 on remplace les volumes
abcd, a' b'c' dé^par leurs valeurs

6 abcd=R*2 sin a, 6 «' iVr/ ' = R32 sina',

on trouvera |3S. Dans celle de &8, /7 représentant le pro-
duit des côtés du triangle abc, si r est le rayon du cercle
circonscrit à ce triangle,

p -z^z ^.r.abc;
mais

r—- 0, D) tangu. et labc (0, D) =

donc
/>> r = 2

et de même

Dans la valeur de Z>2? nous avons

ab —. R sm -? n y _ R cos -1- ;
2 v 2
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D est le plan a(3, enOn les plans diamétraux perpendicu-
laires aux cordes afe, a'b' font entre eux un angle ^ et
sont bissecteurs des angles a|35 a!|3'.

38. Dans l'expression de bz supposons les points abc
dans un plan diamétral D, les points a'b'c' abus un plan
diamétral D'

bz — 3Q.abc.afb'c'R2cosT)D'.

Désignant comme ci-dessus par a(3y les rayons o«, o&,
oc, par or'jS'/ les rayons on', ob\ oc'\ on a

K2

abc = — (sinap -h sinjfy -+-sin7a),
doue

bA -J=Z 8R6|
vsinat3 -+- sinjfy -4- sin7a)

X (sina'p'^-sinp'y'-h sinyV) cosDD'.

Revenant à la valeur de j33 = -/TTTS' OU a c e tn60rème :

Étant prises dans un plan D trois droites a(3y, dans
un plan D' trois droites a'(S'y', si Von forme le détermi-
nant j33, on a

p3 — - ( sin ap -f- sin j3y -+• sin 7a )

X (sina'p'-i- sinp'v' +sin7'a ' ) cosDD'.

Déterminant fp'm.

39. À cause de la relation cosa = 1 — 2sin j ö , o n
voit que

On obtient donc les valeurs de |Sr
m en divisant celles de

*'„ par (— a)"1*"1.
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Relations entre deux groupes de m plans.

40. Notations. — Etant pris deux groupes de m plans
A B C . . . M , A ' B ' C . . . M ' , posons

IAA' *AB'

IBA' IBB'

IM

(o, A)

(o, B)

( o , M )

O

les indices étant pris par rapport à la surface S, dont le
centre est au point o.

Deux plans R, S étant donnés, si P est le plan diamé-
tral qui passe par leur intersection, nous désignerons

2

sin RSpar DKS l 'expression -—— , I P , et nous poserons

DAA' DAB/ . . . DAM/

DAB' DBB/ . .

DM

I DAV

DMA'

(o,Af) {

Nous poserons encore

(°. A)
(o, B)

(o, M)

o

— ^AA' —2AB'
cos cos

2 2

— >BA' —2 BB'
cos cos

1 1

cos
2

— 2BM'
cos

2

— a MA' — 2 MB'
COS COb

— 2 MM'
cos
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(
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AB'
2

BB'
2

2
COS

2

cos

AM'

BM'
i

2

—^ MA' —2 MB' —2 MM'
cos cos • • • cos i

2 2 2

I I

Déterminant y'm.

41. Étant pris deux groupes de m plans AB...M;

i° Le déterminant y'n = o pour rn plus grand que 4.
20 Lorsque m = 45

, _ i (3V)3 (3V)*
V*~~"^ 2ABCD 2A'B'C'D / #

3° Lorsque m = 3,

d, d' étant les sommets des trièdres ABC, A'B'C', et cî, i'
les diamètres od, od!.

4° Lorsque m=z 2,

v'2 = — sinABsinA'B'(o, v)(o, v')INN/,

v, v' eïawf Ze5 intersections AB, A'B' ; N , N' Ze5 plans dia-

métraux qui passent par ces intersections.
Démonstration. — Considérons le déterminant

A B . . . M P
A' B' . . . M' P'

formé à l'aide des deux groupes dem + i plans AB...P,
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Si Ton suppose que les deux derniers P, P' coïncident
avec le plan de l'infini, en remarquant que dans cette
hypothèse ( i3)

( o , A ) ( o , P ' j [o,V)(o,V)

on trouveia la relation

~< A B ... M P

( o , P j ( ö , P r ) A' B' ... M' P'

A B ... M

A' B' ... M'

Les i°et 2° sont donc évidents d'après la valeur de

()
3° On a pour m = 3

A B C P

v o , P ) (o , P'# I A' B' C' P'

A B C

A' B; a

Or, d'après la valeur de y4 , en supposant P et P' a
distance finie,

A B C P

A' B' C' P'
= - ^ s i n A B C s i n A ' B ' d r / , P >'</', P' ;

d'ailleurs

A B C

A' B' C'

i .
== — sin ABC sin A' B' C' W ,

rf, t é tan t les sommets des trièdres ABC, A'B'C Lors
donc que les plans P, F seront à l'infini, on aura

7T7r» = — sin ABC sin A'B' C' ( i •+- W )

= sin ABC sin A' B' C' od. o

puisque (H
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4° On a, pour m = 2,

, __ TT< | A B P J A B
V 2 ~ ( o , P ) ( ^ > ) I A ' B ' P ' j " * A ' B ' j

Or, d'après la valeur de y3 , les plans P, P' étant à dis-
tance finie

A B P
A' B' P'

— — sinABsinA'B'sin(v, P) sin (/, P' ) W,

les points d, à' étant les sommets des trièdres ABP,
A'B'P'. Prenons un point c sur l'intersection AB, un
point c' sur l'intersection A'B':

[cy P) ~«*sin(v, P), (<:', Pr) — rVsinfv', P');

d'ailleurs

A B

A' B'
z= sinABsinA'B'Ivv/,

d'où résulte

v'2 ~
 s

(o,P)(o,P') cdc'd' VVJ

Si maintenant les plans P, P7 s'éloignent à l'infini en
se rappelant la relation I ^ / = — 1 — od.od1 IVflV0' , on aura

or, d'après (12). on a

Déterminant A,n.

42. «Si /'on considère deux groupes de m plans,
AB. . .M 5 A'B'. . .M', tangents à un e surface du second
deg/é S :

1 ° Le déterminant Am est nul lorsque m est plus grand
que. 4.
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ri° Lorsque m = 4?

i 6 ( 3 V ) 3 ( 3 V ) 5

* TT6 2ABCD 2A / l i 'C' i) '

3° Lorsque ni = 3 ,
Q

Aa = sin ABC sin A' B' C' W .

4° Lorsque m = iy

A, = — — sin AB sin A' B' I v / .
7T2

Ce théorème se déduit des valeurs de y m , en remar-
quant que, d'après la relation (20), on a 2 l A B = — DAB

lorsque les plans A et B touchent la surface S. De là ré-
sulte

Déterminant A'm.

43. Étant pris arbitrairement deux groupes de
m plans AB. . .M; A'B'. . .M ' :

i° Lorsque m est plus grand que 4, A'm = o.
2° Lorsque m = 4?

, _ 8 ( 3 V ) 3 f 3 V / x , s

A , — *

3° Lorsque m = 3,

4° Lorsque m = -2,

A'2 = 2sinAB sin A'B' ( o, v ) (o, v')Iccr.

A Taidede la relation générale (20)

2l\B IA , IB DAB

( ö, A ; v o, B , / ? , A * ^ «, B 2 ' o, A ) ( o, B ,



(353 )
on établira la relation

de la même manière que nous avons démontré la relation

Déterminant B,n

44. Lorsque la surface S est une sphèie de rayon R et
que de plus tous les plans touchent la sphère, on a

de sorte que

M-¥)*-•
De là, si l'on désigne par AB. . .M, A'B'. . .M' deux

groupes de m plans tangents à une sphère de raj on R
et de centre o :

i° Lorsque m est plus grand que 4̂  Bfn -=̂= o.
2° Lorsque m =• 4,

__ 1 ( 3V ' 3 V ' 1

4 ~ ~

3° Lorsque m = 3,

Z, rfr étant les sommets des tnedrcs ABC, A'B'C'.
4° Lorsque m = 2,

B — — 7 smABsinA'B' ^ — — - — cosw' ,

v, v' eia/ï« les inteisections AB, A'B'; NN' les plans dia-
métraux passant par ces droites.

4nn. de Mnthêm , 2e serie, t. XV (Août 1876.) ?-3
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Déterminant B'nt.

45. La substitution précédente faite dans le détermi-
nant A'm, dans lequel les distances (o, A), (o,B)... (o, A'),
(o, B'...) sont toutes égales à R, donne

J
De là, si l'on désigne par AB. . .M, A'B'. . .M' deux

groupes de m plans tangents à une sphère de rayon R
et de centre o :

i° Lorsque m est plus grand que 4, B'm = o.
a° Lorsque m - ^

4 R1 2ABCD 2A rB /C /D r '

3° Lorsque m ~- 3,

B'3 — — ^ sin ABC sinA'B'C' o^.oc?' cosdod'.

4° Lorsque m —- 2,

B'2 — sin AB sin A' B' ( o, v ) ( o, v' ) cosNlN'.

(^ suivre.)


