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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSÉES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 1070
(YOir ?.' s é r i e , t . X I I I , p . i 4 3 ) ,

PAR M. C. MOREAU,

Capitaine d'Artillerie, à Calais.

L'équation — =z y/i -+- au2 -+- bu* définit une fonc-

tion w, si Ton donne la condition u = o pour x = o.
C'est une f onction impaire de x, et, dans son déve-

loppement suivant les puissances de x, le coefficient de

— est de la forme
I . 2 . 3 . . . ( 2 / 2 - f - l ) J

a11 -+- \x an~2 b -h\2 an~' b2 4- X3 a
n~^ bz •+•

On a
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ib)"2 - 256 ' 64 ^ 8 V 32

Tous ces nombres Xl7 i 8 , Xs,. sont entiers. Démon-

trer les résultats précédents. (F. DIDON.)
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De l'équation donnée on tire — = au -h ibu*, et Ton

reconnaît facilement, par différentiations successives,
que les coefficients du développement

ont la forme annoncée, et que tous les nombres X4, A2,
3LS,... sont entiers. Pour chercher à déterminer ces
nombres, posons

u — uQ •+• uK b -f- u7 b* - h a 3 £
3 -4- . . . ;

l'équation —- = au -f- 2&u3 nous donnera

au0 -h — aut b

(cPu, \ , (d'u-, \ _

\dx2 ) \dx7 f

— ib [u0 -f- M, b -f- w2 Z>2 -f- . . . )3

= 2 a j /; -h 6«0
2 w, è 2 + 6 (w; «2 + tt0 aï ) è3 -f-.

et il en résulte les relations suivantes :

/ \ dUt»
( i) ST=«»

axl w

(4) ^~ = auz -f- 6 («; ii, + «, «î ).

On pourrait intégrer ces équations, et, connaissant les
différentes fonctions u0, Mi,..., la question serait réso-
lue 5 mais on peut procéder de la manière suivante, en
déterminant seulement, dans chacune de ces fonctions,
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le coefficient de ^—-, * que nous appellerons
i.2.3...(2/2-hi) n r r

dans tous les cas Pn.
i° L'équation (i) donne

donc
Pn —*Pn_,,

et, comme Po = i, il s'ensuit

P" rrr an.

2° On tire de même de l'équation (a) la relation

Or, à cause des équations

2o e t

on peut poser

et, en différentiant deux fois de suite, il vient

^"""(«î) , k r> ^du« -o 2dufl ; = (gAw,, -4- aBw.t) — -H-gaB^wî —
^x^«+i N ' dx d.v

donc
An = flAn_,4- 2B„«, et B „ "

De plus
cL(u\)__ 2du.
~~dx~~-óu°7iï

montre que
Ao = o et Bo = 3,
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L «**—• Jx=»
ou a

P„ = öP„_l + 2A„_1 avec P0 = o

Si nous appelons respectivement ç( r ) , ç ^ t ) , a>2(*)
les fonctions génératrices deP„, Artet B„, les relations pré-
cédentes donnent les équations

( i — at)y {t) — itrh {t)y

( i — at {)

(i~9«

(Foù Ton tire

9at) '

r - - - 1
fl2 | _ i — 9 ^ (i — at f i—at_\

et le coefficient de £n dans le développement de cette
fonction sera

3° L'équation (2) équivaut à la suivante :

dlti9dux du(id
2ifl ( du { du A . du.

cmi donne, par intégration directe,

du0 du( uK

on tire de là

fifao 4 fi?«o <^«i f dut

dx ° f/.r dx ° dx
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qui servira à la réduction des dérivées successives de la
fonction u\u^.

Ici Ton peut poser

*"-'(">.) _ A du. du, dn.

dx dx

et, en différentiant deux fois de suite, on trouve les re-
lations

A,, =ûA f l_, -4- 2B„_,, B„ 9

on a d'ailleurs

P„ = oPn-_t -4- 6An_t avec P0r=o;

et, en prenant la première dérivée de wjiij, on obtient
les valeurs initiales

A 0 = o , B0 = o, Co = — - , D o = ~ , E0 = 3.
a a

Si maintenant on désigne respectivement parçp(f),
cj- t(^),..., cp5(f ) les fonctions génératrices des quantités
Pn , An, Bn , . . . , Ert, on arrive aux équations suivantes :

(i — a/)<p(f)= 6tff.it),

(l — flf)?1(f)=

(1—
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et, en les résolvant, on trouve enfin

il
J _ 45 9_
2.56 64 3a

[ — i5at i — gat (i —§atf

9^)G l6 4

donc

f 5 . 45 Q , v 7QQ

9
-4- y- ri2

8256 + 64 8

V 32 16/ J

4° En appliquant la même méthode à l'équation (4) ,
on arrive à la formule •

_ 5î84/6f847 — 15533/7* -f- 4 4 8 4 5 ^ —
? ( t] ~ (1 — «04 ('

ou, en décomposant en fractions simples,

F 7 125 i5

/ \ B I J ^ 'V^V^ X Vf -T4i_j_ v

909 27 36291

5i2 64 "4Ô96"
— 9 « * / "^ (i— 9aty> "*~ i—at

2175 927

128 "

— atf (i — atf (1 —

3.

22 1
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et Ton tire de là

L 4096
^

IO24

\12Ö I

( 3 •£ h 65 -= h -a-r n •
\ 5i2 5i2 64 / J

Question 1152
(voir 2* série, t. XIII, p. 400),

PAR M. MORET-BLANC.

Deux surfaces gauches Si et S2 ont une génératrice
commune A. Déterminer Leurs points de contact sur A.

St restant fixe, on donne à S2 un double mouvement
de translation parallèlement à A et de rotation autour
de cette droite : quelle sera la position des points de
contact au bout d'un temps donné t?

(ED. DEWULF.)

I ° Je prends» la droite A pour axe des z, les coordon-
nées étant rectangulaires.

Les équations des plans tangents aux surfaces St et S2

en un point de la droite A seront

r = a x,

a e t a t étant des fonctions déterminées de l'ordonnée z
du point du contact.

Soient

Pour les points de contact des deux surfaces situées sur
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A, on aura

équation qui fera connaître ces points.
2° Je suppose, pour fixer les idées, que les deux mou-

vements de translation et de rotation imprimés à la sur-
face S2 soient des mouvements uniformes dont les vitesses
sont v et w.

Soient z l'ordonnée d'un point de contact des surfaces
au bout du temps t. Ce point, considéré comme appar-
tenant à S2, avait, à l'origine du mouvement, pour or-
donnée z — vt, et la trace du plan tangent en ce point
sur le plan xy faisait avec la trace du plan tangent com-
mun au bout du temps t l'angle o)£. On a donc

o(z) — û(z — Pt)
tang ut = - - - - - ,—TT7 -x •

Telle est l'équation qui fera connaître les ordonnées
des points de contact au bout du temps t.

Si les mouvements n'étaient pas uniformes, il faudrait,
dans l'équation précédente, remplacer vt et &>£ par les
expressions de la translation et de la rotation en fonction
du temps.

Question 1153
(voir ?• serie, t. XIII, p. 448),

PAR M. MORET-BLANC.

Un point pesant est placé au pôle d *une spirale loga-
rithmique sans masse ayant avec une droite horizontale
assez d'adhérence pour y rouler sans glissement sous
Vaction du poids de son pôle. On demande d'étudier:
la loi du mouvement de la spirale en le décomposant
en translation avec le pôle et rotation autour de ce pôle;
Venveloppe des diverses spires de la spirale, de sa dé-
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veloppée, de la développée de cette développée et géné-
ralement de la développée d'ordre n ; la loi de succes-
sion avec le temps de leurs points de contact avec leurs
enveloppes y le lieu des centres de courbure de chacune
d'elles correspondant à tout instant sur ces développées
successives au point d'appui de la spirale roulante et
leur loi de succession avec le temps,

(HÀTON DE LA GOUPILLIÈKE.)

Soient O la position initiale du pôle, M le point ini-
tial de contact, MH l'horizontale sur laquelle roule la
spirale, OH perpendiculaire à OM et rencontrant l'hori-
zontale au point H, p l'angle de la spirale, dont l'équa-
tion polaire est

r — a^\

OH étant l'axe polaire.
Mouvement de translation. —La normale à la tra-

jectoire du pôle passant constamment par le point de
contact et faisant avec l'horizontale un angle constant p,
cette trajectoire est une droite perpendiculaire à OM:
c'est OH. Le mouvement du pôle est donc celui d'un
point pesant sur un plan incliné : c'est un mouvement
uniformément accéléré, dont l'accélération est g cosp,
la vitesse est v = gt cos jx, et le chemin parcouru est

Mouvement de rotation autour du pôle. — Soi ent M'
le point de la spirale qui, au bout du temps t, sera le
point de contact de la spirale avec MH, r et 0 ses coor-
données, r0 et #o celles du point M. Au bout du temps f,
la spirale aura tourné de l'angle o> = MOM' = 90 — 9 ;
mais on a

d'où Ton tire



Mais, O' étant la position du pôle au bout du temps t,

r m O' M' = r0 — 00' cot JX rrr r0 — m x ;

donc

La vitesse de rotation au bout du temps t est

d(t> gt cos jx

*fc r0 — | wgtf2 cos p

et l'accélération de rotation

d? ~~ ( r0 — ± mgt1 cos p)2

Enveloppes des spires de la spirale, de sa dèvelop-
pée,etc. — On sait que, lorsqu'une courbe roule sur une
autre, la normale commune à l'enveloppe et à l'envelop-
pée passe par le point de contact correspondant de la
courbe roulante et de la courbe fixe.

Je rappellerai, en outre, cette propriété de la spïraîe
logarithmique : si OM et ON sont deux rayons de la spi-
rale, et que, sur un troisième rayon OM' comme hotaôr
logae de OM, on construise le triangle OM'Ny sembUMé
au triangle OMN, le point N' appartiendra I

Cela posé, sur OM je construis un
de l'angle 900-+-/*; il appartient à la circonférence dé-
crite sur le diamètre MH et rencontre Ja spirale en des
points N, P, Q,.... Les tangentes en ces points faisant
l'angle (Â avec les rayons vecteurs sont perpendiculaires
aux droites MN, MP, MQ,..., et passent par consé-
quent par le point fixe H. Les points M, N, P, Q,...
sont donc les points de contact des spires avec leurs
enveloppes, et ces enveloppes sont des lignes droites
passant par le point H.
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Le point de contact étant en M', on obtiendra de même

lesystème de points M', N', P', Q'j.-.-.O7, liomothétique
au sytème M, N, P, Q,..., O, par rapport au centre H; donc
les mouvements des points de contact des spires avec
leurs enveloppes sont, comme celui du point O, des
mouvements uniformément accélérés, et leurs accéléra-
tions sont entre elles comme les distances simultanées
de ces points au point H, ou comme les sécantes des
angles que leurs trajectoires font avec OH.

On sait que la développée d'une spirale logarithmique
est une spirale qui vient coïncider avec la premiereen la

faisant tourner autour du pôle d'un ançle a = '•—•>

dans le sens négatif.
Cela posé, du point O comme centre avec le rayon OM,

décrivons une circonférence, et menons les rayons OMj,

OM2, OMJJ,. . . , faisant avec OM les angles a, 2 a, 3# ,—

Sur l'un quelconque de ces rayons OMn, décrivons un seg-

ment capable de l'angle —\- p, qui coupe la spirale aux

points wn, pn, qnJ.... Si l'on fait tourner ce système autour
de O, de Tangle/za, de manière à ramener OMrt sur OM,
les points rcn, /?n, qn,... viendront se placer en Nn, Pn,
Q n v . . sur la circonférence de diamètre MH, et devien-
dront les points de contact de la nlème développée avec
son enveloppe j les trajectoires de ces points seront des
lignes droites passant par H. Les systèmes de points M,
NB, Pn, QBV.., O et M', rCP'„ ,Q'„- . . ,O ' correspondant
à deux positions M, M' du point de contact seront en-
core homo thé tiques par rapport au point H, et, par suite,
ces points décriront leurs trajectoires d'un mouvement
uniformément accéléré et arriveront en même temps au
point H.

Lieu des centres de courbure* — Le centre de cour-



bure de la spirale relatif au point M est en C à la ren-
contre de la normale en M avec HO prolongée : celui de
la développée relatif au point C s'obtient en construisant
le triangle OCCj semblable à OMC ; le centre de cour-
bure correspondant de la seconde développée, en con-
struisant OCjCa semblable à OMC, et ainsi de suite.

Les points C, Ct, C2,... sont donc situés sur une spi-
rale logarithmique égale à la première, de même pôle, les
rayons égaux des deux spirales faisant l'angle a. Au bout
du temps £, le système M, C, Ct, C2,...,O sera remplacé
par le système M', C', C,, C',,..., O'homothétique au
premier par rapport au centre H*, il en résulte que les
centres de courbure considérés décrivent d'un mouve-
ment uniformément accéléré des trajectoires rectilignes
aboutissant au point H, en restant à chaque instant sur
une spirale logarithmique dont le mouvement est sem-
blable à celui de la première.

On a vu que les points de contact des spires de la spi-
rale, de sa développée, de la développée de cette déve-
loppée, et, en général, de la développée d'ordre n avec
leurs enveloppes sont, à chaque instant, sur une circon-
férence ayant pour diamètre la droite qui joint le point
de contact de la spirale roulante avec MH au point H.

Question 1158
( voir 2e série, t. XIV, p. 95 ) i

PAR M. MORET-BLANC.

Étant donnée une masse quelconque dont chaque mo-
lécule attire suivant une loi qu'on suppose être repré-
sentée par une simple fonction de la distance au point
attiré, on peut se proposer de trouver toutes les surfaces
jouissant de cette propriété que les droites suivant les-
quelles sont dirigées les attractions de la masse sur tous
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les points matériels de Vune quelconque d'entre elles
soient normales à une même surface. Démontrer que,
pour chacune des surfaces cherchées, il existe une rela-
tion constante f '(R,V) = o entre le potentiel de la
masse relatif à chaque point de cette surface et la gran-
deur R de l'attraction de la masse sur ce point. Si la
relation ne contient pas R, elle donne des surfaces de
niveau ; si elle ne contient pas V, elle donne ce qu'on
peut appeler des surfaces d'égale attraction.

(F- DIDON.)

Soient S une surface remplissant la condition de
l'énoncé; Si l'une des surfaces auxquelles les directions
de l'attraction sur chaque point de S sont normales-,
M (x, J-J z) un point quelconque de S; Mi (x1^jiy z4)
le point où la direction de l'attraction sur M rencontre
Si ; MMt = /, valeur positive ou négative suivant que M,
est la direction de l'attraction ou sur son prolongement :

dV dV dV

A = —5 x = —-<> L = — les composantes de R paral-

lèles à trois axes de coordonnées rectangulaires.
Les cosinus des angles de la direction de R avec les

X Y Z
axes sont —, — > -? ceux de la tangente en M^ à une

fcl ï\ jx
i / c dx{ drx dzt _. , . .

courbe tracée sur bj sont — ? -f-, — • Pour que la di-
ds{ ds{ dsx

 J

rection de R soit normale à Sl9 il faut que l'on ait

Xrfx, -4- Ydfx -hZdzi — o.
Or

X
.r, = x -4- — /,
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d'où

X X
dx, '== dx -f- - - dl -+- ld —,

H «.

__ Y dl / <* -
R R
z ,z

Ajoutant ces équations multipliées respectivement par

— , —, —, et ayant égard à la relation
R R R

d'où
X X Y Y Z Z __

il vient
X Y Z

° ~ R dX "̂  R"^r + R dZ + rf/'
d'où

<// — —
R

La condition nécessaire et suffisante pour que dl soit
une différentielle exacte est qu'il existe entre R et V une
relation

on vertu de laquelle R sera une fonction de V, R ~ o{ V ),
et l'on aura

L'équation
/ (R ,V)=o ,

où R et V sont des fonctions de x, y, z, définit une sur-
iace S, lieu des points M, telle que les directions des
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attractions de la masse attirante sur chaque point de
cette surface seront normales à une même surfaceSi. Pour
chaque surface S, il existe une infinité de surfaces Si, se
déduisant toutes de Tune d'elles, en portant sur les nor-
males, à partir de la surface, une longueur constante.

Si ƒ (R, V) ne contient pas R, on en tire, pour V, des
valeurs constantes; dY = X & - f Ydjr-t-Zdz = o, et R
est normale à S, qui est une surface de niveau l = const.

Si ƒ (R,V) ne contient pas V, on en tire pour R des
valeurs constantes. Les surfaces S sont des surfaces d'é-
gale attraction. On a alors

, = c-J.

Question 1175
(voir ?' série, t. XIV, p ?88);

PAR M. MORET-BLANC.

Résoudre en nombres entiers et positifs l'équation
xr z=z yx -+- i .

Cette équation est évidemment satisfaite par j ~ o ,
quel que soit x.

Pour obtenir des solutions en nombres finis, re-
marquons d'abord que x et y doivent être peu différents
l'un de l'autre, et que leur différence doit être un
nombre impair.

i° Supposons d'abord x^>j , et soit x =y -\~ n.
On devra avoir

ou, en divisant par 7'-%

( n\r 1

V Y) r'
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Or ( i -4- - ) est <^ en <^ 3" ; donc il ne peut surpasser 3".

Si l'on fait y = i, on a

n = i , x — 2.

Pour r = 2,

• - ) — 2» = - •

/ 22

Cette équation est satisfaite par / i = i , d'où a: = 3.
Pour n = 3, le premier membre devient négatif, et a
fortiori pour n > 3.

On a ainsi les deux solutions

= 2 , ar =

et il n'y en a pas d'autres avec
2° Soit y^>X] posons y = x -f- w,

et, en divisant par xx",

— ( i - i —

x, d'après la discussion précédente, ne saurait être in-
férieur à 3; or, pour x = 3, le premier membre de-

vient3"—l1"^^) ' valeur qui, pour n = i, surpasse

déjà le second membre, et a fortiori pour n^> i, car le
terme positif croît avec n plus rapidement que le terme
négatif. D'ailleurs, pourx^>3,

tandis que — est <[ i.

Il n'y a donc pas de solution pour y^> n, et les seules
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solutions en nombres entiers positifs sont

y z= o, x arbitraire,
y=l9 xr=2,

yz= 2, 1 = 3.

Question 1180
(TOir a' série, t. XIV, p. 240);

PAR M. MORET-BLANC.

Une pile de boulets à base carrée ne contient un
nombre de boulets égal au carré d'un nombre entier
que lorsqiîelle en contient 24 sur le côté de la base»

(É. LUCAS.)

Il faut que l'on ait

ou

Les trois facteurs w, n - l - i , 2 n + i étant premiers
entre eux, il faut que celui qui est pair soit le sextuple
d'un carré, les deux autres étant des carrés impairs, ou
bien que le nombre pair soit le double d'un carré, les
deux nombres impairs étant l'un un carré, l'autre le triple
d'un carré.

i° Soit n pair: il faut aussi qu'il soit divisible par 3,
sans quoi l'un des deux autres facteurs serait de la forme
3À:-f- 2, incompatible avec celle d'un carré ou d'un
triple carré. On aura donc

ou

Les solutions entières de ces deux équations s'obtien-



nent, comme on sait, en développant \J6 et ̂ 7a en frac-
tions continues et prenant les termes des réduites cor-
respondant aux quotients complets dont le dénominateur
est égal à i. Ce sont, dans les deux cas, les réduites de
rang impair : on obtient ainsi les séries de valeurs

/? — Ï , 5, 49' 485* 48oi> ^5^5,...,
q— o , 2 , 2 o , 198 , i 9 6 0 , 1 9 4 0 2 , . . . ,

r=:l> 7» 97» l 3 5 i , 1 8 2 1 7 , . . . ,

7 — 0 , 2 , 2 8 , 3 9 0 , 7 4 3 2 ,

q devant avoir la même valeur dans les deux équations,
et ne pouvant être zéro, on n'a pas d'autre solution com-
mune que

<7=r2, p=5, r = 7 ,
d'où

72 = 24 e t w2=4-25-49 = 49°°-

20 Soit rc impair : n -+• 1 sera pair et de forme 3 A-f- 2,
sans quoi l'un des nombres zz, a/i-f-i serait de cette
forme, incompatible avec celle d'un carré ou d'un triple
carré ; on aura alors

n = p2
7 /2-4-1 — 2<72, 2/2-4-1 = 3 / ° ,

d'où
/?2 — 2 7 ' = — 1,

/ / 2 ~ 6 r ' = - 2 ,

en posant 2/? = p'.
Les solutions de ces équations sont données par les ré-

duites de rang pair dans le développement de \fi et \Jô
en fractions continues. On obtient ainsi les séries de
valeurs

P = i9 7, 41* 239> l393> 8119 , . . . ,
q=i, 5, 29, 169, 985, 5 7 4 1 , . . . ,
p'—ip—?.) 22, 2i8, ii58, 12362,
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d'où

ƒ> = ! , I I , IO9, 5 7 9 , 6 l 8 l , . . . ,

r r r l , 9 , 8 9 , 8 8 l , 8 7 2 ! , . . . .

La seule valeur commune de p est p = 1 :

/? — 1, q — 1 , r = 1 , d'où n — 1

Donc, en écartant le cas d'un seul boulet, le nombre des
boulets de la pile ne sera un carré que lorsqu'elle en aura
24 sur le côté de la base.


