
NOUVELLES ANNALES DE MATHÉMATIQUES

FAURE
Théorie des indices
Nouvelles annales de mathématiques 2e série, tome 15
(1876), p. 292-317
<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1876_2_15__292_1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1876, tous droits
réservés.

L’accès aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique l’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=NAM_1876_2_15__292_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


T H É O R I E D E S I N D I C E S ;
PAR M. FAURE,

Chef d'escadron d'artillerie.

f SUITE (*) . ]

10. THÉORÈME.—On donne, dans un plan P, m droites
a|3...ju. et, dans un second plan P', m droites a'/S'...^'.
Si Von forme le déterminant Sm avec ces deux systèmes
de m droites :

i° Lorsque m est plus grand que 3, âm= o.
2° Lorsque m •=. 3, si Von désigne par R, R' les

rayons des cercles circonscrits aux triangles a|3y, a'(3'/
et par S, S'les aires de ces triangles,

s - ss' r

(*) Nouvelles Annalesf 2e série t. XV, p. 251.



(
3° Lorsque m = 2, si Von désigne par d, d' les

points d'intersection des droites a{3, a (3',

Démonstration, — Par les droites du plan P menons
des plans A, B,..., M \ par les droites du plan P' menons
des plans A', B',..., M'. A l'aide de ces deux couples
de m plans et des plans P, P', formons le détermi-
nant vm+i :

Multiplions par IPP. tous les termes des m premières
lignes de ce déterminant, retranchons ensuite des 1,
2,..., mibmes lignes du nouveau déterminant les produits
des éléments correspondants de la dernière par IAP»,
I B F V 5 W'« Les termes de la première ligne sont

IAAIP ,— sinPAsinP'A'I*
7T2

IAB' Ipp' — Ire' IAP' = Ï sin P A sin P' B'

M'IPP — IPM'IAP'= ^

P' Ipp' — Ipp' IAP' := o,

et l'on a des résultats analogues pour les autres lignes.
Tous les termes de la dernière colonne étant nuls_,sauf

le terme IPF , nous avons

en posant

Uzr:sinPAsinPB...sinPM, U ' ~ sinP'A'sinP'B'...sinP'iM\
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d'où nous déduisons

S — TT2 m " .

'"- j ""uu7

i° Pour m ^> 3,

V B H _ , = o ;

2° Pour m = 3,

U=sinPAsinPBsinPC, U'^sinP'A'sinP'B'sinP'C7.

Or
. ^ - (3V)«

7rb 2 ABCP 2A / B / C'P'

en désignant par V, V les volumes de tétraèdres dont
les faces sonl formées par les plans ABCP, A'B'C'P', et
par ces mêmes lettres les aires de ces faces. On voit ai-
sément que

(3Vl3 S
~ -- sinPAsinPB sinPC,2ABCP R

S'

F = sinP'A'sinP'B'sinP'C'
R et R' étant les rayons des cercles circonscrits aux
triangles a/3y, a'jS'y', et S, S'les aires de ces triangles. On
obtient donc la relation 2°.

3° Lorsque m = 2,

§i=niY^l, U = sinPAsinPB, U'= sinP'A'sinP'B'.

Or

v,— —sinPABsinP'A'B'W,

d, df étant les points d'insersection des plans PAB,



P'A'B', ou des droites a|5, a'(3/-, d'autre part,

sinPAB = sinPAsinPBsinap,

sin P' À' B' — sin P' A' sin P' B' sin a' p',

d'où résulte la relation 3°.

Remarque. — Si ni et n sont les pôles des plans M, N,
on a

ima = — <K' 7 . — — r ;

d'où il suit que si l'on a entre les indices des points «,
b, c,. . . , m, n une relation de la forme

c'est-à-dire telle que ces points entrent le même nombre
de fois dans les deux produits, on aura, entre les plans
polaires A, B, C,. . . , M, N de ces points, la relation

IAB IBC • • • IMN — IAMINC • • • *BB«

Cette remarque donnera une solution intuitive de plu-
sieurs de nos relations.

41. Si dans la relation A 2 = ab.alb'V^oiy. suppose que
les points è, b' coïncident avec le centre o de la surface S,
puisque Iab,z=zlba,— \w = — i , on trouve

Lorsque l'un des points a ou a' est à l'infini sur y ou y',

JLV/ — •
1 ' oa.oa

12. Si dans la relation 58=sina/3sîna/jS/Ip^ID1), on
suppose que les droites (3, JS' passent par le centre o,

(o, a ) — op sin a(5, i o, x') — up' sina' p\



d'où

I«a' "—p-r= o, a (o, a — £ _ . — .

Lorsque les points p , p ' s'éloignent à l'infini sur les

droites a, a', les droites (3, (3' deviennent les diamètres a0,

a'o respectivement parallèles aux droites a, a', et Ton a

d'où résulte :
Deux droites a, a' étant données, si a0, a'o

diamètres de la surface S parallèles à ces droites, D
D' Ze5 plans diamétraux menés par a ef a',

II suit de là que, si les droiles a, a' s'éloignent à l'infini
dans les plans D, D',

13 . Si , dans la relation rr^ — sin*AJB s i n A ' B ' I ^ ,

on suppose que les plans B, B' passent par le centre o de

la surface S,

(o, A) = (o, v) sinÀB, (o, A') — (o, v') sinA'B',

de sorte que

r IAB' ÏBA' ( o, A ) ( o , A ' ) Ivvf

Lorsque les droites v, v' s'éloignent à l'infini dans les

plans A, A', les plans B, B' deviennent les plans diamé-

traux Ao , A'o parallèles aux plans A, A', et l'on a

IAB, = lhK, = IBB; = IAoA/,



Par conséquent :
Deux plans A, A' étant donnés, si Von désigne par

Ao, A'o les plans diamétraux parallèles à ces plans >

T - I , ! ( ° . A ) ( o , A ' )
I 1 i l I 1 4 / —f — — 1 «

Si, dans cette relation, l'un des plans A, A' s'éloigne
à l'inGni,

14. Si l'on développe le déterminant A5 formé à l'aide
des points abcde, a'b1 c' d' ef, par rapport aux éléments
de sa dernière colonne, on trouve, après avoir ôté le fac-
teur a'b'c'd',

nhcd\eei = bcdelaei -f- cdael^* -f- dabe\cc

avec la condition

abcdz=z bcdc -J- ccfotf -f- dabc

à laquelle se réduit la relation précédente lorsque le
point e' coïncide avec le centre de la surface S. Si l'on
remplace les volumes par leurs valeurs, en désignant par
A, B, C, D les faces du tétraèdre abcd, on aura ce théo-
rème :

Étant donnés un tétraèdre abcdet la surface S, Vin-
dice du système des points e, e! est donné par la relation

(c, A ) T k B ) T (<?, C ) T (<?, D ) T
1 ] lce ~ £ T Ï ) [&, B ) l 6 e (c, c ) l c e + (5TD) ^ B

Le déterminant v5 conduit, de même, au suivant :

Étant donnés un tétraèdre abcd et la surface S,
Vindice du système des plans E, E' est donné par la



relation

( 2] IEE' = ÏTÏ) w + (*; B) lBE ' + (5Tc)IcE'+ (5T5)w '

15. A l'aide d'un second tétraèdre a'b1c'd1\ on trou-
verait de même

Remplaçons dans cette relation le point e successive-
ment par a, fe, c, d, et substituons dans la relation (i)
les valeurs que nous obtenons pour l(lP^ 1^, Ic^, lder, nous
avons ce théorème :

Étant donnés deux tétraèdres abcd, a'b1c'd' et la
surface S, Vindice du système des points e, e' par rap-
port à cette surface est exprimé par la relation

^ (<?, A ) l e ' , A ' ) . ,
I-'=2(7A)(i>TÂiI-r (l

et, comme cas particuliers :
Étant donnés deux triangles abc, a'b1 c1 ou «jSy,

a'P'y' et la surface S, si Von prend un point e dans le
plan abc, un point e' dans le plan a'' b' c1\

Étant donnés deux segments ab, a! b1 et la surface S,
si Von prend sur le premier un point e, sur le second
un point e',

I"'=2â^1"' (4 termes).

16. Si dans cette relation les points e, e' sont à Tin-
fini et que e, s' désignent les diamètres de S, parallèles
aux droites a/>, a' b\ on obtient, après avoir divisé par oe,



oe' les deux membres de l'égalité, et en ayant égard à la
relation n° 11,

— ab. a' b'\vJ = \aa> -f- \w — hb' — W-

D'où résulte, lorsque les points a', b' coïncident avec
a et b : ^

Deux points a et b étant pris dans Vespace, si Von
désigne par e le diamètre de la surface S parallèle à
ab,

Si e0 est le demi-diamètre parallèle à ab, on sait d'ail-

leurs que I£ = -•

17. Nous avons la relation

he> lef'

If* lfr

e, ƒ étant deux points de la droite s -, e', f deux points
de la droite ef. Remplaçons Ieef par la valeur (i), \eft
lp, \fft par les valeurs analogues,

V = y* f A\ V ' ' *P — Zu i ~K \ *ae'>

On obtient d'abord

ef.e'f'lMsf=
y£ (e,A) (e,

(/.A) (/

I«e'

è , B ) '

or, on voit aisément que

{e, A) (e, B)
= <ƒ | c, v | sinAB,

! e> v | désignant le produit de la plus courte distance d<
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la droite e à l'intersection v des plans A, B, multipliée
par sin ev \ d'ailleurs le second déterminant a pour va-
leur ab. e f ' I^, donc

I e, v I ab sin AB

: ab | 7, v | sinAB,

liais on a aussi

( . , A ) ( * , B ) = ' • ' ( f l ' B )

et, par conséquent, étant donné le tétraèdre abcd, Vin-
dice du système des droites se' est donné par la relation

(3) I * = 2|TTU'' (6 termes).

A l'aide du tétraèdre a'b'c'd', on aurait

Si dans cette expression on remplace e successivement
par toutes les arêtes a, (3, y,... du tétraèdre tfècd et que
Ton remplace dans la relation (3) Iae/, 1^, 1^/,. . . par
les valeurs ainsi obtenues, on voit que :

18. Étant donnés deux tétraèdres ahcd, afhfcfdf

et la surface S, Vindice du système des droites e, e
est donné par la relation

MMV (36 termes).
v | | 7 v I

De ces deux relations nous déduisons ces cas parti-
culiers :

Siy par le sommet du trièdre X̂ y ou ABC, on mène
une droite e, on a, t'étant une droite arbitraire,

\j — > -r-)- lkJ — > . , r h,j 3 termes .
«-—' sin À, A ; ^M(sin>p
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Deux trièdres Auv, X'̂  V étant donnés, si, par leurs

sommets, on mène les droites e, e ',

ç̂> sine A si ne' A' \
^•rfsinXAsinXA

. . . . (o termes),
^ri sinsjxvsine jx'v l ^ ;

^ . v , , hv
Si, par le sommet de Vangle fyx et dans son plan, on

mène une droite e, on a, s' étant une droite arbi-
traire,

(a terme.).

Étant donnés deux angles AUX, X'^', si Von mène par
leurs sommets et dans leurs plans les droites z, e',

' l M ' ( 4 t e r r a e s ) -

Si, dans le plan du triangle abc, on mène une
droites, on a, ef étant une droite quelconque,

Étant donnés deux triangles abc, a'b'c', si, dans les
plans de ces triangles, on mène les droites e, zf,

19. A l'aide de la relation (2), on établira de la même
manière ce théorème :

Étant donnés deux tétraèdres abcd, a'b'c'd' et la
surface S, Vindice du système des plans E, E' est donné
par la relation

( " , E ) ( « ' , E ' ) T . a t .

U A H ^ A ' ) 1 ^ l* te"»);
et, comme cas particuliers :



Étant donnés deux angles trièdres ABC, A'B'C' ou
fyzv, )/pV et la surface S, si Von mène par le sommet
du premier un plan E, par le sommet du second un
plan E',

' vsin(*,E)sin(V,E') \ .
EE' ̂ ^L TiTf X~Âû(in X'~ÂM F

> (q termes).
__yi sinEBCsinE'B'C' L
~-2*sinABCsinA'B'C' AA' )

Étant donnés deux angles dièdres AB, A'B' et la
surface S, si Von mène par Varête du premierun plan E,
par Varête du second un plan E',

^ sinEBsinE'B'
I E E ' = 2 . sinABsinA'B' IAA' ( 4 termeS^

Si le point p est commun aux deux plans E, E', cette
relation développée peut s'écrire

sinABsinA'B' IEE,
sinEAsinE'A' (p9B)(p,B')

IAA'
H-

[p, A ) ( p , A') ( p , B ) [ p , B ' )

T T
JAR' lK\'

(p,A)(p9B') (p9B)(p, A';

Dans le cas où les plans A', B' coïncident avec les plans B
et A:

20. Deux plans A, B étant donnés, si> par leur
intersection et un point p, on mène un plan E,

i TAB TA , IR s in'AB IK

(p,A)(p,B) (p,AY [p,BY sinEÀsinEB (p,A){p,B)

21. Ces résultats et d'autres peuvent se mettre sous
forme de déterminants, comme il suit. Si, dans la rela-
tion (i) du n° 14, on désigne par E' le plan polaire du
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point e, on trouve que cette relation peut s'écrire ainsi :

elle donne la distance d'un point e' à un plan E'. Ce
lemnie posé, soit

IAA' IAB' IAC IAD' (*,A) (/,A) . . . (m, A)

IBA' W IBC IBD' [e, B) (/B) ... (m, B)
ICA' ICB' Icc ICD- (^C) (/,C) ... (m,C)
IDA' IDB' IDC hv (*,!>) (ƒ, D) ... («,D)

(*',A') (e',B') (*', C') (^, D') o o .. . o
(/',A') (AB') [f9a) [f,W) o o ... o

/w', A') (/w',B') (/w',C) (#»',D') o o . . . o

La lettre r désignant le nombre des points e, ƒ , . . . , m,
e',f,...9 m'; (e, A), (e, B), (e5 C), (e, D) sont les
coordonnées du point e par rapport au tétraèdre abcd
ou ABCD5 (a', A'), (e', B'), (e', C ) , (e', D1) sont les
coordonnées du point e'par rapport au tétraèdre a'b'c'd'
ou A'B'C'D'; de même pour les autres points.

Si nous désignons par Ar le déterminant *
e' f ' ... m' I

nous aurons la relation

v4 ayant la valeur indiquée (n°8). A cet effet, soit h'
le nihne point du groupe e'f',..m'. Multiplions par

7T2 les termes de la première ligne du détermi-7T .

nant X r , par 7r2 • 6A' • les termes de la deuxième ligne,

par 7T2 7 r ceux de la troisième, et enfin par TC ,-,-- -T
r (c, C) x (d,D)
ceux de la quatrième. Aux éléments de la n H- 4lème ligne



de Xr ajoutons ceux des quatre premières, ainsi multi-
pliées; si l'on a égard aux relations (i) et (3), on verra
que cette n -+- ̂ ième ligne sera

O O O O 7T2IM< ff'I/y . . . TT2lmhf9

c'est-à-dire qu'elle est formée de quatre zéros et de la
nième c o ] o n n e (Je Ar, dont chaque terme est multiplié
par K2. La relation à démontrer résulte de cette nouvelle
forme de Xr.

Si l'on a égard aux valeurs que prend Ar (n°2) pour
r ~ i , 2, 3 , . . ., on aura ce théorème :

Étant donnés deux tétraèdres ABCD, A'B'C'D' et
la surface S, si Von forme le déterminant Xr :

i° Pour r = i,

2° Pour r=2,en désignant par e, e' les droites efe'f',

3° Pour r = 3, en désignant par H, H' les plans des
triangles efg, e'f'g',

Xt = 4«*V<e/g.e>f'g'lmVi

4° Pour r = 4,

22. Posons maintenant

lan ' l a ^ l ac ' lad' {a<> E ) (fl, F) . . . [tf, M)

T̂ a' Iw I^c' Iw (^i Ej [b, Yj . . . (Z>, M)

Ica' Ici' Icc' Ic^ ( ci E ) [c, F) . . . [c, M)

I</a' 1^' \dc' Idd' [dy E) [fi?, F) . . . [c?, M)

( Û ' , E ' ) (6 r ,E') (c',E') (ff, E') o o . . . o

. . . . o

(«', M') (fc', M') (c\ M') (rf', M') o o . . . o
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E' IEF'

E' hv

La lettre r désigne le nombre des plans EF . . .M,
E'F'.-.M' qui figurent dans le déterminant yr$ les
distances (a, E), (&, E), (c9 E), (d, E) sont les coor-
données du plan E par rapport au tétraèdre abcd; les
distances (a', E'), (b\ E'), (c', E'), (d', E') sont les
coordonnées du plan E' par rapport au tétraèdre a'b'c'd';
de même pour les autres plans.

Entre ces deux déterminants existe la relation

â4 ayant la valeur indiquée (2). Cette relation se dé-
montre d'une manière analogue à la précédente, en
ayant égard aux égalités (2) et (3).

Si l'on a égard aux valeurs de y r pour /'=^=i, 2, 3, 4 (8),
on aura ce théorème :

Étant donnés deux tétraèdres abcd, a'b'c'd1 et la
surface S, si V on f orme le déterminant xr :

j ° Pour r = J ,

20 Pour r s=z 2, si Von désigne par (p et a/ les droites
déterminées par les plans EF, E'F',

x2 ~ — 7T-' A4 sin EF sin E' F' î^j ;

3° Pour 7':=r:3, si Ion désigne par A, h1 les points
détet minés par les plans EFG, E'F'G', et par sinEFG,
sinE'F'G' les sinus des angles solides déterminés par
les normales à ces plans :

a-3 = r2 A4 sin EFG sin E; F' G' lw \

Ann. de Wathém., 2e serie, t. XV. (Juillet 187C.J 2O
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4° Pour r = 4} si Von désigne par U et U' les vo-
lumes des tétraèdres déterminés par les plans EFGH,
E'F'G'H' et parles mêmes lettres les aires de leurs faces :

f 3 U ) 3 ( 3 U ' ) 3

xk _^ — 7T A4 2 E F G H 2 E ' F ' G ' H ' *

Remarques. — Lorsque les points e, e' sont conjugués
à la surface S, X4 = o, de sorte que, si e1 est un point fixe,
l'équation représente le plan polaire de ce point e', et si
le point e1 coïncide avec e, l'équation correspondante est
une équation par points de la surface S.

Lorsque les droites s, e' sont conjuguées à la surface S,
X 2 = o, de sorte que, si la droite t! est fixe et déterminée
par ses deux points <?',ƒ', l'équation X2 = o représentera
le complexe formé par les droites qui rencontrent la po-
laire de e'. Si les points e', ff coïncident avec les points
e, ƒ, l'équation correspondante représentera un com-
plexe de droites toutes tangentes à la surface S. On peut
dire que c'est une équation par droites de cette surface.

Lorsque les plans H, H' sont conjugués à la surface S,
X3 — o, de sorte que, si le plan H' est fixe et déterminé
par ses trois points ef,ff,gf, l'équation X3 = o représen-
tera tous les plans qui passent par le pôle du plan H. Si
les points e', ƒ', gf coïncident avec les points e, ƒ, g,
l'équation correspondante représentera tous les plans
qui touchent la surface S. On peut dire que c'est une
équation par plans de cette surface.

Remarquons que l'équation de notre surface S se
trouve rapportée aux deux tétraèdres abcd^ a'Vdd!, ou
à un système de huit plans. Lorsque les tétraèdres coïn-
cideront, on retrouvera les formes connues.

Les diverses valeurs du déterminant xr (22) donnent
lieu à des remarques analogues.
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Indices par rapport à une sphère S.

23. Indice du système de deux points a, a!.

D'après (11) nous avons, R étant le rayon de la
sphère S :

\aai — — i — oa%oa'lr,t\
or

par conséquent
oa.oa' cos aoa1

laa' — — I
iV

Concevons la sphère qui a pour diamètre le segment aa1

et désignons par/?rtrt, la puissance du centre de la sphère S
par rapport à la sphère aa' :

24. Indice du système de deux droites a, a'.

Nous avons (12), D, D' représentant lesplans diamé-
traux menés par les droites a, a' :

la*' - Jaoa(; — ( " , « ) ( O, a' ) I D D ^

Or, dans la sphère,
cosaa' cosDD'

par conséquent
cosaa' (o, a)(o, a') cosDD'W = - - + R4 - :

d'après (5) on a aussi, | v7, a'| indiquant la plus courte dis-
tance de la polaire v'de la droite a à la droite af multi-
pliée par sinv'a' :

h
{O,J)\V',V.'\

9.O.
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25. Indice du système de deux plans A, A'.

Nous avons (13) en général

or, dans la sphère IAoAj = --—> en désignant par

AA' l'angle formé par les normales aux plans A et A',
donc

__ (o,A)(o, A') — R2cosAA'

Lorsque les plans A, A' coupent la sphère, on peut
donner à cette expression une autre forme. Désignons
par 7% 7y les rayons des petits cercles déterminés par les
plans A, A'5 par 0 l'angle sous lequel se coupent ces pe-
tits cercles. Abaissons du centre o des perpendiculaires
sur les plans A, A', et soient a, ol les points où elles per-
cent la sphère-, si le point m est un des points d'intersec-
tion des deux petits cercles, le triangle sphérique ama!
donne

cos aar ~— cos ma cos ma' ~+- sin ma sin ma' cosama' ;
or

(o, A ) - - R cosma, (o, A' ) '-— R cos ma',

r _--Rsin/wtf, /' — R sin ma', cosama' — —cosö,

de sorte que la relation précédente devient

R2 cosaa' _ - ( o, A) (o, A') — rr' cosö;

et, si l'on remarque que l'arc aa! sert de mesure à l'augle
des plans A, A', on trouvera

rr' cos Ö

~ —R̂

On doit remarquer que Tangle9est nul lorsque les
petits cercles se louchent extérieurement et qu'il est de
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180 degrés lorsqu'ils se touchent intérieurement. Lorsque
les plans A, A' sont conjugués, IAA/ — o, par conséquent
6 = 9o°.

Relations entre deux groupes de m points.

Notations. — 26. Etant pris dans l'espace deux
groupes de m points abc. . ./rc, a'Ud. . .m\ posons

I«a' lab' • • • lam'

ha' Ibb' • • • hu.'

Ima' Imb' • • • I/nm'

Si l'on désigne par drs le carré de la distance rs divisé
par le carré du demi-diamètre de S parallèle à la droite
rs, nous poserons

dba' dlV

dma' dmfjf

daa' day

dba' dfof

damt

dmnt'

dam'

dbm'

I I . . . I O

Si Ton désigne par rs le carré de la distance /5, posons

aa' ab' . . . am'

ba' bb' bm'

ma1 mb' . . . mm'



aa'
ba'

ma'

i

ab'

bb'

mb'

i i

am
bm'

mm'

i

i

i

i

o

b' =

Déterminant A'm.

27. Étant pris dans Vespace deux groupes de m
points abc...m, a'b' c'...m' :

i° Le déterminant ù!m = o pour m plus grand que 4.
20 Lorsque m = 4?

36abcd.a'b'c'd'
*<= ~>

3° Lorsque m = 3, si Von désigne par Do, D'o les
plans diamétraux parallèles aux plans D, IV des trian-
gles abc, a'b'c',

4° Lorsque m = 2, si l'on désigne par yo> y0 ^
5 ^ a ~

mètres parallèles aux droites y, / qui joignent les points
ab, a!V

Démonstration. — Considérons le déterminant

a b c

a' b' c'
m o

m' o

formé à l'aide des deux systèmes d e m + i points a, by

c.. .m, o\ a'b'd.. .m1\ o; le dernier o étant le centre
de la surface S. On a
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par conséquent
a b a b

a1 b'
m

m'

. . . m o

a' b' . . . m' o

i° Lorsque m est plus grand que 4? ces deux détermi-
nants sont nuls.

2° Lorsque m = 4? le premier est nul, de sorte que

a b c d
a' b1 c' d'

3° Lorsque m = 3,

a b c o
a' b' c' o

a b c

a1 b' c'
or

a b c o 36oabc.oa' b'c'

^abca' b1 c'

et (13)

a b c

a' a' c1

4° Lorsque m = 2,

a b o

a' b' o
a b

a' b'

or, en désignant par P, P7 les plans oab, oalV

a b o
= LLoab ,oa' b'î^r= ab.a' b' ( 0 , 7 ) o, y'

a! b' o v

a b _

a' b1 —a%a n'>

de sorte que (12)

A', -_r: <?&.ö' &' [ O -+- ( o, 7 ; ( 0, 7' 1 I|>P/j =J= <z&.a' ̂ ' L r Y ; .
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Déterminant am.

28. Étant pris sur une surface du second degré S
deux groupes de m points ah. . .ni] a!b'. . .ni \

i° Lorsque m est plus grand que 4j cim = o.
2° Lorsque m =. 4,

3° Lorsque m = ,5,

<73 rrr — Ziabc.a! b' c'JDDf.

4° Lorsque m = a,

ö 2 = /^ab.a' br\T{t.

Démonstration. — On a généralement (16)

2Ïr4 = Jr-f-T,-—c?„,

r/rç indiquant le carré du rapport de la distance des points
r et 5 au demi-diamètre de la surface S parallèle à la
droite rs.

Si les points r et 5 sont sur la surface ilrs — — drs, de
sorte que

les valeurs obtenues pour Am donnent la démonstration
du théorème.

Déterminant am.

29. Étant pris dans Vespace deux groupes de ni
points quelconques ab...m, a'b'...mf:

i° Lorsque m est plus grand que 4, dm= o.
2° Lorsque m = 4,



3° Lorsque m = 3, si Do, D'o représentent les plans
diamétraux de la surface S parallèles aux plans abc,
a'b'c',

a\ z=z i&abc.a' b' d IDoD'o.

4° Lorsque m = 2, si y0, y\ représentent les diamètres
de la surface S parallèles aux droites ab, a'h\

a2 z=z — lab.a'b'lv{)-,[.

Démonstration. — Multiplions par — 2 les termes du
déterminant A'7n, sauf ceux de la dernière ligne et de la
dernière colonne; le nouveau déterminant a pour valeur
(— >.)m"~1A'w. Ce déterminant ne change pas de valeur
si aux éléments des 1,1. . . miemes lignes on ajoute le
produit des éléments de la dernière respectivement par
ïa9 I&, . . •, Im; et ensuite aux éléments des 1 ,2 . . . mlèmes

colonnes le produit des éléments de la dernière respecti-
vement par laf, \y, . . . 51,rt/. Le déterminant ainsi formé
est celui que nous avons appelé am à cause de la relation
générale i\rs = Ir + I, — drs. On a donc

Déterminant bm.

30. Dans le cas où la surface S est une sphère de
rayon R, on a

rs indiquant le carré de la distance des points r et s ] on a
par suite la relation bm = R2m/7,n, d'où résulte :

Étant pris sur une sphère de rayon R deux groupes
de m points ab.*.m\ a'b'...m':

i° Lorsque m est plus grand que 45 bm -= o.
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2° Lorsque m = 4?

3° Lorsque m —'5, si l'on désigne par D, D' /e$plans
abc^a'b'c',

-Si /'on désigne par p, pf les produits a.b.c, a'.b'.c'
des cotés des triangles abc, a!bf c', par 9 Vangle sous
lequel se coupent les cercles abc^ afb' cf de rayons r
etr1,

b&= — o.pp' cos0=: — ?>?.abc.af b1 c'rr* cosG.

4° Lorsque m= 2, si Von désigne par y, y' les direc-
tions ab, a!b' 5 parD, D' lesplans diamétraux oab, od b\

b2 = ^ab.a' £' [ ( 0, 7 ) ( o, 7' ) cos DD' — R200577'].

Ce théorème se déduit immédiatement des valeurs de
am en y remplaçant les indices IDD/, 1^ par leurs valeurs
relatives à la sphère (24) et (25).

Déterminant b'm.

31. Dans le cas où la surface S est une sphère, on
trouve, comme ci-dessus, b'm = R2^""1) dm, et l'on ob-
tient ce théorème indépendant de la sphère :

Étant pris arbitrairement dans Vespace deux groupes
de m points ab. . . ni \ a' bf. . . mf :

i° Lorsque m est plus grand que 49

20 Lorsque m = 4>

b\ -=2$8abcd.a'b'cfd.'



3° Lorsque m ==. 3, si l'on désigne par D et D' les
plans des triangles abc, a1 b' c',

b\ = — 16abc.a'b'c' cos(DD').

4° Lorsque m = 2, 51 /'o« désigne par y, y' /e$ droites
ab,a'b',

b\ — 7.ab .a' b' cos (7,7').

Ce théorème se déduit du déterminant «'„ en y rem-
plaçant les indices IDOD'O, IYO/O Pa r l e u r s valeurs relatives
à la sphère.

32. Considérons deux groupes de m -f- 1 point»
ab...mo] a'bf. . .m'of et supposons les premiers
ab. . .m sur une sphère ayant pour centre le point o\
ceux du second groupe a! b1. . .m'sur une sphère ayant
pour centre le point o. A l'aide de ces points formons le
déterminant

les indices étant pris par rapport à la sphère o.
Les termes de la dernière ligne de ce déterminant

lu*'? ht'' • -loo' s o n t l°us égaux à — 1 : par conséquent, si
des termes de chaque colonne on retranche ceux de la
dernière, on peut écrire

ha'

ho' lab' Lo'

hof hi/ — ho'

lam'

' — ho'

Or, R étant le rayon de la sphère o,

2lafl'=:Ja-+-Ia'
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d'où

2 [laaf— ï«o') — ao — aa
R2

Mais, par hypothèse, \a< = o, puisque le point a' est sur
la sphère o \ de plus ad~ R', puisque le point a est sur la

—i

sphère o' de rayon R' et Io'— —• i '. donc

I«« ' - haf = '•
R/2 — oo' —an

Or, si les sphères se coupent sous l'angle 0,

oo'2 r-R'-»-R'--r- 2RR'cos9;

de sorte que, si k représente le produit 2RR/cos0,

on a des expressions analogues pour les autres éléments
de Am+1, de sorte que nous avons, en supprimant l'expo-
sant 2, conformément à notre notation,

aa' - h k ab' -4- À . . , am! ~\- k |

ba' - f k bb' -\~ k . . . bm' -\- I

ma' -h k mb'-r-A . . .

«a' a&' . , . am' i

ba' bb' . . . bm' i

i - 2 R 2 )

ma mb' . . . 7/2/72' 1

k k . . . A — 1

2R2)"1

D'après nos notat ions,nous avons donc

— 2R2)'n Air^ - — bm -+- 2RR'cos9 6'w,



ou bien
bm = 2RR'cosô b'm — (— 2R^'"A,(+I.

Dans cette relation nous connaissons û m + 1 et J'/w; nous
pouvons donc en déduire bm et Ton a ce théorème :

Si Von prend sur une sphère o de rayon R m points
a'bf...m', et sur une autre sphère of de rayon R'
m points ah. . . wz, et que l'on forme le détermi-
nant bm:

i° Lorsque m est plus grand que 4,

bm — o.

20 Lorsque m ~~ 4. 0 étant Vangle sous lequel se cou-
pent les sphères,

br- 242RR' abed. a'b'c'd'cosQ.

3° Lorsque m = 3, en désignant par D, D'les plans
des triangles abc, af h''c'\

ba--— 32af;c.a'bfcf[TiRfcosDD'coï>0 -+- (o,D) (o',D')].

4° Lorsque m— 2, e/2 désignant par y, y' les direc-
tions ah, a ' // <?£ par D, D' /e5 plans diamétraux oab,
o'a'b',

b,~ 4a6.tf'6'[RR'cos77'cosô -+- '«,7^ (o', 7' ) cosDD'].

Lorsque les sphères o, or se touchent extérieurement,
on fera cos 0 - l- 1 \ si elles se touchent intérieurement,
on fera cos Q ~- — 1 • et, si R —= R', on retombe sur le théo-
rème (30) *, enlin, si les sphères se coupent orthogonale-
ment, on fera cos 0 -- o.

{A suivre.)


