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FORMULES PROPOSÉES PAR M. DESBOVES.
(voir ?.' série, t. XIV, p. 5OR).

DÉMONSTRATION DE M. E. BARISIEN,
Sous-lieutenant d'état-major.

PREMIÈRE QUESTION.—Si Von donne à R, r, r\ r", rm

leur signification ordinaire, et que Von désigne par x,
Yi z les rayons des trois cercles qui touchent intérieu-
rement le cercle circonscrit à un triangle, et sont inscrits
respectivement dans les angles A, B, C de ce triangle,
on a les formules suivantes :
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Soient O le centre du cercle circonscritau triangle ABC,
et a le centre du cercle inscrit dans l'angle A et tangent
intérieurement au cercle circonscrit (*).

Dans le triangle AOa? on a

AO —R, A a = - ^ - , O a r r R - j r , OA a = - -f-C—90°$
sin-

2
par suite,

(R — xf = R2 H cos ( - -f- C — 90° J ,
s in 2 - sin - ^ '

2 2

équation qui donne

A . . A . B . C
.r cos2 - — 4R sin - sin - sin - — r;

2 2 2 2

d'où
A B C

X COS2 — — r COS7 — rr: Z COS2 ~ ~ A*.
2 2 2

D'autre part? on a

/ -~p tang — 1 r" — p tang — > r"' = p tang —,
2 tfi 2

. _ A B C
p — ARcos — cos — cos — :
r ^ 2 'X 2

il s'ensuit
A

r\ cos-
/•" -L. /-" — /̂  ( tang —h tang - | .-=r p .

cos— cos -
2 2 •

A î*f/ — ̂ - r'"
cos 2 - — — j -

2 4 R

L égalité a:cos - = r devient # —r—— = r , a: = -~
0 2 4^- /•

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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On aura de même

4 R r _ 4R r

les formules (i) sont donc démontrées.
A H C* <TT

De - H 1— = --> on déduit la relation entre les2 2

cosinus

4 cos2 - cos2 - cos2 -
2 2 2

/ A B AC
r— 2 ( COS2 - COS2 h COS2 - COS2 h COS

2 2 2 2
2 - cos2 - I

2 2/

/ < 4 <

— I COS4 f- COS4 h COS4 —
2 2 2

A r 9 B r 9 C
et comme cos^ - = -? cos - —-> cos^- = - 5 on a

2 J: 2 y 2 s

4r3 / i i i \ / i i i \

j?j3 \ x j xz yz] \x2 r2 z2 ]

ce qui donne la formule (2).

Ajoutons les valeurs de -? -> - tirées des formules (1)

en tenant compte de la relation r' - j - r/7 -+- rw = 4R H- r,
il vient

1 1 1 AK -f- r 2 1
l | — J[ —: _ _j •

.r 7 z 2tt/" r 2R7

c'est la fqgmule (3).
Les formules (4), (5), (6) se déduisent immédiatement

des relations (1), en formant les valeurs de \--\ )>
v n \y z x)

(1 1 i\ /i 1 i\

\.r z jr; \x y z)

On voit que les formules (i ) permettent de calculer x,
y, zy connaissant R? r, r', y", rw; les autres formules



( ' 63 )

permettent de calculer successivement r, R, r', ; i / /, il"

en fonction de .r, )r, .z.

SECONDE QUESTION. — S i x i 9 y i 9 zx représentent les

rayons des cercles tangents extérieurement au cercle

circonscrit au triangle, et inscrits respectivement dans

les angles A, B, C, on a

/.M - _ 4 R " „ _ 4* /* _

(a') 32R1— nH.(jr,z, + x,z, -+- *,?,) — •r,ylzl = o,

(3') *,r.«.= 16RV.
1 f t \ f •*& V { \ "1°

4 R f 1 Iet, si Ton pose
w j - , + 4R y> + 4R s,

on a aussi

Soit a' le centre du cercle dont le rayon est xi9 le

triangle AOa' donne, comme dans la première question,

x) 2R#, /A
f R -4- .r, 2 r= RJ -̂  COS - --h C — QO°

. / A \ . A \ 9, J

sin2 - sin -
\2 / 2

d'où
A . . A B C

.r, COŜ  — = 4 R Sin — COS — COS — r— / ;
2 2 2 2

mais
A r" ~f- / "

cos2 - -=. , - ;
2 4R

donc

_ 4R/

On obtient ainsi les formules (1').
1 r.



Ces formules peuvent s'écrire

en éliminant r', r", r1" entre ces trois dernières équations
homogènes, on a l'équation

-45 , ,
1 - > " '
I I

dont le développement donne la formule ( if ).
On a

A 0 R o G

cos 2 - cos 2 — cos 2 —
2. 1 7.

A B C
/?3 tang — tang - tang -

, A B C A B C
cos2 — cos2 - cos* - cos2 — cos2 - cos2 —

2 2 2 2 2 2

A B C
X ƒ? tang - tang - tang ~ =. 16 R2 r,

2 2 2

ce qui est Ia formule (3').
En éliminant R entre (3') et (2'), on a la formule (4')«
Des équations (i ;), on déduit



et par suite
I

4
_

J, + 4 R 4 " r i -*- 4R "^*• •+• 4 R

donc

En divisant membre à membre les équations (i') par
les équations (iff), on a

ce sont les formules (5').
Les équations (i') donnent xx^yl9 zi9 connaissant R,

r, /', rf\ rm. Si, par exemple, on connaît r', r", rm
9 on a

/', R au moyen des relations

I I I I f » m

puis xuyu zt en fonction de r', rr\ r11'. Si, inversement,
xx,yu zi sont connus, on en déduit R, r par les équa-
tions (2'), (3'), et les équations (5') donnent ensuite r\
f , /' •

JSote. — Ces différentes formules ont aussi été démontrées par
MM. Lez et Moret-Blanc.

(*) Depuis que cette démonstration nous a été communiquée,M.DP
boves a remarqué que les trois formules

peuvent être remplacées par les suivantes :

cela revient à dire que m = /jR -h r, et c'est effectivement ce que
M. Barisien démontre.

Quant à la relation - = — -i r 1 indiquée, de même.


