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PERMUTATIONS RECTILIGNES DE 3 ? LETTRES ÉGALES 3 A 3 ,
QUAND 3 LETTRES CONSÉCUTIVES SONT DISTINCTES;
CALCUL DE LA FORMULE GÉNÉRALE; APPLICATIONS;

PAR M. A. VACHETTE.

VII. Parts que donnent les permutations

à un intervalle.

i° Part des N7_,(58).

Cette espèce contient —, r N7_j (sz) tournantes.

Avec le premier /z, on ferme ss de deux manières (V),

et, si l'on commence la tournante par cet h, portant

ainsi le numéro i, on aura

,VI1 ( 3 ? - 7 ) ( 3 y - 8 )

systèmes de places pour les deux autres h\ ainsi une tour-

nante de l'espèce N7_, (sz) en fournit (3ç — 7)(3<7 — 8)

a l'espèce C ĵ3 ; ce seront des tournantes complètes, car,

deux des trois a faisant partie de .?s, il n'y a point pour

Jes a de positions symétriques. La part fournie en tour-

nantes sera

el, en permutations,

q — I

(*) Nouvelles Annales, 9e serie, t. XV, p. n/J.

Ann, de Mathémat., 2e serie, t. XV. (Avril 1876.)



2° P a r t des N ^ , ( 4 )
c-1» f i 7 (3?—•7)(3g' — 8ibi 1 on terme s4 avec un seul h on aura — --—

systèmes de places pour les deux autres.
Si on le ferme avec deux /i, il y a (pour q= 6)

ahbakb

Zq— 8 places pour le troisième, autant moins une
qu'il reste de lettres en dehors de s4.

Le nombre des systèmes est

3 g . ( 3 ? - 7 ) ( 3 g - 8 ) = = ( 3 g - 5 ) ( 3 y - 8 )
^ " ^ 2 2

La part fournie est

3° Part des N ^ ^ ) .
On ferme s5 de deux manières, avec deux A (V) *, pour

chacune d'elles (cj = 6), il y a pour le troisième h

a b ' a b ' a . ' .' .' . ' . ' . ' . ' . ' . ' /

3 q— 8 places, autant de places qu'il reste de lettres en
dehors de s$\ ou a donc 2 [Zq — 8) systèmes. La part
est

4° Part des N^i
Si Ton ferme s6 avec deux /i, on aura, pour le troi-

sième, Zq — 8 places

autant plus une qu'il reste de lettres en dehors de s6.
On peut encore le fermer d'une autre manière avec les

trois h (V):



( '47 )
] ]ya3</ — 8-f-i ou 3<jr— 7 systèmes. La part est

( ? 7 ) ï , ( 6 )
q I

Cette part semble illusoire pour q ~ 3 ; mais, comme
N2 (56) est le seul terme d'ordre 2 qui fournisse des C3j8,
qu'on sait que C3;3 = P3, et N2 ( J 6 ) = 2, il faut que le
facteur de JN 2 (s6) soit f ou 3, ce qui a lieu. Pour lesC3)3,
on a seulement la variété

abcabcabc,

ce qui donne bien C3?3 = 6 = P3.
5° Part des N ^ ^ p s ) .
On peut fermer p5 avec deux h de trois manières (V).

De la première manière {q = 6),'il y a 3q — 9 places
pour le troisième h

a ' b a c ' a . ' / . ' . ' . ' . ' . ' . ' . ' .

autant, moins une, qu'il reste de lettres en dehors
de ps.

De chacune des deux autres manières, il y a 3q — 8
places, autant qu'il reste de lettres

nb'ac'ac'a

On a3<7 — 9-4-2(3*7 — 8) = 9<7 — 25 systèmes. La
part est

~^(9*-*5)V.(*).

6° Part desN^pe).
Il y a deux manières de fermer p6 avec deux h.
De la première manière (q = 6), il y a, pour le troi-

sième A, Zq — 9 places, autant qu'il reste de lettres en
dehors de/?6

a!bac1 ac'.r .' .' .' .'.' .' , ' . ' .

1 0 .
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De la seconde, il y en a Zq— 8, autant plus une,

qu'il reste de lettres

ab'adac* J .' .' .' .' . ' . ' .' . ' .

On peut aussi fermer p^ d'une manière avec les trois //.

Ona3<7 — 9 -h Zq — 8 -h 1 ou 6q — 16 systèmes. La
part est

70 Part des N7_ t(/i7).
On peut fermer pn d'une manière avec deux h (Y); il

y a pour le troisième Zq— 9 places, autant plus une
qu'il reste de lettres en dehors de pn

ab'abc'bc . ' . ' . ' . ' . ' ' . ' . ' . ' .

On peut aussi fermer p-j de deux manières avec les
trois h (V).

On a iq — 9 + 2 ou 3<y — 7 systèmes. La part est

q I

8° Parts des N ^ (/8) et des N ^ (t\).
On peut fermer f8 ou l's de quatre manières (V). Les

parts sont

fa N <t\ fa N >r
q — I v q — I H v

90 Parts des N ^ (t9) et des N ^ (t'9).
On peut fermer /9 ou t\ de deux manières (V). Les

parts sont

Il y a exception pour q =. 4 dans le cas du £9, comme
on Ta vu (V) ; la part est ' N, (f9) au lieu de " N8(t9) .
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io° Parts desN7_,(A l0).
On ne peut fermer tl0 que d'une manière (V). La part

est

--— IV , (*10).
q — I H v

La somme S' de ces douze parts, en y mettant en évi-

dence le facteur -> s'obtient par
7 — 1 l

(6<y — i6)JNT
7_, <pe* -h (gg — 2 5 ) N , _ ,

i$q — 7)N,y_, (.vfi -+-2 (3r/ — 8 ) N?_;

VUL Parts que donnent les permutations à deux
intervalles.

On a trouvé treize espèces; nous en compterons qua-
torze, parce que pour l'une d'elles, N7_j (isz), la part
fournie n'est point la même, selon que les *3 sont ou non
consécutifs; on considère les deux espèces N ^ (253)0

et N7_! (253)n, les indices o et n marquant qu'il y a ou
non séquence.

i° Part des N 7 - 1 (a* s) .
En général, on a deux manières de fermer chaque J3

avec un A, ce qui donne quatre manières pour l'ensemble
des deux53, et, pour chacune des quatre manières, il y a
Zq — g places pour le troisième A, ce qui donne 4 (3<7—9)
ou \iq — 36 systèmes ; il y a autant de places qu'il reste
de lettres en dehors des s% :

ft'ha ' . ' '.'.' cd'c . ' . ' . ' . ' . ,

a'ha ' . ' . ' / . c'dc ' . ' . ' . ' . ' . .

ab'a . ' . ' . ' . ' edv

ah'a .'.'.'. c'dc



( )
Si les deux sz sont consécutifs, la quatrième manière
laisse une place de plus5 au lieu de 127— 36 on a
iiq — 35 systèmes :

a'ba'cd'c . ' . ' . ' . ' . ' . ' . ' . ' . ,
a'hac'dc ' . ' . ' . ' . ' . ' . ' . ' . ' . ,
ab' a cd'c . ' . ' . ' . ' . ' . ' . ' . ' . ' ,

^V ' ' ' ' ' ' ' ' ' '
La part est

/™[(i2^-36)N,_1(2.T3)B-4-(i2y-35)N^1(2J,)«J;

et, comme

N ?_, ( 1Ss)n -— N ç_, (2.V3) — ^q-x ( 2 ^ ) 0 ,

on comptera

—?— [(12? — 36) I V , (2*3) -4-Ng_,(2J8)o].
7 — 1

2 0 P a r t d e s N 7 _ i ( 5 4 * * 3 ) .

Si l'on ferme sv avec un seul A, et 53 de deux ma-
nières avec un autre h (V), il y a, pour le troisième A,
3<7 —9 places

#£'« . ' . ' / . ' . ' . ' cd'cd ' . ' . ' . ' ,

autant, plus une, qu'il reste de lettres en dehors des
deux intervalles, d'où 2 (3 9 — 9) systèmes.

Si Ton ferme s4 avec deux A, il y a. deux manières de
fermer s3.

On a 2 (3y—9)-h-2 ou 2(3*7 — $) systèmes. La
part est

8ï
y 1 \ 4 > 3 ;

3° Par tdesN 7 . 1 (5 , ,5 8 ) .
On ferme 53 de deux manières avec deux A, et A3 de



deux manières. On a quatre systèmes. La part est

4? N \
— Wc — l i «>5» *J , •

4° Part des V^(sB,s9).
On ferme $6 d'une manière avec deux A, et s9 de deux.

La part est

5° Part des N ^ (^5,5S).
On ferme p5 de trois manières avec deux A, el ^

deux. La part est

(5° Part des N ^ , (p 6 , J . ) .
On ferme p6 de deux manières avec deux //, sj de

deux. La part est

7° Part des N ^ (̂ 77, s9).
On ferme /;7 de deux manières avec deux //, .s3 de

deux. La part est

8° Part des N ^ t

On peut fermer chaque 54 avec un A, et, pour le troi-
sième A, il y a 3(7 —9 places, autant de places

plus deux, qu'il reste de lettres en dehors des s±\ d'où
3 ç — 9 systèmes.

On peut fermer l'un des $4 avec deux A, et l'autre avec
un seul; d'où deux systèmes.



II y a en tout ?>q — 9 4- 1 ou '5q— 7 systèmes. La
part est

( 3 )

9 0 P a r t d e s N 7 _ j ( 5 5 , 5 , ) .
On ferme .s4 avec un h, et sz de deux manières avec

deux h. La part est

io° Part des N,_i (56, $4).
On ferme s6 et s4 chacun d'une manière. La part est

i i ° Part des N7_, (ps,s,).
On ferme 54 d'une manière, et ps de trois. La pari est

i:>.° Part des Nr/_! {p^s^}.'
On ferme s4 d'une manière, p6 de deux. La part est

l î-« IA» 4;

I 3 ° Part des N7_,(^7 ,54) .
On ferme pn et 54 chacun d'une manière. La part est

La somme de ces treize parts, désignée par S", donne,

en mettant en évidence le facteur — — ?
q— 1

N7_, (p1 sA) 4 - 2N g _, {p, s^} + 2 N r , (^6^4 )

-i- 4 N?_, (/?c s,} -h 3N y _, (̂ & *4 ) H- 6N ? _ , (/?5 *, )

--h Ny- i ( .*„ jr4 • T- 2 N ? _ , i>G 03 ) -f- 2 N 7 _ , ( .v5 .y, ;

-f- 4 N !7 - i (*& 'h i 4 - ( 3/7 — 7 ) JN7_ , ( 2.V4 ^

-î ^ 3 q 8 N?__, f *4 .V.; ' H- ( 1 2 7 36) N,y_| ( 2 .?j 1
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IX. Parts que donnent les permutations à trois in-
tervalles.

i° Part des ^ ^ ( 3 5 3 ) .
Chaque 53 peut être fermé de deux manières, d'où huit

systèmes^ la part est

20 Part des N7_! ( Î J 8 , sk).
On ferme chaque ,?3 de deux manières, et sk d'une. La

part est

3° Part des Nv_t (*3, 2*4).
On ferme chaque su d'une manière, et J3 de deux. La

pari est

4° Part des N H ( 3 n ) .
On ferme chaque Si, d'une manière. La part est

La somme de ces quatre parts, désignée par Sw donne,

en mettant en évidence le facteur 5en

^ s i v _ , 3 4 ) ^ , ( S , ^ i 4 y , 4 , ^ ; , 1 ( 3

X. Formule générale d'abaissement.

On a évidemment la formule abrégée

C7.3 = 7 7 ( 3 7 - 7 U 3 ? - 8 ) C7~< ,3 4- S7 -I- S" -f- Sw,

mais il est nécessaire de la développer. On multiplie tout



par1
q — I „

- » et 1 on a

-h2(3 7 - - 8 ; !*„_,(

- - (37 — 7) (3*7

- ( 3 7 — 7 ) N ? _ , ; 2 5 4 ; H - 2 ( 3 7

- (12*7 — 3 6 j N ? _ , (2*3y -4- N ï

II y a trente vi un termes dans la formule. Le premier
est calculé par abaissement d'ordre, comme Test C^^ lui-
même. [A suivre.)


