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SUR LES NOMBRES DE BERNOIILU;

PAR M. WORONTZOFF, à Minsk.

I.

Si Ton représente par C". le nombre des combinaisons

de n objets k à h et par BÀ le coefficient de '— -

dans le développement de la fonction -^— > suivant les

puissances croissantes de a:, c'est-à-dire

on a, d'après des formules bien conuues,

- ( - i)"-*B*ƒ(x -h /,;] = ot

x' étant égal à l'unité.
Mais, en ayant égard à la relation

on trouve

Donc, en remplaçant ( A ^ B ^ ^ Q par sa valeur, dans la
formule (i), on obtient

; (-O-w/^-t-i)



formule qui se transforme aisément en

(3) nàf(x) H

ou
A=n— i

(4) n*-*f(x)-. - A)] = o ,

ou

( -4- ƒ (a? -H n — i — #)] = o.

Appliquons ces formules à quelques cas particuliers
i° Soit

J v - y — x , x }\ iT n\

On déduit de la formule (3), pour n impair et x = o,
k—n

A = o

2° En appliquant la formule (i) aux fonctions

on a, pour /? impair et a : = o ,

OU



et aussi

pour n impair et x = — i.
3° Soit

ƒ (-*)

et posons, pour abréger,

De la formule (4) on déduit, pour x = o,

© ( « ) •— c p ( a — i)z= n[a — i\n~\

Si Ton ajoute toutes ces égalités, on obtient

résultat bien connu.
4° Prenons

Comme

Bx\ T>n [n



Ia formule (4), pour x = o, donne

5° Soit enfin
f(x) = sin9.r.

Au moyen de la formule (5), on trouve, pour x = o,

= « sin 9 cos ( « — i ) 9,

E \ ~l ) désignant le plus grand entier contenu dans

II.

Désignons par \s — /?, s — ili,. . . , s — (m — i)^] / . '*
somme des produits des nombres s — /i, s — a A , . . . ,
5 — (//?— i)/i combinés A* à /r et posons, pour abréger,

Comme

' d'lesxu

hx
-

^ — i

i ( , r / v / |
7 ~ < //1 .<• — ( w — 11 h\

dxn J r^0 m - \ \ { ' J r/.r" «
. .dae<xum

— n — /?î + i
on obtient

_ , _ i r _ , ' l ( ' L - 0 - • • ( « - « + i)
- ^ ; 1 .2 .3" . ( w - i )

(6) / *=m-ï

I j i i^'—.— -(—



et, pour s = o,

ou, sous la forme symbolique,

d'où

2 CJ Bi B . j = - [(« — i ) B„ + n B„_, ] ,

TVun autre côte

'dnc"um\
d.V11 i r

où A/f — ft, et, par suite,

(d*um

i .a

{*) Dans le développement du second membre de cette formule, les
exposants do lft> doivent être remplaces par des indices de même valeur.



Donc on a

dxm

T— / ƒ (*) «& -f- 1- 1 ! .
h J 1 . 2 . 3 . . . [m — i)

A = o

k — 7Tl—I

fc=o

ou, sous la forme symbolique,

formule générale de l'intégration successive.
Prenons la fonction

ƒ (a?) = (* -f-i, ar-f-2,. . . , J?+/? —-

En remarquant que

\k[x -Hi, x -+- 2 , . . . , x -\~p—l)H

= (P-I)(P-*).--(P-*)

X (* + ^ + I, ^-f-^ + 2 , . . . , . r - | - / 7

^JZ/I. t/c Mathêmat., 2e série, t. XV. (Janvier 1876.)



( ' 8 )
où Ax = i j et

a- -h p — i ) B

dxk

= (p — n)(p — n + I ) - "(P — n •+• * —

on tire de la formule précédente
k-n

r-=(B-f- I , B H - 2 , . . . , B - 4 - ^ — l )

= £^[1,2, 3,..., (/>-!)].,

^ ( U b - t - i) (ifb + 2 ) . . . (ift> -h W — i )

X (iJb + I , lib -4- 2 , . . . , ifb -i- /? — l)B

i ' . 2 . 3 . . .(/w — i)
1—— /

- i ) . . .(p -hm — i)

X [— i , — 2 , . . . , — (m — i ) , i , 2 , 3 , . . . , ( /?— i)]„.
k=z/n— i

l . 2 . 3 . . . ( / ? ? — k — i )

X [ 1 ,2 , 3 , . . . , ("? — l ) ] * [ l , 2 , 3 , . . . , {p— l)]n+m-k'

Remarque. — L'égalité (6) peut aussi s'obtenir au
moyen de la formule

hm~l(p~ T ) . . . ( / > — m - f- i)

X
A — o



qui donne, pour p = o,


