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PERMUTATIONS RECTILIGNES DE l q LETTRES ÉGAIES 5 A 3 ,
QUAND 3 LETTRES CONSÉCUTIVES SONT DISTINCTES;
CALCUL DE LA FORMULE GÉNÉRALE-, APPLICATIONS ;

PAR M. A. VACHETTE.

I. Permutations bonnes et permutations mauvaises ,•
variétés cVune espèce, asymétriques, symétriques et ré-
ciproques.

Soit C7j3 le nombre des permutations bonnes-, elles se
trouvent parmi les B^3 et sont formées aussi avec des
T3(7_!)#, en introduisant trois lettres égales dans celles de
ces dernières qui y sont propices, elles ne peuvent venir
ainsi que des B7__1)3, puisque toute M ^ (r, t) s'y trouve
impropre, deux lettres distinctes étant nécessaires pour
fermer le binaire aa, ou le ternaire aaa.

Toutes les autres espèces de permutations sont mau-
vaises, à cause de certaines séquences de lettres, dites in-
tervalles.

aba, ab ah, abaca, abacacdcd,

où une lettre quelconque fait partie, comme médiane ou
extrême, d'un intervalle ayant à chacune de ses extré-
mités la forme primordiale aha, ce qui le rend indé-
composable. Le nombre des permutations mauvaises
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d'une certaine espèce sera désigné par Nq (a), q indi-
quant l'ordre, a servant d'indication pour Je nombre et
la nature des intervalles qui y figurent.

Toute N^3 est une tournante complète à 3q permuta-
tions : il y a cependant une exception 5 dans les B2?3, il n'y
a point de C8)3, et l'on ne connaît que l'espèce ah ah ah ,
tournante incomplète à deux permutations.

On a encore des variétés asymétriques, et des varié-

tés symétriques de fraction — • Pour un nombre A de

variétés asymétriques, on obtient, dans l'ordre q, 3^P rA

permutations3 pour un nombre A' de variétés asymétri-

ques de fractions --> ——- A'. Les x portions égales de la

permutation qui font la symétrie commencent, en géné-
ral, pour les N7)3, à des intervalles, et chacune d'elles
contient au moins un intervalle où le nombre des lettres
est ^ 3 ; comme il y a 3q lettres, on doit avoir x<^q,
et, par suite, x est toujours un diviseur de Vq.

Deux variétés d'une même espèce sont réciproques
quand l'une se déduit de l'autre, en la renversant bout
pour bout. Elles sont, en général, différentes. Ainsi

abn deaf bcbc ef cdfecd, dcefdcfe cbcb faedabn

sont deux variétés réciproques distinctes; mais

a bo cde cde cdc bab ƒ g hfg hfg h

est à elle-même sa réciproque 5 le fait a toujours lieu pour
les variétés symétriques.

La réciprocité permet d'abréger la recherche directe
du nombre des permutations d'une espèce déterminée :
quand deux variétés sont réciproques, on retrouve de
droite à gauche dans la seconde ce qu'on avait trouvé de
gauche à droite dans la première. Après avoir trouvé
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toutes les variétés possibles dans un sens, on en dou-
blera le nombre; mais il faudra bien s'assurer si quel-
ques-unes des variétés trouvées ne sont pas à elles-
mêmes leurs réciproques, ce qu'on verra mieux sur les
exemples.

II. Des intervalles.

i° L'intervalle est simple ou composé, selon qu'il con-
tient deux ou plus de deux lettres distinctes.

11 n'y a que quatre intervalles simples

abay ab ab, ababa , ababab ,

désignés respectivement par

Dans 53, aba, b est médiane et a extrême; dans sh>

ab ah, il y a deux médianes et deux extrêmes 5 dans 55,
ababa, deux médianes, deux extrêmes, et la lettre
moyenne a ; dans $6j ababab, deux extrêmes, deux
médianes et deux lettres moyennes.

L'intervalle composé présente nécessairement des suites
indifférentes de trois lettres distinctes consécutives
abc, ent,..., intérieures à l'intervalle, commençant au
plutôt à la deuxième lettre, au plus tard à la troisième,
à droite et à gauche :

a bacacb c, ab abc bc , abacacdcd, ababcbcac,

la forme aba.ba ne pouvant devenir plus complexe que
par la juxtaposition de b. La suite tridifférente est de
second rang ou de troisième rang, selon qu'elle cont-
inence à la deuxième ou à la troisième lettre de F in-
tervalle composé, qu'on peut nommer intervalle de
second ou de troisième rang.
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Quand il y a, dans l'intervalle, plusieurs Indifférences

consécutives, les deux dernières lettres d'une suite sontpar
ordre les deux premières de la consécutive ; ababc. . .
entraîne ababcbc. . . , si l'on veut avoir un intervalle
plus complexe, contenant plusieurs tridifférences.

2° L'intervalle est réductible ou irréductible, quand
on peut ou non en détacher 3r lettres égales trois à trois,
sans altérer la forme du reste de la permutation. Ainsi

ab abc bcd cde de

peut, en détachant trois c et trois d, se réduire à

ab abebe;

les lettres a e extrêmes demeurent toujours à la même
distance de leurs semblables, situées en dehors de l'in-
tervalle, et il n'y a pas lieu de se préoccuper de la lettre è,
qui entre trois fois dans l'intervalle. Au contraire

4 ab abc bc

est irréductible \ car, si l'on enlève les trois è, on obtient
aacc^ qui ne se rencon tre jamais dans les By>3. Il en est de
même de a b ac a\ car, si l'on enlève les a, on obtient bc
qui peut se rattacher aux autres b et c que contient la
permutation, pour déterminer des intervalles la distance
entre les lettres pareilles, b et c ayant nécessairement
changé.

La réduction d'un intervalle permet, en général,
d'abaisser de r unités l'ordre d'une permutation, sans
augmenter ni diminuer le nombre de ses intervalles, et
sans changer le nombre des variétés de l'espèce consi-
dérée.

Les quatre intervalles simples sont irréductibles.
Il y a trois intervalles composés irréductibles \ ils ne
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contiennent qu'une seule tridifférence,

a bac a
a hacac

ca cab a
formes réciproques ababcbc,

désignées respectivement par

Dans le p5, abaca, il y a deux extrêmes, une lettre

moyenne et deux médianes b et c : dans le z?6, =— !,
J r ca cab a ^

une médiane b, une lettre double c, et une lettre triple a ;
dans le pn,ab abchc, deux extrêmes, deux médianes a
et c, et une lettre triple b qui joue le rôle de moyenne et
de médiane.

3° Plusieurs intervalles sont complémentaires quand
ils contiennent exclusivement Zr lettres égales trois à
trois, aba et bab, abaca et bebe, ababcb et cac
donnent des exemples de deux intervalles complémen-
taires-, aba, bc b, cac donnent un exenfple de trois
intervalles complémentaires.

III. Classification des intervalles réductibles.

Ils se divisent en cinq classes ayant pour types les
trois intervalles composés irréductibles p5 , p6 , pn et deux
des intervalles simples s5, sG.

i° Classe de type55.
Un intervalle de cette classe, désigné par t^,.^, contient

3/' — 1 lettres, dont r distinctes; 3 (r— 1) lettres y sont
égales trois à trois, et la dernière lettre distincte entre
deux fois

a bac aed cdb d,

II se réduit à son type s6 ababa, en éliminant r— 2 des

/•lettres distinctes prises parmi celles qui y entrent trois
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fois $ la même lettre b commence et finit les tri différences,
et cette lettre, comme dans $5, est médiane du f3r_i.

i° Classe de type 56.
Un intervalle de cette classe, désigné par f8r, contient

3r lettres égales trois à trois, et est susceptible de deux
formes réciproques

a bac acd cdb dby

bd bdc dca cab a.

Il se réduit à son type s6i ohabab, en éliminant r— i
des r lettres distinctes-, la même lettre commence et
finit les indifférences, mais son type n'est suscep-
tible que d'une seule forme, qui est elle-même sa réci-
proque.

Il peut à lui seul faire une permutation d'ordre q, si
r= q] l'espèce de la permutation est désignée alors par

MM-
3° Classe de typep5.
Un intervalle de celte classe, désigné par £'3r-i contient

3/-.— i lettres, dont r-f-i distinctes} 3 (/ '—i) lettres y
sont égales trois à trois, et chacune des deux autres let-
tres distinctes n'entre qu'une fois

a bac acd ede d.

Il se réduit à son type p5y abaca, en éliminant r — 2 des
/ -f- i lettres distinctes, prises parmi les 7*4- i lettres qui
y entrent trois fois\ les deux lettres simples i , e (n'en-
trant qu'une fois) commencent et finissent les indiffé-
rences^ elles seront, comme dans^g, les médianes de^V-i»

4° Classe de type p6.
Un intervalle de celte classe, désigné par t'ir, con-

tient 3/'lettres, dont r + i distinctes*, 3 (r— i) lettres y
sont égales trois à trois-, Tune des deux autres lettres
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distinctes entre deux fois, et la dernière une fois ; il est,
comme son type, susceptible de deux formes réciproques

a bncacdcde de,

ededc de a cab a,

.. , , . . abacac „. .
il se reduit a son type r?6, j— •> en éliminant / — 2

J L ' ca ca o a

des r-f-i lettres distinctes, prises parmi les 7' — 1 lettres
qui y entrent trois fois : les deux autres lettres distinctes
6, e commencent et finissent les tridiffërences \ b sera,
comme dans/j6, la médiane duf'3r $ e sera sa lettre double.

5° Classe de type /?7.
Un intervalle de cette classe, désigné par ?Br_2 con-

tient 3 r — 2 lettres, dont r distinctes ; 3(r—-2) lettres
y sont égales 3 à 3 et chacune des deux autres lettres
distinctes entre deux fois

a b abc bed ede de.

Il se réduit à son type p 7 , ab abc bc , en éliminant /' — 3
des r lettres distinctes, prises parmi les r—2 lettres
qui y entrent trois fois; les deux autres lettres distinctes a,
e commencent et finissent les tridiffërences 5 elles seront,
comme dans p$y les extrêmes et les médianes du f3r-2-

IV. Évaluation directe des nombres de quelques
espèces de permutations.

i° Dans l'ordre 2, les B2j3 ne contiennent que l'es-
pèce K"2 (*8)

ab ab ab,

et l'on voit que N2 ($6) = 2.
11 n'y a qu'une variété, et un seul intervalle compose

toute la permutation. Cette variété est symétrique de
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fraction -» et l'on a (I)

Comme N2 [s6) — 2, ^ = 2, on en déduit

— = 2, d ou x z= 6,

et l'on considérera cette variété comme symétrique de
fraction -J-.

20 Dans l'ordre 9, l'espèce N7 (t3q) ne contient qu'un
intervalle f8<7, qui compose toute la permutation 5 il peut
s'écrire sous la forme d'une suite de q tridifférences

abc bcd cde dea enh,

et l'on a une variété symétrique de fraction -\ donc

q
d'où

N,(^) = 3PV.
Pour q = 3,

N3(/9) = 3P3.
3° Les espèces N7 (/'37_4, 4̂) et N7 (^7_/o ^5) n'offrent

chacune qu'une variété asymétrique ; les deux intervalles,
qui forment à eux deux la permutation, sont complé-
mentaires,

a bac acd cde bebe, ab abc bcd cde de fafef

On en conclut les deux formules

En particulier, pour q = 3, on aura



V. Permutations d'ordre q— i, que peuvent former
des C7>3, quand on y introduit un nouveau groupe de
trois lettres pareilles,

i° On sait que les C7;3 ne peuvent venir que des B7_ l j3,
mais non de toutes leurs espèces.

Toutes les C7_13 en fourniront.
Pour en fournir, une N7_1>3 ne doit pas contenir plus

de trois intervalles, puisqu'il faut au moins une lettre h
pour fermer un s3, aha le plus simple des intervalles,

i° Toute N7_la3 à un intervalle peut contenir un des
sept intervalles irréductibles, et un seul intervalle de
chacune des cinq classes d'intervalles irréductibles, celui
qui ne présente que deux tri différences; s'il en a trois,
comme

a bac acb cdb db ,

il ne peut être fermé complètement par trois lettres h.
On devra recourir aux douze espèces

Un 53 est fermé avec h de deux manières; aba donne

ab h a, a h ba.

Un 54, de deux manières avec un h ou deux h -, abab

donne

<?£ // <2̂>, ah ba h b.

Un j 5 , de deux manières avec deux h] ababa donne

a h ba h ba, ab h ab h a.
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Un 56, de deux manières avec deux h ou trois h;

ababab donne

ab h ab h ab, a h ba h ba h b ;

la seconde manière est seule admissible, si la permuta-
tion ne contient que s6.

Un ^?5, de trois manières avec deux h; abaca donne

a h bac h <2, a h ba h ca, ab h ac h a.

Un p6 (quelle que soit sa forme), de deux manières
avec deux h et d'une avec trois h] ainsi abacac donne

a h bac h ac, ab h ac h ac, a h ba h ca h c.

Un /?7, de trois manières, une avec deux h et deux
avec trois h', ab abc bc donne

ab h abc h bc, a h ba h bc h bc, ab h ab h cb h c.

Un /10, d'une manière avec trois h 5 ab abc bcdcd

donne
ab h abc h bcd h ccL

Un tç ou un t\ (quelle que soit sa forme), de deux
manières avec trois h\ a bacacb cb donne

a h bac h acb h cb, ab h ac h acb h cb ;

mais pour le t9 la première manière est seule admis-
sible, s'il forme à lui seul la permutation.

Un t8 ou un / s , de quatre manières avec trois h 5
a bac acb c donne

a h bac h acb h c, ah bac h ac h bc, ab h ac h acb h c,

ab h ach ac h bc.

3° Une N7_!.3, à deux intervalles, doit contenir au



moins un sz ou un 54, les seuls qui puissent se fermer
avec un h\ le second intervalle ne peut être que run
des sept intervalles réductibles.

On devra recourir aux treize espèces suivantes :

N?_, (ns3)9 N7_, ( j 4 , ss), N?_, (sbi sz), N?_, (s6, s6),

4° Une N7_i)3, à trois intervalles, ne peut contenir que
des s3 et des $4.

On devra recourir aux quatre espèces suivantes :

Le nombre C7,3 sera la somme des parts qui lui sont
fournies par les trente espèces de permutations que nous
venons de distinguer et de désigner,

VI. Part donnée par les C7_lj3.

Soit une C7_lî3 contenant 3q — 3 lettres égales trois
à trois 5 si Ton y introduit les trois 7i, il y aura trois q
places occupées, qu'on peut supposer numérotées de i à
3<7, et la permutation formée doit être une C?)3.

Les plus forts numéros que puissent avoir simultané-
ment les trois h sont 3q, Zq — 3 et Zq — 6.

Pour le numéro i donné au premier A, le plus fort
numéro du troisième h est 3q— 2. Si Ton donne au
deuxième h le numéro 4? Ie troisième peut avoir un des
3q — 8 numéros compris entre y et Zq — 2 inclusive-
ment*, si Ton donne au deuxième le numéro 5, le troi-
sième peut en avoir 3 q — 9,"? s* Ton donne au deuxième
le numéro Zq—-5, le troisième ne peut en avoir que 1.
Ainsi, pour le numéro 1 donné au premier h, le nombre



des systèmes de places occupées par les deux autres est

II en sera de même pour les numéros 2 et 3 attribués
au premier h ; de sorte que, pour ces trois numéros don-
nés au premier h, on a un nombre de systèmes égal à

3 ( 3 y - 7 ) ( 3 y - 8 )

Si le premier h a le numéro 4? chacun des deux autres
prend un numéro de moins; il faut diminuer de 1 cha-cun

des facteurs du numérateur de la fraction —-—— >
2

et l'on a un nombre de systèmes égal à

S'il a le numéro 5, ce nombre est
(3? — ç))(3r/ — 10

2

et ainsi de suite.
S'il a le numéro 3 q — 6, on en a 1 ou

2.1

2

Le nombre des systèmes fournis ainsi par une C^^3

aux C?j3 est la somme

1.2 2.3 3.4
2 2 2

t ( 3 y - 9 U 3 y - 8 ) { 3(g - 7) (3? - 8 )
2 2

(37 — Q) (37 _ 8)f3^ — 7) 3 ( 3 7 - 7 ^ 3 7 - 8 )
_ _ + _ .



en s1 appuyant sur la formule connue de la somme des
nombres triangulaires

1.2 2 . 3 t n(n~{-i) n(n H- i)(n -h i)

2 2 2 6

La part cherchée sera donc

-8)C?_,,3.
[A suivre.)


