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NOUVELLES ANNALES

MATHEMATIQUES.

PROBLEMES SUR L’ELLIPSE;
Par M. Epowarp LUCAS.

1. Sur la construction géométrigue des normales &
une conique.— Dans une Note ayant pour objel la solu-
tion du probléme d’abaisser une normale sur ellipse,
M. Painvin (*) se sert d'un théoréme extrait d'un Mé-
moire de M. Smith Sur quelques problémes cubiques et
quadratiques. L'emploi de ce théoréme me parait inu-
tile, et je pense que la solution suivante est plus simple
que Ja solution indiquée.

Soit P («, 8) le point d’oa 'on veut abaisser les nor-
males & I'ellipse; si du sommet A on abaisse des per-
pendiculaires sur les normales, elles rencontrent la
courbe en quatre points situés sur une circonférence,
et la construction de celle-ci résout immédiatement la
question proposée. On trouvera dans larticle cité la
construction de 1'axe radical de cette circonférence et
du cercle homographique, et ainsi ’on déterminera une
premiére droite contenant le centre. L’ordonnée Yo du
centre de cette circonférence a pour expression [voir la

(*) Nouvelles Annales, 2¢ série, t. IX, p. 348.
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formule (1), p. 351 de V'endroit cité ]

aal

Jo=2 pr ‘

Soit D le centre de courbure du sommet A; joignons
le point D a la projection du point P sur I'axe des y, et,
par la projection de ce point sur 'axe des x, menons
une paralléle qui rencontre 'axe des y en Q; I'ordonnée
cherchée y, sera le double de OQ.

2. Surla corde normale minima. —Pour déterminer
la position de la corde normale de longueur minima, on
peut employer la remarque suivante, et j’ignore, en
raison de sa simplicité, si cette remarque est nouvelle.
Supposons une ellipse dont les dimensions sont telles
yue la développée la rencontre en des pointsréels; on a
a>>b /2. Désignons par A 'undes points d’intersection,
par AB la tangente a la développée normale a T'ellipse
en B, par A’B’ une tangente voisine, par A’ le point de
contact avec la développée, extérieur a I'ellipse et surla
méme branche que A, par B' le pied de la normale, et par
CT'autre point d’intersection de A’B’ avec I'ellipse. On a

arcA’A + AB=—=A'C—+ CB/,
et, puisque ’on a
arcA"A>A'C,
il en résulte, car la démonstration s’applique encore si
A’ est intérieur a I'ellipse,
B'C>AB,
et ainsi AB est la corde normale minima.

Le raisonnement s’applique d’ailleurs 4 la recherche
de la longueur maxima ou minima de la normale 4 une
courbe donnée C comptée de son pied jusqu’a son point
d’intersection avec une courbe donnée C'. Les tangentes
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4 la développée de la courbe C en ses points d'intersec~
tion avec C' sont en général des normales maxima ou
minima. On ne peut rien conclure par ce qui précede,
lorsque la courbe C' coupe la développée de C & angle
droit. On doit encore tenir compte des affections sin-
guliéres que présentent ces trois courbes, et plus parti-
culiérement des points de rebroussement de la déve-
loppée.

3. Surle triangle inscrit et concentrique a lellipse.—
En désignant par «, 3, y les angles excentriques ou pa-
ramétres angulaires des sommets d’'un triangle inscrit a
Pellipse, les coordonnées du centre du cercle circonscrit
sont données par les équations (*)

ax o —+ -+
— =— - CO0S p005p+70057 a’
c? 2 2 2
by a4 .9+
—)':—sm ﬁsmﬁ_i_ysm'y “-
c? % 2 2

Si le triangle est concentrique a Vellipse, on a
-_— == —_— A IT=
T—f=§ 3
Cela posé, la formule
€0s?p cos? g cos* 7 -+ sin?psin?g sinr
I

1
:Z +3 [cos2(p—g) ~+-cos2(q— r)+cos2(r—p)]

-+ % [cos2(p—+q)+cos2 (g+r)+cos2(r+p)]

(*) Sawmon, Traité des sections coniques, p. 306 de la traduction
francaise. Nous ferons observer que cette dénomination d’angle excen-
trique est an moins bizarre. Cet angle porte, il est vrai, en Mécanique
céleste, le nom d’anomalie ercentrique, parce qu'il n’a point son som-
met au foyer de l'orbite elliptique d’une planéte, occupé par le centre
du Soleil ; mais cette dénomination n’a aucune raison d’étre en Géomeé-
trie.
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donne immédiatement

e \ 2
(u)+ (4_"z> -
c? c?

Le lieu du point d’intersection des hauteurs décrit un
lieu homothétique (c’est la question 1173). On peut
arriver plus simplement au résultat précédent; mais si
J’al opéré ainsi, c’est afin de donner une application de
la formule trigonométrique employée ci-dessus.

Remarque. — La question de la corde normale mi-
nimum a été traitée (2° série, t. VII, p. 523, année
1868). Elle se trouve aussi traitée de méme dans les
Problémes de M. Lonchampt.

DE LA TRISECTION DE I’ANGLE A L’AIDE DU COMPAS
SPHERIQUE

(voir »° série, t. IlI, p. 222):

Par M. Epowarn LUCAS.

Dans une letre de Descartes &4 Mersenne, en date du
8 octobre 1629, on trouve le passage suivant : « De di-
viser les cercles en 27 et 29, cela se peut mécanique-
ment, mais non point géométriquement; il est vrai qu’il
se peut en 27, par le moyen d'un cylindre, encore que
peu de gens en puissent trouver Je moyen, mais non pas
en 29, et, si 'on m’en veut envoyer la démonstration,
jose vous promettre de faire voir que cela n’est pas
exact. »

La construction des polygones réguliers de 3" cotés se
déduit du principe suivant, qui résout le probléme de la
trisection de I’angle en se servant de figures décrites a
I'aide d'un compas sur la surface d’un cylindre de révo-
lution. Soient, en effet, ABC la base d’un cylindre de
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rayon supposé égal 4 'unité, A I'origine des arcs, B et C
les extrémités de I'arc a donné et de I’arc supplémen-
taire. Du point B comme centre, on décrit sur la surface
du cylindre une courbe sphérique passant par le point
diamétralement opposé an point B; sur la génératrice
passant par le point C, on prend un pointD dont I'or-
donnée est égale au cosinus de I’arc donné, et de ce
point D, comme centre, on décrit sur la surface du
cylindre une seconde courbe sphérique passant par le
point diamétralement opposé au point C. Ces deux
courbes se coupenten quatre points, situés dans un plan,
dont les ordonnées sont égalesa 2 cosa et aux trois va-

a—+2kn .
—g et dont les projec-

tions sur la circonférence de base sont les extrémités

de quatre arcs respectivement égaux a 2T —a, et aux
a-+2kw

3

Telle est, je pense, l'interprétation que l'on doit
donner du passage de Descartes, rapporté plus haut. La
méthode employée permet aussi de construire les racines
des équations du troisiéme et du quatriéme degré.

Férification. — En prenant pour axe des z 1’axe du
cylindre, et pouraxe desx lerayon passant parle point A,
les sphéres décrites des points B et D ont pour équations

leurs de 'expression 2 cos

trois valeurs cherchées de I’expression

{x—rcosa)+(y—rsina)+z2= 4,
{z-+revs aP+(y—rsina)’+(z—rcos a)=/4 r*+rcos’a;

ces ¢quations sont simultanément vérifiées :
1° Pour

xr==rcosa, y-=—-—rsina, z=——2rcesa;
2° Pour
a+2km . a-+2kn at-2km
#=reos ———; y =rsin y 3==27rcos .

R T
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SUR LES LIGNES GEODESIQUES DES SURFACES
DU SECOND ORDRE ;

Par M. LAGUERRE.

(Extrait d’'une Lettre adressée a M. Ch. Brisse.)

En désignant, enun point d'une ellipse, par p le rayon
. d| Lo .
de courbure de cette ellipse, et par ze la dérivée de ce
3

rayon par rapport a ’arc, Maclaurin a montré comment
la valeur de cette dérivée pouvait se déduire de I'angle
que fait la normale a P’ellipse au point considéré avec le
diamétre qui passe en ce point. On peut, si I'on veut,
énoncer de la fagon suivante le théoréme de Maclaurin :

En un point M d’une ellipse, portons sur la tan-
’ 1 l

gente une longueur égale & — et sur la normale une
P

longueur égale a — -;—:% ;, la résultante de ces deux
longueurs, composées comme des forces, est perpen-
diculaire au diamétre OM.

Les lignes géodésiques des surfaces du second ordre
Jjouissent d'une propriété semblable :

8¢, en un point M d’une ligne géodésique tracée sur
une surface du second ordre, nous portons sur la tan-

\ . L1
gente MT a cette courbe une longueur égale & —» sur

.. , . 1 (lp 1
la normale principale une longueur égale a —- 34 ;]

et sur la normale au plan osculateur une longueur

, , 1 - . .
égale a = (r désignant le rayon de torsion au point con-
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sidéré), la résultante de ces trois longueurs composées
comme des forces est perpendiculaire au plan diamétral

conjugué de la direction MT.
Yai considéré ici, pour simplifier I'énoncé, les com-
1 1 1 ..
posantes —; —z - ~ et —; mais il est plus convenable,
p r

dans d’autres applications, de considérer les composantes
.
. I 1dp 1 Vo
proporllonnelles —r — 55 3 et - ces composantes
P3 3
conservant d’ailleurs les directions que j’ai indiquées.
Pour abréger, appelons, si vous voulez, pour un in-
stant, axe de courbure au point M la composante ainsi
définie ; on pourra énoncer la proposition suivante :
3 P

Si MT et M'T désignent deux droites quelconques
touchant une méme ligne géodésique tracée sur une sur-
face du second ordre aux points M et M, la projection
de U'axe de courbure en M sur la tangente en M' est
égale a la projectionde l'axe de courbure en M’ sur la
tangente en M.

Si MT et M'T’ étaient tangentes & deux lignes géodé-
siques différentes, tracées sur une méme surface du se-
cond ordre, le rapport des deux projections dont je viens
de parler demeurerait constantlorsque les droites se dé-
placeraient tangentiellement aux lignes géodésiques; a
quoi j'ajouterai que les projections sont encore égales si

les deux lignes géodésiques sont tangentes 3 une méme
ligne de courbure.
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SUR LES NOMBRES DE BERNOULLI;
Pax M. WORONTZOFF, & Minsk.

I.
Si I'on représente par C; le nombre des combinaisons
5
. . . x
de n objets k a k et par By le coefficient de ————
1.2.3...4

’ - x .
dans le développement de la fonction . suivant les

puissances croissantes de x, c’est-a-dire

,

o F
et — 1
dxt .z:uj

on a, d’aprés des formules bien connues,
k=n
1) | 2CGUVB) = (2 + 1)
k=o
— (— 1) B f(z+ +] =0,
Ax étant égal a 'unité.
Mais, en ayant égard a la xelatlon

h=n—x

Zc B‘,_<dﬂ\ ,

/ x=0
on trouve
(AEBZ)IZOZ Bi+ ('— l)kk.
Donc, en remplacant (A*B,),—, par sa valeur, dans la
formule (1), on obtient
‘ (—1)af(z+1)

k=n—1
P S Bl el (e =,

k=o
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formule qui se transforme aisément en

hk=n—1
(3) nAf(a) + 3 B [f(zx)—Sf(x+n—k)]=0,
A=o0
ou
k=n—1
(4) naif(z) + Ec:m[m—k/(x) —flz+n— K] =o,
ou =
( h=n—ry
5 1 () — N OB f (=) S (2 +1)+. .
’ hee +fx4+n—1—k)]=o.

Appliquons ces formules 4 quelques cas particuliers :
1° Soit

Sa) =

.z'(.z——l)...(.w:-——n)'

On déduit de la formule (3), pour n impairet x = o,
k=n
n ~n+k
ch C,r Bk = 0.
k=o
2° En appliquant la formule (2) aux fonctions

2% et 2f —1,

on a, pour n impair et x =o,

A=n
ZCZB/, ok — o,
k=o
k=n
n
Z C, B;(2*+' —1) == B,,
k=o
ou
h=n— f
- ofH — g B
2 C,r BI:—H—'——: _n,
k ~41 n

k=ou
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et aussi

k=n

3G Bi (2 —1) =T,

k=o

pour n impair et x =—1.
3° Soit
S(x) =a7,

et posons, pour abréger,

h=n—1

2 CZ Bia—* —= 9la ).

k=o

De la formule (4) on déduit, pour x = o,

o(1) —g(0) =no"",

Si I'on ajoute toutes ces ¢galités, on obtient
i) g ,

h=n—1 a=a

" ko —1
2(‘/;B“’" >—2”(”“")" ’
k=0 =t

résultat bien connu.
4° Prenons

Comme

B‘\ Bn ! " (n - § n—\
<A 71:),:)——;:—-"—*—‘_ 1) (‘I—I+a 2‘5 ).,
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[ [(drestum
(%) _=

f
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la formule (4), pour x = o, donne

S=a—i

Aon—1
2 C:_l B; a*

5° Soit enfin

s=1

f(x)=sinbx.

2 s—t*=a(1— a""?)B,_..

Au moyen de la formule (5), on trouve, pour x =o,

()
S =

k=o

)(_,"B

=nsinfcos(n —1)8,

o sin? G sin(n — 2.4)8

n—1
E( . ) désignant le plus grand entier contenu dans

\

n—1

2%

1I.

Désignons par [s —h, s — 2h,. .., s — (m — )], la

somme des produits des nombres s — L, s—2h,...,

s — (m—1)h combinés k a k et posons, pour abréger,

Comme

on obtient

dnesx P7Ld

dxn

st
,.r:—:a_— m —~I2

n(n

o

k=m—x

)=

k—=o

n
—_ == 'U‘.\,,.
n

, ﬂ'n—lﬁsr”n-l
nis—(m— l‘r/t] .
’ ’ drt !
(]n (ST gyt —1
—(n—m—+1)- e
A
\ \
1) (n—m1]
1.2.3. co{m—1)
Us—hys—oh,... s — (m—1' ],]

?,

b
5 T=v

dr—Festy (

dxr=+ ’{,=“
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et, pour s = o,

arum _ g PR —1) . (n—m 1)
(Tw),m“(_') W R m—)

X[E (I, 2, 3""”n_l)k—E:LJ,
k:o

n—k

ou, sous la forme symbolique,

drum . g R —=1). s (r—m 1)
(7;'7),.0“(_ A 1.2.3...(m—1)

><,“bn—-m+l(,lﬂ)+[)(1’5-—}-2)-..(’[‘5'{‘”’_l) (‘)’

d’ou
k=n
Y. CiBiB s =— [(r—1)B,+ nB,_.],
k=o
k=n—1
N CiB[(n — 1 — #)Bai+ (n— K)Booii]
k=o
. n(n—1)(r—2) (B, B.— B._. \
—dB"——.ﬁﬁc—z <;+3n—-x+2n——2,,

D’un autre coté

A st u™ dm A—mgn
3 - ]lm " ’
dx =0 ds

ou As = h, et, par suite,

o dn A f () — f(e) 4 (:gg) df(z)

dx™ dx

1 <d‘u’"> d* f{x)

1.2 \ dx? dx*®

\

7*Y Dans le développement du second membre de cette formule, les
exposants de b doivent étre remplacés par des indices de méme valeur.
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Donc on a L "MH\\!‘\“‘

1 (m) L

1 [1,2,3,. , (m—1)], f(’””’) ) dam
At m—1

— (m—2)
-+ Z,_:;_‘ [!, 2, 3,..., (m I)]'x f f(x)dx”'"-!—..

(m—1)(m—2)

s fiz) =

(_ ‘)m——l (___ I)m—i
R h f(x)dx+1.2.3...(m-—[)
7) { P—
X[i 2 [t,2,3,..., m———l)] Bot Q Flz)
——(‘]—-lﬂ—l

+lz§E[I,2,3,...,(n1_1>]k_§gtr_'—k |4f (=)

m—r-l—-/ls dr

k=o
k=m—x
h? m+1—k ldzf( )
i Bl T oA=L ],
' k=0 ,

ou, sous la forme symbolique,

—m . et Il"—m/{(l —I) Ak—m ;i— l)
=2 F(F -+ 1) {m)

k=o

% %k—m+1(,l;5 +1)... (W +m— 1>D/t—mf(x),

formule générale de I'intégration successive. ’
Prenons la fonction

fle)y=(z+1,xz+2,..., T+p—1)
En remarquant que

Mz, 42,2 p—1),
=(p—1)(p—2)...(p— %)
X(x+kbk+1,x4+k4+2,. ., 24p—1)4,
Ann. de Mathémat., 2° série, t. XV. (Janvier 1876.) 2
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oun Ax =1, et

diz+1,z42,...;, 2 4+p—1),
dzt

=(p—n)(p—nr+1)...(p—n+k—1)
X2+ 1,2+ 2,000y T+ p—1)uciy

on tire de la formule précédente
k=n
2 T B (1, 2, 3.y (p—1)Juk

k==o0
=(B-+1,B+2,..., B+ p—1),

—n
=P [1,2,3,..., (p— 1)
e ,
Ec{"‘*‘“' (1,2 34e ey (p— 1)}k
k=0

s=m—1

Bm f—s
x 2 [1,2,3,..., (m—-l)_‘_“*"

m-k—s

=b(vb+1) (W 4+ 2)...(W+m—1)
(W41, B+ 2,0 b 4+ p— 1)
1.2.3...(m—1)

plp—+1)...(p+m—1)

X[—1, — 2,00y —(m—1), 1, 2, 35eees (P — 1) ]ntm

k=m—i

—_— 1.2.3...(m—k—1) ]
+ E (=) k(p——n-l)( —n—2)..(p—n—m—+k)

— (_ I}m—l

k=o
X [1,2,3,00 0y (m—1) k1,2, 3,000y (p— 1) Josm—i-
Remarque. — L’égalité (6) peut aussi s'obtenir au
moyen de la formule

AP""f(:z:) =

Y

= (p—1)...(p—m—+1)

hk=m—1

Y 2 (— ¥ z—hy..cyz— (m—1)k]i

X A= — (m — )R]k f [z — (m — 1)1,
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qui donne, pour p = o,

. - (__l)m—d
hY f(”)—;,m—'l,z.?»...(m-—l)

k=m—1

=< 2 (—xMa—ryoony 22— (m—1)h]i
k=o

> A—Ixm-—l—“f(x}.

THEOREMES NOUVEAUX SUR LA PARABOLE ET L’HYPERBOLE;
Par M. Epouaro LUCAS.

En prenant I’équation de la parabole rapportée a des
axes reclangulaires sous la forme

y = ax3,

'aire d’un triangle inscrit P, P, Py est, en désignant par
Xy, X4, X3 les abscisses des sommets, donnée par la for-
mule

o oz 1
—_1
PP.P=5 |z =z} 1|,
z, 3 1

et, d’aprés un théoréme connu,
PP, P=—{(z, — z;) (@s — =) (2, — x,).

Les coordonnées du pole Q, de la corde P, Py sont
respectivement (> + ;) et X, xs, et, par suite, Paire
du iriangle Q, Q,Qs, correspondant au triangle inscrit
P, P, P;, est donnée par I'expression

Ty~ X3 Xyxy 1
Q.Q,Qﬁ_—_—% T+ x xyx 1|,

Ty = Z, Xk, 1
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et 'on trouve aisément, en retranchant les deux der-
niéres lignes de la premiére,

Ql QzQ;z—‘;‘ P,P2P3.
On conclut de ce résultat le théoréme suivant :

Tatorkme I. — L’aire du triangle formé par trois
tangentes a la parabole est égale a la moitié, prise en
signe contraire, de Uaire du triangle formé par les
trois points de contact.

Désignons par R, le point de contact de la tangente
paralléle a P, Py : Pabscisse 2’ de ce point est égale a
4 (xy + a3), et, en remplacant x; par x} dans ’expression
de P, P, P;, on cn conclut la valeur de R, R, Ry, et par
suite le théoréme suivant :

Tatorime II. — L’aire du triangle formé par les
points de contact des tangentes parallcles aux cdtés
d’un triangle inscrit & la parabole est égale au hui-
tiéme, pris en signe contraire, de lUaire du triangle
inscrit.

Si, par le point P,, on méne une paralléle a P, Py, cette
droite rencontre la parabole en un point S, dont I'ab-
scisse xy esl égale a &, + x; — x,, et en remplacant, dans
Pexpression de P, P, Py, x; par 27, on en conclut I'aire
de S, 8,8;, et par suite le théoréme suivant :

Tatorkme III. — Si, par les sommets d’un triangle
inscrit & la parabole, on méne des paralléles aux cétés
opposés, ces droites rencontrent la parabole en trois
points formant un triangle dont I’ aire est égale & huit
fois l'aire, prise en signe contraire, du triangle in-
scrit.

Les coordonnées du podle de P; S, sont respectivement

Ty~ Zs
T= s =z (2, + 7y — z,)

]
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et ’aire du triangle formé par les trois poles a pour ex-
pression
T, &y x (2 xy— ) X
1| x> Z, (x5 + &y — 1) 1|,

T 4L Tz & — ) 1

et, en retranchant les deux derniéres lignes de la pre-
miére, on obtient :

Tatorime I1V. — 8i, par les sommets d’un triangle
inscrit a la parabole, on méne des paralléles aux cotés
opposés, les poles de ces droites forment un triangle
dont l'aire est égale a celle du triangle inscrit.

En désignant par T, et U, les points de contact des
tangentes paralléles a P, R, et R, S,, les triangles T, T, T},
U; U, U;, les triangles formés par les poles de P, Ry,
P, T,, P, U, R,S,,... et par les poles analogues, ainsi
que les triangles formés par les points de contact des tan-
gentes paralléles & ces diverses droites et aux droites
analogues, donnent lieu a un grand nombre de théo-
rémes semblables 4 ceux quenous avons indiqués, et dont
les démonstrations fournissent ainsi des exercices cu-
rieux et variés sur la théorie des déterminants.

Considérons maintenant deux triangles A, A, A; el
P, P, P; inscrits a la parabole, et désignons par a,, as,
az et 1y, X,, x5 les abscisses de ces points. Menons par
le point A, une paralléle a P, Py, et désignons par B, son
point d’intersection avec la parabole; I'abscisse de ce
point est égale a x, + xy, — a,, et laire du triangle
B,B,B; a pour expression
3y 2 — ay — x,) (@ - Xy — w, — 3 @, o, — s — x.).
Menons maintenant par le point P, une paralléle a A, A,
et désignons par C, son point d’intersection avec la para-
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bole; I'abscisse de ce point est égale a a, + a5 — x,, et
I’aire du triangle C, C, C; est égale a celle de B, B, Bs.

Désignons enfin par D, le point de contact de la tan-
gente paralléle & A, P,; I’abscisse de ce point est égale
a +(ay +x,), et, par suite, l'aire du triangle D, D, D,
est égale au huitiéme, pris en signe contraire, de l'aire
du triangle B, B, B; ; de 1a le théoréme suivant :

Tatorkme V. — 8i deux triangles sont inscrits & la
parabole, et si par les sommets de chacun d’eux on
méne des paralléles aux cotés correspondants du se-
cond, ces paralléles rencontrent la parabole en six
points formant deux triangles dont ’aire est la méme
et égale & huit fois laire, prise en signe contraire, du
triangle formé par les points de contact des tan-
gentes paralléles aux droites quijoignent les sommets
correspondants des deux triangles donnés.

Ce théoréme comprend un trés-grand nombre de cas
particuliers, lorsqu'un ou plusieurs des sommets de ces
triangles coincident; si A, A,, A; coincident, on a ainsi
le théoréme suivant:

Trtorkme VI. — Si, par un point de la parabole, on
méne des paralléles aux cotés d'un triangle inscrit, et st
parles sommets dece triangle onméne des paralléles ala
tangente au point donné, ces paralléles rencontrent la
parabole en six nouveaux points formant deux trian-
gles équivalents dont Uaire est égale a huit fois Uaire,
prise en signe contraire, du triangle formé par les
points de contact des tangentes paralléles aux droites
qui joignent le point donné aux sommets du triangle
donné.

Le théoréme précédent s’applique d’ailleurs facile-
ment 4 un polygone concave ou convexe, d’'un nombre
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quelconque de cdtés, et les aires des polygones formés
sont en raison constante avec le polygone donné.

On peut trouver encore des théorémes analogues sur
les poles des droites considérées dans les deux théorémes
précédents.

Considérons maintenant un quadrilatére inscrit
P, P, P, P,; nous avons, par définition (*),

P, P,P,P,—=P,P,P,+ PP, P,

et, en nous reportant a P'aire du triangle inscrit a la pa-
rabole,

PP, PP, = — !z, — x,) (2, — ) (2, + 23 — 22 — &)

si nous remplacons dans cette formule x; par § (x; +-Ziy4),
qui représente 1'abscisse du point de contact de la tan-
gente paralléle 4 P; Py, et si nous remarquons que le
dernier facteur s’annule, nous obtenons le théoréme
suivant, qui contient un certain nombre de corollaires
pour le trapéze et pour le triangle :

Tuatorkme VII. — Le quadrilatére formé par les
points de contact des tangentes paralléles aux cétés
d’un quadriatére inscrit & la parabole a une aire
nulle.

En calculant encore I'aire du quadrilatére formé par
les poles des cotés consécutifs du quadrilatére inscrit,
on obtient la moitié, prise en signe contraire, de I’aire de
ce quadrilatére, et, en appliquant ce résultat au théo-
réme précédent, que nous allons généraliser :

Trtorime VIII. — Le quadrilatére formé par les

tangentes paralléles aux cotés d’un quadrilatére inscrit
a une aire nulle.

(*) Poir mon Mémoire ayant pour titre : Nouveaur théorémes de Géo-

métrie supérieure (Extrait du Bulletin de la Société d’émulation de
I’ Allier. Moulius, 1875).
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Considérons enfin un polygonede r cdtés ABC...HKL,
inscrit a la parabole ; désignons par a, b, c,..., h, k, lles
poles de AB, BC,..., KL, LA, et admettons la formule

abe. .. hkl=— L ABC...HKL.

Ajoutons un sommet Mau polygone inscrit, et désignons
par I’ et m les poles de LM et MA; le triangle ALM
nous donne

I'm = — L ALM.

L’addition des seconds membres des deux égalités pré-
cédentes donne — + ABC...HKLM, et celle des deux pre-
miers nous donne I'aire du polygone abc...ikl'm, silon
remarque, en eflet, que les trois points k, /, ' sont en
ligne droite, ainsi que les points @, Z, m, comme péles
de droites concourantes. De la, la proposition sui-
vante :

Tutorkme IX. — L’aire du polygone formé par
n tangentes & la parabole est égale a la moitié de
Uaire, prise en signe contraire, du polygone qui réunit
les points de contact.

Ce théoréme comprend un grand nombre de cas parti-
culiers, en supposant un ou plusieurs c¢otés du polygone
infiniment petits. En supposant que le polygone inscrit
se compose d’un arc de parabole et de sa corde, on re-
trouve ainsi l'aire du segment.

Nous ajouterons, sans démonstration, les deux théo-
rémes suivants, susceptibles de généralisation, ainsi que
les précédents :

.

Tratortve X. — 8i U'on joint les milieux des cétés
d’un triangle inscrit a la parabole, et si I’on prend les
milicux des cordes interceptées dans la courbe, !'aire
formée par ces trois points est égalc & la moitié, prise
en signe contaire, de celle du triangle inscrit.
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Tutorime XI. — L’aire du triangle formé par les
poles des droites qui joignent les milieux des cotés d'un
triangle inscrit & la parabole est égale au quart de
celle du triangle inscrit.

Nous prendrons 'équation de hyperbole sous la forme
zy =1,

et nous supposerons les axes rectangulaires; mais les
formnules suivantes s’appliquent a une hyperbole quel-
conque, en multipliant chaque aire par le sinus de 'angle
des asymplotes.

L’aire d’un triangle inscrit P, P, P; a pour expression

I Xy — Xy Ty — T, T — Ty
P, P,P,— 5 .

£y Xy X'y

Les coordonnées du pole Q, de la corde Py P; sont don-
uées par les formules

2.7, 2, 2

- ’ — :
€ - 2, 7 Ty = Xy

et I’aire du triangle Q, Q, Q; correspondant au triangle
P, P, P; est donnée par 'expression

Ty ~— Ty Xy — Xy T — X
QIQ!QBZ_Z 2 3 %3 ' t 1'

Ly = Ty X3 -2, Ty + Xy

Si le centre de gravité du triangle inscrit est situé sur
i
I'une des asymptotes, on a, par exemple, pour I'axe

des y,

Zy 2y 4+ x5 0,

ct la comparaison des deux résultats obtenus ci-dessus
nous donne immédiatement le théoréme suivant :

Tatorkme XII. — 87 sur une hyperbole on prend trois
points formant un triangle dont le centre de gravité
st situ€ sur Uune des asymptotes, [’ aire du trian gle des
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tangentes menées par ces trois points est égale a quatre
fois Uaire du triangle inscrit.

Si le centre de gravité est situé sur la courbe, on a la
relation

1 I 8
(x.+x,+x3) (—— + — + —) =0,
Ty £ T3

ou, par une transformation facile,

Xy Xy Ty + 2, T, + 2y

—8,

£, x, Z,
ct la comparaison des deux résultats precédents nous
donne encore :

Trtorime XIII. — Sile centre de gravité d’un triangle
inscrit @ Uhyperbole est situé sur la courbe, [’aire du
triangle des tangentes aux sommets est égale, en signe
contraire, & la moitié de laire du triangle inscrit.

Si nous exprimons que la corde PP, est paralléle a la
corde P, P;, nous obtenons la condition xx; = x, x;, et,
pour le point de contact de la tangente PP paralléle a
Py Py, nous avons x == \/;;;c:, et ainsi il y a toujours
deux solutions réelles si x, et x; sont de méme signe,
c’est-a-dire si P, et Py appartiennent 4 la méme branche
d’hyperbole.

Si, dans I'expression de P, P, Py, nous remplacons x;,

Xy Ty Ty X, T

&4, Iy Tespectivement par y ——» ——> nous obte-
I Ty L3
nons
Xy + x5 X3 -+ X, T, 4 2,
. Pl P.2 93 2 3 3 i 1 1’
x, x, Z,

" et, par suite, les deux théorémes suivants :

Tutonime XIV. — §i le centre de gravité d’un
triangle inscrit a ' hyperbole est situé sur la courbe, et
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si l’on méne par les sommets de ce triangle des paral-
léles aux cétés opposes, ces paralléles rencontrent I'hy-
perbole en trois nouveaux points formant un triangle
dont Uaire est égale & huit fois Uaire, prise en signe
contraire, du triangle inscrit.

Treorime XV. — Si le centre de gravité d’un triangle
inscrit & Ihyperbole est situé sur 'une des asymptotes,
et si 'on méne par les sommets de ce triangle des pa-
ralléles aux c6tés opposés, ces paralléles rencontrent la
courbe en trois nouveaux points, formant un triangle
dont I’aire est égale & celle du triangle inscrit.

Considérons maintenant un quadrilatére inscrit
P, P, P, P,; laire de ce quadrilatére a pour expression,
en opérant comme dans le cas de la parabole,

Ha— ) o= =) (= 25)-

X, T, X, X4

Si nous remplacons dans cette formule x; par + /& Tiy1,
((ui représente I'abscisse du point de contact de la tan-
gente paralléele & P; P, en supposant tous les points
situés surla méme branched’hyperbole, et si nous remar-
quons que le dernier facteur du résultat précédent s’an-
nule, nous obtenons le théoréme suivant :

Tatoreme XVI. — Le quadrilatére formé dans une
méme branche d’hyperbole par les points de contact
des tangentes paralléles aux cétés d’un quadrilatére
inscrit dans cette branche a une aire nulle.

Ce théoréme, que nous avons déja rencontré dans la
parabole, est également vrai pour le cercle et, par suite,
pour Dellipse, en prenant tous les points de contact sur
la méme demi-circonférence, ainsi qu'on le démontre
immédiatement pour le cercle en faisant voir que les
deux triangles dont se compose le quadrilatére sont égaux.
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Les théorémes sur I'’hyperbole paraissent moins nom-
breux que les théorémes correspondants sur la parabole,
a cause de la condition imposée au centre de gravité
du triangle; mais, puisque 'une et I'autre des deux con-
ditions sont homogénes et symétriques, on peut rem-
placer x; par Kux;, quelle que soit la valeur de K, et en
particulier K = 2. On peut aussi augmenter le nombre
des résultats précédents a I'aide des remarques sui-
vantes.

Si, par un point x = @ de I'hyperbole, on méne des
paralléles aux cotés du triangle inscrit P, P, Py, ces pa-
ralléles rencontrent 'hyperbole en trois nouveaux points
ZoZy Ly, X T,

y ——» ——, et, si 'on porte ces
a a

valeurs dans les expressions de P, P, Py et de Q, Q. Qs,
on retrouve les aires des triangles avec des signes con-
traires. En portant ces valeurs dans la condition qui ex-
prime que le centre de gravité du triangle P, P; Py est
situé sur la courbe, on retrouve cette méme condition.
Enfin il est facile de voir que, si le centre de gravité du
triangle inscrit P, P, P; est situé sur I'une des asym-
ptotes, le centre de gravité du nouveau sera situé sur
I'autre. Donc :

ayant pour abscisses

Tatorime XVII. — 8¢, parun point d’une hyper-
bole, on méne des paralléles aux cétés d’un iriangle
inscrit, ces paralléles rencontrent I'hyperbole en trois
nouveaux points formant un triangle dont U'aire est
égale, en signe contraire, a Uaire du premier; il en est
de méme des triangles circonscrits correspondants.
Enfin, sile centre de gravité du premier triangle in-
scrit est situé sur la courbe ou sur Uune des asympltotes,
le centre de gravité du sccond sera situé sur la courbe
ou sur Uautre asy mptote.
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Les deux premiéres parties de ce théoréme s’appli-
quent également a un polygone quelconque.
Nous énoncerons encore les propositions suivantes,
dont nous laissons au lecteur la vérification :

Tatoneme XVIIL. — L’aire du triangle obtenu en
prenant les milieux des cordes interceptées dans une
hyperbole passant par le centre du triangle inscrit, par
les droites qui joignent les milieux des cotés de ce
triangle, est égale & la moitié, prise en signe contraire,
de l'aire du triangle inscrit.

Tatorime XIX. — 8i, parles sommets d’un triangle
inscrit dans une hyperbole passant par le centre du
triangle, on méne des paralléles a la tangente passant
au centre du triangle, ces paralléles rencontrent I’ hy-
perbole en trois nouveaux points formant un triangle
dont Uaire est égale & moins vingt-sept fois l'aire du
triangle inscrit.

Tatorkme XX. — 8, par le centre d’un triangle in-
scrit dans une hyperbole passant en ce point, on méne
des paralléles aux cotés du triangle, ces paralléles ren-
contrent l'lyperboleen trois points formant un triangle
dont l'aire est égale & moins vingt-sept fois Uaire du
triangle inscrit.

Tutorime XXI. — Par le centre d’un triangle in-
scrit a une hyperbole passant en ce point, on méne des
paralléles aux cotés du triangle inscrit, et, par les points
d’intersection de ces paralléles avec 1 "hyperbole, on
méne des tangentes a la courbe, l'aire du triangle
Sformé par ces tangentes est égale, en signe contraire,
a Uaire du triangle inscrit.

Nous ferons remarquer que la plupart de ces théo-
remes sont susceptibles d’une grande généralisation, et
s'appliquent indistinctement i toutes les coniques, mais
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en tenant compte de la restriction indiquée au théo-
réme XVI pour le cas du cercle ; nous citerons notamment
acesujet les théorémes V et VI. On peut d’ailleurs arriver
plus rapidement a ces résultats et déduire les théorémes
de I’hyperbole de ceux qui concernent la parabole, et
réciproquement. Nous donmnerons enfin, dans un pro-
chain travail, les théorémes correspondants dans la Géo-
métrie A trois dimensions.

SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 1070
( voir 2° série, t. XIIT, p, 143),
Par M. C. MOREAU,

Capitaine d’Artillerie, a Calais.

du _—
L’ équation — — \/1 + au?* + bu* définit une fonc-
q o Vi+a ut défi fonc

tion u, si ’on donne la condition u=o pour x=o.
C’est une fonction impaire de x, et, dans son déve-

loppement suivant les puissances de x, le coefficient de
el

1.2.3...(20+1) est de la forme

ar -+ A @b 4+ A at i b d @b -, ..

On a
3 3w+t __ 3 E ”
=T e
_ 57n+| — 5 3on+3 __ 33 9 3Jm+2 39
A= T e T8 T (“32_ + E) "

Tous ces nombres 1y, ks, X3,. . sont entiers. Démon-
trer les résultats précédents. (F. Dipon.)
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, . du »
De I'équation donnée on tire — = au + 2bu®, et l'on

reconnait facilement, par différentiations successives,
que les coefficients du développement

xd

a8
2.3 + (@ +128) 1.2.3.4.5 +ee

u—x —+a
1

ont la forme annoncée, et que tous les nombres 3,, 2,,
s, ... sont entiers. Pour chercher a déterminer ces

nombres, posons
W=ty + b+ 0, 0 a0+ .

I'é jon 28— bu® donnera
équation —— = au + 2bu® nous donne

du, ’ (d*u, 5
d? —Llllo) -+ ((—J—TT — au,
d?u, du, \
" <dx’ o au2> bt <d.z:’3 - aug) b
—o2b(uy +u b+ 07 P
—a2udb+6ulu,b?+6(ulu, + uu?)bi4. ..,

et il en résulte les relations suivantes :

d?u,
(1) dz = au,,
. d’u,
(2) T = au, + 2u?,
d*u
(3) (E;z:aug—i—ﬁuﬁu.,
d’u,
(4) = =at, +6(ulu, 4+ u, w?).

On pourrait intégrer ces équations, et, connaissant les
différentes fonctions u,, uy,..., la question serait réso-
lue; mais on peut procéder de la maniére suivante, en
déterminant seulement, dans chacune de ces fonctions,
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Piall

le coefficient de s que nous appellerons

1.2.3...(2rn+1)
dans tous les cas P,.
1° L’équation (1) donne

d"u, d’™'u,
(l.l,‘m+l =a (lx')ll—l 3
donc
P, = aPn—n

et, comme P, = 1, il s’ensuit
P = a".

2° On tire de méme de I'équation (2) la relation

P 4o dtn— )
n_ @ H -‘II—M_—— =0

Or, a cause des équations

du, \ 2 , d'uy
-deT =1+ au, et e = au,,

on peut poser

d*='(u?) du, du,
P — A, — Ir + Bu_yuj Zr_’

(5)

et, en différentiant deux fois de suite, il vient

A+t (”: )

d12:4+|

du.‘

du,
= (ahn -+ 2B,.) T +9aBuiu} T

dx
donc

Ap—=alA,.,+2B,., et B,=—=qgaB,_.
De plus

) ’I"o
dx “ dz

montre que
A,—=o0 e B,=3,
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(_{i,:(_ll;:;__) = A, .
d‘lJH-l =0

P,—aP,_, +2A,, avec P,=—o

et, comme

oun a

Si nous appelons respectivement ¢ (7), o:(t), 2s(2)
les fonctions génératrices deP,, A, et B,, les relations pré-
cédentes donnent les équations

(1— at)g (t)= 2ty (),
(1— at) g, (1) = 229,(2),
(1—gat)g,(t) =3,
d’ou l'on tire
3 2 21
22 I 16 2 s

?(0)= (1—at)*(1—9gal) ~a l——gat— (l——-at)‘+ 1—at

ct le coefficient de ¢* dans le développement de cette
fonction sera

3 3 21
P, = a"? [_1—6 9 — > (r 1)+ 'l'g:l

Jm+1__ 3 3
—_— g2 J— =\ n-—-2.
=4 ( 16 2 ”) ha

3° L’équation (2) équivaut a la suivante :

du, du, s du,
—— U — ) 20, —
X X

det drz | dx de

d*u, du, duy, d*u,
— = u
°d dx

(ui donne, par intégration directe,

du, du, u!

— — —au,u, + :
dx dx o P
on tire de la
sau du, " du, ” du, + , du,
—-— = — — _— 2au? —
oth o o gz = H dx’

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. XV. (Janvier 1876.) 3
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qui servira i la réduction des dérivées successives de la
fonction u? u,.
Ici 'on peut poser

& (u? ) du, . du, du,
g = A g B o G 2
du Hu
+ Dy d—-‘ + B ug -

ct, en différentiant deux fois de suite, on trouve les re-
lations

A,—aA,_, +2B,.,, B,=9gaB,_, +12C,, +6D,,,
C,=2baC,_, +12E,_,, D,=aD,_,+ 6E,_,,
E,=9gaE, ;
on a d’ailleurs
P,—=aP,,+ 6A,_, avec P,=—o;

et, en prenant la premiére dérivée de u;u,, on obtient
les valeurs initiales

N .
Ay—o0, B,—=o0, Co=——, D,:Z, E, = 3.

I
a
Si maintenant on désigne respectivement par ¢ (z),

G (t),-++, ¢s(t) les fonctions génératrices des quantités
P,, A,, B,,..., E,, on arrive aux équations suivantes :

(1

—at)o(t)= 6tz
(1—at)9,(t) = 2t¢.(¢),

(
(
(1— gat)g.(t) =1289,(¢) + 62 q,(2),
(1 —25at) g, t__lzt%(t)—(—l,

(1—at)gi(t) = Otg(t) + %’
(1—gat)q.(1)=3,
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et, en les résolvant, on trouve enfin

4328 (7 —15at)
‘."(t): (l—at)3(1 — gat)z(l — a5ar)

5 45 9
o 256 64 32
~a | 17—2bat” 1—gat (1 —9gat)
799 93 9
256 16 + 4 .
+1—a?—(l-—at)’ (1—arp 1’
donc
— ph—4 n 45 n q 799
P.—=a [—5625 Bzg —-32(n+1)9 + 056
93 g (n+1)(n+2)
~—16(n—|-l)—i—4———~-——-—-2
— i 5"'*‘—5_'_3’“-3 gnz
= 256 6f "8

3m+2 3() . -
_(32 16) ]_A’a ‘

4° En appliquant la méme méthode a I’équation (4),
on arrive a la formule .
5184 1°(847 — 15533 at + [4845a*r — 3g375a%*)
(1— at) (1 —gat) (1— 25at)* (1 — fgat)

(e)=

ou, en décomposant en fractions simples,

7 125 15 5121
()= — [ fogb ro24 51>, 2048
AN 1—49t " 1 —25at (1—25acp 1—Qgat
909 27 36291
b ' 64 4ogb
(l—gazf—r (1—9at)  1—at
2175 927 27
128 64 el
G—ap " —arp u—at)‘]’

3.



(36)
et I'on tire de 1a

_ e 72n+1__ 7 52n+1_ 5 37»+4_ 35
,— roat—b—aqn—8§ L_
P 4 “ [ 4ogb +19 1024 +29 2048

J— _9__ né 4 (3“"*‘3 -+ 4_9§> n?

16 128 128

. 3=+ 363

Question 1152

( voir 2° série, t. XIII, p. 400),

Par M. MORET-BLANC.

Deux surfaces gauches S, et S, ont une génératrice
commune A. Déterminer leurs points de contact sur A.
S, restant fixe, on donne a S, un double mouvement
de translation parallélement & A et de rotation autour
de cette droite : quelle sera la position des points de
contact au bout d’un temps donné t?
(Ep. Dewuwr.)

1° Je prends.la droite A pour axe des z, les coordon-
nées étant rectangulaires.

Les équations des plans tangents aux surfaces S, et S,
en un point de la droite A seront

Yy —oadx,

Yy =ax

o et «, étant des fonctions déterminées de 'ordonnée z
du point du contact.

Soient
o = ? (Z)’
o, =19(2).

Pour les points de contact des deux surfaces situées sur
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¢(z) —¥(z)=o,

équation qui fera connaitre ces points.

2° Je suppose, pour fixer les idées, que les deux mou-
vements de translation et de rotation imprimés a la sur-
face S, soient des mouvements uniformes dont les vitesses
sont v et .

Soient z I’ordonnée d’un point de contact des surfaces
au bout du temps z. Ce point, considéré comme appar-
tenant a S,, avait, a l'origine du mouvement, pour or-
donnée z — v, et la trace du plan tangent en ce point
sur le plan xy faisait avec la trace du plan tangent com-
mun au bout du temps ¢ 'angle wz. On a donc

p(z) — Y(z—ot)
I+ ¢(2)Y(z— vt)

Telle est I'équation qui fera connaitre les ordonnées
des points de contact au bout du temps z.

A, on aura

lang wl—

Si les mouvements n'étaient pas uniformes, il faudrait,
dans 'équation précédente, remplacer vt et wt par les
expressions de la trauslation et de la rotation en fonction
du temps.

Question 1153

(voir 2° série, t. XIII, p. 448),

Par M. MORET-BLANC.

Un point pesant est placé au pole d’une spirale loga-
rithmique sans masse ayant avec une droite horizontale
assez d’adhcrence pour y rouler sans glissement sous
laction du poids de son péle. On demande d’étudier :
la loi du mouvement de la spirale en le décomposant
en translation avec le pole et rotation autour de ce pole;
Uenveloppe des diverses spires de la spirale, de sa dé-
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veloppée, de la développée de cette développée et gené-
ralement de la développée d’ordre n; la loi de succes-
ston avec le temps de leurs points de contact avec leurs
enveloppes, le lieu des centres de courbure de chacune
d’elles correspondant & tout instant sur ces développées
successives au point d’appui de la spirale roulante et
leur loi de succession avec le temps.
(Haron pE 1A GOUPILLIERE.)

Soient O la position initiale du péle, M le point ini-
tial de contact, MH l'horizontale sur laquelle roule la
spirale, OH perpendiculaire 4 OM et rencontrant ’hori-
zontale au point H, x I’angle de la spirale, dont 1'équa-
tion polaire est

r = ae",
OH étant I’axe polaire.

Mouvement de translation. — La normale a la tra-
jectoire du pole passant constamment par le point de
contact et faisant avec I’horizontale un angle constant g,
cette trajectoire est une droite perpendiculaire a OM:
c’est OH. Le mouvement du poéle est donc celui d’'un
point pesant sur un plan incliné : ¢’est un mouvement
uniformément accéléré, dont l'accélération est g cosp,
la vitesse est v = gt cosp., et le chemin parcouru est
x=}gt"cosp.

Mouvement de rotation autour du péle. — SoientM’
le point de la spirale qui, au bout du temps t, serale
point de contact de la spirale avec MH, r et 0 ses coor-
données, r, et 0, celles du point M. Au bout du temps ¢,
la spirale aura tourné de I'angle & = MOM' =8,—9;
mais on a

ro=ae™s, r=—ae",
d’ou I'on tire

o=y — 8 = 120,
m r
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Mais, O’ étant la position du pole au bout dn tempst,

r=0M=r,— 00 cotp=r,—mz;

donc
! l T 1 1____5___.¢.
= re—mx m 1, — +mgtcosp

La vitesse de rotation au bout du temps ¢ est

dw gt cosp
i - M ,
dt ry — + mgt* cos g

et ’accélération de rotation

d*o __ gcosp(r, + 3grcosp)
de T (r,— 4 mgticos p )

Enveloppes des spires de la spirale, de sa dévelop-
pée,etc.—On sait que, lorsqu’une courbe roule sur unc
autre, la normale commune 4 I'enveloppe et 4 ’envelop-
pée passe par le point de contact correspondant de la
courbe roulante et de la courbe fixe.

Je rappellerai, en outre, cette propriété de la spirale
logarithmique : si OM et ON sont deux rayons de la spi-
rale, et que, sur un troisiéme rayon OM' comme home
logue de OM, on constraise le triangle OM' N serishlable
au triangle OMN, le point N’ appartiendra b 1a mm

Cela posé, sur OM je construis un segment capable
de 'angle go® +- u; il appartient i 'la tirconférence dé-
crite sur le diamétre' MH ¢t rencontre la spirale en des
points N, P, Q,.... Les tangentes en ces points faisant
Pangle ¢ avec les rayons vecteurs sont perpendiculaires
aux droites MN, MP, MQ,..., et passent par consé-
quent par le point ﬁxe H. Les points M, N, P, Q,...
sont donc les points de contact des spires avec leurs

enveloppes, et ces enveloppes sont des lignes droites
passant par le point H.
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Le point de contact étant en M’, on obtiendra de méme
lesystéme de points M’, N/, P/, Q’,...,0’, homothétique
ausytéme M, N,P,Q,...,0, par rapport au centre H; donc
les mouvements des points de contact des spires avec
leurs enveloppes sont, comme celui du point O, des
mouvements uniformément accélérés, et leurs accéléra-
tions sont entre elles comme les distances simultanées
de ces points au point H, ou comme les sécantes des
angles que leurs trajectoires font avec OH.

On sait que la développée d’une spirale logarithmique
est une spirale qui vient coincider avec la premiéreen la

T l.m

faisant tourner autour du pdle d’'un angle a = ST
m

dans le sens négatif.

Cela posé, du point O comme centre avec le rayon OM,
décrivons une circonférence, et menons les rayons OM,,
OM,, OM;,..., faisant avec OM les angles , 2, 3o,....
Sur 'un quelconque de ces rayons OM,,, décrivons un seg-

’ ™ . .
ment capable de 'angle 5~ #» qui coupe la spirale aux

points n,, Puy Guy.... Si Pon fait tourner ce systéme autour
de O, de I'anglena, de maniére a ramener OM,, sur OM,
les points n,, p,, ¢n,... viendront se placer en N,, P,,
Qns. .. sur la circonférence de diamétre MH, et devien-
dront les points de contact de la n“m développée ayec
son enveloppe; les trajectoires de ces points seront des
lignes droites passant par H. Les systémes de points M,
N.,P,, Qy..., Oet M, N, P, Q,,,..., O’ correspondant
4 deux positions M, M’ du point de contact seront en-
core homothétiques par rapport au point H, et, par suite,
ces points décriront leurs trajectoires d’'un mouvement
uniformément acceléré et arriveront en méme temps au
point H.

Lieu des centres de courbure. — Le centre de cour-
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bure de la spirale relatif au point M esten C a la ren-
contre de la normale en M avec HO prolongée : celui de
la développée relatif au point C s’obtient en construisant
le triangle OCC, semblable 4 OMC; le centre de cour-
bure correspondant de la seconde développée, en con-
struisant OC, C, semblable & OMC, et ainsi de suite.

Les points C, Cy, C,,... sont donc situés sur une spi-
rale logarithmique égale 4 la premiére, de méme pole, les
rayons égaux des deux spirales faisant 'angle «. Au bout
du temps ¢, le systéme M, C, Cy, C,,..., O sera remplacé
par le systtme M/, C/, C, C,,..., O’ homothétique au
premier par rapport au centre H; il en résulte que les
centres de courbure considérés décrivent d’un mouve-
ment uniformément accéléré des trajectoires rectilignes
aboutissant au point H, en restant & chaque instant sur
une spirale logarithmique dont le mouvement est sem-
blable & celui de la premiére.

On a vu que les points de contact des spires de la spi-
rale, de sa développée, de la développée de cette déve-
loppce, et, en général, de la développée d’ordre n avec
leurs enveloppes sont, & chaque instant, sur une circon-
Jérence ayant pour diamétre la droite qui joint le point
de contact de la spirale roulante avec MH au point H.

Question 1158

( voir 2* série, t. XIV, p.g5)*

Par M. MORET-BLANC.

Etant donnéeune masse quelconque dont chaque mo-
lécule atuire suivant une loi qu’on suppose étre repré-
sentée par une simple fonction de la distance au point
atiré, on peut se proposer de trouver toutes les surfaces
Jouissant de cette propriété que les droites suivant les-
quelles sont dirigées les attractions de la masse sur tous
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les points matériels de l’'une quelconque d’entre elles
soient normales & une méme surface. Démontrer que,
pour chacune des surfaces cherchées, il existe une rela-
tion constante f(R,V) = o entre le potentiel de la
masse relatif & chaque point de cette surface et la gran-
deur R de Uattraction de la masse sur ce point. Sila
relation ne contient pas R, elle donne des surfaces de
niveau ; si elle ne contient pas 'V, elle donne ce qu’on
peut appeler des surfaces d’égale attraction.

(F. Dipon.)

Soient S une surface remplissant la condition de
I’énoncé; S, I'une des surfaces auxquelles les directions
de Tattraction sur chaque point de S sont normales;
M (x, y, z) un point quelconque de 8; M, (xy, yy, z,)
le point ou la direction de I’attraction sur M rencontre
S, ;5 MM, =/, valeur positive ou négative suivant que M,
est la direction de 'attraction ou sur son prolongement ;

v

av . d av
= — —_ — =—1 -
X= ¥ e Z = —- les composantes de R paral
léles A trois axes de coordonnées rectangulaires.
Les cosinus des angles de la direction de R avec les

X Y Z N
axes sonl s o5 oo Ceux de la tangente en M, a une

, dr, dy, dz, .
courbe tracée sur S, sont — » —, —. Pour que la di-
! ds, ’ ds, ’ ds, P q

rection de R soit normale a S,, il faut que 'on ait

Xdr, 4+ Ydy, + Zdz, —= o.
Or

iy
I
8
+

~

-

& 0R

I I

Ol <
ot
=N T P

~
.-
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d’cu
. X X
dr, :_—d.z:—{-r{-d1+ Idl—{,

Y Y
— — ld —

Z zZ
. — l ld2-.
d.,__(lz+Rdl+ R

Ajoutaut ces équations multipliées respectivement par

Y Z
il e ayant égard  la relation

R°R’R
)@@=
d’ou
X X Y Y Z Z
+ —d——o,
R R R R R R
il vient
X Y Z
— — — d. dl;
o Rdx—l—Rdr—l—R z 4
d’ou
g Xdz+Ydy+7ds 4V
- R ~ R

La condition nécessaire et suffisante pour que d/ soit
une différentielle exacte est qu'il existe entre R et V unc

relation
S(R,V)=o,

en vertu de laquelle R sera une fonctionde V,R=1+(V),

et I’on aura
dv
l=— | 2 +c.
f?(‘)

f(P\,V):O,

L’équation

ou R et Vsontdes fonctionsde x, y, z, définit une sur-
face S, lieu des points M, telle que les directions des
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attractions de la masse attirante sur chaque point de
cette surface serontnormales 4 une méme surfaceS,. Pour
chaque surface S, il existe une infinité de surfaces S,, se
déduisant toutes de I'une d’elles, en portant sur les nor-
males, a partir de la surface, une longueur constante.

Si f(R,V) ne contient pas R, on en tire, pour V, des
valeurs constantes; dV=Xdx+Ydy+Zdz=o, et R
est normale 4 S, qui est une surface de niveau / = const.

Si f(R,V) ne contient pas V, on en tire pour R des
valeurs constantes. Les surfaces S sont des surfaces d’é-
gale attraction. On a alors

l=C— X .
R

Question 1175

( voir 2* série, t. XIV, p. 288);

Pax M. MORET-BLANC.

Résoudre en nombres entiers et positifs l'équation

=y + 1.

Cette ¢quation est évidemment satisfaite par y =o,
quel que soit .

Pour obtenir des solutions en nombres finis, re-
marquons d'abord que x et y doivent étre peu différents
'un de Tautre, et que leur différence doit étre un
nombre impair.

1° Supposons d’abord x>y, et soit x =y + n.
On devra avoir

(r = ry—yr+i=1,

ou, en divisant par 7,
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Or (1 +;>f est < e" < 3": donc il ne peut surpasser 3".
Sil’on faity =1, ona

n—1, x=—2.

n\? 1
1+—) —2t= —.
2 22

Cette équation est satisfaite par n=r1, dou x=3.
Pour n =3, le premier membre devient négatif, et a
fortiori pour n >3.

On a ainsi les deux solutions

Pour y= 2,

y=i1, x—2,

Yy =2, .2::3,
ctiln’y en a pas d’autres avec x> y.
2° Soit y>> x; posons y =x —+ n,
= — (x + n)* =1,

et, en divisant par x*,

n\* 1
" — I+ =) = —
x x*

x, d’aprés la discussion précédente, ne saurait éire in-

férieur a 3; or, pour x =3, le premier membre de-
. n\? .

vient 3" — <1+ §> » valeur qui, pour n=1, surpasse

déja le second membre, et a fortiori pour n>1, car le

terme positif croit avec n plus rapidement que le terme

négatif. D’ailleurs, pour x>3,

e (1+ §>’>4n— e — 3>,
. 1
tandis que st <r.

Il n’y a donc pas de solution pour y > =, et les seules
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solutions en nombres entiers positifs sont
y=o0, =z arbitraire,
y=1, x=—/2,

ry=2, z=3.

Question 1180

(volr 2° sérle, t. XIV, p. 250);
Par M. MORET-BLANC.

Une pile de boulets & base carrée ne contient un
nombre de boulets égal au carré d’un nombre entier
que lorsqu’elle en contient 24 sur le coté de la base.

(E. Lvcas.)
Il faut que T'on ait
n(r+1)(2r+1)
G =

m7

ou
n(n—+1)(2n—+1)=6m.

Les trois facteurs n, n+1, 27 +1 étant premiers
entre eux, il faut que celui qui est pair soit le sextuple
d’un carré, les deux autres élant des carrés impairs, ou
bien que le nombre pair soit le double d’un carré, les
deux nombres impairs étant 'un un carré, I'autre le triple
d’un carré.

1° Soit n pair: il faut aussi qu’il soit divisible par 3,
sans quoi I'un des deux autres facteurs serait de la forme
3k + 2, incompatible avec celle d’un carré ou d'un
triple carré. On aura donc

n==06¢*, n4+1=p, 2n4+1=r3
ou
)= 6(/’:1,

r—r12¢*=r1.

Les solutions entiéres de ces deux équations s’obtien-
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nent, comme on sait, en développant /6 et \/12 en frac-
tions continues et prenant les termes des réduites cor-
respondant aux quotients complets dont le dénominateur
est égal 2 1. Ce sont, dans les deux cas, les réduites de
rang impair : on obtient ainsi les séries de valeurs

p=1, 5, 49, 485, 4801, 47525,...,
g =o, 2, 20, 198, 1960, 19f02,...,
r=t, 7, 97, 1351, 18217,...,
¢=o0, 2, 28, 390, 9432,....

g devant avoir la méme valeur dans les deux équations,
et ne pouvant étre zéro, on n’a pas d’autre solution com-
mune que
q=2, p=5, r=7,
d’ou
n=24 et m*=4.25.49= fqgoo.

2° Soit n impair : 7 + 1 sera pair etde forme 35+ 2,
sans quoi 'un des nombres n, 21 +1 serait de cette
forme, incompatible avec celle d’un carré ou d’un triple
carré; on aura alors

n=p n+1=2q% 2n+1=237,
d’ou
pr—2q'=—1,
pr—6r—=—a,
en posant 2p = p'.
Les solutions de ces équations sont données par lcs ré~
duites de rang pair dans le développement de /2 et \/6

en fractions continues. On obtient ainsi les séries de
valeurs

p=1, 7, 41, 239, 1393, 8119,...,

g=1, 5, 29, 169, ¢85, 5741,...,
p =12p=2, 22, 218, 1158, 12362,
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d’on
=1, 11, 109, 579, 6181,...,

~

=1, 9, 89, 881, 8j21,....
l.a seule valeur communede p est p =1:
p=1, g=1, r=1, dou rn=1

Donc, en écartant le cas d’un seul boulet, le nombre des
boulets de la pile ne sera un carré que lorsqu’elle en aura
24 sur le coté de la base.

CORRESPONDANCE.

Extrait d’une lettre de M. E. Rouché. — « Dans le
numéro des Annales, qui est relatif au mois de no-
vembre, mais qui n'a pare quhier 6 décembre, je
trouve un article sur la discussion des équations du pre-
micr degré. Je m’empresse de reconnaitre que M. Fon-
tené, dont japprouve particuliérement le mérite, ne
pouvait, quand il vous a remis son travail, avoir eu con-
naissance de celui que j’ai communiqué a I’Académie
sur le méme sujet ; mais je tiens a constater que ma Note,
ayant paru dans les Comptes rendus du 29 novembre,
a é1é publiée avant I'article cité. C’est pourquoi je vous
pric d’insérer ces quelques lignes dans votre prochain
numéro. »

Note de la Rédaction. — La réclamation de M. Rouché est
parfaitement fondée. A I’égard de M. Fontené, nous dirons que
son article nous a été remis au mois de septembre dernier,
que nous l'avons fait composer immédiatement, et que c’est &
notre grand regret qu’il n’a pas paru plus tét. Le travail de
M. Rouché et celui de M. Fontené sont donc bien indépen-
dants I'un de 'autre.
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SUR LA METHODE DE MONGE POUR I’INTEGRATION DES
EQUATIONS LINEAIRES AUX DIFFERENCES PARTIELLES DU
SECOND ORDRE;

Par M. LAGUERRE.

La méthode donnée par Monge pour intégrer les
équations linéaires aux différences partielles du second
ordre a é1é complétement élucidée, d’abord par les tra-
vaux d’Ampére et ensuite par ceux de Boole et de Bour;
il me semble néanmoins qu'on peut la présenter avec
plus de netteté et de briéveté qu’on ne le fait d’ordi-
naire.

I.
Sur la représentation de la forme
W=Hr+2Ks+ Lt — M+ N(rr — s}

par le déterminant

T

o 1 s t oM
ATy
a b ¢ d OI/GPEI‘J[J._
xa B 9 0 ‘ILRSH,

1. Soit W =Hr+ 2Ks + Lt — M+ N(rt — s?), ou
ry s, t représentent des variables quelconques; je vais
d’abord montrer que I'on peut toujours représenter la
forme W par le déterminant

1 o r s
0 T L) t
a b ¢ d
o £ v 9

Ann. de Mathémat., af série, t. XV. (Février 1876.)

-~
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et étudier les propriétés de ces diverses représentations.
En développant ce déterminant, on voit qu’il est de la
forme indiquée, et, en identifiant les coefficients des
quantités r, s, t,..., on aura, pour déterminer les in-
connues a, b, ¢, d, «, 3, 7, 9, les cinq équations

(1) M-—=dy—cd,

(2) N—=aP — ba,

3) Loy cf,

" M- da—ad,
5 2K =dp — b3 +ay — ca.

On a maintenant, d’aprés un théoréme connu (¥),
» dap
(by —cB)lad — da) + (ca—ay)(bd —dB;
+ (ap —ba){cd —dy;, = o,
ou encore, cn vertu des relations précédentes,
{ca —ay)(bd — dB) =HL -+ MN;

par suite, si Pon fait, pour abréger, G ==K*—HL — MN,

hy K+ VG ==dp—bd
et
5y K — \/6: ay —ca.

2. Des équations (1), (2), (3), (4), (5) et (5)" il est
facile de déduire un systéme de valeurs des indéterminées
a, b,c,d,....

Remarquons d’abord que, parmi les déterminants mi-
neurs a3 — ba, ay — ca,... qui entrent dans ces équa-
tions, il s’en trouve au moins un qui n’est pas nul,
autrement la forme W s'annulerait identiquement. Sup-

(*) C'est le théoréme de Fontaine; voir Théorie des déterminants, par
Baltzer, p. 26.
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posons, par exemple, que af — ba soitdifférent de zéro:
je mettrai les équations précédentes sous la forme

M=dy—cd, N:aﬁ——-[)a
et

« a_d —c¢ H K— G

l*\

> = —
B 67 =3 v K6 L ‘

La premiére de ces équations étant une conséquence des
autres peut étre négligée; donnons maintenant a a, b,
o et 3 quatre valeurs arbitraires satisfaisant a la relation
5 —ba=N, la derniére relation donnera

d —c 1 H K — \/—6 b —a
N

j— 7

—d N"gR+ye L T —B a

?
(ui déterminera les autres indéterminées d, ¢, 0 et 7.

3. On voit, par ce qui précéde, que I’on peut toujours
représenter W par un déterminant de la forme indiquée.
et, si G n’est pas nul, comme on peut prendre pour /G
deux valeurs, il en résulte que toutes ces représentations
se distribueront en deux groupes, le premier groupe
comprenant les représentations appartenant a la valeur
-+ /G du radical et que je désignerai sous le nom de re-
présentations de premiére espéce, le second groupe com-
prenant les représentations appartenant a la valeur

(*) Y’indique ici, d’une fagon abrégée, que le systéme linéaire du second
membre s’obtient en composant les deux systémes linéaires du premier
membre dans V'ovdre dans lequel ils sont placés. Cette seule relation
tient done lien des relations (3), (4), (5) et (5)"; on en conclut en
particulier que le déterminant du systéme linéaire du second membre
est ¢gal au produit des déterminants des systémes du premier membre;
en d’autres termes, que dy — c¢d = M. Cette relation, qui est une consé-
quence Jes autres, peut donc étre mise de coté.

Foir, a ce sujet, mon Mémoire Sur le calcul des systemes linéaircs
‘Journal de I’ Ecole Polytechnique, XLII¢ Cahier),

4.
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/’_\‘. . . 3 . ;L
—\/G; jeles appellerai représentations de seconde es
pece.

Si G était égal a zéro, il est clair qu’il n’y aurait
qu’une seule espéce de représentations de W.
Pour abréger, sil’'on a
I o r s
O 1 s t

a b ¢ d

« B 9 @6
. . . c , .
je dirai que . | est une représentation de la
g
i

forme W.

4. Tarvonime L. — Soient deux représentations de la

. a b ¢ d a b ¢ d ..
Jorme W, et ., . |»quisoient
a By « B9

de systemes différents ; on a les quatre relations

.\gnc' +bd' —ca' —db' == 0, ay' 4+ b3 —ca'—dBf'=o,
J

2c'+Bd —qa'— b =0, oy’ -+ B — yu' — 0P’ = o.

St G == 0o, les mémes relations ont lieu relativement a
deux représentations quelconques de W.

Démonstration. — Supposons G différent de zéro et
. , . a b ¢ d
soient deux représentations de W, 5 .| et
7 9

a bl .. . .y
Cy g ow | qui soient respectivement de premiére
i+ 7

ct de seconde espéce; d’aprés ce que j'ai démontré ci-
dessus (2), on aura

. _ =
(ZX t‘ c _ H— K—yG
3 —d v K+yG L
et
2 a . 174 —c'_ H K—!—V/E
= ’

’ >\ / ! -
oo =3 K— /G L



ou encore
d -8 __d p H K— VG

el par suite

g bx—3 v —_¢ 7 xa’ b

« a__ d —c__d —&_ o @

Supposons, pour un instant, que
M—=dy—cd=dvg —d

soit différent de zéro; multiplions les deux membres de

7/

’
Yy, a7 N . v
’égalité, & gauche par le systéme o

et & droite par le
systéme g > ilviendra, aprés avoir divisé par M,

c

7
d d

Y& o« a o f
¢ d'>\ﬁ b o b’x ’

relation qui, développée, donne précisément les quatre
relations qu’il s’agissait de démontrer.

La démonstration précédente suppose M différent de
zéro; mais, par un raisonnement connu, on montrera
facilement que la proposition subsiste méme quand
M est nul.

Il est clair que, si G = o, la proposition est vraie rela-
tivement a deux représentations quelconques de W.

IL

Intégration de U'équation aux différences partielles
du second ordre W = o.

5. Supposons maintenant que 7, s, t soient les déri-
vées partielles du second ordre d’une fonction incon-
nue z par rapport aux variables x ety, les coeflicients
de W étant d’ailleurs des fonctions quelconques de x,
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¥, 2. ct des dérivées du premier ordre p et g, et soit a
intégrer I'équation (7) W = o.
Pour rester d’abord dans le cas le plus général, en
supposant G différent de zéro, imaginons que nous ayons
trouvé deux représentations de W par le déterminant

a b ¢ d
«a B v 9
) - . a b
¢t de systémes différents; soient W = 8 s
h '/_

a b o Jd
a’ pl 7/ r)\l

Cela posé, on aura les propositions suivantes :

ces deux représentations.

Tatonimr Il — 8t u == f(v) est une intégrale pre-
micre de l'équation (7) renfermant une fonction arbi-
traire f, chacune des fonctions u et v est une selution
du systéme d’équations simultanées du prenuer ordre

‘a<@>+b<ﬂ>+ fiﬁ)—i—él----—- o
, dx dy dp dg ~ 7
Ty Jde do\ | do . de

[+ {8) 2 (8] w5

ou de ce second .s"ystéme d’équations

—+ b iw) ad e i{(:‘ - d — o =0,
dy ap g

o [ dw s (lw\ 4 r_f? Y @ o
dz dyv/ dp dq

]

<
(
On a posé, pour abréger.,

(do\  dw dw
(_ dz ) " dz v dz

[ do\ e dw
\v) =%~
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Démonstration. — Prenons successivement les déri-
vées, par rapport & x et par rapport a y, de l»quatmn

u=f(v), il viendra

du + du_._sdu__ , dv N dv dv
T r% i (v) o r@+s(—l—q-

(/du>+ du — /(o) [(do>+ dv+tdu]

— 5§ — 5 — — |
\dy dp dy dp dgq

et, puisque u :f(v) est une intégrale premiére de I'équa-
tion W = o, cette derniére doit provenir de I’élimina-

tion de f'(v) entre les deux équations précédentes. On
aura donc (du moins a un facteur constant prés)

| du du+sdu dv do N dv
aw) T ay @) T g gy

du\ du  du d¢->+ o dv ’
ke @ i s 20
dy dp dgq dy dp dq

d’otr, par une transformation facile,

et

1 (] r s I
o o s t
W | e _de (de) (o)
dp dyq dx dy
dv dv (du) <ﬁ>
dp dgq dx dy

ct par suite
du du du du
T dp T dq \dz) \dy

dv dv ( dv dv
| dp  dg \dx dy

est une représentation de W. En vertu du théorémeI, on
voit donc que chacune des fonctions u et v satisfera an
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systéme d’équations (8) ou au systéme (7), suivant que
cette représentation sera de deuxiéme ou de premiére
espéce.

Tutorkme IIl. — Réciproquement, st u et v sont des
solutions du systéme d’équations (8) ou du systéme
(9), u=f(v), oit f désigne une fonction arbitraire,
est une intégrale premiére de Uéquation (7).

Démonstration. — Soit, par exemple, » une solution
quelconque des équations (8)

dw b de | dw+ddm_<o
Na) T°\&) Ty

do , dw dw+8dw_ .
3 th +f '(-/; +/dp ([q——O,

on a en outre les deux relations suivantes, qui ont évi-
demment lieu pour une fonction quelconque de x et

et

dty, " dw dw dw
(@)« G+ ae=o
dw dw dw
(7/;) Tt

Enwe les équations précédentes, éliminons <Z—E>a
dw dw do . .
<(77—>’ e et 2’ il vient
i1 0 r s

V] 1 s

a b ¢ d

« B oy @
ou encore W == o, d’'ou il résulte que » = o est une in-
tégrale de I'équation (7). Si u et v sont deux valeurs
particuli¢res de w, les équations (8) étant linéaires,
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u — f'(v) satisfait également a ces équations, quelle que
soit la fonction f; la proposition est donc démontrée.

Trtorime 1V. — En désignant par u et v deux solu-
tions communes au systéme d’équations (8), et par u’ et
v deux solutions communes au systéme (g), si des équa-
tions u— f(v) = o et ' — ¢(V') = o on tire les valeurs
de p et q en fonction de x,y et z, ces valeurs substi-
tuées dans pdx + qdy rendent cette expression une
différentielle exacte, en sorte que, pour achever l'inté-
gration, il suffit d’intégrer l’équation

dz — pdx + qdy.

Démonstration. — D’aprés ce que j’ai dit plus haut,

) (%)
) (&)

du du
dp dq
dv do

(
T dp  dg (
(
(%)

&
AN

SBGE
=

et

du’ du’ du' du

T dp dg \dz ) <7>
dv' dv' av’
P %) < >

sont deux représentations de W appartenant a des sys-
témes différents.
En vertu du théoréme I, on a donc la relation

du (du' du [du du’ (du du' [du —0
p\az) Tqg\ay) " p \dz) " dg \ay) T ®
qui est la condition d’intégrabilité. Comme d’ailleurs on
peut remplacer dans cette relation u par une solution

quelconque du systéme (8), et &’ par une solution quel-
conque du systéme (9), la proposition est démontrée.
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6. Le cas ou G = o donne lieu aux mémes proposi-

tions, sauf qu'il suffit de considérer une seule représen-
tation de W.

DEMONSTRATION NOUVELLE DU THEOREME DE CORIOLIS ;
Par M. FeLix LUCAS.

Soit AB la trajectoire effective d'un point m d’une
figure invariable animée de deux mouvements superpo-
sés (I'un relatif, autre &’ entrainement), et M la posi-
tion que ce point occupe a I'instant z.

Si le mouvement d’entrainement venait i s’arréter.
m n'obéirait plus qu’au mouvement relatif; il posséde-
rait alors une vitesse MV que nous supposerons connue,
¢t une accélération MW qu'il s’agit de déterminer.

A cet effet, remarquons d’abord que, pendant I'élé-
ment de temps dt, le segment MV éprouve deux accrois-
sements géométriques simultanés, savoir : 1° I’accroisse-
ment VV, = MW >~ dt, occasionné par 'accélération
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apparente dans le mouvement relatif, et 2° 'accroisse-
ment VV, occasionné par la vitesse angulaire d’entraine-
ment MQ; ce second accroissement, évidemment dirigé
suivant 1'axe du moment de M relativement a V, a
pour valeur wysinadt, en désignant par w la vitesse
angulaire d’entrainement M Q, par v la vitesse relative
MYV, et par « I’angle VM Q. Les deux mouvements élé-
mentaires du point V se composent en un seul VV’, qui
représente ’accroissement total du segment MV. Il saffit
de tracer la droite MV’ pour obtenir en grandeur, direc-
tion et sens, la vitesse relative du mobile M a l'instant
t + dt. On a par conséquent

(1) MV — MV = MW.d¢ +~\_7V,;
d’ou

—_——
o e _ 2
(2) MW::M‘/__MX_V_f-

dt dt

Cela posé, soit MC la trajectoirc d’'un mobile fictif p.
qui, occupant a I'instant ¢ la position M, obéirait seule-
ment au mouvement d’entrainement. Au bout de 1'élé-
ment de temps dt, les deux mobiles m et u viendront res-
pectivement occuper les positions N et R; la droite RN
sera paralléele a MV et égale a MV.dt; nous aurons par
conséquent

13

Soit de méme, pour linstant ¢ + dt, ND la trajectoire
d’un nouveau mobile fictif v qui, partant de N, obéirait
seulement au mouvement d’entrainement. Au bout de
I'élément de temps dt, les mobiles m et v viendront res-
pectivement occuper les positions P et S; la droite SP
sera paralléle a MV’ et égale a MV'.dt; nous aurens par



conséquent
(4 MV = — —
Retranchant I'équation (3) de I'équation (4 ), on trouve

NP . < 1o
s vitesse de m & 'instant ¢ -+ dt,

— =i’ vitessede m a I'instant ¢;

NS . e
2’ vitesse de v a 'instant ¢ + d¢,

MR . -
\ — 7 Vitesse depal'instant .

La vitesse du mobile v a l'instant ¢+ dt peut étre
considéréec comme la résultante de deux autres, savoir :
1°la vitessc contemporaine du mobile p (placé en M), et
2° la vitesse infinitésimale du point N due a la vitesse
angulaire d’entrainement RQ'. En négligeant les infini-
ment petits du second ordre, cette seconde composante
est représentée par le segment VV,= wysinadt. On a
par conséquent
. -+ accélération totale du point m,

My’ ;_B_l_‘z —- ¢ — accélération d’cntrainement du point g,
‘ .

(6)

L’équation (2) devient

{ - accélération totale,

— ‘ — accélération d’entrainement,
MW - )

La troisiéme composante, égale en valeur absolue a
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2wv sina, n'est autre chose que I'axe du moment de MQ
relativement & V multiplié par 2 et changé de sens ; on
lui donne le nom d’accélération centrifuge composée.
En derniére analyse : L'accélération apparente d’un
point dans le mouvement relatif est la résultante :
1° de Uaccélération absolue de ce point; 2° de son ac-
célération d’entrainement; 3° de [’accélération cen-

trifuge composée 2wy sina. -

REMARQUE SUR LA NOTE DE M. FLOQUET
RELATIVE A L’INTEGRATION DE L’EQUATION D’EULER (*);
Par M. ESCARY,

Professeur au lycée de Chateauroux.

On sait qu’au point de vue analytique les surfaces du
’ ’ b
second ordre sont des surfaces réglées; car, d'une ma-
niére générale, assujettir une surface de degré m a con-
tenir une droite indéterminée, c’est assujettir la droite a
avoirm-1 points sur la surface: c’est donc imposer aux
coefficients des équations de la surface et de la droite
m -1 conditions. Or la droite la plus générale de I'es-
’ . ’ o . L]

pace dépend de quatre indéterminées; donc exiger qu'une
surface de degré m contienne une droite donnée, c’est
lui imposer m — 3 conditions. D’aprés cela, nous voyons
que, demander 4 une surface du troisiéme degré de con-
tenir une droite donnée, c’est ne 'assujettir a aucune
condition, et que par suite les surfaces du troisiéme
degré renferment une droite réelle ou imaginaire. Quant
aux surfaces du second ordre, on voit qu’il suffirait de
leur imposer une condition de moius, et que, par con-

{*) Nouvelles Annales, 2¢ série, t. X1V, p. 120.
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séquent, elles contiennent une droite réelle cu imagi-
naire d’une infinité de maniéres, ce qui veut dire qu’elles
peuvent étre engendrées par une ligne droite.

Cela étant rappelé, la méthode que M. Floquet vient
de donner pour intégrer I'équation d’Euler, au moyen
des lignes de courbure de I’hyperboloide 4 une nappe et
a axes inégaux, fait immédiatement songer & la possi-
bilité d’atteindre le méme résultat au moyen des lignes
de courbure des deux autres surfaces du second ordre, a
centre ct a axes inégaux. Clest effectivement ce qui
arrive; car, supposant @ >-b ~>c et prenant

< ..
— . —cosu -~isin u,
23 C

—

7 . .
t~sinuw — icosu,
-

/‘
1=
!

: = cosv — isine,

|2

b

2R
Sl

sine -+ icos ¢

aln

pour les deux systémes de génératrices rectilignes de
I'hyperboloide a deux nappes, et

— " —icosu -i-sinu,
a c
A
— =1 Slnu — cosu,
b ¢
xrooz .
—.2=1{cosv——sing,
« c
<
¥ z .
— =~ { SIND ¢ - COSP
b ¢

pour celles de Vellipsoide, un calcul identique a celui
de M. Floquet conduit au méme résultat. Il n’y a que
cette seule différence, a savoir: le carré du module A*
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2

”
ayant pour valeur ——— , dans le cas des deux hyperbo-
+ ¢

loides, est égal 3 a ]ors de Pellipsoide.

On sait que lcs surfaces du second ordre concentri-
ques et homofocales jouissent de la propriété remar-
quable de se couper orthogonalement et suivant leurs
lignes de courbure. On sait aussi que Lamé est arrivé a
édifier une théorie compléte des fonctions elliptiques au
moyen de la considération simultanée de ces mémes sur-
faces; que la variable indépendante introduite par I'il-
lustre géométre, en vue d’assurer a I’équation aux diffé-
rences particlles qu’il veut intégrer les simplifications
analytiques ultérieures qui font le succés de sa méthode,
et qu’il appelle le paramétre thermométrigue de la fa-
mille de surfaces, ne met nullement en évidence, dans
la solution du probléme, I'influence probable des lignes
de courbure déterminées, pour chaque valeur du para-
meétre, par les trois surfaces simultanées. Le procédé de
M. Floquet, au contraire, en conduisant, par la consi-
dération des lignes de courbure de chaque surface prisc
séparément, a I'intégrale algébrique d’Euler, qui est la
formule fondamentale de la théorie des fonctions ellip-
tiques, a l’avantage de signaler cette influence et de faire
acquérir par ld une importance pratique nouvelle au
beau théoréme de Charles Dupin.

QUESTION DE LICENCE; FACULTE DE PARIS (1872);
Par M. MORET-BLANC.

Etant donnés un céne circulaire droit dont ’axe cst
vertical et dirigé de haut en bas, et une poulie lomo-
géne de masse et de rayon connus, située dans un plan
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méridien du cone et tournant autour d’un axe perpen-
diculaire & ce plan, un fil flexible et inextensible est
enroulé sur la poulie; un des brins du fil passe dans
une ouverture infiniment petite, pratiquée au sommel
ducéne, et @ son extrémité est attaché un point pesant
de masse m assujetti & glisser sans frottement sur la
surface du céne; I’autre brin descend librement suivant
la verticale et porte & son extrémité un point pesant de
masse m/. Trouver le mouvement de ce systéme, en sup-
posant que la wvitesse initiale du point m soit horizon-
tale et celle du point m' nulle. On néglige le poids

/luﬁl.

Je suppose que I'on puisse négliger tout enroulement
et tout frottement du fil 4 'ouverture.

Soient « 'angle que 1’axe du cone fait avec les géné-
ratrices, a la vitesse initiale du point m, p et p la masse
ct le rayon de la poulie, et, par suite,  pp® son moment
@’inertie par rapport 4 son axe, w sa vitesse angulaire
de rotation au bout du temps ¢.

Etudions d’abord le mouvement de la poulie. Il faut,
conformément au principe de d’Alembert, exprimer
qu’a chaque instant les forces perdues se font équilibre,
ou bien que les forces appliquées font équilibre aux
forces effectives prises en sens contraire; c’est-a-dire
qu'il faut que la somme des moments de ces forces par
rapport a 'axe soit nulle, ce qui donne I’équation

dw
(mcose —m')gp — (m + m' +— %y)pz—(F: o,

d’out

dw {mcosa — m’)

e m+m g

Le mouvement est donc uniformément accéléré, ct
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I'accélération du point m est

dew (mcosa—m'g ,
- el 1
=g

Pdt T TmAm i

Le point m est soumis a ’action d’une force mg' di-
rigée suivant la génératrice du cdne, positive ou néga-
tive suivant qu’elle tend a augmenter ou a diminuer sa
distance au sommet du céne, et & une force normale
qui le maintient sur la surface conique; ces deux forces
¢tant perpendiculaires a la composante horizontale de la
vitesse, dirigée suivant la tangente au paralléle, cette
composante reste constante et égale i a.

Cela posé, soient O le sommet du cone, A la position
initiale du point m, et M sa position au bout du temps ¢.
Je déterminerai cette position au moyen de deux coor-
données : la distance OM = r du mobile au sommet du
cone, et 'angle 6 que, dans le développement de la sur-
face conique surle plan tangent en A, la génératrice OM
fait avec OA. 76 est la longueur de l'arc de paralléle
conipris entre le mobile et la génératrice OA.

1° Soit g’>>o0;0n a

(1 re=ry+ gt
el

adt adt

df == —— = ——
re, 88
d’ou
L ¢ wadt 2.0t '-g’"\
2) 0= — s = —arc tang |\ ¢ —— ]
o Totz8t g 27,

Si 'on élimine ¢ entre les équations (1) et (2), on ob-
tiendra 1’équation polaire de la transformée de la trajec-
toire dans le développement de la surface conique sur le

A nn. de Mathémat., 2¢ série, t. XV, (Février 1876.) 5
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plan tangent en A. De I’équation (2) on tire

— —
= \/—2-—';-‘-‘ tang <9 V{—;—’—o>;
g 2a*

cette valeur reportée dans I’équation (1) donne

'r r
r==r| 1+ tang’| 0 é’_;’ P
2a? g'r
cos? 9\/
2a?

Cette équation peut aussi étre regardée comme celle
de la trajectoire conique; car, pour chaque valeur de 0,
elle donne 7, c’est-a-dire le paralléle du point correspon-
dant, et 79 qui détermine la position de ce point sur le
paralléle.

La formule (2) montre que 6 reste toujours inférieur

oy ® . [2a*
ala limite -  / —.
2V ¢g'r,
2° Soit g'< 0, posons g = — g”; on aura
(1) r=r,— 38",
adt adt
8- =
r ro— 8"t

o 2r, P
! o a? ~g7 -+
(2’) 0= - 1 —_—
o 7
S T \/2,-0 ;
gu

Si, entre les équations (1’) et (2'), on élimine ¢, on
aura, dans le méme systéme de coordonnées que précé-
4 demment, I'équation de la trajectoire.
De (2') on tire
/8" ra

6,/8-10
2
2r, [ ¢ Voar
= ~;;/—- ———————U_I”. 9
g 0 &7
e V

R |
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et, en substituant dans (1),

i 2

0 -
e V 20t 1
r-—=r I— e —
’ o\/r_' ’
I A

Le mobile m arriverait au sommet du céne au bout du
temps £ = \/—g_'T » aprés une infinité de révolutions, si le

fil, en s’enroulant autour de l'ouverture, ne créait un
frottement qui arréterait bientot le mouvement de la
poulie. Les formules précédentes ne sont donc applica-
bles que pendant un temps assez court.

3°Si g’= o, on aura

roz0,

le mobile m décrira le paralléle du cone passant par sa
position initiale. -

QUESTION DE LICENCE (NOVEMBRE 1874);

Par M. MORET-BLANC.

Etant donné le paraboloide elliptique

évaluer Uaire de la partie de cette surface qui se pro-
jette sur le plan des xy & Uintérieur de Uellipse

L’aire d’une surface est donnée en général par 'intégrale

A= JdoNTT g
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prise entre les limites convenables, dw désignant la pro-
jection sur le plan des xy de I'élément de surface.
Pans le cas actuel, on a

dz x

el, par suile,

VR

Ce facteur est constant pour tous les points qui satisfont

R .. x? 2 y Cqe

ala condition =, 4+ i = coust., ¢ est-a-dire pour tous les
«-

points qui se projettent sur une ellipse homothétique et

concentrique a Pellipse donnée.

Si donc on divise celle-ci en dléments par des ellipses
homothétiques et concentriques infiniment voisines,
Iaive d'un de ces éléments compris entre deux ellipses
consdcutives

a:'.' ;y: .1:2 2
e oe mre et e - ‘?;
at b a, b®

= u 4 du
aura pour mesure wab du, ct I'élément de surface du
paraboloide dont il est la projection sera

mabduyi -+ u.

L’aire demandée aura donc pour valeur
1 e , -
Az . mab [ duyi-c w=2(oy2 —1) mab.
<« O

Note. — La méme question a ¢te resolue par;M, W.-H. Wisselink,
professeur it I'Ecole pour Pinstruction moyenne, ﬂeerenveen (Pays-Bas).
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QUESTION DE LICENCE (NOVEMBRE 1874);
Pan M. MORET-BLANC.

Un mobile m attiré vers un point O par une force
fonction de la distance se meut de maniére qu'il se
trouve sur une spirale logarithmique ayant O pour péle
et tournant autour de ce poiut avec une vitesse angu-
laire constante donnée ; quelle est la loi de la force at-
tractive? Déterminer la nature la plus générale de la
trajectoire qu'un mobile peut décrire sous l'influenc:
d’ure pareille force.

Soit r = ae™ V'équation de la spirale supposée fixe,
® sa vitesse angulaire de rotation ; la position du mobile
au bout du temps t devra satisfaire a I’équation
(1) r==aemb+on
avec la condition

(2) r2dl = cdt,

donnée par le principe des aires, » étant positif ou né-
gatif suivant que le mobile s’éloigne ou s’approche du
pole.

L’accélération suivantle rayon vecteur est égale a I'ex-
cés de la force centrifuge sur attraction rapportée
I'unité de masse; cette attraction est donc exprimée par

Or

dir ¢\ dr ) e L m'e?
T = me-—- — ) —— = mr| e — — s (N AR
de? ri



(70)
par suite,

1-t-m?)e?
F= (——)—— — miwr.
o
Si 'on fait passer I’axe polaire par la position du mo-
bile a I'époque t = o, a sera la valeur initiale de r, et la
composante perpendiculaire au rayon vecteur de la vi-

tesse initiale sera
<d9 ¢
al— ) ==
dt /, a

ce qui permet de déterminer ¢, connaissant cette compo-
sante, et réciproquement

.. . N . d. ..
Si le mobile s’éloigne du pole, 7:— reste positif, ct le
[4

mouvement continue indéfiniment dans le méme sens.
Si le mobile s’approche du pole, » est négatif,

dr c '
—=m| - — wr)‘,
dt r

le mobile continuera a s’approcher du péle tant que I'on
a ¢ dr drr
—_— 0 —
dt ? de

L’attraction ¢t la foree centrifuge se faisant alors
¢équilibre, le mobile restera a la méme distance du péle,

. /e /e
aura r -\ / —- Pourrz== \/ . = 0.
w

w

autour duquel il tournera avec la vitesse w; mais cette
espéce d’'équilibre sera instable, car une 1égére impulsion
tendant a éloigner le mobile du poéle ferait rentrer dans
le premier cas.
Réciproquement, ¢tant donnée la 1S attraction
(1 =t-m? ¢

Fo= o ' — mietr,
rJ

cherchons la trajectoire.
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On a les deux formules, établies par Newton,

. 2

d-
— =z 1.
re P r

La premiére donne

P 1 PR 1 9
vi= 02+ (1 4+ m?)¢? = + mreirt— [(1—'}—m’)cz —; + mretn,
r -

4N

La seconde donne ensuite

d — .

r , 1 me? (- m) & m’m'r2

ey —_—— re-— 1 m*) —

di r ct 2 ez °

ou en posant, pour abréger,
me® | :
(1--m?) = + ——ri— -2 = am*k,

I o

ou

].
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¢t, en intégrant,

oy (o)
o — - (,.:mmG’

1, étant la valeur de u pour 6 == o.
Posons encore

1:-—-A+\/u—-—£ (/x-{— ):_-21:,

on aura

/
w— k —- (u?— 4 ) k- ?—7 — gt
V

cl, par suite,

)
G2 T,

U — . T

0 — k — \/(u’—— A (lZ_f. _w_:) g ¢ (,;’”'0;
c” 2a

d’ot, en ajoutant ces deux équations et divisant par 2.

w?

ka2
(,
- ]‘_*. aei“'"°+ . e_T_'zmb.
4(1
L’équation de la trajectoire la plus générale que lc

mobile puisse décrire sous 'influence de la force donnée
sera donc

1

— =k + Ae™ 4 Be—,

e

Les constantes &, A, B sont déterminées par les con-
. ditions initiales du mouvement, savoir : la distance ini-
tiale du mobile au pole, la grandeur et la direction de la

vilessc initiale.
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QUESTION DE LICENCE (AOUT 1874);
Par M. MORET-BLANC.

On fait tourner une parabole autour de la tangente
au sommet; déterminer, sur la surface de révolution
ainst engendrée, une ligne telle que, en chacun de ses
points, la section normale de la surface qui passe par
la tangente & la courbe ait un rayon de courbure infini.

Solution analytique.
2’ = 2ax

élant 'équation de la parabole génératrice, celle de Ia
surface de révolution sera
z2i— 4(1’(:.7-" “+ yin.
Si l'on pose, pour abréger,
dz dz d?z d*z d*z

= _— == —_— =T, =S, — =t
P dy (AR " dxdy y dy* ’

dz

I'expression générale du rayon de courbure d'une section
normale est, comme on sait,

_ VA A A
= - - —
7c¢0s?a - 25 cosa cosfB +- £ cos’f

ou z et 3 sont les angles que la tangente a la section fait
avec les axes Ox et Oy, de sorte que, dl étant la diflé-
rentielle de I’arc,

dy

dl’

dx
oSt — — COSp =
COsx 2 9 ﬁ

Pour que le rayon de courbure soit infini, il faut qu’on
ait
rdz* -+ 2sdxdy -+ tdy*-- o,
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ou, en remplacant r, s, ¢ par leurs valeurs tirées de
I'équation de la courbe, savoir

fat(oyi— 27 12a'zy fat(2xa* — y*)
T ey §o= — ————— — - ———
2’ 7’ 2’

(1) (22— y¥)dy*— 6zydedy + (2y*— x*) dx* == 0.
Telle est I’équation différentielle de la projection sur le
plan xOy de la courbe cherchée. Cette équation peut

s'écrire
2(xdy — vdx) = (zdx + ydy)

dou
xde +4-ydy = Z=\2(xdy — ydx,
zdr+ydy = owdy — ydx
Ty TN e

et, cn intégrant,
s
(4

e y
i g2 arctang =
v g x

ou, en posant Ji*;_y’ == r, arctang A g,
* x

. \ -y
2’] o cei\’“’,

N

¢ élant une constante, qu’on déterminera par la condi-
tion de faire passer la courbe par un point pris a volonté.

La projection de la courbe passant par un point donné
de la surface se compose donc de deux spirales logarith-
miques égales, tournées en sens contraire, dont I'angle
avec le rayon vecteur a pour tangente L.

V2

On arrive plus rapidement a ce résultat en supposant
que Yon ait amené par une rotation le point considéré
de la surface dans le plan de zx. On a alors, dans I'équa-

tion (1.
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ce qui indique que la tangente a la projection de la
courbe fait avec le rayon vecteur un angle constant, dont

la tangente est égale a == —I:
V2

Dans l'équation (2), on peut regarder ¢ comme une
constante arbitraire, ou bien lui donner une valeur fixe,
et faire tourner la courbe autour du point O. Ainsi toutes
les courbes satisfaisant a la condition énoncée peuvent
étre considérées comme les intersections de la surface de
révolution par un méme cylindre a base de spirale loga-
rithmique, qu’on ferait tourner autour de I'axe Oz, On
peut remarquer que ce cylindre est indépendant du pa-
ramétre de la parabole.

Solution géomctrique.

La tangente a la section normale, dont le rayon de
courbure est infini, est dirigée suivant une asymptote de
I'hyperbole indicatrice.

Soient M un point de la surface par lequel doit passer
la courbe, C et D les points ou la normale en M ren-
contre I’axe de la surface et la directrice de la parabole
méridienne passant par M; les rayons de courbure des
sections normales principales, passant respectivement par
les tangentes au paralléle et a la méridienne sont égaux
4 MC et 2 2MD. Les axes de I'indicatrice dirigés suivant
ces tangentes sont proportionnels aux racines carrées
de ces rayons ou de leurs projections sur le plan d’un
paralléle, ’est-a-dire a7 et 2 y2r 4 p. Si I'on projette
I'indicatrice sur le plan Oy, I'axe dirigé suivant la
tangente au paralléle conserve sa longueur; celui qui
est dirigé suivant la tangente a la parabole est réduit
daus le rapport de la sous-tangente a la tangente a cette



courbe, c'est-a-dire de .

or - VZ’
T n Vars
Or
oy —
V/?'" -y T_!::r:_—: =\/2r;
vVa2r +p

la tangente de¢ Pangle que I'asymptote de la projection
fait avec le rayon vecteur est donc
vro ¥
Var o
La projection de la courbe tracée sur la surface se com-
pose donc de deux spirales logarithmiques, dont Pangle

de la tangente avec le rayon vectcur a pour tangente
1

= Il y a deux spirales, parce qu’il y a deux asym-
V2

l)lOleS.

Vote. — La méme question a été résolue par MM. W.-H. Wissclink
et Gambey.

QUESTION DE LICENCE (NOVEMBRE 1874);
Par M. MORET-BLANC.

Integrer le systéme
dx (l')‘

“([; - lf/(f) —_}’?’(t) 20, _(E -+ .L'?' v_t) —+- _}’./bl L) = 0.

Si l'on ajoute ces équations, multiplides respective-

ment par x ct ), puis par —y et - x, on obtient le
systéme équivalent

dr dy ) e

-7’;”— —+- ‘YJ[_ -+ (J'—~- Vi)t = o,
) de N S PR

£ »d~——vl—1~t~ (&= ") ity == 0,



o
xdx - ydy
oy T f(fdt=o,
rdy — ydxr .
I "e)dt ==
Tyt =+ ¢'{¢) o,

qui s'intégre immédiatement et donne
Vot - 32— ce0,
I == mng[c’ — ?(l‘)J.
x

Si I'on remplace  par z, ces deux intégrales repré-
sentent : la premiére, une famille de surfaces de révolu-
tion autour de I'axe O z, ayant les rayons des paralléles
correspondants proportionnels; la seconde, une famille
de conoides ayant pour axe I'axe O z et pour plan direc-
teur le plan £ Oy . Tous ces conoides s’obtiennent en fai-
sant tourner 'un d’eux d'un angle arbitraire autour
de Oz,

Le systéme des deux équations représente la courbe
d’intersection de I'une quelconque des surfaces de révo-
lution par I'un des conoides.

Note. — La méme question a ¢té résolue par MM. W.-H. Wisselink et
Gambey.

QUESTION DE LICENCE (AOUT 1874);
Par M. MORET-BLANC.

Mouvement d’un point pesant assujetli a rester sur
la surface d’un cylindre droit & axe vertical, et attiré
vers un point fixe par une force proportionnelle & la
distance ; pression sur le cylindre.
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Soient C le centre d’attraction, p? I’attraction a 'unité
de distance, et ale rayon du cylindre.

Je prends I'axe du cylindre pour axe des z, le plan
horizontal passant par C pour plan des xy, et le pro-
longement de CO pour axe des x ou pour axe polaire.

Soient M la position du mobile, m sa projection sur
le plan des xy, et 6 angle que le rayon mO fait avec
Paxe polaire.

Etude du mouvement vertical.—La composante ver-
ticale de la force accélératrice est p*z -+ g, et 'équation
du mouvement vertical est

d*z

dr*

d*z ) g o
ap TP )T

— 2
(w4 g)

ou

dont P'intégrale est

|7

2 -+ = = Asin pt + Bcos pt.

b

®

Soient z, et v, les valeurs initiales de z et de la vi-
tesse verticale. On aura

d’on

v
z == —sinpt + (z.,+ g)cos;ut—— g,
© u? u?

’

0 == 0 COSpl— p (z., -+ g-l> sin pt.
P-
On voit que le mouvement vertical est périodique; la
. ros 27
durée de la période est — -
P.

La vitesse deviendra nulle et changera de signe aux
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époques déterminées par 'équation

Yy

()
123

——

sin pt == .

\/(;:—!—IH (z.,—a— guj’.>-
I
*p (zn+ ;;>
_—-—.————;»—‘ 2.
\/vf,—i—pﬁ <zo+9—2>
I,L

Ces valeurs reportées dans I'expression de z donneront
les hauteurs maxima et minima

/o \2 2 o
z = v/ (‘_n) +<Zo+ 90—2) _25'
* I *

Si la vitesse initiale est nulle, ces hautleurs se rédui-

tang pt —

d’ou

CcoS ut —

sent a
==z,

Etwude du mouvement de la projection horizontale
du mobile. — Soit CO = d la distance du centre d’at-
traction au centre du cercle : les composantes tangen-
ticlle et normale de I'attraction horizontale sont respec-
tivement

pldsin et p?(a + dcosb).
On a donc

d?s
— u’dsin 0;
T sin 0;

d’ou, en multipliant par 2ds = 2ad6 et intégrant,
ds® 2 2 2
=0 h? + 2p*ad(cos 0, — cosb),
o === \Jhl + 2p?ad (cos 8, — cos 6),

h, étant la vitesse horizontale initiale.
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On voit que, pour les mémes valeurs de 6, v reprendra,
sauf le signe, les mémes valeurs; le mouvement sera
donc périodique.

Il'y a plusieurs cas a considérer :

i

1° cos b - -
2 y‘tul

T
/ .

La vitesse conservera loujours le méme signe, et le

mobile tournera indéfiniment autour du cylindre.
l?
o0 Cos Gy + —— ' = g,
2 urad

La vitesse deviendra nulle pour 6 = 2%, ct, l'attrac-
tion horizontale étant alors normale a la surface, le
mobile projection s’arrétera, c’est-a-dire que le mouve-
ment vertical se fera sur la méme génératrice.

30 cos Gy +4- — — < 1.

En désignant par 8, le plus petit angle positif ayant

2
0

o urad

hour cosinus cos Gy — , la vitesse s’annulera et
I

changera de signe pour 0 =10, et==27-—0,; le mou-
vement du point m sera un mouvement oscillatoire.
D’ailleurs, 0, étant <6, 6 arrivera d’abord a la valeur
27 —0,, puis reviendra a la valeur 6, et ainsi de suite
ind¢finiment.

La pression contre le eylindre est égale a 'exceés de la
composante normale sur la force centrifuge

0?
P:r-.y’(a—;—dcosej———,
a

ou

/I'.'

[

P y.:[ll ~-d {3 cos0 — 2c0s9,) | --

a
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Ona
db

v=a - === \hl+ 2p?ad (cosB, — cos0),

d’ou
adb

dt = .
£ Vh? <+ 2p2ad(cosh,— cos §)

Pour connaitre & chaqueinstant la position du point m
sur la circonférence, il faudrait trouver I'intégrale du
second membre; cette intégrale dépend des fonctions
clliptiques et ne peut é&tre obtenue sous forme finie;
mais la formule qui donne ¢ permet de calculer les va-
leurs de v correspondant & des valeurs données de 6. Si
donc ondivise I'arc décrit en intervalles assez petits pour
que la vitesse puisse &étre considérée comme variant
d’'une maniére uniforme, on pourra supposer que
chacun d’cux est décrit avec une vitesse moyenne entre
la vitesse initiale et la vitesse finale correspondant a cet
intervalle, etI'on aura le temps employé a le décrire en
divisant I’espace par cette vitesse moyenne.

On pourra ainsi former un tableau contenant des va-
leurs correspondantes de 6 et det aussi rapprochées
qu'on voudra; d’ou, par interpolation ou bien en con-
struisant une courbe ayant pour coordonnées les va-
leurs correspondantes de 8 et de ¢, on déduira la valeur
de 6 correspondant & une valeur quelconque de et réci-
proquement.

Ann. de Mathémat., 2% sévie, t. XV. (Février 1876.) 6
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QUESTIONS NOUVELLES D'ARITHMETIQUE SUPERIEURE
Prorostrs pan M. Epouarp LUCAS.

1. Déterminer le dernier chiffre du r*" terme dec la
série de Lamé donnée par la loi de récurrence

Upyo == Upy, —+ Uy,
ct les conditions initiales uy=—o0, uy=1.

9. Tormuler les restes obtenus dans la recherche du
plus grand commun diviseur de deux termes donnés de
la série u, ct u, en fonction des rangs p et q.

3. Traiter les mémes questions pour la séric

o, 1, 2, 5, 12, ...,
donnée par la loi de récurrence
Uy == 22Uy, —+ Uy,

ctplus généralement pour les séries récurrentes du pre-
mier genre données par la loi

Uppy == Qg+ buy,

dans laquelle @ et b désignent des nombres premiers
cntre eux.

4. Trouver Pexpression générale du terme de la séric
en supposant u = o, u; =1, quelles que soient les va-
leursde aet b.

v - . ,
5. Si p désigne un nombre premier, et u, Uexpres-
ston
(a+yo )" — (a—vb )™

Ty

o, =z

Vo



(83)

démontrer que u,,, est divisible par p, si b désigne un
non-résidu quadratique de p; et que u,_, est divisible
par p, en exceptant les valeurs de a pour lesquelles
a*— b est divisible par p, si b désigne un résidu qua-
dratique de p.

La premiére partie de ce théoréme est due a Gauss.

6. Résoudre complétement I'équation

x3+y3=9z3

cn nombres entiers. Euler et Legendre n’ont pas donné
toutes les solutions, et généralement celles pour les-
quelles z est pair; ainsi, par exemple,

=919, y=——271, z=438.
7. Résoudre complétement I'équation
x3+y3: 7 23

en nombres entiers. Fermat, qui avait particuli¢rement
étudié cette équation, n’a pas donné les solutions pour
lesquelles z est pair; ainsi

z=n3, y=—19, 3=238,

ce (ui semble indiquer qu’il n’était point en possession
de la méthode générale.

8. Résoudre complétement I'équation
X (1) 4.+ (e +r—1)P=y

pour les valeurs de n égales a 2, 11, 23, 24.

9. Démontrer, sans sc servir de la Table des nombres
premiers, que 2*! — 1 est un nombre premier.

6.
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CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE CENTRALE
(ANNEE 1875).
DEUXIEME SESSION.

Compositions du 27 et du 28 aoit 1875.

Plysique et Chimie.

I

Le piston d’une pompe aspirante étant au plus bas de
sa course ct le tuyau d’aspiration plein d’air sous la pres-
sion atmosphérique mesurée par une colonne de mercure
de o™,76, on souléve le piston de o™,34. La longucur
du tuyan d’aspiration depuis le fond de la pompe jus-
(u'au niveau de I’cau étant de 6 métres, on demande de
calculer la hauteur a laquelle parviendra I'eau dans ce
tuyau.

Rayon du tuyau d’aspiration. . .... r=— o,o1
»  ducorpsde pompe........ = 0,04
Densit¢ du mercure............. D =13,592
1I.

Préparation des composés oxygénés de I’azote.
On calculera les densités theéoriques du protoxyde et du
bioxyde d’azote.

Densité de 'azote. . ........... 0,972
» deloxygéne......... . 1,106
Epure.

On donne dans le plan horizontal de projection un
cercle A de 8 centimétres de rayon, et un cercle B de
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4 centimétres de rayon, tangent intérieurement au pre-
mier, en un point tel que la tangente 6 en ce point soit
perpendiculaire a la ligne de terre.

On demande : 1° de trouver 'intersection du tore en-
gendré par la rotation du cercle B autour de la tan-
gente 6 et du cylindre dont le cercle A estla section
droite ; 2° de représenter le tore supposé plein et existant
seul en supprimant la partie comprise dans le cylindre.

On tracera a ’encre rouge les constructions faites pour
trouver un point quelconque de I'intersection du tore et
du cylindre et la tangente en ce point; on expliquera
briévement ces constructions dans une légende placée sur
la feuille méme.

Géométrie analytique.

On donne une circonférence et un point fixe P sur un
de ses diamétres AB; par le point P, on méne a cette cir-
conférence la sécante PCD qui la rencontre en C et en D,
ct, par les quatre points A, B, C, D, on fait passer une
hyperbole équilatére :

1° Trouver I'équation de cette hyperbole;

2° Trouver le lieu du centre de cette hyperbole, quand
la sécante PCD tourne autour du point Pj

3¢ Trouver, dans les mémes conditions, le licu des
points de contact des tangentes menées a cette hyperbole
perpendiculairement a AB;

4° Indiquer, d’aprés ce qui précéde, la construction
géométrique des asymptotes d’une quelconque des hyper-
boles considérées, et appliquer cette construction au cas
ott la sécante PCD passe par 'une des extrémités du dia-
meltre perpendiculaire 4 AB.
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Trigonométrie.

Calculer les angles et la surface d’un triangle connais-
sant les trois cotés :
a = 1764™,42,
b =2175%,64,
¢ = 2346™,58.

CONGOURS D’ADMISSION A L’ECOLE POLYTECHNIQUE
[ANNEE 1875 (%].

COMPOSITION DE MATHEMATIQUES .

Une conique donnée de forme et de grandeur se dé-
place de maniére que chacun de ses foyers reste sur une
droite donnée. Dans chaque position, on méne a la co-
nique des tangentes paralléles a la droite que décrit 'un
des foyers.

Déterminer le lieu des points de contact.

COMPOSITION DE GEOMETRIE DESCRIPTIVE.

Hyperboloide traversé par un cylindre.

Hyperboloide de révolution. — Axe vertical au mi-
lieu de la largeur de la feuille.

Centre 00, Oa = 100™", 0'a = 8o™™. Génératrice

—be, 'y Ob = 35™™, be = g3™™.

Cylindre obligue.—Cylindre & base circulaire; centre
delabasew:
we' = 120™7,
mf: 64mm’
Rayon de la base 65",

*) Questions retirées, sauf pour 'Algéric, le temps ayant manqué
pour faire parvenir le second sujet.
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La direction des génératrices est donnée par la droite
wb, o'K’; le point b est déterminé par Ob == 35™™. Le
point K’ est déterminé par aK' = 175™.

L’hyperboloide est un corps solide limité a un plan
horizontal mn, tel que O’m = ¥a. On représentera par
des projections le solide qui reste, aprés que 'on a enlevé
de I'hyperboloide la portion qui se trouvait a I'intérieur
du cylindre.

Nota. — La projection verticale de la courbe passe
au-dessous de la ligne de terre. On pourra arréter la ligne
de terre qu’on prolongera en ligne de construction. On’
supposera alors que le plan horizontal est transparent,
et la partie de la courbe située au-dessous de ce plan
pourra étre tracée en lignes pleines.

On peut construire les lignes des points multiples en
projection et les points sur les contours apparents du
cylindre; mais on engage les candidats & n’essayer ces
constructions qu’aprés avoir fait I'épure, et secondai-
rement.

CONCOURS GENERAL DE 1875.

MATHEMATIQUES SPECIALES.

Etant donnés un ellipsoide, un plan P et un point A
dans ce plan, trouver le lieu des sommets des cones cir-
conscrits 3 'ellipsoide et tels que la section de chacun de
ces cones par le plan P admette pour foyer le poiut A.

PHILOSOPHIE.

Deux triangles équilatéraux égaux, ABC, A’B’C’, sont
disposés dans deux plans paralléles, de fagon que les
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sommets de I'un et les pieds des perpendiculaires abais-
sées des sommets du second sur le plan du premier soient
les sommets d'un hexagone régulier. Les centres des deux
triangles étant O et O’, on demande de déterminer la figure
du solide commun aux deux tétraédresO’ABC, OA'B'C/,
etd’exprimer le volume de ce solide 4 I'aide du c6té a des
triangles équilatéraux et de la distance d de leurs plans.

MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES.

On donne les cdtés a, b, ¢ d'un triangle ABC; des som-
mets A, B, C comme centres, on décrit trois circonfé-
rences qui sc touchent deux a deux extérieurement :
déterminer les rayons des deux circonférences tangentes
aux trois premiéres. .

RHETORIQUE.

1. Une sphére est posée sur un plan horizontal; sur le
méme plan repose par sa base un cone droit, dont la
hauteur est égale au diamétre de la sphére: on demande
de couper ces deux corps par un plan horizontal, de telle
sorte que les sections soient entre elles comme deux
nombres donnés.

2. Durée du jour dans les différents lieux du globe et
aux différentes époques de 'année.

SECONDE.

1. Lieu géométrique des points dont la somme des
distances a deux droites données est constante. Lieu géo-
métrique des points dont la somme des distances a trois
droites données cst constante.

2. Construire un triangle MNP, sachant que ses cotés

vonl passer par trois points fixes A, B, C, que les som-
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mets M ct N sont sur un cercle fixe passant par les
points A et B, ‘et enfin que I'angle en P a une valeur
donnée.

3. Etant donnée une équation du second degré, for-
mer les équations qui ont pour racines :
 1° Les carrés des racines de la premiére;

2° Les inverses des racines de la premiére.

Rechercher quels doivent étreles coeflicients de la pre-
mié¢re équation pour que ’équation qui admet pour ra-
cines les carrés des racines de la premicre ne différe pas
de cette premiére équation.

TROISIEME.

1. Inscrire dans une circonférence un triangle ABC,
dont I'angle A est connu et dont les deux cotés AC et BC
sont tangents a deux cercles donnés.

2. Trouver les dénominateurs des fractions ordinaires
irréductibles qui, réduites en fractions décimales, don-
nent naissance a une fractiou décimale périodique simple
de un, deux ou quatre chiffres.

ENSEIGNEMENT SECONDAIRE SPECIAL.

1. Mécanique. — Faire connaitre les lois expérimen-
tales du frottement de glissement. Qu’appelle-t-on coef-
ficient de frottement? angle de frottement?

Un corps lancé sur un parquet uni et horizontal par-~
court en glissant 1™, 80 et s'arréte a cause du frottement 5
calculer sa vitesse initiale, en supposant le coeflicient
de frottement égal 4 0,25.

2. Géométrie descriptive. — On donne une sphére de
4 centimétres de rayon, tangente aux deux plans de pro-
icetion, ct]'on demande &y inscrire un téraédre régulicr
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ayant 'un de ses sommets sur le plan horizontal et 'une
de ses arétes perpendiculaire au plan vertical.

On fait tourner ensuite le systéme des deux corps, d’un
angle de 45 degrés, autour d’une paralléle a la ligne de
terre menée par le centre de la sphére, et 'on demande
de construire les nouvelles projections du tétraédre.

CORRESPONDANCE.

Extrait d’'une Lettre de M. C. Moreau, capitaine
d’artillerie, & Calais. — Je viens de lire dans le numéro
d’octobre des Nouvelles Annales, pages 438 et suivantes,
I'intéressant travail de M. Vachette sur les « permuta-
tions rectilignes de 3 ¢ lettres égales trois a trois, quand
deux lettres consécutives sont toujours distinctes ».

Je m’étais précisément occupé de la méme question,
il y a quelques années, et j’étais arrivé a une formule gé-
nérale, dont la démoustration n’offre pas de difficulté et
qui confirme les résultats obtenus par M. Vachette.

En supposant, comme le fait ce dernier, que la pre-
miére et la derniére lettre de chaque permutation soient
distinctes, et en désignant également par B, ; le nombre
des permutations définies ci-dessus, j'avais trouvé, ex-
cepté pour ¢ =1,

k=q

) ([gq—1)ealg—Fk+1) (3g—ok—1)t
_ w79 —1)..-1q o9

By, =3¢ 3 (—up P 0 e /)
k=0

n==k

Jiky = 2 k(hk — 1)__- (i_kit_ n—+1, A,

1.2.3...n

f\lx: (Al+ ”n — ]3-'\71-—( - 2(” - I)An~2)

Ay=1, t\|:3(] -2k — 2,
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En effectnant les calculs, par exemple pour ¢ = 7, on
obtient successivement :

k= o,
*

A= T e e e Sflo)=1;
k=1,

Ay=1, A=1I7. ... i S(1)=18;
l'::2,

Ay=1, A, =15, A,=24o......... f(2)=213;
k=23,

Av=1, A,=13, A,=184, A,=—2812. f(3)=3404;
k=4,

A=1, A=11, A,—134, A,— 1786,

A;—=125808 . ... ... ... f(4)=33801;
k=5,

Ay=1, A=9, A,=g9g2, A,= 1048,

A,=13128, A,=179048......... J(5)=256134;
k=6,

Ay=1, A =17, A,=158, A,=550,
A,=5848, A,=0(8728, A, =883216. f(6)=1395217;
k=1,
=1, A, =5, A,=32, A,=244,
A;=2144, A;=21248, A,=233920,
A;=128280096. .. ................ J(7) = 4996032;

¢t ensuite, en mettant en facteur P;=1.2.3.4.5.6.7,

P,—1.2.3.4.5.6.7,
36212176000 — 52043171200
s 64273809600 — 33392559200 l
B.,— P, ! 10931243400 — 2259101880 \
293462532 — 14988096 $

© 111690691532 — 107709820376
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ou enfin

7e

C’est bien le nombre auquel M. Vachette est parvenu
par une autre voie (page 457 de I'article précité).

Extrait d’une lettre de M. E. Lucas. — On lit,
page 305 du tome XIII de la 2° série, article de
M. Transon :

« Enfin je ferai voir que Wronski... », et page 316 :
« Toutefois si ’on accorde que la priorité d’une idée... ».

Or on lit, dans la Géométrie de position de Carnot,
antérieure de seize ans i Pouvrage cité de Wronski,
pages 336 ct 337 :

« I me semble méme que la Géométrie ne devrait
point se borner la, et qu'elle pourrait embrasser les
mouvements qui ne résultent pas de 'action et de la
réaction des corps les uns sur les autres. . . .

» Or ce probléme est absolument indépendant des ré-
gles de la communication des mouvements, puisque, par
hypothése, il n’y a aucun mouvement communiqué, ni
détruit: les mouvements qui ont lieu alors peuvent donc
¢tre appelés mouvements géométriques, etleur recherche
n’appartient point  la Mécanique proprement dite; elle
est du ressort de la Géométrie, et je crois que, pour com-
pléter cctte derniére science, il faudrait que les proprié-
tés de ces mouvements y fussent développées. »

Et plus loin, page 338 :

« Les grandes difficultés analytiques qu’on rencontre
dans la science de I’équilibre et du mouvement viennent
principalement de ce que la théoric des mouvements
géométriques n’est point faite; elle mérite donc toute
I"attention des savants. »

Ainsi Pidée de la Cinématiqae a'eci ni & Ampére. ni
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de Wronski; elle appartient tout entiérc a Carnot, ou
peut-étre & un géométre plus ancien.

BIBLIOGRAPHIE.

Théoric des équations aux dérivées partielles de pre-
mier ordre ; par M. Mansion (PauL), professeur a la
Faculté des Sciences de Gand. — Mémoire couronné
par ’Académie royale de Bruxelles. In-8 de xv1-28g pa-
ges; 1875, Prix : 6 francs.

Cet Ouvrage contient le résumé des recherches de Lagrange,
Pfaff, Jacobi, Bour, Weiler, Clebsch, Korkine, Boole, Mayer,
Cauchy, Serret et Lie, sur les équations aux dérivées partielles
du premier ordre. Les travaux de ces géomcétres sont groupés
dans les subdivisions suivantes :

INTRODUCTION. — Génération des €quations aux dérivées par-
ticlles du premier ordre. — Livee 1. Méthode de Lagrange ct
de Pfaff. — Livee II. Meéthode de Jacobi. — Livee III Mé-
thode de Cauchy et de Lic. — Arppenoice. Méthode de Lie
comme synthése des méthodes antéricures.

L’Introduction contient, de plus que la partie correspon-
dante des Ouvrages analogues de MM. Imschenetsky et Grain-
dorge, I’expose des idées de M. Lie relativement a la généra-
tion des équations aux dérivées partielles du premier ordre.
Ces idées ouvrent 2 la Science de nouveaux horizons et condui-
ront infailliblement, dans un avenir prochain, 4 une transfor-
mation compléte de la théorie des équations aux dérivées par-
tielles.

Dans le Livre premier sont analysés les travaux de Lagrange
et de Pfaff. On a utilisé dans cette partie de I’Ouvrage, plus
quon ne le fait communément, la théorie des déterminants
fonctionnels. On a pu rattacher la méthode de Pfaff & celle de
Lagrange, en apparence si différente, en résumant les premiers
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Mémoires de Jacobi. Ces Mémoires, qui comblent une véritable
lacune dans la théorie des équations aux dérivées partielles,
font comprendre complétement, d’abord I’étroite connexion qui
existe entre les équations aux dérivées partielles linéaires et
certaines équations différentielles ordinaires, ensuite les rela-
tions de la méthode de Pfaff avec celle de Lagrange. Les appli-
cations nombreuses de la théorie générale que contiennent les
écrits de Lagrange et de Monge, ainsi que quelques Mémoires
de Hesse et Schlifli, se trouvent aussi dans le premier Livre.

Les trois premiers Chapitres du deuxiéme Livre renferment
I'analyse des travaux de Jacobi et de Bour. Une petite erreur,
qui s’est glissée dans ’exposition de ce dernier, est corrigée
d’aprés Mayer. Le Chapitre IV contient des calculs d’une admi-
rable élégance, dus 4 Clebsch, ol 'éminent algébriste fait con-
naitre une notable simplification de la méthode de Jacobi, trou-
vée par Weiler en 1863. Les Chapitres V et VI sont consacrés
4 des méthodes o I'on procéde par des changements de va-
riables. Dans la méthode de Korkine (1868), on dispose de la
fonction arbitraire de I'intégrale générale de 'une des équations
données, de maniére a satisfaire aux autres équations : on
transforme ainsi le systéme en un autre qui contient une équa-
tion et une variable de moins. Korkine n’a donné que I’énoncé
des théorémes fondamentaux de sa méthode, mais on a pu re-
construire sa démonstration. La méthode de Boole, qui s’ap-
plique seulement aux équations linéaires, procéde a peu preés
comme celle de Korkine. La méthode de Mayer, qui vient en-
suite, s’applique aussi aux équations linéaires, dont elle raméne
I'intégration A celle de certains systémes d’équations différen-
tielles totales. Une transformation de variables et ’emploi d’un
théoréme nouveau trés-remarquable permettent 3 Mayer de ré-
duire I'intégration des systémes d’équations linéaires de Jacobi
an dernier degré de simplicité.

Le Livre troisi¢tme contient le résumé des travaux de Cau-
chy et de Serret, ainsi que la méthode de Lie d’aprés Mayer.
Clest la partie la plus originale de I'Ouvrage. En introduisant
les idées de Lie dans le dernier mode d’exposition de Cauchy,
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on peut rattacher toutes les recherches des géométres sur les
équations aux dérivées partielles du premier ordre 4 la notion
fondamentale de caractéristique. En particulier, on retrouve
trés-facilement les principaux résultats de Serret et les modifi-
cations apportées par Mayer et Darboux 4 la méthode de Pfaff.

Le court Appendice qui termine I'Ouvrage contient, au
moyen des idées de Lie, un apercu synthétique des méthodes
principales, qui permet au lecteur d’entrevoir leur fusion pro-
chaine entre les mains du géométre norvégien. Les derniers
Mémoires de Lie n’ont pu étre résumés; I'auteur s’est contenté
d’en donner une liste exacte avec I'indication des recueils ou
'on peut les trouver.

L’Introduction et les Notes renferment I'histoire compléte de
la Théorie des équations aux dérivées partielles du premicr
ordre.

RECTIFICATION.

1. Nous avons regu, trop tard pour pouvoir les men-
tionner, des solutions de la question 1175 par MM. Meyl,
ancien capitaine d’artillerie 4 la Haye, Moreau, capitaine
d’artillerie a Calais ; de la question 1474 par MM. Thorn-
ton, de 'Université de Virginia (Etats-Unis), Ch. Wag-
ner, assistant 4 1'Ecole Polytechnique de Vienne, Louis
Goulin, éléve du Lycée de Rouen ; de la question 1 172 par
M. Lucien Lévy, ancien éléve de I'Ecole Polytechnique;
des questions 1178 et 1179 par M. Kruschwitz; de la
question 1153 par M. Ch. Chabanel, 4 Reims; de la
question de Mathématiques spéciales proposée en 1874
au Concours général des départements par MM. de Coat-
pont et G. de Beauséjour, éléves du collége Stanislas; de
la question de Mathématiques spéciales proposée en 1874
au Concours général de Paris par M. B. Niewenglowski,
a Reims.



( 96)
2. Ala page 527 du tome précédent, question 6 : Au
lieu de différence, lisez somme.

QUESTIONS.

1188. Si deux mobiles se meuvent dans un plan sur
des courbes quelconques, mais avec des vitesses respecti-
vement égales & chaque instant, la droite qui les joint
touche continuellement son enveloppe au point symé-
trique par rapport a son milieu, de celui ou elle estren-
contrée par la bissectrice de 'angle des deux tangentes.

Ce théoréme s’applique en particulier & I'enveloppe
des cordes qui sous-tendent dans une courbe quelconquc
des arcs de longueur constante (¥).

(Haton pE 1A GouPILLIERE.)

1189. La droite qui se meut de maniére a rencontrer
a chaque instant deux courbes quelconques sous deux
angles respectivement égaux touche continuellement son
cnveloppe au point ou elle est. coupée par la droite qui
joint les deux centres de courbure.
(Haron pE 1A GOUPILLIERE.)

1190. Démontrer que la formule

2'n? 2t {w—1?l 2tal(p?—r*) (7 — 2
1~ ——

> T 23.4 23456
o3 (n?—1) (n2—2) (PP — 3
2.3.4.5.6.7.8
a pour valeur —1 ou 41, selon que n (**) est un

nombre impair ou un nombre pair. (S. Reavs.)

4.

(*) Lorsque les cordes sous-tendent des scgments de surface con-
stante, lc contact se trouve toujours au milieu de la corde.

(**) Cette question, proposée par 'auteur, en 1871, dans le Giornale
i Matematiche de Naples, n’a pas encore été résolue.
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NOTE SUR LES COURBES QUE REPRESENTE L’'EQUATION
g'=Asinnw;

Par M. HATON DE LA GOUPILLIERE.

1. Les courbes représentées en coordonnées polaires
par I'équation

(1) " = Asinno

jouissent de propriétés fort remarquables, et se sont sou-
vent présentées, dans des recherches d'un ordre élevé,
a des géometres tels que Maclaurin, Euler, I'Hopital,
Fagnano, Riccati, Lamé, MM. Serret, O. Bonnet, W. Ro-
berts, etc. Leur théorie mériterait certainement d’étre
vulgarisée. A ce titre, il ne sera peut-étre pas inuatile d’en
placer un court résumé sous les yeux des personnes qui se
livrent 4 I'étude de la Géométirie. J'ai eu soin d’y men-
tionner les sources ou I'on retrouverait les démonstra-
tions, toutes les fois qu’elles ont été publides 3 ma
connaissance. Pour les autres cas, la recherche de ces
démonstrations pourra fournir un exercice, en général
facile.
L’équation (1) peut également présenter la forme

{2) " sinmew =B

si 2 prend des valeurs négatives — m. Ce nombre 7 peut
également devenir fractionnaire et méme incommensu-
rable. Nous l'appellerons Y'ordre de la courbe, quels
que soient sa valeur et son signe. Ajoutons encore que les
équations (1) et (2) pourront encore étre écrites de la

maniére suivante :
{3) g*=Ccosnw, p"cosmw=D,
Ann. de Mathémat., 2€ série, t. XV. (Mars 1876.) 7

PR
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au moyen d’'un simple déplacement de I'axe polaire.
Toutes ces formes étant équivalentes, nous adopterous la
premiére pour fixer les idées.

2. Les propriéiés générales qui vont suivre fourniront
autant de théorémes particuliers pour un assez grand
nombre de courbes spéciales, correspondant aux valeurs
les plus simples de I'ordre n. Parmi elles figurent des
lignes tout a fait usuelles, telles que la droite, le cercle,
la parabole, 'hyperbole, etc. Quelques-unes de ces pro-
priétés sont peu connues; d’autres, trés-répandues, four-
niront pour les énoncés généraux d'utiles vérifications :

n = 2 lemniscate de Bernoylli ;

3 ,
n=- courbe dont I'arc représente exactement la fonc-

tion clliptique de premiére espéce du module
sin 15° ou du module complémentaire (WiL-
viam Roserrs, Journal de Mathématiques
pures et appliquées, 17 série, t. XII, p. 447);

n =1 cercle;
2 . .
n=3 podaire du centre de la lemniscate (WiLLiam
Roserts, Nouvelles Annales de Mathémati-
.
ques, 2° série, t. XI, p. 283);
1 . . . .
n=- cardioide, limacon de Pascal, conchoide du cer-
cle, épicycloide (SaLmon, Higherplane curves,
n°® 110);
1. .
n=gz lieu des sommets des paraboles ayant méme foyer,

et tangentes a un cercle passant par ce foyer
(Giuseppe Saccni, Nouvelles Annales, 17° sé-
rie, t. XIX, p. 39);

n = o spirale logarithmique (Haron pE LA GoUPILLIERE,
Théses, p. 30, 1857; Arrterer, Nouvelles
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Annales, 2° série, t. XI, p. 163, année 1872}
Nicorainis, Analectes, p. 167, année 1872);
n=-— % caustique par réflexion de la parabole pour des
rayons perpendiculaires a I'axe (marquis pe
L’HoerraL, Analyse des infiniment petits ;

voir, pour les propriétés de cette courbe,
Nouvelles Annales, 2° série, t. V, p. 21

et 27);
1
n==— parabole;
2 . .
n=-—3 enveloppe des perpendiculaires aux rayons vec-

teurs de I’hyperbole équilatére (VieiLie,
Cours complémentaire, p. 145);
n==—1 ligne droite;

3 ) .
ne=—- enveloppe du c6té d'un angle droit, dont'autre

¢61é pivote sur le centre d’un triangle équi-
latéral, le sommet de V'angle restant a de
telles distances des trois sommets du trian-
gle que leur produit soit constamment égal
au cube du rayon de cercle circonscrit
(W. Roserrs, Journal de Mathématiques
pures et appliquées, 17 série, t. XII, p. 447);
1 =— 2 hyperbole équilatére.

3. Lorsque 7 est un nombre cntier et positif, les
courbes (1) sont le lieu des points, tels que Ie produit de
leurs distances aux n sommets d’un polygone régulier
soit égal & la n*™ puissance du rayon du cercle circon-
scrit (Haton pE 14 GouriLriine, Journal de I'Ecole

Polytechnique, XXXVIII* Cabier, p. 89g).

4. SiTon envisage I'ensemble des courbes (P), défi-

n .
/
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nies par la condition que le produit des distances de
chaque point aux 7 sommets d’un polygone régulier soit
une constante arbitraire [I'une de ces courbes P étant,
par suite, la ligne (1), d’aprés la proposition précé-
dente], toutes leurs trajectoires orthogonales (Q) seront
des courbes (1) de I'ordre — n (Haton pE Lo GourrL-
LIERE, 1bid., p. go).

8. Chacune de ces lignes (Q) jouit de cette propriété
que, si I'on joint un quelconque de ses points aux n som-
mets du polygone, la direction moyenne de ces droites
reste paralléle & elle-méme (Haron pE L4 GouPIiLLIERE,

bid., p. 91).

6. Le lieu des points d’inflexion des lignes (P), ainsi
que celui de leurs points de plus grande courbure, sont
deux courbes (1) du méme ordre n (Haron pe 1A Gou-
PILLIERE, thid., p. 91 et g3).

7. L’angle dela tangente avec le rayon vecteur est égal
a n fois I'inclinaison de ce dernier sur l'axe polaire
(J.-A. Serrer, Journal de Mathématiques pures et ap-
pliquées, 17 série, t. VII, p. 118).

8. Courbe la plus générale, telle que, si on I'engendre
par une retation uniforme du rayon vecteur, la tangente
tourne uniformément, soit dans ’espace absolu, soit re-
lativement & un observateur qui participe a la rotation
du rayon vecteur (4 démontrer).

9. L’angle de deux tangentes mendes aux extrémités
d’une corde passant par le pole est constant (Frener,
Exercices de Calcul différentiel et intégral, probléme
CXXXI, p. 12 et 57).

10. L’angle des tangentes menées aux extrémités de
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deux rayons vecteurs quelconques est égal a n + 1 fois
celui de ces rayons (Bamrsier et Lucas, Nouvelles An-
nales, 2° série, t. V, p. 27) (¥).

11. Si I'on fait varier A et C dans les équations (1)
et (3), on obtient deux familles orthogonales conjuguées
(Lamt, Journal de Mathématiques pures et appliquées,
17 série, t. I, p. 86; Frener, Exercices de Calcul dif-
[férentiel et intégral, probléeme XXII, p. 189 et 205).

12. Plus généralement, si 'on fait tourner d’un angle
quelconque « la famille de courbes (1) autour du poéle,
clle fournit alors 'cnsemble des trajectoires qui traver-
sent les mémes lignes dans leur premiére situation sous
I'angle constant no (HatoN pE LA GovrrLLikre, Journal

de UEcole Polytechnique, XXXVIII° Cahier, p. 102).

13. Courbe la plus générale, telle que la normale soit
proportionnelle 4 la puissance 1— r du rayon vecteur
(4 démontrer).

14. Courbe la plus générale, telle que la projection du
rayon vecteur sur la normale soit proportionnelle a la
puissance 1 -+ n du rayon vecteur (4 démontrer).

15. Le rayon de courbure est égal a la fraction
dela normale (Haron pE LA GouriLrLikre, Théses, p. 34).

16. La projection du centre de courbure sur le rayon
vecteur décrit une courbe semblable a la premiére dans

le rapport —_ (J.-A. Sexrer, Journal de Mathéma-
n+1

tiques pures et appliquées, 1™ série, t. VII, p. 118).

(*) Par exemple, dans la caustique de parabole (7 = — 1), les tan-
gentes aux trois intersections par un méme rayon vecteur focal forment
toujours un triangle équilatéral (Bausier et Lrcas, ibidem. p. 30).
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17. Le cercle osculateur intercepte sur le rayon vec-
2

de
n—+1
ce rayon (MacLaurin, T'raité des fluxions, Chapitre XI,
proposition XXXIV, corollaire IV, année 1740; Nico-
LADEs, Analectes, p. 65).

teur une corde qui est une fraction constante

18. Cette courbe est la plus générale qui jouisse de la
proposition précédente (ArLécrET, Nouvelles dnnales,
2¢ série, t. XI, p. 162).

19. Le rayon de courbure de la développée des

I—n
de la longueur
n

courbes (1) est égal a la fraction

comprise sur la normale de cette développée entre le
rayon vecteur de la proposée et son centre de courbure
(4 démontrer).

20. La podaire des courbes (1) est une ligne du méme
n . .
groupe de Dordre — (Macravwin, Phiosophical

T'ransactions, n® 336, année 1718).

21. L’enveloppe des perpendiculaires aux extrémités
des rayons vecteurs est une courbe du méme groupe

p
n . P . . o
d’ordre — (proposition équivalente a la précédente.)
22. La A®me podaire est une courbe du méme groupe
n L. .
d’ordre " (Macravrin, Géométrie organique ;
I nkKk

W. Roserts, Journal de Mathématiques pures et ap-
pliquées, 1™ série, t. XII, p. 447).

23. Lorsque Yordre de la courbe est exprimé par 'in-

I . , . .
verse d'un nombre entier négatif, n = — N’ il y a tou-
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jours une podaire de cette courbe qui est une ligne droite.

Cest la (N — p)éme <:‘1 démontrer et a vérifier pour

I S
n=—3 3

24%. Si I'on prend tous les rayons vecteurs d’une courbe
quelconque pour rayon normal d’une courbe (1) d’ordre

n= li‘l (N désignant un nombre entier) I'enveloppe de

toutes ces lignes sera la N*™ podaire de la ligne quel-
conque proposée (*) (W. Roserts, Annales de Torto-
lini, t. IV, p. 134, année 1861).

25. Si I'on envisage pour un méme péle toutes les
1 , .
courbes (1) d’ordre n =— N® menées tangentiellement

a une ligne quelconque, le lieu de leurs sommets sera

encore la N“" podaire de cette courbe (W. Roserrts,
ibid.).

26. L’anticaustique par réflexion des courbes (1), pour
des rayons lumineux émanés du pole, est une courbe du
R Ry
méme groupe de I’ordre —— (& démontrer).
n+1

27. Si une des courbes (1) roule sur une ligne égale, en
partant de la coincidence de points homologues, la rou-

lette du pole est une ligne du méme groupe d’ordre e

(a démontrer).

28. Sila courbe (1) roule sur une ligne droite, la rou-
lette du péle est une courbe dont I'équation a été donnée

(™) Par exemple, ’enveloppe des paraboles homofocales, dont le som-
met déerit une courbe quelconque, est la podaire de la podaire de cetic
ligne. (Ibidem.)
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par M. O. Bonnet (Journal de Mathématiques pures et
appliguées, 1™ série, t. IX, p. 106) et qui jouit entre
autres propriétés de celle de rendre maximum l'inté-

grale
n
fy—m ds

\EvLer, Methodus inveniend:, p. 50; voir aussi J. Sac-
car, Nouvelles Annales, 2° série, . XII, p. 177 et 178,
et 'énoncé 38 de la présente Notice).

29. La polaire réciproque de la courbe (1), par rap-

port a un cercle concentrique, est une ligne du méme
n .

groupe de l'ordre — Py (SaLmon, Higher plane

curyes, p. 103).

30. La transformée par rayons vecteurs réciproques
est une courbe du méme groupe d’ordre égal et de signe
contraire (évident).

31. Lorsque I'ordre n est entier et positif,la longueur
totale de la courbe (1) s’exprime de la maniére suivante,
au moyen des intégrales eulériennes de seconde espéce :

")

n-1 1
()
n

Lorsqu’au contraire 7 est quelconque, cette fraction,

divisée par 2n, mesure I’arc compris entre la tangente
au pole et un rayon qui fait avec elle un angle égal ala
n‘me partie d'un angle droit. (J.-A. Sereer, Journal de
Mathématiques pures et appliquées, 1™ série, t. VII,
p- 116; voir en outre, sur la rectification de ces courbes
au moyen des transcendantes elliptiques : Facnano, Pro-
duzioni matematiche, t. 11, p. 375 2 414; W. Roserrs,
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Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1™ sé-

vie, t. XII, p. 447 ; Arrtcrer, Annales de I’ Ecole Nor-
male, 2° série, t. II, p. 149).

32. La rectification de deux podaires, I'une d’ordre
pair et 'autre d’ordre impair, conduit a celle de toutes
les podaires successives (MacLAvriN, Tractatus de curva-
rum constructione, Philosophical Transactions, p. 806,
année 1718).

33. La différence de 'arc d'une podaire d’ordre quel-
conque et de n fois ’arc correspondant de celle qui la
précéde de deux rangs est toujours rectifiable. (MacLavu-

N, bid., p. 807).

34. L’aire qui correspond & I’arc spécifié ci-dessus (31)

a pour valeur
2 r 3
TA”" nj .

Tny 1\’
o n I‘7<—)
n
le moment d’inertie de cette aire
L op (.4_
wA”? n/ .
Sn+b 2\’
o n T -
n
le moment d’inertie de I'arc en question
3 i
An an)
T 2n—3 '—__'3_—'7
na2 " T(—)
n

généralement J¢ potentiel de 'aire, pour une attraction
p s P
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qui procéde suivant la puissance p de la distance

p=s r(n+3)
wA n n
p—n~+3 P+3 ?
? n 2
(p+3)2 r < P )

et, enfin, le potentiel de 'arc pour cette méme loi géné-
rale d’attraction, en supposant, en outre, que sa densité
varie comme la puissance ¢ de la distance

p+q+2 F,(P+q+2>

A 2n
2n—p—q-—2 + _*_? *
no n r <p___?.__.)
n

On aurait notamment pour ¢ = n — 1 le potentiel de la
courbure (15 et 13) (Harox pE LA GourILLIERE).

35. Courbe la plus générale qui rende maximum 1'in-
tégrale

f p "t ds

(Evier, Methodus inveniendi, p. 53).

36. Courbe d’équilibre d’une chainette homogéne,
sollicitée par des forces centrales en raison inverse de la
puissance 7z -~ 2 de la distance (O. Bonner, Journal de
Mathématiques pures et appliquées, 1*° série, t. IX,
P- 229).

37. Courbe d’équilibre d’une chainette d’égale résis-
tance, pour des forces centrales inversement proportion-
nelles a la distance, la tension de la chaine par unité de
section transversale étant n— 1 (O. Bownner, ibid.,

p- 99)-

38. Si l'on tend en ligne droite cette derniére chai-
nette, en lui attribuant la forme d'un corps homogéne de
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révolution, sa courbe méridienne sera précisément la
roulette du centre d’une ligne du méme groupe roulant
sur une droite (O. Bonner, ibid., voir ci-dessus n° 28).

39. Si une courbe (1) est parcourue librement parun
mobile suivant la loi des aires, la force totale qui émane
du pole varie en raison inverse de la puissance 27 4+ 3
de la distance (Macravrin, Philosophical Transactions,
p. 809, année 1708).

40. Courbe la plus générale, telle que, si elle est par—
courue suivant la loi des aires, la vitesse linéaire varie a
chaque instant en raison inverse de la puissance n + 1
de la distance (Riccati, Commentarii Bonon., t. 1V,

p. 184).

41. La force centripéte varie alors en raison inverse
de la puissance n + 3 de la distance (4 démontrer).

42. Les forces centrales, pour lesquelles la courbe (1)
est brachistochrone, procédent suivant la puissance
2n -i-1 de la distance (Hatox pe LA GovupiLLiine).

43. Le réseau isotherme algébrique de n noeuds, qui
en admet la plus grande condensation possible, c’est-
a-dire une étoile unique de I'ordre n, est formé d’une
famille homothétique de courbes (1) de I'ordre — n, et de

la méme tournée de 'angle ;ﬂ— (Haton pe 1pa Gourrn-
vikre, Journal de I Ecole Polytechnique, XXXVIII® Ca-

hier, p. 101).

44. Dans un réseau isotherme algébrique quelconque
de degré n, le systéme des enveloppes des directions prin-
cipales de ’avant-dernier ordre n — 1 est formé de n —1
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familles homothétiques de courbes (1) de T'ordre ;—£~,~27

disposées réguli¢rement autour du centre du réseau.

Il en est de méme pour les directions suivant lesquelles
le (n — 1) incrément s’annule au lieu d’étre maxi-
mum comme sur les précédentes (Haron pE LA GoupIL-
LIERE, 7bid., p. 108).

OUADRILATERES ET SECTIONS CONIQUES;
Par M. Paur TERRIER,

Ingénieur a Paris.

[suite (*).]

Tutoreme XXVI. — 8i l'on désigne par )., p, p les
sommets du triangle des alignements d’un quadrilatére
quelconque (voir théoréme VII); par K, H, L les som-
mets homologues du triangle diagonal; par x, u,v les
intersections des c6tés homologues des deux triangles
sur Uaxe d’homologie , on a, entre les douze segments
de droites qui joignent les six sommets aux trois inter-
sections, la relation

rL X xp p K >< ul eHX> op
uL><up/ v K > v .Z‘HX.Z‘{L_-

Cette relation est de méme forme que celle donnée par
Carnot, dans le cas d’un triangle coupé par une conique.

Tatoreme XXVII. — 8i, de chacun des quatre som-
mets d’un quadrilatére simple quelconque A, on abaisse
des perpendiculaires sur la diagonale et sur les deux
cOtés qui ne passent pas par le sommet consideré :

1° Les pieds de ces perpendiculaires, prises par

{*) Nouvelles Annales, 2¢ série, t. XIV, p. 51].
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groupes detrois, issues d’un méme sommet, déterminent
quatre triangles semblables .

2° Les circonférences circonscrites a ces quatlre
trz'angles ont une intersection commune 9.

3% Leurs secondes intersections deux & deux, au
nombre de six, sont situées sur les quatre cotés et sur les
deux diagonales du quadrilatére A, aux points mémes
ol ces six droites, considérées comme diagonales de
Dun des trois quadrilatéres qui ont les quatre sommets
donnés de A, recoivent les concours fournis par les
diagonales respectivement correspondantes.

4° Ces secondes intersections sont les six centres
d’homologie deux a deux des quatre triangles sembla-
bles (1°) fournis par les quatre sommets du quadrila-
tére A.

5° Les deux droites qui joignent les concours fournis
par chaque diagonale sur I’autre ct sur U’axe radical
se coupent au point 0.

6° Les centres des circonférences circonscrites aux
quatre triangles semblables sont les sommets d’un
second quadrilatére A,, semblable au quadrilatére
donné A.

7° Les diagonales de ce second quadrilatére se cou-
pent sur la médiane du premier.

Tutoreme XXVIII. — 87, par le point de rencontre
des diagonales intérieures du second quadrilatére A,,
on décrit une circonférence passant par le point de
commune intersection J (théoréme précédent), cette
nouvelle circonférence passe aussi :

1° Par le point d’intersection des diagonales inté-
rieures de A

2° Par les extrémités de la corde commune aux cir-

conférences décrites sur les diagonales de A comme
diamétres ;
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3% Par les concours que les diagonales intérieures
de A fournissent réciproquement l'une sur l'autre ;
4° Par le foyer de la parabole inscrite au quadrila-
tére formé par la droite qui joint ces deux concours et
parles trois diagonales de A.

Les deux couples de quadrilatéres croisés, ayant mémes
sommets que les quadrilatéres simples A et A,, donnent
des résultats analogues, d’ou ’on déduit les conséquences
suivantes :

Corollaires.—1° Les deux circonférences ayant leurs
centres aux sommets extérieurs de A, et passant au
point d passent aussi, respectivement, aux sommets exté-
rieurs homologues de A, et coupent les couples de cotés
opposés qui déterminent ces sommets aux mémcs
points que les secondes intersections deux a deux des
quatre circonférences précédemment considérées ( théo-
réeme XXVII, 2° et 3°);

2° Les sept circonférences ayant leurs centres aux six
sommets et au point d'intersection des diagonales inté-
rieures de A, et passant par le point d, se coupent trois
a trois sur les quatre cotés et sur les diagonales inté-
rieures de A, aux points ou ces six droites, prises comme
diagonales de l'un des trois quadrilatéres ayant mémes
sommets que A, recoivent respectivement le concours
de la diagonale eorrespondante.

Définitions. — Nous appelons cercle radical du
quadrilatére A le cercle qui a son centre & l'intersec-
tion des diagonales de A, et qui passe par les sept points
remarquables déterminés au théoréme précédent.

Chacune des quatre circonférences (théoréme XXVII,
2°) d’intersection commune ¢ sur le cercle radical a
méme diamétre qu'une conique dont 'un des foyers est
au sommet correspondant du quadrilatére A. Dans le cas
limite du quadrilatére inscrit, Jes quatre coniques sont
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des paraboles et les quatre circonférences se réduisent
aux quatre droites de Simson, d’intersection commune
(théoréme XIV) sur 'axe radical. Le cercle radical a
son centre & I'infini, sur la médiane du quadrilatére
donné, et se confond avec I’axe radical. Cet axe est donc,
dans le quadrilatére inscrit, une position particuliére du
cercle radical, et le centre perspectif «, dans le méme
cas, est une position particuliére du point d’intersec-
tion J, qu'on peut appeler par extension centre per-
spectif du quadrilatére quelconque.

On voit d’ailleurs que la propriété connue du qua-
drilatére inscrit, & savoir que les diagonales intérieures
se coupent sur ’axe radical, est le cas particulier d’une
propriété plus générale du quadrilatére quelconque,
puisque les diagonales de ce quadrilatére se coupent sur
son cercle radical.

Nous rappelons la propriété suivante, énoncée sous
une autre forme par Steiner :

Les centres des circonférences circonscrites aux
quatre triangles formés par quatre droites, prises trois
a trois, sont les sommets d’un quadrilatére inscriptible
dans une circonférence qui passe par le foyer de la pa-
rabole tangente aux quatre droites.

Trtorime XXIX. — Les cotés et les diagonales du
quadrilatére des centres coupent respectivement a an-
gles droits, et en leurs milieux, les droites qui joignent
les six sommets du quadrilatére formé par les quatre
droites données au foyer de la parabole inscrite a ce
quadrilatére.

Corollaires. — 1° Les pieds des perpendiculaires
abaissées du foyer de la parabole sur les cotés, et diago-
nales du quadrilatére des centres, sont les six sommets
d'un quadrilatére homothétique du quadrilatére donné
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(rapport = ;). Le centre d’homothétie est au foyer de
la parabole.

2° Les points de rencontre des hauteurs des quatre
triangles formés par les sommets trois a trois du quadri-
latére des centres, et les centres perspectifs des quatre
quadrilatéres inscriptibles formés par les cotés trois a
trois du quadrilatére donné et par le foyer de la parabole
inscrite, pris comme quatriéme sommet commun, se
confondent deux & deux sur la directrice de la para-
bole.

Trtorime XXX. — Les centres des circonférences
circonscrites aux triangles formés par les cotés d’un
quadrilatére inscriptible, pristrois & trois, sont les som-
mets d'un trapéze isoscéle inscrit dans une circonfe-
rence qui passe par le foyer de la parabole inscrite et
par le centre de la circonférence circonscrite au qua-
drilatére donné.

Le quadrilatére des centres est un rectangle lorsque
I'une des diagonales du quadrilatére inscriptible passe
par le centre du cercle circonscrit.

Trtorkme XXXI. — Les deux circonférences cir-
conscrites, I'une au quadrilatére donné, ’autre au tra-
péze des centres, ont pour corde commune un segment
de Uaxe radical du quadrilatére donné.

Treorime XXXII. — La droite (perpendiculaire 4 la
diagonale extérieure) qui joint le foyer de la parabole
inscrite au centre du cercle circonscrit, est I’ axe radical
de deux circonférences qui ontrespectivement leurs cen-
tres a Uintersection des diagonales et & l'intersection
des cétés non paralléles du trapéze des centres, et dont
chacune passe par les extrémités d’une diagonale du
quadrilatére donné.

L’axe radical du quadrilatére et celui des circonfé-
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rences considérées ont méme intersection que les diago-
nales du quadrilatére.

Trtorkme XXXIII. — Le point de rencontre des
hauteurs dutriangle qui a pour sommets les centres des
circonférences circonscrites & trois des quatre triangles
formés par quatre droites, prises trois a trois, est situé
sur celle des quatre droites qui entre comme c6té dans
les trois triangles considérés.

Tutorime XXXIV. — Les points de rencontre des
hauteurs des quatre triangles formés par deux cétés ad-
jacents et une diagonale du quadrilatére des centres Ay,
d’un quadrilatére donné A, sont les sommets d’un troi-
sieme quadrilatére A,, égal et symétriqguede A, (pro-
priété connue), et de plus inscrit dans le quadrilatére
donné A.

Tutorime XXXV, — Deux sommets quelconques
de A,, les deux sommets antihomologues de A, et le
sommet de A, déterminé par les cotés passant aux
sommets considérés de A,, sont cing points situés sur
un cercle égal aux cercles circonscrits & A, et a A,.

Corollaire. — Les sommets de A,, pris deux a deux,
donnent six combinaisons et déterminent six cercles
égaux, dont chacun passe par I’'un des sommets de A.

Les centres des quatre cercles déterminés par deux
sommets conséculifs de A, sont les sommets d'un paral-
lélogramme dont les diagonales se coupent au centre per-
spectif commun aux quadrilatéres A, A,, et dont les
¢olés sont paralléles aux diagonales de ces quadrilatéres.

Les centres des deux cercles déterminés par les couples
de sommets opposés de A; sont symétriquement placés,
par rapport au centre perspectif, sur une droite paralléle
aux médianes de A, et de A,.

Tutorime XXXVI. — Les quatre triangles formés
Ann. de Mathém., 2° série, t. XV. (Mars 1876.) 8



(114)
par les cotés trois a trois de A, et les quatre autres
triangles respectivement inscrits aux premiers, formés
par les quatre somunets trois & trois de A,, sont sem-
blables et homologiques deux & deux.
Leurs quatre centres d’homologie sont situés sur la
circonférence circonscrite au quadrilatére des centres.

p—

PERMUTATIONS RECTILIGNES DE 34 LETTRES EGALES 3 A 3,
QUAND 3 LETTRES CONSECUTIVES SONT DISTINCTES ;
CALCUL DE LA FORMULE GENERALE; APPLICATIONS;

Par M. A. VACHETTE.

1. Permutations bonnes et permutations mauyaises ;
variélés d’une espéce, asymeétriques, symétriques et ré-
ciproques.

Soit C, 3 le nombre des permutations bonnes; elles se
trouvent parmi les B, ; et sont formées aussi avec des
Ty (,_1)3 en introduisant trois lettres égales dans celles de
ces derniéres qui y sont propices, elles ne peuvent venir
ainsi que des B,_, ;, puisque toute M,,_1 (ry ) s’y trouve
impropre, deux lettres distinctes étant nécessaires pour
fermer le binaire aa, ou le ternaire aaa.

Toutes les auires espéces de permutations sont mau-
vaises, a cause de certaines séquences de lettres, dites in-
tervalles.

aba, abab, abaca, abacacdcd,

ot une lettre quelconque fait partie, comme médiane ou
extréme, d'un intervalle ayant a chacune de ses extré-
mités la forme primordiale aba, ce qui le rend indé-

composable. Le nombre des permutations mauvaises
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d’'une certaine espéce sera désigné par N, («), ¢ indi-
quant l'ordre, « servant d’indication pour le nombre et
la nature des intervalles qui y figurent.

Toute N, 5 est une tournante compléte 4 3¢ permuta-
tions : il y a cependant une exception ; dansles B, 4,il n'y
a point de C, 5, et 'on ne connaitque espéce ab ab ab,
tournante incompléte & deux permutations.

On a encore des wvariétés asymétriques, et des varié-

, . X
tés symétriques de fraction —. Pour un nombre A de
x

o (o . ,
variétés asymétriques, on obtient,dans 'ordre ¢, 3¢ P,. A
permutations; pour un nombre A’ de variéiés asymétri-

. 1 3qP . .
ques de fractions =, —7—1 A, Les x portions égales de la
z =z °

permutation qui font la symétrie commencent, en géné-
ral, pour les N, ;, a des intervalles, et chacune d’elles
contient au moins unintervalle ot le nombre des lettres
est > 3; comme il y a 3¢ lettres, on doit avoir x < ¢,
et, par suite, X est toujours un diviseur de P,.

Deux variétés d’'une méme espéce sont réciproques
quand l'une se déduit de I'autre, en la renversant bout
pour bout. Elles sont, en général, duférentes. Ainsi

aba deaf bcbe ef edfeed, deefdcfe cbeb faedabn

sont deux variétés réciproques distinctes ; mais

aba cde cde cde bab fghfghfgh

est 2 elle-méme sa réciproque; le fait a toujours lieu pour
les variétés symétriques.

La réciprocité permet d’abréger la recherche directe
du nombre des permutations d’une espéce déterminée :
quand deux variétés sont réciproques, on retrouve de
droite & gauche dans la seconde ce qu’on avait trouvé de
gauche a droite dans la premiére. Aprés avoir trouvé

8.
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toutes les variétés possibles dans un sens, on en dou-
blera le nombre; mais il faudra bien s’assurer si quel-
ques-unes des variétés trouvées ne sont pas a elles-
mémes leurs réciproques, ce qu’on verra mieux sur les
exemples.

II. Des intervalles.

1° L’intervalle est simple ou composé, selon qu’il con-
tient deux ou plus de deux lettres distinctes.
1l n’y a que quatre intervalles simples

aba, abab, ababa, ababab,

désignés respectivement par
S33 S S5 See

Dans s;, aba, b est médiane et a extréme; dans s,,
ab ab, il y a deux médianes et deux extrémes; dans s,
Zl;b—a, deux médianes, deux extrémes, et la lettre
moyenne a; dans s, ababab, deux extrémes, deux

médianes et deux lettres moyennes.

L’intervalle composé présente nécessairement des suites
tridifférentes de trois lettres distinctes consécutives
abc, cab,..., intérieures a l'intervalle, commencgant au
plutot a la deuxiéme lettre, au plus tard i la troisiéme,
a droite et & gauche :

a bacacbc, ababcbc, abacacded, ababecbcac,

la forme ababa ne pouvant devenir plus complexe que

par la juxtaposition de b. La suite tridifférente est de
second rang ou de troisiéme rang, selon qu’elle com-
mence a la deuxiéme ou i la troisi¢éme lettre de V'in-
tervalle composé, qu'on peut nommer intervalle de
second ou de troisiéme rang.
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Quand il y a,dans V'intervalle, plusieurs tridifférences
consécutives, les deuxderniéres letires d’'unesuite sontpar
ordre les deux premiéres de la consécutive; ababc. ..

entraine ababc bc. .., si I'on veut avoir un intervalle

plus complexe, contenant plusieurs triditférences.

2° L'intervalle est réductible ou irréductible, quand
on peut ou non en détacher 3 r lettres égales trois a trois,
sans altérer la forme du reste de la permutation. Ainsi

ab abce bed ede de

peut, en détachant trois c et trois d, se réduire a

ab abe be;

les lettres @ e extrémes demeurent toujours a la méme
distance de leurs semblables, situées en dehors de I'in-
tervalle, et il n’y a pas lieu de se préoccuper de la letire 5,
qui entre trois fois dans P'intervalle. Au contraire

« ab abce be

est irréductible; car, sil’on enléve les trois 5, on obtient
aacc, qui neserencontre jamaisdansles B, ;.11 en est de

méme de abacajcar, sil’on enléveles a,on obtient b¢

qui peut se rattacher aux autres b et ¢ que contient la
permutation, pour déterminer des intervalles la distance
entre les lettres pareilles, b et ¢ ayant nécessairement
changé.

La réduction d'un intervalle permet, en général,
d’abaisser de r unités I'ordre d’une permutation, sans
augmenter ni diminuer le nombre de ses intervalles, et
sans changer le nombre des variétés de I'espéce consi-
dérée.

Les quatre intervalles simples sont irréductibles.

Il y a trois intervalles composés irréductibles; ils ne
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. ) T,
contiennent qu’une seule tridifférence,
g a bhacac

abaca ! —
cacaba

formes réciproques ab abc be,

désignées respectivement par

Ps»  Pes P

Dans le p;, abaca, il y a deux extrémes, une lettre
moyenne et deux médianes b et ¢; dans le ps, % %,
une médiane b, une lettre double ¢, et une lettre triple a;
dans le p,, ab abe be, deux extrémes, deux médianes a
" et ¢, et une letire triple b qui joue le role de moyenne et
de médiane.

3° Plusieurs intervalles sont complémentaires quand
ils contiennent exclusivement 3r lettres égales trois a
trois, aba et bab, abaca et bcbc, ababch et cac

donnent des exemples de deux intervalles complémen-
taires; aba, bcb, cac donnent un exenfple de trois

intervalles complémentaires.

1. Classification des intervalles réductibles.

Ils se divisent en cinq classes ayant pour types les
trois intervalles composés irréductibles p;, ps, pr et deux
des intervalles simples s;, s;.

° Classe de type s;.

Un intervalle de cette classe, de51gne par ts,._y, contient
3r —1 lettres, dont r distinctes; 3 (» — 1) lettres y sont
égales trois a trois, et la derniére lettre distincte entre
deux fois

a bac acd cdb d.

Il se réduit a son type s; ababa, en éliminant r — 2 des

rlettres distinctes prises parmi celles qui y entrent trois
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fois ; laméme lettre b commence et finit les tridifférences,
et cette lettre, comme dans sy, est médiane du ;,_,.

2° Classe de type s;.

Un intervalle de cette classe, désigné par t,,, contient
3rlettres égales trois & trois, et est susceptible de deux
formes réciproques

a bacacd cdb db,
bd bdc dca cab a.

Il se réduit & son type s;, ababab, en éliminant r — 2

des r lettres distinctes; la méme lettre commence et
finit les tridifférences, mais son type n’est suscep-
tible que d’une scule forme, qui est elle-méme sa réci-
progue.

Il peut & lui seul faire une permutation d’ordre g, si
r=gq;l'esptce de la permutation est désignée alors par
N? (lﬁq)-

3° Classe de type p;.

Un intervalle de cette classe, désigné par t';,_; contient
3r—1 lettres, dont r—+1 distinctes; 3 (» — 1) lettres y
sont égales trois & trois, et chacune des deux autres let-
tres distinctes n’entre qu'une fois

a bac acd cde d.

Il se réduita son type ps, abaca, en éliminant r — 2 des
7+ 1 lettres distinctes, prises parmi les r+-1 lettres qui
vy entrent trois fois; les deux lettres simples b, e (n’en-
trant qu'une fois) commencent et finissent les tridiffé-
rences ; elles seront,comme danspy,lesmédianes det's,_,.

4° Classe de type ps.

Un intervalle de cette classe, désigné par t's,, con-
tient 3rlettres, dont 7+ 1 distinctes; 3 (r— 1) lettres y
sont égales trois A trois; I'une des deux autres lettres
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distinctes entre deux fois, et la derniére une fois; il est,
comme son type, susceptible de deux formes réciproques

a bacacd cde de
ededcdcacaba,
il se réduit a son type p, M, en éliminant r — 2
- cacaba
des r +1 lettres distinctes, prises parmi les 7 —r1 lettres
qui y entrent trois fois: les deux autres lettres distinctes
b, e commencent et finissent les tridifférences; b sera,
comme dans p;, la médiane dut;, ; e serasa lettre double.

5° Classe de type p-.

Un intervalle de cette classe, désigné par t,._, con-
tient 37 — 2 lettres, dont r distinctles; 3(r —2) lettres
y sont égales 3 4 3 et chacune des deux autres lettres
distinctes entre deux fois

ab abe bed cde de.

Il se réduit a son type ps, ab abc be, en éliminant r—3
des r lettres distinctes, prises parmi les r— 2 lettres
qui y entrent trois fois; les deux autres lettres distinctes a,
¢ commencent et finissent les tridifférences; elles seront,
comme dans pjy, les extrémes et les médianes du #5,_,.

IV. Evaluation directe des nombres de quelques
espéces de permutations.

1° Dans l'ordre 2, les B, 3 ne contiennent que l'es-
péce N, (<)
ab abab,

et l'on voit que N, (s5¢) = 2.
Il n’y a qu’une variéié, et un seul intervalle compose
toute la permutation. Cetle variété est symétrique de



( 1ot )
fraction i, et’ona (I)

i& 1 =N, ().
x

Comme N, (s4) = 2, ¢ = 2, on en déduit

12 .
— =2, doit x=26,
z

et {on considérera cette variété comme symétrique de
fraction <.
o b 9 1 by hd b
2° Dans ordre ¢, Vespéce N, (15,) ne contient qu’un
intervalle #5,, qui compose toute la permutation; il peut
s’écrire sous la forme d’une suite de ¢ tridifférences

abc bed cde dea eab

s .
et 'on a une variété symétrique de fraction —; donc
q

q
qu(tw) =1

d’ou

Nq(’ﬁv) = 3P,.
Pour ¢ =3,

N, ([9) = 3P,.

3° Les espéces N, (7'37_,‘, sy) et N, (t5,_4, ps) n’offrent
chacune qu’une variété asymétrique ; les deux intervalles,

qui forment 4 eux deux la permutation, sont complé-
mentaires,

a bac acd cde bebe, ab abc bed cde de fafef

On en conclut les deux formules
Ny {lig—ss $s) = 3qPy, Ny(tss, ps) = 3P,
En particulier, pour ¢ =3, on aura

N; (Ps’ 34) = gP;.
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V. Permutations d’ordre q — 1, que peuvent former
des C, 5, quand on y introduit un nouveau groupe de
trois lettres pareilles.

1° On sait que les C, s ne peuvent venir que des B,_, g,
mais non de toutes leurs espéces.

Toutes les C,_, 5 en fourniront.

Pour en fournir, une N,_, 5 ne doit pas contenir plus
de trois intervalles, puisqu’il faut au moins une lettre 2
pour fermer un s;, aba le plus simple des intervalles.

2° Toute N,_, ; & un intervalle peut contenir un des
sept intervalles irréductibles, et un seul intervalle de
chacune des cinq classes d’intervalles irréductibles, celui
qui nc présente que deux tridifférences; s'il en a trois,
comme

a bac ach edb db,

il ne peut étre fermé complétement par trois letres .
On devra recourir aux douze espéces

/

Nq—-l (&1), Nq—l (&), Nq-n (55\, Nq—l (55)3
No—pe)y Noeilpdy Ny /o)y
Ny~ (fs): Ny (txv)’ Ny (t's): Np—i '(tls)’ Ng— (t”)'

Un s, est fermé avec % de deux maniéres; aba donne

abha, abhba.

Un s,, de deux maniéres avec un % ou deux %y abab

donne
abhab, ahbahb.

Un s5, de deux maniéres avec deux k3 ababa donne

ahbahba, abhabha.
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Un s;, de deux maniéres avec deux % ou trois k;

ababab donne

abhabhab, aébaéba}zb;

la seconde maniére est seule admissible, si la permuta-
tion ne contient que ss.
Un p;, de trois maniéres avec deux %; abaca donne

ahbacha, ahbahca, abhackha.

Un ps (quelle que soit sa forme), de deux maniéres
avec deux h et d’une avec trois 23 ainsi a bac ac donne

ahbachac, abhachac, ahbahcakec.

Un p,, de trois maniéres, une avec deux /. et deux
avec trois &: ab abc bc donne

ab habchbe, ahbahbchbe, abhabhcbhe.

Un t¢,,, d’'une maniére avec trois k; ababc bedcd

donne
ab h abe h bed h cd.

Un ¢, ou un 7 (quelle que soit sa forme), de deux
maniéres avec trois hy a bac ach cb donne

ahbachacbhcb, abhachachhcb;

mais pour le #, la premiére maniére est seule admis-
sible, s’il forme a lui seul la permutation.

Un ¢ ou un 7,, de quatre maniéres avec trois k;
a bac acb ¢ donne

ahbachachhe, ahbacﬁaclz be, abhachachihec,

ab k ach ac h be.

3° Une N,_,5, & deux intervalles, doit contenir au
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moins un §s ou un §;, les seuls qui puissent se fermer
avec un £; le second intervalle ne peut étre que 'un
des sept intervalles réductibles.
On devra recourir aux treize espéces suivantes :

No(255), N (s, 8), Nooi(85,8), Nowi (86, 83)5
No—i (P30 55)5 Noi(Pos $s)s Ng—a (295 83),

Nooi(25),  Nooy (55086, Nooy (86 86),  Npoi(pss 54)-
Nyt (Porss)s Ng—i[ P25 86)-

4°Une N,_, 5, atrois intervalles, ne peut contenir que
q > b}
des s; et des s,.
On devra recourir aux quatre espéces suivantes :

Ng—i(353), Ny—i(255 8), Nooi(s, 28), Nyoi(3s,).

Le nombre C,; sera la somme des parts qui lui sont
fournies par les trente espéces de permutations que nous
venons de distinguer et de désigner.

VI. Part donnée parles C,_, ;.

Soit une C,_, ; contenant 3¢ — 3 lettres égales trois
a trois; si l'on y introduit les trois %, il y aura trois ¢
places occupées, qu'on peut supposer numérotées dera
34, et la permutation formée doit étre une C, ;.

Les plus forts numéros que puissent avoir simultané-
ment les trois & sont 3¢, 3q — 3 et 3q — 6.

Pour le numéro 1 donné au premier %, le plus fort
numéro du troisiéme % est 3¢ — 2. Si I'on donne au
deuxiéme % le numéro 4, le troisiéme peut avoir un des
3 ¢ — 8 numéros compris entre 7 et 3¢ — 2 inclusive-
ment; sil’on donne au deuxiéme le numéro 5, le troi-
siéme peuten avoir 3¢ —9,...; si’'ondonne au deuxiéme
le numéro 3 ¢ — 5, le troisiéme ne peut en avoir que 1.
Ainsi, pour le numéro 1 donné au premier %, le nombre
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des systémes de places occupées par les deux autres est

8) = (3¢—17)(39 —8)

1+2+3-+...+ (3¢g— 5

Il en sera de méme pour les numeéros 2 et 3 attribués
au premier /: ; de sorte que, pour ces trois numéros don-
nés au premier k, on a un nombre de systémes égal a

3(39 —7)(39—8).
2

Sile premier % a le numéro 4, chacun des deux autres
prend un numéro de moins; il faut diminuer de 1 chacun
(3¢g—n)(34—8)
— ]

2

des facteurs du numérateur de la fraction
et 'on a un nombre de systémes égal a

(8g — 8)(39 —q)
2

S’il a le numéro 5, ce nombre est

(39 —9) (3¢9 — 10\,
2

et ainsi de suite.
S’il ale numéro 3g — 6, onena 1 ou

2.1

2

Le nombre des systémes fournis ainsi par une C,_, s
aux C_; est la somme

1.2 2.3 3.4
S ST
2 2 2

L (39—09)(37—8)  3(g—7)(39—8)
2 2
__(39—0)(3¢—8)39—7)  3(39—7)(3¢—8)
6 2
=1+9(3¢—17)(39—8),
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en s’appuyant sur la formule connue de la somme des
nombres triangulaires

1.2 2.3 n(r=-1) nln+1)(n—+2)
— + ... = .
2 2 2 6

La part cherchée sera donc

+9(3¢ —17)(39 —8)Cpi .
(4 suivre.)

NOTE SUR LES GOURBES PLANES D’ORDRE » A POINT
MULTIPLE D’ORDRE » — 1

Par M. B. NIEWENGLOWSKI.

»

Dans une Note insérée dans les Comptes rendus de
U Académie des Sciences (t. LXXX, séance du 26 avril
1875), J’ai donné un mode ‘de génération des courbes
d’ordre n 4 point muliiple d’ordre n—1. A la séance
suivante, M. G. Fouret a présenté quelques observations
sur ce mode de génération, et I'a modifié d’'une maniére
heureuse.

On peut déduire trés-simplement le résultat dont il
s’agit ici, du théoréme suivant, di 3 Newton :

Quand une courbe a autant d’asymptotes (réelles)
quil y a d’unités dans le degré de son équation, sous
quelque direction qu'on tire une transversale, le centre
des moyennes distances des points o elle rencontre les
asymptotes est le méme que celui des points ot elle ren-
contre la courbe.

On peut, en le modifiant légérement, étendre cet
énoncé au cas ou toutes les asymptotes ne sont pas réelles.
En effet, il y a une infinité d’ellipses admettant deux
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asymptotes imaginaires conjuguées ; considérons-en une :
une transversale intercepte sur cette ellipse, a partir
d’un point arbitraire, deux segments dont la somme al-
gébrique est la méme que celle des segments imaginaires
conjugués, déterminés par les deux asymptotes; ces der-
niéres pourront donc étre remplacées par I'ellipse con-
sidérée.

Cela étant, considérons une courbe d’ordre 7 ayanten
un point O un point multiple d’ordre » —1, et suppo-
sons qu’elle ait 2p asymptotes imaginaires et n—2p
asymptotes réelles. On peut déterminer p ellipses passant
par O et ayant respectivement pour asymptoles imagi-
naires les p systémes de deux asymptotes conjuguées de
la courbe. Si 'on méne une transversale par le point O,
et que I'on cherche le centre M des moyennes distances
des points de rencontre de cette transversale avec les
uvellipses et les n—2p asymptotes réelles (le pointO étant
compté comme p points), ce centre sera le méme que
celui des points de rencontre de la transversale et de la
courbe; or il y a n—1 points de rencontre confondus
en O3 on en déduit immédiatement que la somme algé-
brique des rayons vecteurs, comptés a partir de O, des
n— ap. asymptotes réelles et des p ellipses est égale au
rayon vecteur de la courbe unicursale proposée.

SUR UN THEOREME DE JACOUES BERNOULLI;
Par M. B. NIEWENGLOWSKI.

L’énoncé du théoréme de J. Bernoulli, dont M, H.
Brocard a donné une démonstration dans le numéro de
juillet dernier, a été donné par Jacques BErnouLLI, non-
seulement pour le céne droit, mais aussi pour le cone
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oblique  base circulaire. En voici I'énoncé que je tran-
scrisde I Apercu historique :

Que l'on méne un plan paralléle & la base du céne,
et situé & la méme distance de son sommet que le plan
de la section conique proposée, ce plan coupera le
cone suivant un cercle dont le diamétre sera le latus
rectum de la conique.

Voici une démonstration du théoréme relatif au cone
oblique :

Soit SAB le triangle par l'axe (*), c’est-a-dire la sec-
tion du cbne par le plan mené suivant la droite qui joint
le sommet au centre de la base, et perpendiculaire au
plan de la base; soient, en outre, EF la trace du plan
sécant, sur le plan du triangle par I’axe, auquel il est
supposé perpendiculaire, et CD la trace d’un plan pa-
rallele 4 la base et & la méme distance du sommet que le

plan sécant.

. . ; 2 b*
On voit, sans difficulté, que le latus rectum ou ~—— est
a

égal a
EF.KC.KD
KE.KF

I’

K étant le point de rencontre de CD et EF; il suffit
de remarquer que les deux sections CD et EF ont une
corde commune (réelle ou idéale). La question revient
donc a prouver que

EF.KC.KD
=% xr -

Or, les deux triangles SCD, SEF, ayant méme hauteur
et un angle commun, on a

CD__ SC.SD
EF ~ SE.SF’

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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mais, si & désigne la hauteur commune,

h h h h
sinGC’ SD_sinD’ ~ sinE SF:sinF’

donc :
SC. SD__sinE>< squ_I_(E KD
SE. SF &G " sinD — KE ~ KF’

Le théoréme est donc démontré.

BIBLIOGRAPHIE ETRANGERE.

Nouvelle Correspondance mathématique, rédigée par
Fugéne CaraLaw, ancien éléve de I'Ecole Polytech-
nique, docteur é&s sciences, professeur a 1'Université
de Liége, etc., avec la collaboration de MM. Mansion,
Laisant, Brocarp, Nevsere et Edouard Lucas. T. 1I.
Janvier 1876. — Liége, Librairie polytechnique de
E. Dxcq, 4, rue de la Régence.

Les articles destinés & la Nouvelle Correspondance mathéma-
tigue doivent étre adressés, francs de port, 3 M. CaTaLan, rue
Nysten, 21 (Liége). Ils doivent étre écrits lisiblement.

Les auteurs des Notes exigeant des figures sont priés de
dessiner celles-ci sur des feuilles séparées.

La Rédaction ne renvoie pas les manuscrits non inséreés.

La Nouvelle Correspondance mathématique parait tous les
mois, en livraisons de deux ou trois feuilles.

Priz de I’abonnement. — Belgique, 10 francs; autres pays
appartenant a4 I’Union postale, 12 francs. — Prix de chaque
numéro de la Nouvelle Correspondance, 1 franc.

Les Ouvrages de Mathématiques dont on enverra un exem-
plaire au Rédacteur Seront annoncés ou analysés dans le
journal.

Sommaire du numéro de janvier 1876. — Sur les polygones

Ann. de Mathémat., 2° série, t. XV, ( Mars 1856.) 9
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circonscrits 4 une conique; par M. Neuberg. — Note sur
I'Essai pour les coniques ; par M. Le Paige. — De la trisection
de I’angle au moyen du compas; par M. Ed. Lucas. — Sur la
théorie des transformations linéaires; par M. Mansion. — Sur
un probléme relatif aux courbes planes; par M. Laisant. —
Sur les nombres polyédraux; par M. Charlier. — Sur un Mé-
moire de Libri.

Nieuw Archief voor Wiskunde. Deel I (*), journal ré-
digé par M. le D* D. Bierens pe Haan, de 'Université
de Leyde.

Ce journal parait en deux livraisons semestrielles formant,
chaque année, un volume d’environ 14 feuilles.

Lapremiére livraison de 1875 contient plusieurs articles trés-
intéressants, parmi lesquels nous avons particuliérement re-
marqué la théorie des Quaternions de M. J. Persluys.

Revista de la Sociedad de Profesores de Ciencias.
Ailo 2°, num. 4°. Agosto 1875 (*¥).

Voici le sommaire de ce numéro, le seul que nous ayons
recu :

1. La Ensenanzay la Politica, por don Ramon Larroca.

I1. Demostracion de un teorema, por D.Francisco LizARRAGA,
ingeniero de Caminos.

II1. Teoria de las operaciones financieras (continuacion),
por D.-V. de G. Pasror.

1V. Solucion de las cuestiones propuestas. Cuestion 72, por
D. José BarTriNna Y Rovxo, catedratico de Matematicas en el
instituto de Albacete.

V. De la naturaleza de la electricidad, por el seiior D.-E.
Eprunp. (Continuacion. )

VI. A4zul del cielo (conclusion), por don Eduardo Lozarxo.

VII. Areo iris singular, por D.-M. ReeIL.

(*) Amsterdam, Weytingh et Brave (1875).
(**) Madrid. Imprenta A. Cargo de Gregorio Juste. Isabel la catdlica,
no 23, 20 (1875).
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VIIL. Irdicacion de algunas relaciones armonicas entre las
diversas partes de las flores y el cumplimiento de la reproduc-
cion sexual (continuacion ), por D. José pE Ance.

IX. Qjeada sobre los progresos de la Fisiologia vejctal en
1874, por D. Marcos MicmEeL1.

X. Notas biogrdficas de Luis-Agustin Cavcay y Nicolas -
Enrique Aser, por D.-J. B. y R.

XI. Cuestiones.

Le premier article, intitulé : La Enrsenanza y la Politica

(IEnseignement et la Politique), est une protestation des plus
énergiques contre ’état d’abandon dans lequel I'enseignement
est laissé en Espagne, depuis tant d’années, par les différents
gouvernements qui sont venus diriger les destinées de ce pays :
« politiques par excellence, ils n’ont jamais daigné porter leurs
» regards sur la classe la plus respectable de la Société, sur le
corps le plus digne, le plus sacré, sur le Professorat. Ils ont
abandonné au hasard, aux caprices des Conseils des villes,
Députations et Corporations.... »
« Les Conseils des villes et les Députations, en général, se
rendent coupables du crime de lése-nation en souffrant que
le vénérable maitre d’école primaire, tout comme le docte
professeur d’Institut, soient souvent obligés d’avoir recours
a des personnes charitables qui leur donnent de quoi satis-
faire aux premiéres nécessités de la vie. C’est scandaleux,
immoral; c’est un crime dont le chidtiment devrait étre con-
signé dans nos codes. »

B

<
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©

« Le tableau que présente I’enseignement ne saurait étre plus
déplorable, plus affligeant, et cependant il n’y a pas une
main charitable qui cherche a le relever et 4 'amener au port

du salut, quand le reméde a ce grand mal est si facile, si peu
coliteux ; mais nous ne devons pas nous attendre a ce que
cela arrive tant que le vénéneux virus de la politique exer-
cera son action corrosive depuis le Ministére de 'Instruction
jusqu’au plus microscopique Conseil du dernier coin de la
» Péninsule. Dans une si triste situation, nous n’avons qu’a
» nous résigner l... »
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L’auteur de cet éloquent écrit est, par lui-méme, une preuve
qu’il y a encore du reméde au mal qu’il déplore. On ne doit
pas désespérer des destinées d’'un pays ou I'on trouve des
hommes d’un patriotisme aussi éclairé. (G.)

CORRESPONDANCE.

1. Extrait d’une lettre de M. C. Chadu, professeur
au Lycée de Mont-de-Marsan. — Voici quelques remar-
ques sur la question 1143 : Construire une parabole,
cennaissant le sommet, une tangente et un point.

1° Le lieu des foyers des paraboles qui ont un sommet
commun et qui sont tangentes & une droite donnée est
une parabole; cette parabole a pour sommet le sommet
donné, et pour axe la perpendiculaire abaissée du sommet
sur la tangente donnée.

2° Le lieu des foyers des paraboles qui ont un sommet
commun et un point commun est une cissoide qui a pour
point de rebroussement le sommet donné.

Ces deux lieux se coupent en deux points qui sont les
foyers des quatre paraboles satisfaisant a la question.

De ce qui précéde, on peut déduire la proposition sui-
vante, qu’il serait intéressant d’établir directement :

« Lorsque le sommet d’une parabole et le point de
» rebroussement d’une cissoide se confondent, ces deux
» courbes se coupent en deux points qui sont les foyers
» de quatre paraboles passant par un point donné et tan-
» gentes a une droite donnée. »

2. Extrait d’une lettre de M. Desboyes. — Dans les
formules proposées a la fin du dernier volume, il y a
quelques fautes d’impression.
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Ligne 8, page 509, au lieu de

4R/ 4R
r=yay YSiay
lisez
R R
yo— ARZ 4RI
rY+r r+r

Ligne 18, au lieu de
A , R LA

x,cos—=1r', lisez x cos®— =1r'.
2 2

Observation. — Outre les six cercles qui font I'objet
des deux questions proposées, il y en a six autres, tan-
gents aussi au cercle circonscrit au triangle et inscrits
dans les six angles extérieurs 180 — A, 180—B, 180 —C.
Si, par exemple, on considére les deux cercles inscrits

I3 by o b
dans les deux angles égaux a 180° — A, et qu’on appelle
xy et X, les rayons de ces deux cercles, on a

4 m

. A ;.
zsin? —=7r", a,sin®—=r".
2 2

Les trois derniéres formules de la derniére question
peuvent étre remplacées par les trois suivantes, qui sont
plus simples :

__ 4R+

5 x v 4R+r nmwo__ 4R+7‘
T 4Rz, "

r e AL

v = — o %
4R + ¥, 4R+z,z

et 'on peut ajouter a ces formules cette derniére :

I ¥ t I
- = 4 — - _

r x, It z, 2R

3. M. Devin, éléve en Mathématiques élémentaires
au Lycée de Saint-Quentin, démontre trés-exactement
que, si deux bissectrices des angles d’un triangle sont
égales entre elles, le triangle est isoscéle. La démonstra-
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tion de M. Devin consiste 4 faire voir qu'on est eonduit
a une contradiction en admettant que les deux bissec-
trices sont égales, et les angles divisés inégaux ; mais le
théoréme dont il s’agit ici a déja été démontré deux fois
dans les Nouvelles Annales.

Antérieurement, M. Demartres nous a communiqué
une démonstration trés-simple de cette proposition plus
générale, que : au plus grand angle d’un triangle corres-
pond la plus petite bissectrice. Voici la démonstration
de M. Demartres :

Soient BF, CD les bissectrices des angles B, C d’un
triangle ABC, dans lequel on suppose B>>C.L’angle BFC,

/N

(e . c 1y, B R
extérieur au triangle ABF, est égal 4 A -+ 5 De méme,

PR ~ 6
BRC == A - —, d'ou BFC > BDC. Il en résulte que, si

I'on fait passer une circonférence par les trois points
B, F, C, le point D sera extérieur au cercle et la droite
CD rencontrera la circonférence en un point M, situé
entre C,D, de sorte qu'on aura CM < CD; mais, a cause

de l’inégalité%<§, on a arc BM < arc CF, d’ou arc
BMF < arc CFM; corde BF < corde CM; et a fortiori
BF < CD. Ce qu’il fallait démontrer.

Il résulte évidemment de cette proposition que, si les

bissectrices BF, ED sont égales, les angles B et C sont
égaux.
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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 1181

(voir 2° série, t. XIV, p. 38;);
Par M. L. BARBARIN,

Fléve de I’Ecole Normale supérieure.

Démontrer que Uon a

a ' b c

Y= T(a+1)(b+1)+(a-1‘—1)(b—i—1)(c—1‘—1) T

pourvu que la série soit convergente.
(H. Laugrext.)

La convergence a lieu évidemment quand a, b, c....
sont, par exemple, des nombres positifs qui vont en crois-
sant, d’ailleurs en suivant une loi quelconque. Cela posé,
je puis écrire

(1)

de méme

a a—+1—1I I
— =1—

a+1  a-+1 a-+1

’

I

Je multiplie par les deux membres de cette der-

a—+1

niére égalité, ce qui donne

(2) b I 1
(a+1)(b+1) a+1 (a+1)(b—+1)

N

J’ai, par conséquent,

c 1 1
(b+x)(c+1):b-+—x_ (b+1)(c+1)
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Je multiplie encore les deux membres par - _:_ ;e ) ob-
tiens
c
(a+1)(b+1)(c—+1
3) IRERIC |

“las+1)(b+1) (a+1)(b+1)(cH+1)
et ainsi de suite; en général

l
(a+1)(b-1)... (hA+1)({+1)

I I

T (e+1).. . (hA+1) (a1).. (k1) (4T

En ajoutant toutes ces égalités, membre 4 membre, on
obtient, aprés réduction,

a . b c
a—+1 T(a+1)(b+1)+(a—'—x)(b—-)—l)(e—t—l)_r
l
T (@a1) (b)) (l+1)

1
T (a4r){b+1). . (L+1)]

1
(a+1)(b+1)...({+1)
plus, et tend vers la limite zéro, 4 mesure que les quan-
tités a, b,..., / augmentent en nombre et en valeur; donc

diminue de plus en

le quotient

on a bien

a b c

j— ]

YA T (@) (b) +(a+l)(b+1)(c+l) -

Cas particuliers. — En donnant a a, b, c, ... des va-
leurs particuliéres, on est conduit a des résultats remar-
quables dont je vais présenter quelques-uns.

Si l'on fait a =6 =c=... =1 dans la formule, il



vient

ou

1
a a+1+(a—|—1)’+(a+1)3+

On retrouve ainsi ce fait connu que, N étant un nombre
positif, supérieur a 1, la somme des puissances succes-
sives a exposants entiers de I'inverse de ce nombre a pour
limite I'inverse du nombre qui lui est inférieur d’une

unité
1 I 1)\? r)\?
N—1 N N N

Faisons maintenant

—a+1, c=b+1, d=c+1,...;

il vient alors la formule

. a a—+1 a—+2

"= e +(a+l)(a+z)+ (a+1)(a+2)la+3) 7
. a-+n—1
T(a—i—x)...(n—f—n)—}.”"

qui, pour @ = o, conduit a la série

1 2 3 n—1i
__..+. I
1.2

+ e ——
1.2.3  1.2.3.4 "1.2...n

I =
Faisons maintenant
b—a-+2, c=b-+2, d=c+2, ...

nous arrivons a la formule

[ — a " a -+ 2 a+4
a+1  (a+1)(a+3) (a+1)(a+3)(a+5)
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qui, pour @ = o, donne la série
2 4 6
13 135 1357
+ 2n '
1457 an+1

et pour a = 1 la série

=1 3 5 1
2 2.4 2.4.6  2.4.6.8
ar —1
+_.-4.6..2n+' )

On connait enfin que chaque loi d’accroissement rela-
uf aux quantités a, b, ¢, . .. donne lieu a une série con-
vergente ayant l'unité pour limite,

Note. — La méme question a été résolue par MM. L. Portail, éléve
en Mathématiques spéciales au lycée de Lille; Louis Goulin, éléve en
Mathématiques speéciales au lyeée Corneille a Rouen (classe de M. Vin-
cent); E. Kruschwicthz, a Berlin; H. Delaperche, éléve en Mathéma-

tiques spéciales au collége Stanislas; Emmanuel P.; de Virieu, profes-
seur a Lyon; Moret-Blanc.

Question 1183

( voir 2" série, t. X1V, p. 288),

Par M. MORET-BLANC.
Vérifier que
Sarla? la’t = [azara//+ a’Eaa”]’

+[b2Za'a" + b Zaa"?
+[cZd'a"+ ¢ Zaa"}?
+ [Z(bc' — cb’)a" ],

les neuf quantités a, b, c, a', V', ', a”, b”, ¢" étant

assujetties & la seule condition

aa’ 4+ bb' +ecc’ =o.
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Cette identité donne, par exemple, la décomposition
suivante :

(224+32+47) (42 +42+5°) (1’42243 ) =742+ 71"+ 1122+ Q%
(Cararanw).
Ordonnons par rapport a a”, 8", ¢" :
aZad a”" +a' Zaa" —2aa'a" +(ab’ 4+ ba' ) b” + (ac’ +ca’) d,
b2a'a" +b'Zaa" = (ab + ba') a” +2bb' b" + (b’ +-cb') ",
cZd' a” + ¢ 2aa" = (ac —+ca')a” +(bc' + cb') 6"+ 2cec”,
2(bc' —cb')a" = (bc'—cb’) a"+ (ca' — ac' ) b+ (ab'—ba’ )c".
Le coefficient de a”* dans le second membre sera
fa*a'*+ (ab' + ba' ) + (ac’ + ca' '+ (b’ — cb' !
ou, en ajoutant,
020" 4- c’c'* 4 2bb cc’ — a*a’?,

quantité identiquement nulle, en vertu de la condition
donnée,

a’a’? 4 202 4 2t 4 a2 b 4 b2a’* + a’c?

“+cta't - b2 + €0 + [24d (aat - bb’ + ¢c’') = 0]

= (a@*+ b2+ ¢*) (a® + " + ?).

Ce sera aussi, a cause de la symétrie, le coefficient de 6"

et celui de c".
Le coefficient de a"b” est

faa'{ab’ +ba' )+ 4bb (ab' + ba')
“+2(ca’+ ac’) (be'+¢b’) + 2(ca’ —ac’) (be' — cb')
=4 (ab’ + ba') (aa' + bb' + ce’) = o.
Les coefficients de 5”¢” et ¢’a” sont pareillement
P
4 (bc' +cb') (aa' + bb' + cc') =0,
4 (ca’ 4 ac'){aa’ + bb'+ ec’) = 0.
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Donc le second membre se réduit a
(@ +b*+c*)(a'* 4 b"? +c'2) (a"* + b"* 4 ") = Za* Za* 2a".
G. Q. F. D.
On ala décomposition indiquée en faisant

a =2, b=3 ¢ =4,

@ =fy b= ¢=—5,

7”

I

1, b"=2, ¢"=3.

Note. — La méme question a été résolue par MM. Pellissier et Félix
Legrom.

Question 1186
(voir »* série, t. XIV, p. 480);
Par M. G. DE BEAUSEJOUR,

Eléve au collége Stanislas.

Trouver le lieu géométrique des centres des hyper-
boles équilatéres, doublement tangentes & une parabole
donnée, de telle sorte que la corde des contacts inter-
cepte sur l'axe de la parabole, & partir de son sommet,
une longueur qui soit moyenne proportionnelle entre
les segments que cet axe détermine sur la corde elle-
méme. (GamsBEY.) .

Supposons la parabole rapportée a son axe et a la tan-
gente au sommet; I'équation d’une hyperbole équilatére
doublement tangente a la parabole sera

2

(1) y*— 2 px — (zcose + ysina — 1) = o.

La condition relative ala corde des contacts s’exprime
facilement en fonction de I'angle « et du produit des
ordonnées des points d’intersection de la corde des con-
tacts et de la parabole.

L’équation qui détermine les ordonnées de ces deux
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points est

A—ysina
(2) 3‘2_211( cosa >: ;
donc
¥ aph (%)
cos’e.  cOSa cos’x
d'ou
(3) dcosa = 2p.

On aura I’équation du lieu cherché en éliminant X et «
entre 'équation (3) et les deux dérivées de I'équation (1)
de I'hyperbole. Ces dérivées sont

p + cosa(zcosa + y sine — 1) = o,
Y — sina (zcosae + ¥ sineg — 2) = o.
On en déduit
s

tanga — —= et (& -+ p)cosa=)>
P
et par suite
)2
cos’a:—f_’—f, (z + p) cos’oa == hcosa = 2}
Yi+p?
d’ou
P ___2p

et y'—

(SRR

= ).
¥+ p z+p (.z P

(*) En désignant par »’, y” les racines de I’équation {2), le produit
des segments que P’axe de la parabole détermine sur la corde des con-

]l " U
tacts a pour valeur absolue — s

s* o cos® &
ont des signes différents ou le méme signe; mais, dans ce dernier cas,
la corde des contacts, prolongée extérieurement a la parabole, rencontre
Paxe en un point dont la distance au sommet de la courbe ne peut &tre

moyenne proportionnelle entre les deux segments de la corde; il s’ensuit
1o

, suivant que ' et »"

qu'il faut prendre — - -
cos®

D’autre part, I'abscisse du point ou la corde des contacts rencontre I'axe

pour valeur du produit de ces deux segments.

de la parabole est égale a - On a donc

cos
32 ol 2p A
cosu®  cos*a  COS« COS‘x

G
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Donc le lieu cherché est une parabole dont le para-
métre est le quart de celui de la parabole donnée.

Note. — Autres solutions analytiques de la méme question par MM. Pel-
lissier ; Moret-Blanc ; Lez ; Demartres ; Sondat ; E. Barisien ; Joseph Chailan
et Edouard Guillet, éléves en Mathématiques spéciales au lycée de Mou-
lins ; Ch. Picard, éléve au lycée de Grenoble (classe de M. Bernard );
Leloutre et L. Portail, éléves en spéciales au lycée de Lille (classe de
M. Walecki); P. Lebard et Chapsal, éléves en Mathématiques spéciales
au lycée de Rennes; Georges Rendu, éléve en Mathématiques spéciales
au lycée d’Amiens; Goulin, éléve au lycée Corneille & Rouen ; Thévenin,
éléve au lycée Charlemagne.

Solution géomdétrique de la méme question 1186
(voir p. 1450); ‘
Par M. C. MOREAU.

Capitaine d’Artillerie.

Soient A le sommet et M un point quelconque de la
parabole donnée (*); BC une corde paralléle a la tan-
gente en M. Cette corde coupera I’axe en un point D, son
milieu I et son pdle P seront sur le diamétre passant par
le point M.

Cela posé, la corde BC satisfera a la condition de I'é-
noncé sil’ona

(1) BI = AD. ML
En effet, en menant AE égale et paralléle a DI, la re-

lation précédente entraine, d’aprés une propriété fonda-
mentale de la parabole,

‘ AE? = AD.ME (**),

(**) Le lecteur est prié de faire la figure.

(**) L'équation de la parabole rapportée au diamétre MI et & la tan-
gente en M est, comme on sait, y*=2p'x, ol 2p’ représente le para~
meétre relatif au diamétre MI. Dans ce systéme d’axes, le point B a pour
coordonnées les droites BI, MI; les coordonnées du point A sont == AE

—2 —2
et ME. De 1a Bl = 2p'MI, et AE = 2p’ME. La premiére de ces deux

équations, comparée a I’égalité (1) Bl = AD.MI, donne 2p’'= AD, et
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d’ou, en retranchant de I'égalité (1), et réduisant
BD.DC — AD*.

. r 3 .
Maintenant, le centre de I'hyperbole équilatére tan-
gente en B et en C aux droites PB, PC se trouve sur la

médiane PI du triangle PBC, en un point O déterminé
par la relation

BL = 10.IP = 210.MI,
et il en résulte, par comparaison avec l'inégalité (1),

IO::AD- .
2

Si alors on désigne par 2p le paramétre de la parabole
donnée; par x', y' les coordonnées du point M, et par
z,y celles du point O, on a d’abord, 4 cause de 1’éga-
e (1)

AD =2 (p + 22')
et ensuite

, AD = ¥ ,
y=y'y x=-——-+ =p+4-

B

11 vient donc enfin pour I'équation du lieu cherché

_ r=t(z—p)

par suite la seconde devient AE’ —AD.ME. On en déduit BD.DC = AD?.
D’aprés cela, on voit que, pour qu’il soit possible de mener par un
point D de Paxe de la parabole une corde BDC telle qu’on ait

BD.DC = ADZ, il faut que la distance AD du point D au sommet A soit
au moins égale au paramétre 2p de la parabole. Si AD = 2p, la corde
BDC sera perpendiculaire a 1'axe, la question n’admettra qu’une seule
solution. Si AD > 2p, on décrira du foyer comme centre, avec un rayon
égal au quart de AD, un arc de cercle qui coupera la parabole en deux
points M et M/, symétriques par rapport a l'axe, et ’on ménera par le
point D des cordes parall¢les aus tangen‘es en M et M’: chacune de ces
cordes répondra a la question. (G.)
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équation d’une parabole dont le sommet est & une dis-
tance égale a p de celui de la parabole donnée, qui a
méme-axe qu'clle, et un paramétre quatre fois moindre.

QUESTIONS.

1191. Les foyers de toutes les ellipses, qui ont leur
cercle osculateur maximum commun en un point donné
fixe, appartiennent a une méme circonférence.

1192. Une ellipse a son centre sur une hyperbole
donnée et touche les asymptotes de cette hyperbole; dé-
montrer que la corde des contacts, correspondant au
maximum de l'aire de I'ellipse, est tangente a une hyper-
bole semblable a I’hyperbole donnée.

1193. On donne deux tangentes et un foyer d’une co-
nique; démontrer que la corde des contacts passe par un
point fixe (*).

1194. Une pile de boulets a base triangulaire ne con-
tient un nombre de boulets égal au carré d’'un nombre
entier que lorsqu’elle en contient sur le coté de la
base 1, 2 ou 48. (E. Lucss.)

1195. Une pile de boulets a base carrée ou a base trian-
gulaire ne contient jamais un nombre de boulets égal au
cube ou & la cinquiéme puissance d'un nombre entier.

(E. Lucas.)

1196. Résoudre en nombres entiers positifs 'équation

(x4 1P =27 + 1.

(*) Les énoncés de ces trois questions sont extraits de 1’Ouvrage inti-
wlé: Conic sections treated geometrically, by W .-H. Besast, M. A.,F.R.S,,
Lecturer and late Fellow of St-John’s College. Seconde édition ; 1875.
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PERMUTATIONS RECTILIGNES DE 34 LETTRES EGALES 3 A 3,
QUAND 3 LETTRES CONSECUTIVES SONT DISTINCTES ;
CALCUL DE LA FORMULE GENERALE; APPLICATIONS;

Par M. A. VACHETTE.
[suiTe(*).]

VII. Parts que donnent les permutations
& un intervalle.

1° Part des N,_,(s;).

Cette espéce contient N,-: (s5) tournantes.

1
3{g —1)
Avec le premier %, on ferme s; de deux maniéres (V),
et, si 'on commence la tournante par cet %, portant

ainsi le numéro 1, on aura

- (39 —7)(3¢ — )
2
systémes de places pour les deux autres 25 ainsi une tour-
nante de 'espéce N,_, (s;) en fournit (3¢ — 7)(3¢g—8)
alespéce C, ;5 ce seront des tournantes complétes, car,
deux des trois @ faisant partie de s5, il n’y a point pour
les @ de positions symétriques. La part fournie en tour-
nantes sera
1

37 —=1) (39 —7)(39 —8)Ng—i (),

et, en permutations,

T (39 —2) (39 — 8N (s

(*) Nouvelles Annales, 2¢ série, t. XV, p. 114.
Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. XV. (Avril 1870.) 10
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2° Part des N__,(s,).

.19 —_n) — 8]
Sil'on fernie s, avec un seul % on aura @—q—’z—(ﬁ—&

systémes de places pour les deux autres.
Si on le ferme avec deux £, il y a (pour g= 6)

3g — 8 places pour le troisiéme, autant moins une
P p s
qu'il reste de lettres en dehors de s,.
Le nombre des systémes est

3g_5430=7)(30—=8) _(30—5](37—8),

2 2

La part fournie est

9
—— (3¢g—5)(39g—8) No_, ().
i (30— 5) (39— 8) Ny (s
30 Pal‘l deS N(’_‘ (55).
On ferme s; de deux maniéres, avec deux 2 (V); pour
chacune d’elles (¢ = 6), il y a pour le troisiéme /

ab'abla.’ ).

3 g — 8 places, autant de places qu'il reste de lettres en
dehors de s5; on a donc 2 (39 —8) systémes. La part
est
29
— 1
4° Partdes N, _, (s;)-
Sil'on ferme s, avec deux %, on aura, pour le troi-
siéme, 3¢ — 8 places

(3¢ — 8) Ny ().

autant plus une qu'il reste de lettres en dehors de s.

On peut encore le fermer d’une autre maniére avec les
trois k (V).
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Hya3qg-—8—+1 ou 3g—7 systémes. La part est

S (39— 1) Ny (sa)

Cette part semble illusoire pour ¢ = 3 ; mais, comme
N, (s¢) est le seul terme d’ordre 2 qui fournisse des Cy 5, .
qu'on sait que C; 3 = Pj, et N; (s¢) = 2, il faut que le
facteur de N, (s¢) soit £ oa 3, ce qui alieu. Pour lesCy 4,
on a seulement la variéié

abcabcabe,

ce qui donne bien C; 3 =6 = P;.

5° Part des N,_; (ps).

On peut fermer p; avec deux % de trois maniéres (V).
De la premiére maniére (¢ = 6),il y a 3¢ — g places
pour le troisiéme .

autant, moins une, qu’il reste de lettres en dehors
de p;.

De chacune des deux autres maniéres, ilya 3g—8
places, autant qu’il reste de lettres

nb'ac'a I.,.’.’./.I.,.’.’.,

On a3g—9-+ 2(3g—8)=9¢ — 25 systémes. La
part est

T (90— 25) N ().

6° Part des N,_, (ps)-

Il y a deux maniéres de fermer p, avec deux /.

De la premiére maniére (¢ = 6), il y a, pour le troi-
siéme &, 3¢ — g places, autant qu’il reste de lettres en
dehors de ps

a’bac'ac’ .’

......

10,
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De la seconde, il y cn a 3¢ —8, autant plus une,
qu'il reste de lettres

abacac' )" .U
On peut aussi fermer p, d'une maniére avec les trois /.

Ona3g—g9+ 39g—8-+1 ou 67— 16systémes. La
part est

q
—1 (6g —16) Ny (ps).
7° Part des N,_, (p-).
On peut fermer p; d'une maniére avec deux 2 (V)3 il
y a pour le troisiéme 3¢ —g places, autant plus une
qu’il reste de lettres en dehors de p;

On peut aussi fermer p; de deux maniéres avec les
trois 2 (V).
Ona3qg-—9—+2 ou 3¢g— 7 systémes. La part est
q
q — I
8° Parts des N, _, (/) et des N,_, ().
On peut fermer 73 ou 7, de quatre maniéres (V). Les
parts sont

(39 —7) Ng=u (3}

9° Parts des N,_, (,) et des N, ({}).
On peut fermer ¢, ou t, de deux maniéres (V). Les
parts sont

2q 29 o,
q__qu—'(‘B)’ q__ll\q-"\ty?-

Il y a exception pour ¢ = 4 dans le cas du t,, comme
on l'avu (V); la part est & Ng (7,) au lieu de £ Ny (¢,).
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10° Parts des N _, (¢,,). .
On ne peut fermer t,, que d’'une maniére (V). La part
cst

q ,
N (k).
g — 1
La somme S’ de ces douze parts, en y mettant en évi-
q

I/b

dence le facteur -» s’obtient par
1
g —1

9

S =Ny (t) +2Ngy (1) 4+ 2N, (£y) + 4Ng_y i 4)
4N (7)) + (39 — 7)) Ne ()
+ (69 —16) Ny (po) -+ (9¢ — 25 )Nyt (s
= (3q —7) Ny (560 +2(3¢ —8) Nyi (]
-+ lz(s’/ - 5) '\3‘] — 8) Ny (%)
+(3¢—17](3¢—8)Noi (53]

VIIL. Parts que donnent les permutations a deux
intervalles.

On atrouvé treize espéces; nous en compterons qua-
torze, pavce que pour I'une d’elles, N,_; (253), la part
fournie n’est point la méme, selon que les s; sont ou non
consécutifs; on considére les deux espéces N,_; (255),
et N__, (253),, les indices o et » marquant qu’il y a ou
non séquence.

1° Partdes N, _; (253).

En général, on a deux maniéres de fermer chaque s,
avec un A, ce qui donne quatre maniéres pour ’ensemble
des deux s;, et, pour chacune des quatre maniéres, il y a
3q—g places pourle troisi¢me 7, ce qui donne 4 (39 —q)
ou 12¢ — 36 systémes ; il y a autant de places qu'il reste
de lettres en dehors des s; :
a'ba ' ede UL
a'ba'.'.'.'. c'dc /.,.I"./.

abla ' ede

ab' a
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Si les deux s; sont consécutifs, la quatriéme maniére
laisse une place de plus; au lien de 129 — 36 on a
12g — 35 systémes :

!
a'ba'cd'e .,
-y ’
a'bacde 'L,
ablacd'c V.0,

La part est

12—1 [(12g — 36) N, (25)0 + (129 — 35) Ny {25300 );
et, comme
Ny (283)n == Ng—y (285) — No—i (283 )0
on comptera
q—i—l (129 — 36) N, (25,) < Ny (255)o]-

2° Partdes N,_, (54, 54).

Si V'on ferme s, avec un senl %, et s; de deux ma-
niéres avec un autre & (V), il y a, pour le troisi¢me h,

39 — 9 places

abla /.. eded TS,

autant, plus une, qu’il reste de lettres en dchors des
deux intervalles, d’ou 2 (3¢ — g) systémes.
Si T'onferme s, avec deux %, il y a deux maniéres de
fermer s,.
On a 2(3g—9)-+2 ou 2(3g—8) systémes. La
part est
29 (39—8
'%—(!«—?—)‘ Nq_| (5‘, 53\,.
3¢ Partdes N, _; (ss, 53).

On ferme s; de deux maniéres avec deux /4, et s, de



( 151 )
deux maniéres. On a quatre systémes. La part est
KL
q¢—1
4° Partdes N__; (54, 53).
On ferme s; d’'une maniére avec deux /7, ct s; de deux.
La part est

i S5y S‘,\:.

v

29
2N, (serss).
g —1
50 Pal't des Nq—l (p:ﬁ 58>~
On ferme p; de trois maniéres avec deux h, et s; de
deux. La part est

6° Partdes N,_, (pe, 53).
On ferme p; de deux maniéres avec deux /A, s; de
deux. La part est

(14:7__] Ny (Por 833
7° Part des N,_y (P, 53)-
On ferme p, de deux maniéres avec deux /i, s, de

deux. La part est
29

q — 1
8° Partdes N,_, (25,).
On peut fermer chaque s, avec un £, et, pour le troi-

Nyt (p1s 82 e

siéme %, il y a 3¢ — g places, autant de places
(-l_b’ab I‘I./.I.l (j’ﬁ /‘I./‘/’
plus deux, qu’il reste de lettres en dehors des s,; d’ou
3¢ — g systémes.
On peut fermer 'un des s, avec deux /, et Vautre avec
un seul; d’ou deux systémes.
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Il yaen tout 3¢ — g + 2 ou 3g— 7 systémes. La
part est

: (2(]_—: 7)N’I" (25:)-

9° Partdes N, _, (s5,5,).

On ferme s, avec un h, et s; de deux maniéres avee
deux h. La part est
2 .
7 N (855 800
q9—1 '
10° Part des N,_; (sq, 54).
On ferme s, et s, chacun d’une maniére. La part est

9 ,
oy Mo 50

11° Partdes N,_; (ps, 54).
On ferme s, d’'une maniére, et py de trois. La part est
3
27 N
q—1
12° Partdes N,_; (pg, 54)."
On ferme s, d’'une maniére, p, de deux. La part est

g—1 (Psy se) )

2q
q—1
13° Part des N, _, (p-, 54)-

On ferme p, et s, chacun d’'une maniére. La part est

Ny (Pos 56+

q—:; No—i(p2s 50).

La somme de ces treize parts, désignée par S, donne,

en mettant en évidence le facteur —7— ,
q _1

—1 \ g i Y
qTI—- S” o Nq—x (pr8s) + 21\q—| (P253) T qu—-I (Po*"a)
i~ 4 Ng—1 (P 537 -+ 3Ny—i (ps 5s) + 6N, ,(sz;}
= Ny (so56) + 2N {8685) -+ 2N,, NEA

+ 4Ny (5385, + (3¢ —7) N, (25,)
(3¢ —8 Ny, [sys;t -+ {129 — 36) N, {25,

- Ny {250 o
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IX. Parts que donnent les permutations a trois in-
tervalles.

1° Part des N, _; (3s5).
Chaque s3 peut étre fermé de deux maniéres, d’ou huit
systémes; la part est
8¢
q—1

Ny (3s3).

2° Part des N,_, (253, $).
On ferme chaque s, de deux maniéres, et s, d’une. La
part est
1y,
(] — I
3° Part des N,_, (5, 25,).
On ferme chaque s, d’'une maniére, et s, de deux. La
part est

{o \
(285, 8.

2q . \
q’ —T N1_‘ SN 284 ).

4° Part des N,_ (35,).

On ferme chayue s, d’une maniére. La part est

N, (38

q—1
La somme de ces quatre parts, désignée par S” donne,

en mettant en évidence le facteur -—7‘7 ’
7—

(!____‘_ §”.—N

p =138, 42Ny (250, 8, 4Ny [s,, 28, +8N, (38,0

X. Formule générale d’abaissement.

On a évidemment la formule abrégée
Cpa=tq(3g—17"(39 —8)Cpurs+8 8" +8,

mais il est nécessaire de la développer. On muliiplic tout
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par ~setlona

=Gy =5 (g —1)(3¢—=7)(37—8)Cps
N {8 2N, (8] 2N9_.\ o 4N (4
4Ny t,,/%3f/—7m_- p: (64 —16)Ny_{ps;
(99 — 25\ Nga[p + (39 — 7) Ny (5)
-~ 2(3q — 8Ny (s3) +3(3¢—5) 3'/—8’N7—'(563
(3¢ —17)(3¢—8) Ny (55} + Noi [ pr5)
= 2Ny (pr, 53] 2N (o si) == 4Ny (P> 53
= 3Ny (o sy = ONg_ (s, 850+ Ny (86 S¢)
=Ny (g 8] =2 Ngy {86583) == 4N (5555
(3 — 7 Ny {28+ 239 —8 )Ny {50, 85;
<= (12q == 36) Ny_y(2585) + Ny_y(253)0
= Nyoy (386) = 2Ny (250,8) 4+ 4Ny (86,255 )
- 8N, (353).
Il ya trente ct un termes dans la formule. Le premier
est calculé par abaissement d’ordre, comme l'est C, 4 lui-
méme. (A suivre.)

NOTE SUR LA CONTINUITE DES RACINES DES EQUATIONS
ALGEBRIQUES ;

Par M. ROUQUET,
Professeur de Mathématiques spéciales au lycée de Marseille.

Lemue. — Lorsque dans U'équation & coefficients
réels ou imaginaires, mais finis,

) Sl == 2 A pa™tt e paa™ T L A P X P =0,

les k derniers coefficients po, Py« sPm-iss lendent
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wvers zéro, de maniére que p,_; conserve une valeur
différente de zéro, k racines tendent vers zéro et réci-
proquement.

Soient ay, as,. . .,a, les m racines de I'équation, qui
varient en méme temps que les coeflicients, tout en res-
tant finies comme ces coeflicients eux-mémes, k' lc
nombre des racines qui tendent vers zéro. Il s’agit de
prouver que kA = k'.

A cet effet, écrivons dans I'ordre suivant les relatiouns
entre les coetlicients et les racines :

aay. . Qn = (— 1" pn,
aay. .y o= (— )T Py
a, .. .= P

1° Supposons k< k', Considérons les &' premiéres re-
lations. Chacun des termes de toutes ces sommes de com-
binaisons renferme au moins I'une des A’ racines qui
tendent vers zéro, puisque le nombre des éléments
contenus dans ces diverses combinaisons est au moins
égal & m — k' 1. Dés lors toutes ces sommes doivent
tendre vers zéro, et, par suite, il doit en étre de méme
des k' derniers coefficients de 1’équation; donc on ne
peut avoir k < K.

2° Supposons, en second lieu, & >>%’. Prenons alors
la (k' 1)%me relation, savoir :

a aye o Qy_p—+...—= (—-— I)""‘/‘/p,,._y,

k' 4~ 1 étant au plus égal a &, p,._» tend vers zéro, par
hypothese.

D’autre part, le premier membre se compose d’une
somme de termes renfermant une ou plusieurs des racines
qui tendent vers zéro, et d'un autre terme égal au pro-
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duit des m — K racines conservant des valeurs différentes
du zéro. Ce premier membre n’aurait donc pas zéro
pour limite, ce qui est contraire a I'hypothése. Par
suite, on n’a pas non plus k> k', et la proposition est
démontrée.

TutorkuMe. — Si, pour un systéme de valeurs des coef-
Sicients, l'équation (1) admet k, racines égales a ay, ks
racines égales @ a,,. .., la nouvelle équation obtenue
en faisant varier aussi peu qu' on voudra les coefficients
de la premiére, admettra ky racines aussi voisines que
Uon wvoudra de a,, ks racines aussi voisines que l'on
voudra de a,,. ...

Nous allons démontrer, par exemple, que la nouvelle
équation aura k, racines aussi rapprochées que I'on vou-
drade a;. Posons

(2) x =y 4 a,.
L’équation transformée est

m—1 (a“\; ) . )
[———4—-—— +.oxf @ + fla, =o.

33 "y gm—i
(31 7+ 1.2 .. (m—u;

Ses coefficients sont des fonctions entiéres et par suite
continues de py, p,,.... Puisque, pour un systéme de va-
leurs des coeflicients , 'équation (1) a A, racines égales a
ay, pour ces mémes valeurs, I'équation {3) aura, en vertu
de la relation (2), &, racines nulles, ce qui exige que I'on
ait pour ces valeurs

./.(”I}:O~ f’(a.‘f-.:o, . )flf"—‘(ﬂl\':()»

f* (a;) n’étant pas nulle. Si maintenant on fait tendre
les coefficients variables p,, p,, ... vers les valeurs parti-
culiéres dontil est question, f'(a,), f" (a4}, « . ., f57" (a)
tendront vers zéro, f* (a,) conservaut une valeur dif-
féreute de zéro. 11 en résulte, d’aprés le lemme, que
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k, racines de I'équation (3) tendront vers zéro, en sorte
que 'équation (1) aura &, racines aussi voisines que 1'on
voudra de a,, comme le montre encore la formule (2).

Tartorime. — Les mémes conclusions subsistent pour
Uéquation générale

(4) Apx™ -+ Az + Ay xr™ 4 L A= o0,

pourvu que le coefficient A, ne tende pas wvers zéro
Si les k premiers coefficients tendent wvers zéro, le
(k + 1)%m ayant une limite différente de zéro, k racines
deviennent infinies, et lesm — k racines restantes ten-
dent wvers les racines de 'équation obtenue en suppri-
mant dans la proposée les coefficients qui s’annulent et
en y remplacant les autres par leurs limites.

1° Si A| ne tend pas vers zéro, nous pourrons diviser
par A,, et 'équation deviendra la suivante :

xm +:A—'.r’""‘—+—. c+ A—'":o,
A, A,

dont les coefficients varient d'une maniére continue,
puisque le dénominateur commun A, n’a pas zéro pour
Jimite. Nous sommes dés lors ramenés au théoréme pré-
cédent.

2° Si Ay, A, ..., A;_; tendent vers zéro, et si, en
méme temps, la limite de A, n’est pas nulle, nous po-
serons
(5) 2=,

y

2 désignant une constante.

La transformée en y sera

{ As(ay 1) A (ay 41" y 4 4 Ag v

(6
6) Xy —+1)m = Ak (ay 1) F 4+ Any” = 0.

Le coefficient de y™, savoir Aga” + Aya™ '+, ..+ A,
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peut étre supposé différent de zéro pour tous les systemes
de valeurs des coefficients que nous considérons. Il suffit,

pour cela, de choisir & convenablement. (Parexemple,

si la limite de A, n’est pas nulle, on pourra faire « = o,
. . 1

ce qui donne la tranformation connue x= ;) .

Dés lors, d’aprés la premiére partie de la proposition,
les racines de P’équation (6) varieront d’une maniére
conlinue avec ses coefficients et par suite avec Ag, Ay, ....
Or,si ’on introduit d’abord les hypothéses qui annulent
Agy Ayyeeoy Ay, Péquation (6) a k racines nulles, ct les
m — Fk racines restantes sont fournies par ’équation

Ag{ay + ko Ay [ey )it Ay =0,

obtenue en divisant par y*, c’est-a-dire en supprimant
les k racines nulles. Comme ces m: — k racines sont toultes
différentes de zéro, puisque la valeur de A; n’est pas
nulle, cette nouvelle équation pourra s'écrire

7

y =1\ " k 1 m—tt= 1
) A B e
¥ N

/

Si maintenant, & partir de ces valeurs particuliéres,
nous faisons varier les coefficients d'une maniére conti-
nue, P’équation (6), d’aprés la remarque faite plus haut,
admettra & racines qui tendront vers zéro, et m — k ra-
cines qui tendront vers les racines de I’équation (7), ou
Ay, Aiyyy... ont recu leurs valeurs limites, résultant de
premiéres hypothéses.

Cela posé, revenons a Ja formule (5). Aux k valeurs
de y tendant vers zéro correspondront k valeurs infinies
de x, et aux m — k valeurs restantes de y correspon-
dront m — k valeurs de x continues, puisque le dénomi-
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nateur y n’a pas maintenant zéro pour limite, et qui
auront pour limites les racines de 1’équation

Apamt - Az A, — o,

déduite de (7) par la substitution inverse.

NOTE SUR LE RAYON DE COURBURE DES SECTIONS CONIQUES ;
Par M. GAMBEY.

Tracons (*) la tangente et la normale en un point M
d’une ellipse, par exemple, et par le point T ou la tan-
gente coupe le grand axe élevons une perpendiculaire TR
sur cet axe; enfin prolongeons la normale qui rencontre
TR enR etle grand axe en N. La longueur R de’bypoté-
nuse du triangle rectangle RTN est liée a celle du rayon
de courbure p, en M, par la relation trés-simple

dans laquelle @ est le demi-grand axe de Dellipse et
Pabscisse du point M.

La méme relation a lieu pour I’hyperbole et la para-
bole; mais, dans cette derniére, elle se simplifie encore,
et devient R = p, comme on peut, du reste, le démon-
trer directement.

I1 en résulte une construction trés-simple du rayon de
courbure de la parabole en un point quelconque, et le
centre de courbure s’en déduit facilement.

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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R L, .
Remarquons encore que le rapport . est caractéris-
tique pour les trois coniques. On a, en effet, pour I'el-
. . R
lipse % >> 13 pour I'hyperbole 2 <1, et pour la parabole

—~=1I.

e

FORMULES PROPOSEES PAR M. DESBOVES.

(voir »* série, t. XIV, p. 508).
DEMONSTRATION DE M. E. BARISIEN,

Sous-lieutenant d’état-major.

Premiire QuesTioN. — &7 [’on donne a R, r. 7'y 1", 1"
leur signification ordinaire, et que l’on désigne par x,
¥> 2 les rayons des trois cercles qui touchent intérieu-
rement le cercle circonscrit ¢ un triangle, et sont inscrits
respectivement dans les angles A, B, C de ce triangle,
on a les formules suivantes :

(1) .r:ﬂ—, y-—4Rr, 7= 4Rr.
Wt r//+ rm - 7"—{—"”/ - ,J_+_ ’JI’
\ xy x z
(2} /,r::z(.z+y+z)~(_)_+_f+y_>,

z y x
1 2 1 | I
(3) L2 n
2R r r y 2

r

,4‘\
\ /

1 ] ) 4
2Rr ™ vy 2z =z

T T

r 1 1
5\5\' --——::-i — ——
2Rr 2z y
v
7 1 1 I
G = -t - ——
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Soient O le centredu cercle circonscritau triangle ABC,
et « le centre du cercle inscrit dans I’angle A et tangent
intérieurement au cercle circonscrit (*).

Dans le triangle AO«, on a

A0 =R, Ax—

/\ A
—3’ Ou—=R—ux, OAa:;+C—90°;
sin —

2
par suite,

x? 2R A
sm’-z- sin —

équation qui donne
A . A.B. .C
zcos? — — 4R sin — sin— sin = == r;
2 2 2 2
d’on
A B C
x£cos? — — y €08’ — == 3z¢0s* — ==r.
2 2 2
D’autre part, on a
A , B C
Y =—=ptang—, r’=ptang—, r”=ptang—,
2 2 2
A B C
= 4Rcos — cos — cos —;
pP=4 5 ¢os 3 20
il s’ensuit

(:OSA
4 i B C A'
r--ri=p (tang —2~ -+ tang ;> =p CO—SB COSC :4Rcos’ 2—’
2 2

A - .
€os? — == ———.
2 4R
A . e 4R~
Y, .7
I’égalité x cos? S =r devientx R = x =,

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
Ann. de Mathém., 2° série, t. XV, (Avril 1§76.) 1
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On aura de méme

4Rr 4Rr

les formules (1) sont donc démontrées.
C

A B Ly . .
De 5 +s+o= g, on déduit la relation entre les

cosinus
A B ,C
4 cos® = cos?— cos? —
2, 2 2
A B A . C B C
—= 2 | cos’ — cos’— -+ cos? — cos? — -+ €0s?— cos® —
2 2 2 2 2 2

A B C
— | cost — = cos*— +cost — )y
2 2 2

2 A r B r . G r
etcomme cOs° — == —» €0S’— == —, C€0Ss>’— == —-; on a
2 2 ¥ 2 z

4r? i I 1 1 1 I
— =2 | —4 —+— |- =4+ —+—=1
xyz Xy X3 Yz x* oyt oz
ce qui donne la formule (2).
. 1 1 r .,
Ajoutons les valeurs de 2 5 5 lirées desformules (1)

en tenant compte de la relation 7' 4+ r” +r"” = 4R +r,
il vient

c’est la fqgmule (3).

Les formules (4), (5), (6) sedéduisent immédiatement
. S S

des relations (1), en formant les valeurs de (; +o— ;) ’

I 1 1 I 1 1

S —), —+——-)-

x oz y x  y z )

On voit que les formules (1) permettent de calculer x,
y, %, connaissant R, r, +'; 7", »"; les autres formules
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permettent de calculer successivement r, R, ', »”, ;"
en fonction de x, y, z.

SecoNpE QuEsTION. — Si Xy, ¥y, 2; représentent les
rayons des cercles tangents extérieurement au cercle
circonscrit au trl'angle, et inscrits respectivement dans

les angles A, B, C, on a

(") = ———4—Rr—,~ 4Rr ——4},{_’,

7 rm’ Yi= P ,,r//’

2z, )

I
(2") 32R*— 2R (.12, + 2.2 + &y ) — 2,2 = 0,
(3") x,7,%, = 16Rr.

l4') 4-T|}’|zl7'3“[{\]'15|+‘7|z|+I(.7i)r—‘-7’1_7|z|]2:05

t, si 'on pose ~ 4R ! 4 ! bt
et, sl = - . )
’ P 2Rm z,+ 4R "y + 4Rz +4R
on a aussi
m my, mz,
’ 7 oo . o
(5 ) » =

T —e—— = ————— T e— e — .
z + 4R yi+ 4R T 4R

Soit &' le centre du cercle dont le rayon est x,, le
triangle AOa' donne, comme daus la premiére question,

‘ z? 2R A
R+ > ?—=R*4+ —— ! cos - 4-C—9go°},
' . 2<A) . A 2 .
sin? [ — sin —
2 2
d’ou -
A . A B C
a.c08*— == 4R sin — cos — cos — == 7’}
2 2 2 2
mais
2A rl/+rlll
cos? — — —
4R
donc
4R7
1:,:7,—_{_—’”,

On obtient ainsi les formules (1').
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Ces formules peuvent s’écrire

—é—l-‘r’-i—r +r"=o,
Ty
r’—é—f}r”—kr'"“-o
I
r+r— 4-;R—r’”::—_o;

2z,

en éliminant 7/, r”, r'” entre ces trois derniéres équations
homogénes, on a I'équation

_AR
x,
1 ——451 - o,
e
z, |

dont le développement donne la formule (2').
Ona

rort e
X YTy e

B C
cos? — cos? — cos? —
2 2 2

s A B G
pitang — t.mg tang —

pz

,A 2B . ,A B N
c0s? — c0s? — cos* — c0s? — cos® — €0s?—
2 2 2 2 2

B
~Xp tang tang — tan"g =16R?r,

ce qui est la formule (3').
En éliminant R entre (3') et (2/), on a la formule (4).
Des équations (1), on déduit

i 4 4R = (4R =+ r)4R

s 7‘” : ’m ’
v) !y, - __ (4R +r)iR
(l ! X I—4R_' r1+rlll ?

2, - 43 — (4R+ )4R

\ T



et par suite

1 1 I 2(r' 4 r

— -+ e~ = et 5
r+ 4Ry + 4R z+ 4R (fRFr)4R ~ 2R’

donc
m=r- 4R (*).
En divisant membre & membre les équations (1’) par
les équations (1”), on a )

x, r’ 7 r’ 2

my T —_— = .
W) o T W s AR T m’ siiR

’”I
";a
ce sont les formules (5).

Les équations (1’) donnent x,, y;, z;, connaissant R,
r, ', ", r"”. Si, par exemple, on connait 7/, r, 7", on a
7, R au moyen des relations

1 T 1 1
om— —— ’ n ¥/
;__;7—'}-;;—‘*—,—_,;;7 4}?{——" +r" +r — T,
puis xy, ¥4, 2, en fonction de r/, ", r". Si, inversement,
Xy, ¥1, Z; sont connus, on en déduit R, r par les équa-

tions (2'), (3'), et les équations (5") donnent ensuite 7/,

N/ N
r’y e,

Note. — Ces différentes formules ont aussi été démontrées par
MM. Lez et Moret-Blanc.

(*) Depuis que cette démonstration nous a été communiquée, M. Des-
boves a remarqué que les trois formules

mx my mz
=t o= W= t. XIV, p.
z, + 4R’ 7+ 4R’ z, -+ 4R ( » P+ 509)
peuvent étre remplacées par les suivantes :
AR 471 AR 41 4R —r
r! — " L .
s S LAy AL Z, 4RV

cela revient d dire que m =R +r, et clest effectivement ce que
M. Barisien démontre.

s . 1 1 1 ' e e .
Quant a la relation - = — —+ r— -+ —% indiquée, de méme,
roox ¥, z 2R
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SOLUTION DE LA QUESTION DE MECANIQUE ELEMENTAIRE
DONNEE AU CONCOURS D’AGREGATION EN 1869 ;

Par M. TOURETTES.

Trois fils élastiques de méme matiére et de méme
diamétre sont fixés par leurs extrémités aux trois som-
mets d’un triangle. On tend ces fils de maniére & réu-
nir leurs extrémités libres en un méme noeud. On de-
mande dans quel rapport doivent étre les longueurs
primitives des fils pour que la position d’équilibre du
nceud soit le centre de gravité du triangle. On admettra
que la tension de chaque fil est proportionnelle & son
allongement par unité de longueur.

Soient «, 3, 7 les distances du centre de gravité aux
trois sommets ; x, ¥, z les longueurs primitives des fils;
t,t',t" leurs tensions; nous aurons, dans la position
d’équilibre du nceud,

t t ¢

sin By sin a sin af
et, par hypothése,

t 7’ t”

a— ﬁ——T—y—z.
x ¥ 2

Les valeurs de «, (3,7 s’expriment aisément en fonction

par M. Desboves (t. XV, p. 133), elle se déduit trés-simplement des

. , . ! i 1 !
trois formules qui précédent, en ayant égard a ce que s=nt + e

(G
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des cotés ; nous avons, en outre,

. /B\ 2 s
sin By = 5 —;
3 By
s étant I'aire du triangle,

N a2 s LN
sinya =5 —, sinaf =

3 9«

-t

Wl

Substituant, il vient facilement

a—x Py y—2
ax By 9z

ou enfin

1 I I
z

v
«y B
| S |

, .. . . 1
k étant arbitraire. On tire de la les valeurs de 2 5 .

¥
= -

) §
v K

1
Zz

QUESTIONS DE LICENCE ES SCIENCES MATHEMATIQUES

( voir 2° série, t. XIV, p. 323);

Par M. J. GRAINDORGE,

Professeur a ’Ecole des Mines, a Liége.

1. Intégrer le systéme

dr

7'; +zf'(t,—yo'(ti =0,

/
0 o
[+ ao'(6) 4710 =o0.
dt
En multipliant ces deux équations respectivement par y
et par x et retranchant, il vient .
dx d

ly o
Yo gy = ey,



d’ou
rd‘? —zdy — w'(t}dt
xt-i-y? '
On tire de la
arctang 9(t) + «,
d’ot1
(2) x =y tang[¢(t) + «].

D’autre part, en multipliant les équations (1) respective-
ment par X et y, et ajoutant, on trouve

1. d
(d: ]’}—r Lxt+ ) fle) = o,
d’ou

zdx < ydy

'(¢)dt = o.
x~+ y? /)
En intégrant, il vient

+(2* +y?) + f(¢t) = const. == 1.8,
d’on

(3) Zt 4y == Bre~ Y0,

En remplagant x par sa valeur tirée de 1’équation (2),
il vient
7= Be I cosl g ¢) + u];
par suite
z == B sin{p(1) + a].

2. Etant donné le paraboloide elliptique

évaluer l'aire de la partie de cette surface qui se pr'ojette
sur le plan des xy a Uintérieur de I’ ellzpse +Z =1

De I'équation de la surface on tire

_ __7,
P—a’ q—b



YVE e ANRY

ERSITN (160 )

Par suite, en désignant par A I'aire cherchée, nous
aurons

) 5?
(1) A:4ffd.z‘dy\/l+a_2+,[;,

On devra donner a x, y toutes les valeurs positives satis-
faisant a la relation
r? 7-2

(2) ;+?)—121'

En représentant le radical par z, nous aurons
x? y?
2 — —
=

et
A':%A:ffzdxd].

Il résulte de cette formule que A’ peut étre considéré
comme le volume du cylindre

r? ,‘»2
2 TETY

compris entre les plans coordonnés et la surface

(3) #:;+g+L )
Or, les sections faites dans la surface par des plans pa-
ralléles au plan des xy étant des ellipses (pour z >1), on
pourra prendre comme élément du volume la différence
entre deux cylindres droits consécutifs ayant pour axes
Iaxe des z.

Le volume de I'un de ces deux cylindres est 7z XY, en
désignant par X, Y les axes de l'ellipse déterminée par
le plan mené parallélement au plan des xy & une hau-
teur égale a z:

X=ayz—1, Y=0byz—1;
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donc la différence entre les deux cylindres consécutifs
ou I'élément de volume est

nzd (XY);
par suite
A= ix [2d (XY).
Les limites de z sont, en vertu des équations (2) et (3),

z-=1 et z:\/z;

' vz
A= —rab zd (23— 1)
JA \ J
1

rab [V? rab —
[, 22dz = —— 2vo — ).
N /. « g (2v2—1)

donc

Par consé 1 f: herchée
ar conséquent, on a pour la surface cherchée

A 3%(19 ( 2 \.‘; — 1).

SOLUTION DE LA QUESTION DU GONCOURS D’ADMISSION
A 1’ECOLE NORMALE SUPERIEURE (1875);

Par M. MORET-BLANC.

Trouver le lieu des pieds des normales menées d’un
point donné P & une série d’ellipses qui ont un sommet
commun B, la méme tangente en ce point, et telles que,
pour chacune d’elles, le rapport de ’axe paralléle a la
tangente commune au second axe soit égal & une con-
stante donnée k.

Construire le lieu dans les cas particuliers suivants :
on prendra le point P sur la bissectrice de Uun des
angles formés par la tangente et la normale communes
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a toutes les ellipses en B, et U'on attribuera & k successi-

vement les valeurs \/3 et 2.

Prenons pour axes des coordonnées la tangente et la
normale communes, el soient kb et b les demi-axes de
la conique ; son équation sera

(1) My*+ 2’ — 2kby = o,

\

et celle de la normale au point (x, )
Yoy =2 2 ix

elle doit passer par le point donné («, 5), ce qui donne
la condition

P(V —b)

(2) (=) xy + Bx — Koy = kblz —a).

On obtient I’équation du lieu des pieds des normales
en éliminant & entre les équations (1) et (2), ce qui
donne

(h*— 2)xy?+ 2Bxy — Alay’— 2’ -+ ax* = 0.

Le lieu est une courbe du troisi¢me degré ayant un
point double a I'origine et pour asymptote la droite
kty

xr = ——

JEN
elle a deux autres asymptotes dont le coefficient an-

. . T , . .
culaire est C = o= ——— ¢t 'ordonnée a lorigine
§ 8

2(k*—2)C
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Cas particuliers.

1° == a, ]\:\/3

L’équation du lieu devient
xy?+ 22xy — Jayi— 2* +axr’=o0,

qui se décompose en
y-—ax=o,

1Pt xy — ax — 3ay =o.

Le lieu se compose donc de la droite BP et d'une hy-
perbole passant par le point B, dont le centre a pour
coordonnées

zy==3a, =52,

et dont les asymptotes sout, 'une paralléle a 'axe des y,
et Pautre perpendiculaire a la droite BP.

Connaissant les asymptotes et un point, on pourra
sans difficulté déterminer les axes ou construire directe-
ment la courbe par points.

2°B ==, k= 2.

L’équation du lieu est

2(x —22)y* -+ 20y — &' ax’ =0,

_ —aro .7;\/"21’—60:1 :_500 A\ Y
7= 22 — fa ER

L'origine est un point double; les tangentes y ont

pour coefficients angulaires
|1m — =

1 y5,
4

La courbe a trois asymptotes, 'une

o) T =22,
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paralléle a I'axe des y, et deux autres dont le coefficient
angulaire est donné par I’équation

2u?—1=o0, dou u=t1ya;
les ordonnées a 'origine sont

fau'— 200 — 2 .

./”‘
d’ . l ’ .
ou, POllP €s equatlons des asymptotes,

a2 2 >
_— —a

IR —

(2] Yy == Py 4 ’
(3 s V2 2=y
(3) ] ) M

Ftudions les variations de 'ordonnée.

Lorsque x varie de zéro a a, y, est négatif, décroit
jusqu’a un minimum et revient & zéro; x croissant de o
a 24, y, croit de zéro a a, et x croissant de 2« a I'in-
fin1, y, croit de 32 & + o en s’approchant de 'asym-
ptote (2); x variant de zéro a — o, y, croit de zéro a
+ o en s’approchant de ’asymptote (3).

On a ainsi une premiére branche s’étendant a I'infini
dans les deux sens du cdté des ordonnées positives.

Lorsque x varie de zéro a a, y, croit aussi de zéro a
a3 x croissant de o & 22, y, croit de @ 4 o0, d’ou il
passe brusquement a — oo ; x croissant de 20 & 40,
ye croit de — oo jusqu’a un maximum, puis décroit de
ce maximum jusqu’a — © en s’approchant de I'asym-
ptote (3). Lorsque x varie de zéro 4 — o, y, décroit
aussi de zéro & — o ens’approchant de I'asymptote (2).
On obtient ainsi une seconde branche discontinue ayant
trois asymptotes.

Cherchons le point ou I'ordonnée est maximum ou
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minimum.
i
fr=oy'4+ 22y — 32+ 222 = 0.

En éliminant y entre cette équation et celle de la courbe,
on trouve

fat— 28a2 4 65022 — 642’ x + 202 = 0
x ’
on, en posant — == x’,
o

4"t — 282 + 651" — 642’ -+ 20 ==o.
Cette équation a une racine comprise entre zéro eL 1, et
une entre 2 et 4; les deux autres racines sont imagi-
naires. Les racines réelles sont 0,562 et 3,65, d'ou
x==0,562¢, abscisse du point minimum, et x=3,652,
abscisse du point maximum,
Les valeurs correspondantes de y sont

y =——0,008a
pour le point minimum, et

y =— 4 ,5602

pour le point maximum.

Note. — La méme question a été résolue par MM. Tourettes et Lez.

SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES SPECIALES,
PROPOSEE AU CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE POLY-
TECHNIQUE (18175)

Paz M. GAMBEY,

Professeur au lycée de Saint-Etiennc.

Trouver le lieu géomeétrique de Uintersection de deux
normales menées & la parabole aux deux extrémités
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de toutes les cordes dont les projections orthogonales
sur une perpendiculaire & l'axe ont une méme wvaleur.
Que dire du cas ot Uon fait tendre vers zéro cette
valeur de la projection ?
Revenant au cas général, on propose de mener par

un point quelconque du lieu trois normales & la para-
bole.

Application particuliére au point maximum du lieu.

Soient y*— 2px = 0 et Xy, ¥, Xy, )3 'équation de la
parabole et les coordonnées de deux points de cette
courbe; k la valeur constante de la projection orthogo-
nale de la corde qui unit ces deux points.

Les équations des deux normales sont

Ply—ri+xrlz—a)=0, ply—rl+rlz—az)—o
avec les conditions
yrmopxy, yiice2px, yi=)o+ k.

On élimine facilement x,, x; ety,, ce qui conduit &
ces deux équations

(1) yi—oaplr—piyi—2ply =o,
(2) 3yi—+ 3ky,+ k2— apx -+ 2p*=o.

Une transformation facile donne cette autre
(3) 3kyi+ (A +4pr—4p*)yi+ 6p'y =0,
qui peut remplacer 'une des deux équations (1), (2).
L’élimination de y, entre (2) et (3) donne

3opixd—12p* (8p*+ 342 ) 2
+(72kp* 12k 4- g6 p* ) pz — 108 p* y?
— (A4 36p* k> + 12p*h* -+ 32p°} — o
Cette équation peut se mettre sous la forme

4) 4p[8(z—pp—o2qpy]=k[F—6plx —p)].
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Elle représente une courbe du troisi¢éme degré, dou-
blement tangente & la développée de la parabole qui a
pour équation

8z —pP—agpyi-=o.

La ligne des contacts est donnée par
6plz—p) =4k

elle est perpendiculaire i I’axe de la parabole.

Pour k = o, on trouve I’équation de la développée, ce
qui pouvait étre prévu.

Le lieu est une courbe formée d’une boucle et de deux

branches iufinies divergentes se croisant en un point

-2
double dont les coordonnées sont x =p + —; y = o.
P

Son sommet a pouf coordonnées x — p -+ ;;;, y=o0.

Par chacun des points du lieu on peut mener trois
normales & la parabole; proposons-nous de déterminer
les coordonnées des pieds de ces normales.

Soient a, 3 les coordonnées d’un point du lieu. L’équa-
tion (1), ot nous ferons x = «, y = 3, déterminera les
ordonnées des points cherchés. Soient y’, y”, " ses trois
racines ; nous aurons les relations suivantes :

y42y" - kzo,
2y y" =y ==k (Y 49" +op(a—p)=o.
Eliminant entre elles y”, il vient

P v’ 8pa—8pt— k2
=z 3
Pour déterminer le signe qui convient, il faut vérifier
I'équation (1). On obtiendra ensuite facilement les deux
autres valeurs de y.
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Le point maximum a pour coordonnées
A2 A~3

a=p -+ @ —

4p

Si Pon applique la formule précédente a ce point, on
obtient d’abord

12573

’___ k
y = Vg
Cette valeur vérifie I'équation (1); puis
¥ k . I >
—_— = — — )
2 V3

J,m__ A I+ I )
2 v’g)

Note. — La méme question a été résolue par MM. Lez, Fiot, Moret-
Blanc, Tourettes.

CONCOURS I’ADMISSION A L’ECOLE CENTRALE (1873),

COMPOSITION DE JUILLET;

Par M. Epmonxp pe LAMAZE,

Eléve en mathématiques spéciales chez les Dominicains, a4 Sorréze
(classe de M. Dumont).

Etant donnés surun plan dewx points fixes F, A :

1° Trouver I'équation générale des courbes du se-
cond degré qui, situées dans ce plan, ont un foyer en F
et un sommet de l’axe focal en A ;

2° Déterminerle genre de la courbe représentée par
cette équation générale, selon la valeur du paramétre
variable qu’elle renferme ;

3° Disposer de ce paramétre variable de facon que
la courbe du second degré passe par un point donné P,

Ann. de Mathémat., 2° série, t. XV. (Avril 1876.) 12
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et discuter lenombre et le genre des solutions obtenues,
selon la position du point P dans le plan.

1> Prenons pour axe des x la droite AF et pour axe

des y la perpendiculaire Ay a AF. Soit AT = a; I'équa-

tion générale des coniques ayant un foyer en I' et pour

axe focal 'axe des x est, en coordonnées rectangulaires,
(x — a)'+y* = (mx + p)?,

oum et p représentent deux parameétres arbitraires; et,
comme l'origine A est, dans le cas actuel, un sommet,
I’équation précédente admet la solution

r—o, y=—o, dod P—a.

Douc 'équation géndrale des courbes du second degré,
qui ont un foyer en 1" ¢t un sommet de I’axe focal en A,

est
([ —a)= y*='mx+ a)?
ou
(1) (1—m)z+ y°— 2a(1+ mjx=o.

2° Le genre de la courbe représentée par cette équa-
tion dépend de la valeur de 1 — m*. Suivant qu'on a

1—m* >0, 1—m*=o0, 1—m*<o0,

’équation représente une ellipse ou une parabole, ou
une hyperbole.
3° Pour que la courbe du second degré passe par un
point P, ayant pour coordonnées o et , il faut qu’on ait
(1 —m*)o?+ 6 —2a(1+ m)xa=o,
d’ou
(2) a?m? 4+ 2aam — o — 62+ 2aa = o0,

équation qui détermine les valeurs du parameétre va-
riable m.
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La nature des racines de cette équation dépend du signe
de I'expression
a’e? - ot — 2axd4 62l
qui est la somme de deux carrés
(:7,’-—- a ,c‘ 4 B2k,

On voit, d’aprés cela, que le probléme proposé admet,
en géncral, deux solutions.
Néanmoins, lorsque € =0 et a=a, Iexpression

2 > 2, 2

(#*—aa)’+ &%2° s’annule, et I'on ne trouve pour m
qu’une seule valeur, qui est

L’équation (1) se réduit alors a4 y* = o et représente
le systéme de deux droites coincidant avec I'axe des x et
formant, par conséquent, une variété du genre para-
bole.

Pour déterminer maintenant le genre des solutions ob-
tenues suivant la position du point P dans le plan, nous
désignerons par x et y les coordonnées variables du
point P, et nous comparerons 'expression

a I'unité.
Posons

—ax+ [zt —ax)+ 2yt :
- s’

ZZ
nous en tirons successivement
(@4 ax) = [P ax) T2,
'+ 2ax’+ @t =x' — 2ax + a2+ 2y,
faxd =x*y?,
y*=fhanr,

résulat facile a prévoir.
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En outre, tous les points intérieurs 4 la parabole
’ P P
9* = 4ax ont des coordonnées satisfaisant a l'inégalité
' — har<o;
et pour tout point extérieur on a
y*—fgax>o0 (*).

On en peut conclure que tout point donné P, intérieur
a cette parabole, donnera deux ellipses, et tout point ex-
térieur, deux hyperboles.

Note. — La méme question a été résolue par M. Barbarin.

GORRESPONDANCE.

1. — Sur la question 1181 (t. XIV, p. 384).
Ona

a b ¢
= + (@a+1)(b+1) +(a+|) (b-+1) (e+1) Hee

quels que soient les nombres a, b, c,. .., pourve que le
second membre forme une série convergente (ce qui a

(*) Lorsque les racines de I'équation (2) satisfont a I'inégalité
1 —m®>o0,ce qui estle cas ot I’équation (1) représente une ellipse,
Punit¢ est une limite supérieure des racines de 1'équation (2). Il en ré-
sulte qu’en substituant I'unité & m dans le premier membre

otm?—4-2aam — o — 6+ 2ax

de cette ¢quation, le résultat de la substitution doit étre positif, ce qui
doune fao —€*> 0, €* < jax. Lorsque I'équation (1) représente une
hyperbole, on a 1 —m? < 0; l'équation (2) a une racine positive plus
grande que l'unité, et une scule : donc la substitution de I'unité a m
dans le premier membre de I'équation (2) conduit a un résultat né-
gatif, faax — €* < o, d'ou 6* > jao. Enfin, si 1 — m®=o, les valeurs de
m sont == 1. Pour m =+ 1, ’équation (2) devient €*=/a«x, et pour
m=—1, 6*=o0. (G.)
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toujours lieu si a, b, c,... sont des nombre positifs crois-
sants, par exemple). (H. Laurent.)

‘M. Barbarin a démontré (t. XV, p. 136) la formule

a b c

\a+, e b)) (ar)(bri)(ext) T
l

" Ta1)(bF1)..({+1)

1
T (a1 (L)

Or il résulte bien évidemment de cette formule que
la série dont il est question a pour limite 'unité, ou un
nombre moindre que 'unité, suivant que le produit des
nombres positifs a1, b-+1, c+1,. .. croit sans limite
assignable, ou tend vers une limite finie, déterminée; en
d’autres termes, suivant que la somme a+b-+c+-... des
nombres positifs a, b, c,... est divergente ou convergente.

Au premier de ces deux cas se rapportent les applica-
tions considérées par M. Barbarin. Des exemples relatifs
au second cas, trés-simples, et par cela méme trés-bien
choisis, m’ont été communiqués par MM. Jules Keenig
et Moreau.

Il me reste & dire un mot de la Note qui suit Iarticle
de M. Barbarin. Cette Note a suscité une réclamation a
laquelle je m’empresse de faire droit, au moyen de la
rectification suivante :

Au lieu de « la méme question a été résolue », lisez :
la méme formule (1) a été démontrée.

2. M. le C' Léopold Hugo écrit qu’il a adressé a
I’ Académie des Sciences plusieurs Notes sur la métaphy-
sique des Mathématiques, ayant pourtitre : la Géométrie

. . Y .
pan-imaginaire,ou & — dimensions, et que I'une de ces
m .
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. L. , PSP A .
Notes se termine ainsi : « La Géométrie & — dimensions
m
gy g L. Lo e
» se rattache a I’ Arithimcétique & — chiffres, ainsi gu’a
m

L, . .
» U'Algébre & — équations. Cet ensemble constitue les
m

» Mathématiques pan-imaginaires. »

. e .l o \ A .
L’Arithmétique a — chiffres, 'Algébre & — équations
m ? ° m ’

la Géométrie a — dimensions, sont autant de logogriphes
m

dont je ne chercherai pas a deviner le mot. Jattendraj
qu’on me 'ait fait connaitre pour m’occuper des Mathé-
matiques pan-imaginaires.

M. Hugo a publié sous les différents titres de : E'ssar
sur la Géomdtrie des crisialloides ; Une réforme géomé-
trigue; Géométrie Hugodomoidale, des brochures ou
I'on trouve quelques propositions qui peuvent ¢tre re-
marqudées a cause de leurs applications aux Avts et parti-

culiérement & I'Architecture, ce qui me semble beaucoup
plus utile que la métaphysique d'une Géoméuriea — di-

m
mensions. (G)

SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES AXNNALES.

Question 111
( voir 3" série, t. V, p. 166 );
Par M. H. BROCARD.

Sotent M un point pris sur une courbe plane et MO le
rayon de courbure en cc point. Considerons M comme
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Uextrémité du petit axe d’une ellipse ayant en ce point
méme rayon de courbure MO : quel est le lieu des foyers
de cette ellipse? (LAxcres.)

Soient 2a et 2b les axes de ellipse osculatrice, R le
rayon de courbure au point M. Prenons ce point pour
origine, la tangente et la normale pour axes de coor-
données.

Nous aurons, pour le foyer I,

x=b, y=\a>— b,

avec la condition
a?
— = R.
b
L’élimination de @ et de b se fait immédiatement, et

donne, pour le lieu des foyers, la circonférence
z*+ y*— Rx =oc,

décrite sur OM comme diamétre.

Question 578
(voir 1"*série, t. XX, p. 138);

Par M. H. BROCARD.

Les quatre cercles inscrits dans un triangle sphérique
sont touchés par un méme cercle. (Hart.)

La tangente du rayon sphérique de ce dernier cercle
est la moitié de la tangente du rayon splérique du
cercle circonscrit au triangle. (Saryon.)

Supposons tracés, sur un plan P, un triangle recti- .
ligne, ses trois hauteurs, les cercles inscrit, exinscrits,
circonscrit, et le cercle des neuf points. Prenons le point
de rencontre I des hauteurs pour centre d’une sphére de
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rayon quelconque, et Pextrémité O du rayon OH, per-
pendiculaire au plan P, pour centre d’une projection
stéréographique. Au triangle rectiligne correspond ainsi
un triangle sphérique, dont les hauteurs ont pour pro-
jections les hautcurs du tiiangle rectiligne. A chaque
cercle de la figure plane correspond également un cercle
de la figure sphérique, jouissant des mémes propriétés;
mais le cercle des neuf points correspond a un petit
cercle de la sphére; ce dernier est donc tangent au cercle
inscrit el aux trois cercles exinscrits au triangle sphé-
rique. Ainsi se trouve établie la premiére proposition.

Pour démontrer la seconde, il suffit de remarquer que,
sil’on considére le plan tangent P’ a la sphére au point o’
de rencontre des hauteurs du triangle sphérique, ce
point O’ est le centre de similitude d’une figure formée
par les deux cercles traces de deux cones ayant pour som-
met le point O, et pour bases le cercle circonscrit au
triangle rectiligne et le cercle des neuf points. La trace
du plan passant par le point O et la ligne des centres de
ces deux cercles est une tangente a la sphére, menée par
le point O, et limitée aux deux cercles situés dans le
plan P’. Le rapport de similitude n’ayant pas ét1é modifié
par cette construction et le rayon du cercle des neuf
points étant la moitié de celui du cercle circonscrit, on
en conclut que les tangentes des rayons sphériques des
cercles correspondants sont dans le méme rapport.

Question 1170

( volr 2¢ série, t. X1V, p. 240);

Par M. PRAVAZ.

Démontrer que, dans les formules relatives a la ré-
solution des triangles rectilignes, il est permis de rem-
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placer les c6tés a, b, c respectivement par

acosA cos2A.% .cosa"'A,
b cosBcos2B. ..cos2"'B,

¢ cosC cos2C. . .cos2"1C
et les angles A, B, C par
pr=2"A, gmn=t2"B, rn=karC,

ou n désigne un nombre entier et positif quelconque et
P, q, 7 des nombres entiers, dont les valeurs et les signes
ne sont pas arbitraires.

On a, par exemple,

-
(acosA...cos2"'A)*+ (bcosB...cos2"'B)*—/ccosC...cos2"'C)?

I

2(acosA...cos2"A)(bcosB...cos2"'B)

(J.-W.-L. GraisnER.)

Les formules fondamentales sont
(1) A+B+C=m,

(2) a b ¢
sinA _ sinB __ sinC

La premiére sera satisfaite par la substitution indiquée
sil’on a

(3) p4+q+rdor=r;

égalité a laquelle on peut satisfaire par des valeurs en-
tieres de p, g, 1.

En se bornant a celles-ci, sin A sera remplacé par
== sin2" A, si p est pair, et par Z=sin2"A, si p est im-
pair; de méme pour sinB et sin C.

On a, d’apreés les formules (2),

acosA  bcosB _ ccosC
sinA cosA ~ sinBeosB ~ sinCcosC
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ou
acosA  bcosB ccosC

sin2A ~ sin2B = sin2C’

puis, comme on le démontrerait par le raisonnement
dit de proche en proche,

acosA cos2A. .. cos? A bcosBcos2B. .. cos2"'B

sin2"A - sin 2" B
__ccosCGeos2C...cos2"'C
T Tsinore T
Ces formules se déduisent des formules (2) par les
changements indiqués, pourvu que les nombres p, g, 7

_soient tous pairs, ou tousimpairs; or, puisque ces nom-
bres doivent satisfaire a 1'¢quation (3), ils ne peuvent
étre pairs ensemble.

Cetle restriction faite, si 'on pose
)
a'==acosAcos2A...cos2" A, b =—=..., =...,
Al =przz2"A, B'=..., C=...,
les éléments a’, 0/, ¢', A/, B, C’ satisferont aux for-
mules fondamentales de la Trigonométrie rectiligne et,
par suite, a toutes cclles qui s’en déduisent.

Vote. — La méme question a é1é résolue par MM. de Virieu et Moret-
Blanc.

Question 1187

(voir »* s¢rie, . XaV, p.528};
Par M. C. MOREATU,
Capitaine d'Artilleric.
Etant donnée Uéquation cubique
X+ pr -+ qg=—o,

s 791 S omp? - .
dans laquelle la quantité — 4p*—27q estégale a un
carré r*, on sait que la diffcrence entre deux racines
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quelconques de cette équation est exprimable par une
Sonction entiére de la troisiéme racine, fonction qui est
du second degré et dont les coefficients sont exprimés
rationnellement au moyen des quantiiés connues p,
q, 1.

On propose, réciproquement, d’exprimer l'une quel-
conque des racines par une fonction entiére du second
degré de la différence entre les deux autres racines, les
cocefficients de cetle fonction devant, de méme, étre ex-
primés rationnellement auw moyen de p, ¢, r.

(S. Reawvs.)

Soient @ une racine de I'équation
2 pr - 7=0

et V=1>50—c ladifférence des deux autres racines; on
sait qu’en posant

P — 25,
on a

1 ) \
(1) V:;—(Gpaz——gqa—l—@)).
d’autre part, les relations

a+b-+c=o, ab+bctca=p
donnent
(b e =a, fbo=fha+fp;

d’ou, par soustraction,
(2) (b —er=V=—3a"— 4p-.

Cela posé, si l'on ajoute membre & membre les équa-
tions (1) et (2), aprés les avoir multiplides respective-
ment par r el par 2p, il vient

rV - 2pVi=—qgqa — 4p’,

et Pon tire de 1, pour Pexpression de la racine a, en
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fonction de V,
1 \
a=— — (2pV2+rV + 4 p*).
99
Remarque I. — On peut, de la maniére suivante, ar-

river facilement a I'équation (1).
En multipliant par r? la valeur (2) de V*, on a

PVi=(4p*+29¢") (3a* +4p);

si maintenant on ajoute au second membre de cette
équation la quantité nulle

36p a‘ + pa*+ ga) — 108 pg(a*-- pa + q),
on reconnait qu'il devient égal au carré de I'expression
(6pa®— gqa + 4p* ).

Remarque II. — La question 1187 est un cas particu-
lier d’une propriéié plus générale, qui peut s’énoncer
ainsi : Si une fonction V de la racine a d’une équation
algébrique de degré m peut se mettre sous la forme

Aja—' + A am 2= ..+ Ay,
(et c’est cc qui arrive pour une fonction rationnelle
quelconque), réciproquement, a sera exprimable en
fonction entiére de degré m— 1 de V, fonction dont les
S y

coeflicients dépendront rationnellement de Ay, Ay,...,
A,._; et des coeflicients de ’équation proposée.

Note. — La méme question a été résolue par MM. Sondat, Barisien,
Moret-Blane, Pravaz.
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Question 1190

(voir 2* série, t. XIV, p. 96 );
Par M. R.-W. GENESE,
M. A. du collége Saint-Jean, a Cambridge.

Démontrer que la formule

2352 25”7{\,17___ Iz) 26”2(”2_1‘2) (n’——— 22\;

2 1.2.3.4 2.3.4.5.6

a pour valeur — 1 ou + 1, selon que n est un nombre
impair ou un nombre pair. (S. Reavis.)

On sait que, sim est un nombre pair,

m
— m?* m?{m?— 2?)
(—1)*cosmd =1— — cos’® + ——— COs*®
2 2.3.4
m?(m*— 22} (m*— §?),

€Os* D ., ..
2.3.4.5.6 !
En faisant ¢ = o0 et m = 2n, on a ’égalité

22n?  2'n*{2*n*— 9?)
4
2.3.4
292 02 p2 2 522 A2
2’0 (2707 — 27) (22n* — 4*)

L3456 o

2n? 24,11(,17__11)

(—l)":l———

dont le second membre a pour valeur — 1 ou + 1, selon
que 72 est un nombre impair ou un nombre pair.

C. Q. F. D.
Note. -— La méme question a été résolue par MM. Lucien Lévy, ancien

éléve de VEcole Polytechnique, J. de Virieu, professcur a Lyon, Bour-
guet, Moreau, De Cuerne, Lucas.
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QUESTIONS.

1197. On donne dans un méme plan deux droites pa-
ralléles A, B, ct un point C situé hors de I'espace limité
par les deux paralléles; par le point C on méne une sé-
cante rencontrant les droites données en a et b, et sur
ab comume diamétre on déerit un cercle; démontrer que,
si la sécante devient mobile, Venveloppe du cercle est
une hyperbole.

Corollaire. — Si, par le foyer I d'une hyperbole, on
méne une droite coupant les tangentes aux sommets en
des points ¢, t,, le cercle déerit sur t7, comme diamétre
est tangent aux deux branches de I'hyperbole.

(Harkema.)

1198. On dor;ue un cercle et un point fixe dans le plan
du cercle; des différents points de la (11(‘011(elew~11r15
pour centres, on décrit des cercles passant par le point
fixe; trouver Venveloppe des cordes d'intersection (réelles
ou 1magmauus) du cercle donné et des cercles déerits.

(Harkema.)

1199. Enveloppe de la polaire d'un point donné, par
rapport aux coniques inscrites dans un quadrilatére
donné. (GanseY.)

1200. Lieu des points de contact des tangentes paral-

leles & une droite donnée, mendes aux coniques inscrites
dans un qugdrilatere donné. (GamBEY.)

1201.. Par les sommets A, B, C d’un triangle inscrit
dans un cercle on méne des perpendlculau es aux coHtés
opposés. Elles rencontrent la circonférence en des points

A’, B’, C’. On prolonge les cordes A’B’, A’C’, B'C/, qui
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coupent respectivement les c6tés AB, AC, BC du triangle
donné en des points ¢, b, a; démontrer que les trois
points ¢, b, a sont en ligne droite. (H. Brocarn.)

1202. La somme des puissances d’un point quelcon-
que, par rapport aux circonférences décrites sur les
quatre cotés d’un quadrifatére, comme diamétres, est
égale & quatre fois la puissance du méme point par rap-
port & la circonférence ayant pour diamétre la droite
qui joint les milieux des diagonales. (Larsant.)

1203. Soient A un ombilic d'une surface du second
degré donnée (S), et p le second point d'intersection de
la normale en ce point avec la surface. On joint un point
quelconque m de la surface (S) aux poiuts p ct A par ce
dernier point et perpendiculairement a la droite Am, on
meéne un plan qui coupe pm en un point y.

Le point g déerit un plan paralléle aux sections circu-
laires de la surface (S). (Genry.)

120%. Si une surface du second ordre a pour équa-
tion

Az + A'y* 4+ A"z + 2Byzs + 2B a2
—+2B"2y 4+ 2Cx + 20y +20"2—1="0,
et si cette équation représente deux plans, les coefficients
sont liés par les trois relations

B’'B” BB” BB’

(1) M——B———i—NB, +P—B7,+1:0,
M N P
(2) %C+F0+Fm=m
(3) MC* + NC?+ PC"*—1=o.
Dans ces relations on a posé
1 B'B” 1 BB” 1 BB’
ﬁ:A— B ) ﬁ:A,——‘ﬁ‘," 'P‘:A”——F"

(V. Hioux.)
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1205. Les segments des normales en deux points d’une
conique, compris entre ces points et un axe de la courbe,
sont vus sous le méme angle du point de concours des
tangentes en ces points. (Joserr Bruno.)

1206. Soient

( a,x -+ a,y +az+aw=—o0 ou A—o,
(1) «byx-+by+bz+biw—0 ou B=o,

axr+ae6y-+ez-tcew=o0 ou C=o

les équations de trois plans.

Si les coeflicients a,, b,. ¢, as, b,, cs,..., sont des
fonctions d’un parameétre variable 7, le point d’intersec-
tion de ces trois plans décrira une courbe.

Démontrer que le plan osculateur de cette courbe au
point A = ¢, B=o0, C= o, a pour équation

i A B C d o o o o o
a’ b c 2a, 2, a2, a, b e
ba, b, ) 2d, 20, 2, a b o
o, o 24, 20, o, a, by ¢
i o ', d 2a, 2V, 2, a; b, ¢ |=o0;
\ 20, 2l 2d, a, by ¢ o o o
I 24, 20, a2f, a b ¢ o o0 o
| 2d, 2b, 2c, a b, c, o o o
i 24, 2V, 2, a, b ¢ o0 o0 o

A, B, C sont définis parles équations (1); @', b, ¢, ...;
" U "

a, b, ), ..., sont les dérivées premiéres et les déri-
vées secondes des coefficients @y, b, ¢4,..., par rap-

port a t. (GenTtY).

vy,

'\Y;“"g AN

oy
BN nnrmanir €
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PERMUTATIONS RECTILIGNES DE 5¢ LETTRES EGALES 3 A 3,
QUAND 5 LETTRES CONSECUTIVES SONT DISTINCTES ;
CALCUL DE LA FORMULE GENERALE:; APPLICATIONS;

Par M. A. VACHETTE.

[stiTE(*).]

XI. Des variétés d’une méme espéce; moyen de sim-

plifier le calcul.

Le nombre C, 3 contient le facteur P,, et le quotient

"
c, = Cp—"q désigne le nombre des variéiés; car,si’on prend
une des permutations de cette espéce, les ¢ premiéres
lettres a, b, c,... de chaque série de trois lettres sem-
blables forment une des permutations simples de I'es-
péce P s et, sil’on forme toutes les permutations de cette
espcee, en ayant soin que les mémes systémes de places
soient occupés par trois lettres semblables, on ne change
pas la nature de la permutation; les numéros, occupés
par trois lettres semblables, demeurent les mémes toutes

les permutations correspondantes sont comprises dans
ce qu'on appellera une méme variété. Donc
Cps==Py.cy.

Tout nombre N, («), ou 2 est la désignation du nombre
ct de lespéce des intervalles qui entrent dans la permu-
tation, contient en général le facteur 3¢ P, etle quotient
N?_(oi)

n,](oz\;:-z b désigne le nombre des variétés de cette
' 7%

(*) Nouvelles Annales, 2¢ série, t. XV, p. 145.
Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. XV. (Mail 1856.) 13
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espéce. L'existence dufacteur P, se rencontre pour N, (o),
comme pour C, ;; mais, comme on peut ici commencer la
permutation par 'une de ses 3¢ lettres, sans changer la
variété alaquelleelle appartient, les lettres situées en de-
hors des intervalles occupant toujours les mémes sys-
témes de places par rapport a ces intervalles, le nombre
N, ()

347, désigne

N, (@) est divisible (en général) par 3¢, et
bien le nombre des variétés. Donc

X (o - [
]Nq L®) ,3(_]Pqnq-.\,(;.

,

On peaut voir sur la formule abrégée (X)

Cro==59(3¢—17)(39—=8)Cprs+ r;{]_"‘[‘ )
ou Z est unc somme de termes de la forme N, _, (=),
Pexistence dufacteur P, dans C, 55 car C,_y3=P,_,c,_; 4
el chacun des termes de 2 contient en général le facteur
3(q —1)P,_y, desorte que, 6 étant ce que devient Z
quand on le divise par ce facteur,
i Y

Cra==3q(3¢—7)(3¢—8)Ppicp+ g—1 3(¢g—1)P,.. 6

4(39—17)(3q — 8Py, —+ 3P;6,

d’ou
l | A
3P, Cpo==14.318¢—7)(3¢ —8)e,i+6;
on écrit simplement ¢, ou ¢,_; au lieu de ¢, 5 et ¢,y 5.
Jai dit plus haut en général, car il y a des excep-
N, {a)

/

tions : n’est pas toujours divisible par 3 4.

7
Un premier cas se présente quand « désigne un seul

intervalle formant a lui seul la permutation; on n’a a
considérer que les deux espéces N, (s¢) et N, (15,).
Pour N, (ss) =2 (IV), on a vu qu’elle ne contenait

qu'une variété symétrique de fraction I; dou
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)
'12(56)=Né([;26':é' Pour N, (t;,)=3P,, il n'y a

s, .. . 1 - .
qu'une variété symétrique de fraction — (IV), d'ou
q

N, (ty,) 1 . 1.
n,(ty,) = -—;((];Z =7 et en particulier 2, () =1

L

Un deuxiéme cas se présente quand o désigne plusieurs
intervalles, et que la permutation peut se partager en x
groupes, tous composés de la méme maniére, ce qui n’a
souvent lieu que pour certaines variétés de l'espéce
N,(z)3 x estinférieur ou au plus égal a ¢ et diviseur

o, 3qP .
de P,. L’'une de ces variétés donnera 295 permutations
X

1 .
et ne comptera que pour — dans le nombre », («) ; d'ail-
xT

leurs, dans ce cas, « contient souvent plusieurs inter-
valles identiques de composition, et, en étudiant le
nombre des variétés par rapport 4 'un des intervalles,

on divise le nombre trouvé par le nombre des inter-
valles.

On peut croire que la formule est illusoire pour g=3 ;
mais on a
$C,=2Ny(s5), d'ou GCy;==6=P,
ce que I'on vérifie directement; on a la seule variéié
abcabeabe,
et par suite ¢ = 1.
En développant le 6 qu’on a écrit plus haut, on a

1
55 Crs = 1.4(3q—7)(39—8)Comi+rny(ti)+ 20, (8)
q
(

~b2ng (£ by (t) - 4ng- 2, ) (39 —17) g (1)
+ (69 = 16) n,, (ps) + (99 — 25) 7y (p3)
+ (39— 7) ng— (56) + (6g — 16) ny_, (53)
+3(39—5)(39 —8)ry—(s:)+(3¢9—7)(3g—8)ny .(s)
“+ng_ (prysi) + 2Ry (piss) 4~ 2n, (pssi)

13,
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1‘4"7—1{1)6"'3\‘ ’{"3”41—1 (Pa-‘"a‘, _*_6”11_‘(})5“.3& =y [egs)

tsuite] - 2my (S;8y) 4- 200 ($584) - gy (8585

v (3g =9 g (28 == (69 — 16 g, (5455])
(129 — 36 ng_y (25, - ng_ (255
ny_y(380 - 2ng (28083 - g (s 285)~+8nr,_\(3s;).
Dans les formules qu’on pourra établir pour les cal-
culs des espéces N, (), on calculera ordinairement le
nombre des variétés n, (2), ce qui simplifie I'écriture.

XII. Décomposition des By 33 valeurs de C, 5 et c,.

On a wrouvé
By 22P ¢ R
On a wouvé
Cyy==P; et c,==1 (XI\!.

Dans les espéces a un intervalle, il n’existe que
Ny (1) =2 3Py, dlotr ny(1y) =1

Dans les espéces & deux intervalles, il n’existe que :

1° Ny ' py,s,) =9 Py(IV) 5 @baca et bebe sont complé-

mentaires; d’on 11y (py, 55)

1.
29 Ny{nsy' == 9Py; il v’y a qu'une scule variéié
asymétrique
abacbcabe,

d’ou 321): Ny (283]0==1, et par suite ny (25;)==1; et
d’ailleurs 1y (25, = 1.

On verrait directement qu’il n’y a point d’autres
cspéces; mais la décomposition est maintenant com-
pléte, car

Cy.. - Ny {t,) =~ Ny (25;)y < Ny {ps, )
—=P,+ 3P, - 9P, - 9P3: 22P; = B, ;.

Si 'on applique laformule C,; (XI) pour ¢ =4, et
qu’on prenne n, (4,) au lieu de 2n;(ty) (V et VII), on
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aura

3P Cis== 5106, 40y Ly ) =30,y [Py s) 4 120, (285} -+ 2,285
4
=110~ 3+ 3+ 124 1==19 + 3.

Ci;=5gP, et c¢,= 59.
XIIl. Décomposition des espéces & plusieurs inter-
valles, quand il y a lieu.
1© Sept de ces espéces sont indécomposables :
Ny(p:si}s  ababebe et dede, 45,
Ny (6833 aba bn_b et f‘i/fil, g5,

Nglsgsy)s ababab et cde, 935,
Nyiss 505 ababa et cded, g4,
Ny(3s3 abab cded et efef, G- 6,
Ny{2s:); abab, cded et 74

2° Six s¢ décomposent en deux especes N, (pr,83) 3
avec le p,, ababcbe, sy a, ou non, une lettre commune,

de sorte qu'il entre quatre ou cinq lettres distinctes dans
les deux intervalles, ce qu’on indique par I'exposant 4
ou 5 donné i la parenthése. On aura

Nyl Prs st lad ded ,
P b abebe avee S fat on ded 1; ¢>=>5;
Ny paysyi® V) — - ded )

VAVAEREY

la premiére est a variétés réciproques.

N, (pey 51), avee le pg, abacac on cacaba, s,a, ou

non, une lettre commune; on a deux espéces a variélés
réciproques :

Nyiposii lfdbrl ou dbdb

" Yabacac ou cacaba avec 0aby g4,
Nylposi® | ——  —— dede, g7 5.

N, (s5;. 53)3 avec le s5, ababa, 54 a, ou non, une lettre
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commune :
N, (85, 8,0 cbe
105 gbaba avec % — E; g>5.
Nylss, 80 ) cde

N, (54»55"5 avec le s,, abab, sy a, ou non, une lettre
commune :

Nyisisy? cbe ou cac

abab avec

:»: q9>4,

cde

Y
A PREAE S

la premicre est 4 variétés réciproques.
N, (2583),3 avec aba, le s, consécutif est cbe ou cdc;

dans le premier cas, ils ont méme médiane, ce quon
indique par asy3m, :

N, (285,m,), aba cbe q=:3, q="/4manque,

N, (2s); aba cde 74,

2sym, indique suffisamment qu’il n’y a que trois lettres
distinctes.

N, (254,55) ; avec 'undesdeuxs,, dbab et cded, s, a, ou
non, une lettre commune : o
Ng(255,8.)"
N,,(').ﬁ,s:, :16

abab_cded avec | eae, ou rbe, ece, ede, 9>5
i o 9>6,

la premiére est a variétés réciproques.

3° Une espéce se décompose en trois N, (pss,), selon
que s, a deux lettres communes avec ps, une seule ou
aucune :
Ny (pssii®, {)cbc’ ou S_bib’q::?), q==4 et ¢g==5 manquent,

Ng(pssi !, abaca avec bdbd  ou dbdb, cded, dede, q >4,

Ng(pss.® » dede » g =>5;

la premiére a ses deux intervalles complémentaires et
peut étre désignée par N, (pys;)°; les deux premieres
sont a variétés réciproques.
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4° Deux se décomposent en quatre espéces.
N, (psss)3 avec le py, abaca, sy peut avoir deux let-

tres communes, une seule extréme ou médiane de s;,

aucune :
N.(pes, [ beb ou cbe, q=>5,
N, (p.s,4m 5 kdb ou cde >4,
s\l S M 1 baca avee “, 1 >4

N,/ pysy ) m,

dbd ou ded, q9>4,

Noi{pss,)? ; ded q>>5-
Les notations m; et m,, placées aprés la parenthése, signi-
fient que p; et s, ont trois ou deux médianes distinctes.
beb
N, (253); avec aba, le second ss est bab,~, cbe, cdc;
_— —eae ——" ..
on aura
Nyl2s,)e, q=>5,
N,(2s}m;). aba avec bch ou cac,

il y a trois lettres distinctes, ce qu’indique la nota-
tion 25} et deux médianes distinctes : elle est & variétés
réciproques; ¢ =>4 :

Nyios;m, g3,

s, ey
Ngiz2s: 4 q =>4

o . , . ; .
5° Une espece se décompose en cing, N, (pq,s;), i
variétés réciproques :

) ) abacac o
Ny(pesai®s ;l’;a_b“a avec l)_:‘f_e q>> 6,
abacac
Nq(Pcé‘s) m, c;_c:b—n avec i[_;_(_l,

il y a méme médiane; ¢ >4 :

abacac
Ny poss i

ot avee  bdb
cacaba 7
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deux médianes différentes et trois lettres intérieures dis-
tinctes b, ¢, d, d’ou la notation mj; ¢<<5:
abacac
/ 2
N, pesi)im3, vacaba avec z_ic_d,
deux médianes différentes et deux lettres intérieures dis-
tinctes b, ¢, d’ou la notation m?; ¢=>5:

abacac

N, (pesy®y, — avec ded; q=>5.
71PeSs s cacaca — 7=

6° L'espéce N, (s,, 25;) se décompose en sept :

Nq(é‘u ‘283\)0 \ C;dt‘,l[cd; q>4,
cac, N

N, (55, 255 m,) c_b—;, -dval, q4,

Ny (54, 285 )¢ cac, dbd; q =>4,

Ny(si, 253m,)* \ abab avec < ede, ded; ¢ > 5,

Ny (56 285m,) cde, edey q > 5,
cac

N7(sq, 258 — ded; q¢ =5,
cbe, —

Nyl 2930 | E(_{_(_" p—f_e; q 6.

7° L’espéce N, (3s;) se décompose en huit :
N¢(3s,%5  aba, beb et cac; g 4,
N, 254505 aba,babetede; q=5,
N, 3sym,); aba, cbe, dbd; q=-4,

dad
Ny 3s3my); aba cbe, et L

il y a quatre lettres distinctes et deux médianes diffé-
rentess g > 4
dad

L o
Nyi2sy my, s, my; aba, bk et ;

—_— cde
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quatre lettres distinctes et trois médianes différentes. On
voit que aba, bcb dad donnent la méme espéce que
aba, bcb, cdc ou bcb cdc, aba; dans la premiére suite,
la médiane ¢ n’entre qu’une ¢ fois comme lettre, et dans

la deuxiéme suite, c’est la médiane d; ¢ > 4 :

N, (253 may 3% aba, _b_(i/_), rﬁ; q=5,

7(2s3 m.,sa} 5 alzg, ﬂ, dedy q =5,
(3s

N
N, aba, cde, efe; q» 6.

XIV. Calcul direct de ces espéces pour ¢ = 4, va-
leurs de Cy 3 et de cs.

On ne calculera que les nombres de variétés.
° Termes a un intervalle.
On voit aisément que 72,(55), 7,(s), pu(ps)s na(pa)
n'existent pas; par exemple, avec le pg, @ ch ac,on ne

peut associer utilement les six lettres 0b, ¢, ddd.
(b)), i (ty), my (€, 1, (tg) et n, (7)) n’existent pas
plus que ny(ps), n3iss), ny(pe), ny{s;) et ng(p;), aux-
quels ils se raménent.
nyps)== 2 abacad®d"d,

rs) == 2 ababecd®ed®cd,
st =16  aba I chdvbdeod., . .. 4
eda®™® . . ... 3
I cdd | ato. . ... 2
ctabed L 7
16

2° Termes a deux intervalles; on a vu (XIII) ceux qui
existent pour ¢ ==

n,(ss,) = 2 ababacdedacd.. .. .. 1

La réciproque.. ... o
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ny pe,s.) — 2. 1l n’y a que la subdivision 7z {ps, 5. %,
abacacdbdbed. .... 1

La réciproque..... 1

2

\ ; ,
nlses) =12=nt a8 ) 4 n(ses) = 4+ 8,

ababdcbecdacd...... 1

dcadchbed. . ...

-

|
|

NN

Les réciproquss. . . ..

W PN

abab ede,d* d. . ...

dacde bde. . ...

-

Les réciproques.. . . .

[c=RIE Y

n, i ps,si) == 25 il 0’y a quune subdivision 7, {p, s, )",
abacabdedc bd. .... 1

La réciproque..... I

2
nopesyt o O pess g == ng psy i, 4 + 2.

abacadcbdbed. .... 1

La réciproque..... 1

2
abacadbdcbde...... 1
dbc dbde. .... 1

2
Les réciproques. . . . . 2
ne 2s; b == ndosimy g asm 4 ong 280"
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el en méme temps

114(234)0 ==,
abad beb deade. . . .. 1
cd beb dacd.. . . .. 1

Les réciproques.. ...

E NI CI A

aba dcbc?@b,

~3

abacdeabdcebd. . ... 1
O paad

5

abadbede®?. .. ...

abadbacdcbde.. . ... 1 ( Ce sont des va-

7 ) riétés symétri-
cdb abd ques de frac-

1
2 { tion 4.

13

ny(pes;) == 4; il n’y a qu'une subdivision 7, p;s;) m,,

a bacacdbdcbd.... 1

dbecdbd.... 1

O

Les réciproques. ..

ESIY

n2s) = 4

(&4

abab cded™® . . ..

8’ Variété symétri-
3 ) que de frac-
{ tion i.

abab da cded be. . . .

3° Termes a trois intervalles :

. \ ; \
sy 28y = 8 ngls, 285+ ne(sg 28T m e my s, 2880

Tto - 42,
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aba?babeded. . ... 2
abadbeba | cded... 2

o dede

Les réciproques.... 2

4

abacde a | bdbd
dbdb l

C..

38 10y 3800 ng( 28 may ) m,

~- ”‘(3.9?3!712} -+ 714(3551]1.)' == :» —+ 2 —- 6 - T';
abad beb deacd.. ... S Variétés symétri-
- ques de frac-

( tion 4.

La réciproque. . .. .

abadbebdacde. ... 1

La réciproque. ....

abatabebded.. ... 2

cdbcba(lr_.;..

1
3
Les réciprogues. .. 3
6

abacbedbdacd.. ... 1

( Variété symétri-
que de frac-
tion .

abadcbcadbde .... -

3

4° Laformule C_, sil’ony fait ¢ = 5, donne

------ Ciyo= L 28¢;-i- 20, py) - 35415, + 56n; s,

-i- 4174 (Pw“si‘ -~ 3n, '\p_‘,x/‘\,
<= 6ny (posy) -t 2ng8s5,) - Sny(28,)

S-angpesy

e ng (S8 == 2, (28, - 1,280,
LI
Gng seosy - 8np 3s):
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substituant ¢, = 59, et tous les nombres qu’on vient de
calculer :

1

3P C,,,=128.59+20.2 +35.2 4-56.16 4 2.2 + 4.4
4-3.2+6.64+2.2+8. 1 +14.12 4 24.24
. =74+ 4.8=+-8.10

24,1652 + 4o + 70 -+ 896 + 4 + 16 - 6 -+ 36
-+ 4+ 44 +168 4+ 576 + 7 + 32 + 8o
= 4.1652 - 1979.
Ciy == Py(1652 + 3.1979) == P, (1652 —+ 5937) = P;.758g,
[ 7589,
résultat que jai vérifié divectement.

SUR LA RELATION DE MOBIUS, QUI EXPRIME QUE QUATRE
POINTS D'UN PLAN SONT SITUES SUR UN CERCLE;

Par M. Epouarp LUCAS.

Mabius a obtenu le premier, a 'aide des principes du
calcul barycentrique (Journal de Crelle, 1. 16, p. 26),
la relation qui exprime que quatre points d’un plan sont
situés sur un cercle. M. Cayley a obtenu le méme résul-
tat 4 I'aide de la théorie des déterminants; on peut inter-

préter et généraliser le théoréme en question de la ma-
niére suivante.

L.
Désignons par
Xi=at+y'—2a;x—2b;y + ¢
le premier membre de I'équation d’un cercle en coor-
données rectangulaires; on sait que ¢; et X; représentent

respectivement la puissance de 'origine et d’'un point
quelconque du plau dont les coordonnées sont x et y,



( 206 )
par rapport a ce cercle. On déduit, des quatre équations
2+ y?*—o2a,xr—2by-+c¢—X =o,
x4+ y?—oa,x —2b,y +c; — X;== 0,
2+ y? - 2a,2 — 2byy ¢ — X;=o0,
x4y —oa,x—2b,y+¢ —X, -o,
par 'élimination linéaire de x, y et de x*+-y*, I'iden-

uté
|1 a b ¢ X,
1 a, b, ¢,—X,
1 ay by o —X,

1 a, by ¢, —X, |

que 'on peut écrire sous la forme suivante :

’ 1 a, b, ¢ | 1 a b, X, l
" 1 a, b, ¢ @ b, X, l
1 a; b, o 1 a, b, X, |
1 a, b, ¢ ‘ 1 a b, X, »

Cette derniére équation est ’expression analytique du
théoréme suivant :

Tutorkye. — 8¢ par les centres de quatre cercles si-
tués dans un plan on éléve des perpendiculaires au
plan, respectivement proportionnelles aux puissances
d’un point quelconque du plan par rapport aux quatre
cercles, le volume du tétraédre formé par les extrémités
de ces perpendiculaires est constant.

Si les quatre cercles sont orthogonaux & un méme
cercle, le centre de ce cercle a la méme puissance par
rapport aux quatre cercles, et le tétraédre correspon-
dant a un volume nul, puisque ses sommets sont dans un
plan paralléle au plan considéré. Donc :

Trtorime. — Pour que quatre cercles soient ort/logo-
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naux & un méme cercle, il faut que les extrémités des
perpendiculaires, menées au plan par les centres de ces
cercles, respectivement proportionnelles aux puissances
d’un point quelconque du plan par rapport a ces quatre
cercles, soient situées dans un méme plan.

On obtient la condition pour que quatre points d'un
plan soient situés sur un cercle en supposant que les
quatre cercles du théoréme précédent se réduisent a leurs
centres.

SUR UN PROBLEME DE HALLEY RELATIF A LA THEOR:E
DE3S SECTIONS CONIQUES;

Par M. Epouarp LUCAS.

Le probléme de Halley, qui consiste dans la détermi-
nation de V'orbite d'une planéte connaissant trois posi-
tions héliocentriques, revient géométriquement & déter-
miner une conique connaissant un foyer et trois points.
1l existe un grand nombre de solutions de ce probléme,
et notamment celle de Nicollic, qui est indiquée dans le
Manuel des Candidats & U Ecole Polytechnique de
M. Catalan (t. I, p. 470).

La méthode suivante nous parait nouvelle et revient a
ce probléme bien connu de Géométrie descriptive : Trou-
ver la trace horizontale d’un plan dont on connait les
projections de trois points.

Prenons, en effet, pour origine des coordonnées rec-
tangulaires le foyer de la conique; désignons par r, ry,
75, 73 les distances d’un point quelconque de la conique
cherchée et des trois points donnés a ce foyer, et par

lx+~my +n-==o0

I’équation de la directrice.
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On a, par définition, pour I’équation de la conique
2?4 yi=:(lx +my +n?,
et, par suite, les équations

Z=ro=lx 4-my 4+ n,
Srr=lx, - my, + n,
Sy e, - my,+ n,

Iz lrs -+ mys; - n.

On obtient, par I'élimination de /, m, n, 'équation de la
conique cherchée sous la forme suivante:

ey gy

i 2 0.

|

; .

lizr = oy 1
i

ISR P

[ 'S o S . |

Soient Oy, O,, Oy les trois points donnés, O un point
quelconque de la conique, et I le foyer; si 'on mene
hors du plan des droites OP, O, P,, O,P,, O, P, paral-
Ieles & une direction quelconque prise pour axe des r,
et respectivement proportionnelles a OF, O, F, O,F,
O, I, il résulte immédiatcment de éqnation précédente
que les points P, Py, Py, P; sont situés dans un méme
plan; de plus, ou obtient I'équation de la directrice en
remplacant r par zéro; on a ainsi la proposition sui-
vante :

Trtorime. — Si en chacun des points d’une conique
on méne hors du plan des paralléles & une direction
quelconque ct dont les longueurs soient respectivement
proportionnelles aux rayons focaux correspondants,
les extrémités de ces paralléles seront situées (sur une
conique) dans un plan passant par la directrice.

Ce théoréme, qu'il est facile de démontrer géométri-
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quement, subsiste en remplacant le foyer par un cercle
focal, le rayon focal par la puissance du point par rap-
port a ce cercle et la directrice par la corde de contact.

Inversement, connaissant trois points et un cercle fo-
cal d’une conique, si 'on éléve, en chacun de ses points
et perpendiculairement au plan, des droites respective-
ment proportionnelles a la racine carrée de la puissance
de ces points par rapport au cercle focal, le plan passant
par les extrémités de ces droites rencontrera le plan du
cercle focal suivant la corde de contact correspondante.
L’indétermination du signe de la racine carrée donne
ainsi quatre solutions et, dans le cas particulier du pro-
bléme de Halley, trois hyperboles au moins.

Le théoréme précédent permet encore de ramener la
recherche des sécantes communes de deux coniques con-
focales (ayant un seul foyer commun) au probléme de
Géométrie descriptive relatif a D'intersection de deux
plans donnés.

Soient, en effet, I, D, P le foyer, la directrice et un
point de la premiére conique; D’, P’ la directrice et un
point de la seconde.

Elevons en P une perpendiculaire au plan PQ, égale
aPF, et en P’ une perpendiculaire P/ Q' égale a P'F; la
projection de l'intersection des deux plans menés par Q
et D et par Q' et D' sur le plan des deux coniques re-
présentera I'une des cordes communes; on obtiendra
Pautre en portant les deux perpendiculaires dans des
sens diftérents.

Ann. de Mathémat., »€ sévie, t. XV, (Mai 1%76.) 14
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CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE CENTRALE (1875).

COMPOSITION D OCTOBRE.

Par M. P. BARBARIN,
Eléve en mathématiques spéciales au lycée Henri IV (*).

Etant donnés un cercle O, un diamétre fixe ABde ce
cercle et une corde CD paralléle & une direction déter-
minée, on demande :

1° L'équation générale des hyperboles équilatéres
passant aux quatre points A, B, G, D; :

2° Le lieu des points de contact des tangentes a ces
hyperboles, perpendiculaires a la direction fixe;

3o Le lieu des sommets du lieu précédent, qui est
une conique, quand la direction donnée varie.

1° En prenant pour origine des coordonnées rectangu-
Jaires le centre O du cercle donné et pour axe des x le
diamétre AB == 2R, I'équation de ce cercle est

x4 y*— R*==o.

Et, si a désigne le coeflicient angulaire de la direction
donnée, la corde CD est représentée par I'équation

y-—~ax —b=—o.

Il s’ensuit que I'équation générale des coniques pas-
sant aux quatre points A, B, C, D est

2+ y*— R+ Ay —ax—b)y —=o.

Pour que cette derniére équation soit celle d'une hy-

(*) M. P. Barbarin est maintenant éléve a I'Ecole Normale supé-
rieure.



(211)

perbole équilatére, il faut et il suffit que
1+A==—1, doll = —2;

donc I’équation générale des hyperboles équilatéres qui
passent par les quatre points A, B, C, D est

I at— y?+2axy +2by —R*=o.
Y Y

2° Les points de contact des tangentes a ces hyper-
boles, perpendiculaires a la direction fixe, appartiennent
au diamétre qui a pour équation

xr+a L ~ax +-b=o
VAt A j

(2) (@+1)y — b—o.
En éliminant b entre les équations (1) et (2), il vient
(3) 2+ (24°+ 1)y’ + 2axzy — R? == 0.

Clest I’équation du lieu des points de contact; elle re-
présente une ellipse, ayant son centre a I'origine et pas-
sant aux points A, B.

3° Les axes sont déterminés par ’équation

(4) y'— 2azy — 2*==o.

L’élimination de a entre (3) et (4) conduit & I'équa-
tion du lieu des sommets de I'ellipse, quand la direction
donnée varie.

L’équation (4) donne

2__ g
a= 12.27)’ ’

en portant cette valeur dans I’équation (3), on a

<'r:_yz)z yi— 27

2 A S A ? — — R? —

z +[ iy -l—l' ¥y e zy —R*=— o,
i 14.
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d’ou
2xt bty oyt — ) —2R'2' o,
(z*+ y?)*— 2Rz’ =— 0.
Telle est I'équation du lieu cherché. On voit qu’elle
se dédouble en celles de deux cercles

2 - y? 4+ R \2=-o0,
x?-- y?*— Rz sz = 0,
tangents a I’axe des y, a Porigine, ayant leurs centres sur
] be) 9

/

Ry2

P’axe des x ct dont les rayons sont égaux a R

BIBLIOGRAPHIE.

FErtmENnTs DE GEOMETRIE, COMPRENANT DES NOTIONS SUR
LEs coumBEs usukLies, par F. I. C. Un vol. in-r2,
de 396 pages. Deuxiéme édition; 1875 (¥).

On vient de nous communiquer un petit livre, de
400 pages ccpendant, que nous avons lu et relu avec in-
térét. Il fait partie du Cours de Mathématiques élémen-
taires publié par le Frére Irlide Cazaneuve et traite de
la Géoméirie.

L’Ouvrage, comme I'indique son titre, se compose de
deux Parties distinctes: 1° la Géométrie proprementdite,
répartie dans sept Livres ou divisions, est due a la plume
excrcée du Frére René, ancien Directeur de ’Ecole nor-
male d’Aurillac, actuellement Directeur duSecrétariat gé-
néral de I'Institut des Ecoles chrétiennes ; 2°le VIII® Li-
vre, traitant des courbes usuelles, a été rédigé, ainsi que

(*) Chez les éditeurs : Tours, Alfred Mame et fils, imprimeurs-
libraires; Pavis, Poussielgue fréres, rue Cassette, 27.
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I’Appendice, par le Frére Gabriel Marie, Directeur du
pensionnat Notre-Dame-de-France, au Puy.

Ce Traité, simple mais complet, est remarquable au-
tant par la nature et I'ordre des matiéres que par la mé-
thode de I'exposition et les applications immédiates de
la science de I’étendue. Le mode de division, la gradua-
tion des articles, la substance du texte et le choix pra-
tique des cxemples dénotent chez les auteurs une grande
et longue habitude de I'enseignement, ainsi qu'une con-
naissance réfléchie et approfondie de la science qu’ils ex-
posent.

Passons a I’examen des détails de I’Ouvrage.

En ouvrant le volume, on est immédiatement frappé
du dessin des figures qui, intercalées dans le texte, sont
tracées avec des traits fins et des lignes pleines et présen-
tent des parties nettes et des surfaces grisées. Cette dispo-
sition met en évidence dans le plan I'objet de la proposi-
tion, et met en relief dans I'espace les solides soumis a
I’étude; Veeil saisit immédiatement les contoursde ceux-ci
et en pénétre les profondeurs.

Une concordance compléte se trouve établie entre les
théorémes de la Géométrie plane et ceux de I'espace qui
leur correspondent. Ainsi les cas d’égalité et de simili-
tude des triangles, des triedres et des tétraédres sont mis
entiérement en barmonie.

Les divisions de laGéométrie plane sont les mémes que
dans Legendre. Dans la Géométrie de 'espace, tout ce
qui concerne les trois corps ronds se trouve réuni dans
un seul et méme Livre, qui est le septiéme de ces Ele-
ments. Le huitiéme et dernier Livre donne les notions
sur les courbes usuelles.

Les polygones réguliers sont étudiés a la tin du second
Livre, aprés la mesure des angles. On a eu soin d’y don-
ner quelques développements ala construction des poly-



( 214 )
gones réguliers étdilés, si fréquemment employés dans
les arts professionnels.

Dans le paragraphe qui traite des relations numériques
entre les cotés d’'un triangle, on a cru devoir introduire
quelques notions sur les fonctions circulaires, en consi-
dérant ces lignes comme les rapports entre les cotés du
triangle rectangle. Cette innovation peat avoir son utilité
pour les personnes qui, étrangéres a la Trigonométrie,
sont appelées a fai}'e usage des formules qui en contien-
nent les lignes.

La surface du triangle en fonction des trois cotés est
évaluée a I’aide de la hauteur. A la suite se trouve éta-
blie la formule de Poncelet, qui donne aire du trapéze
mixtiligne formé par unc courbe, les ordonnées extrémes
et la diflérence des abscisses. La démonstration en est
trés-simple et repose exclusivement sur la mesure du
trapéze rectiligne birectangle. Les formules de Simpson
et de M. Sauvage, qui atteignent le méme but, se
trouvent rejetées a la fin du VIII® Livre.

Les deux derniers Livres méritent de fixer particulié-
rement I'attention du lecteur; ils contiennent un certain
nombre de théorémes nouveaux ou peu connus, et se re-
commandent surtout par les démonstrations simples et
originales, au moyen desquelles les auteurs sont parve-
nus a transporter dans les Eléments des théories qu’on
croyait naturellement placées au-dessus de leur domaine.

Dans le VII® Livre, nous trouvons (pages 230 et 238)
deux remarquables thécrémes des trois corps ronds, qui
complétent celui d’Archiméde, et dont voici les énoncés :

Etant donnés une sphére, un cylindre circonscrit a
cette sphére et un cone a deux nappes inscrit dans le

cylindre :

1 8i l'on méne un plan quelcongue perpendiculaire



(215)
a Uaxe, la section de la sphére est égale a la différence
entre les deux sections du cylindre et du céne;
2° Sil’on méne deux plans perpendiculaires a ' axe,
le segment sphérique compris entre ces deux plans est
égal a la différence entre les segments correspondants
du cylindre et du cone.

Ces théorémes ne s’appliquent pas seulement a la
sphére, ils s’étendent a Pellipsoide, 4 I'byperboloide et
au paraboloide, qui sont de révolution autour de l'axe
commun du cylindre circonscrit et du cone a deux nappes
inscrit dans le cylindre ; ils permettent d’appliquer a la
sphére, ainsi qu’a ces corpsde révolution, le célébre théo-
réme de Thomas Simpson, qui fournit le vqlume de tout
corps compris entre deux bases paralléles et terminé laté-
ralement par des plans de direction quelconque. On en
trouve les développements page 246,. .. et 354,....

Les théorémes des trois corps sont suivis de la mé-
thode centrobarique de Pappus, retrouvée par Gul-
din.

Le volume du segment sphérique est aussi donné en
valeur de la hauteur et de la section équidistante des deux
bases. Cette expression, plus simple que la formule ordi-
naire, repose sur une propriété qui devrail avoir sa
place marquée dans les Eléments de Géométrie. L’énoncé
en est le suivant :

Dans tout cercle, étant données deux cordes paral-
lelesa eth et éloignées 'unede I autre d’une distanced,
le carré de la corde c, équidistante de ces deux cordes,
égale la demi-somme des carrés des deux cordes a et b,
plus le carré de leur distance d.

Car, si 'on désigne par R le rayon du cercle et par x
la distance au centre de la corde moyenne ¢, on a trois
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triangles rectangles qui donnent les égalités

"_(lz d\? ?_b’ d\?
sz+<w—;>s B.—_Z——I—(x—i—;),

R2=: %2 -+ 2,

Ajoutant les deux premiéres et du résultat retranchant
deux fois la derniére, on trouve la relation
a1 b2 dz c’

Z+4 +;———;9

a-- b?

"

qui prouve que
€% i -
2
Le rayon R du cercle, qui passe par les extrémités des
deux cordes paralléles a et b, est d'ailleurs donné par

I'équation

L’expression V=17mc*d —-5nd® du segment sphé-
rique avait déja été donnée, d'une maniére plus compli-
quée il est vrai, par M. Desboves dans ses Questions de
Géométrie.

Les courbes usuelles sont traitées, dans le dernier
Livre, avec quelque extension, mais toujours avec la plus
rigoureuse simplicité. A la suite de I'ellipse, de I'hyper-
bole et de la parabole viennent la spirale d’ A rchiméde,
la développante du cercle, la cycloide et I'épicycloide
dont les trois derniéres sont demandées par le pro-
gramme de dessin de ’Enseignement spécial.

Quelques mots sur la chainette et les propriéiés de
I'hélice complétent cette partie. »

L’Appendice, qui termine 'Ouvrage, étudie les sec-
tions du céne et du cylindre, donne encore quelques
propriétés de 'hyperbole, définit les surfaces du second
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degré, telles que 'ellipsoide, les deux hyperboloides et
les deux paraboloides; pose les principes de rectification
des courbes et de quadrature des surfaces, fournit I'ex-
pression de plusieurs volumes, et applique les théories
exposées au jaugeage des tonneaux, au tracé des vottes,
des ponts solides ou suspendus, des routes et des ca-
naux.

Cette partie est fort intéressante et sera vraiment goii-
tée par les jeunes lecteurs, qui pourront se faire une idée
des applications nombreuses et variées de la Géométrie.

Nous savons gré au Frére Gabriel Marie d’avoir su
introduire dans les Eléments quelques notions qu’on ne
cherche que dans les Traités spéciaux ; ces notions sont
fort utiles, et, dés qu’elles sont présentées avec simpli-
cité, dés qu’elles sont mises a la portée des jeunes intel-
ligences, elles appartiennent de droit aux Eléments de
la Science.

Prés de 8oo questions sont intercalées dans le texte de
tout ’Ouvrage ; elles se trouvent résolues dans un second
volume aussi étendu que le premier. Ces exercices, dont
plusieurs sont peu répandus, sont remarquablement
choisis; ils forment le complément presque indispensable
des Eléments de Géométrie. Georces Dostor.

PUBLICATIONS RECENTES.

Bullettino di Bibliografia e di Storia delle Scicnze
matematiche e fisiche, pubblicato da B. Boncom-
pAGNI, socio ordinario dell” Accademia pontificia de’
Nuovi Lincei, socio corrispondente dell’ Accademia
delle Scienze dell’ Istituto di Bologna, delle R. Acca-
demie delle Scienze di Torino, e di Scienze, Lettere
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ed Arti di Modena, socio onorario della R. Accade-
mia delle Scienze di Berlino.
Tome VIII (1875).

Gexnato 1855, — Intorno alla vita ed ai lavori del prof.
Geminiano Riccardi, Cenni di Luigi Lodi.

Catalogo dei lavori del prof. Geminiaro Riccardi. Due scritti
inediti del prof. Geminiano Riccard:.

I. Saggio di alcune noterelle relative allo scrito intitolato :
« Mémoire sur les travaux et les écrits de M. Legendre, membre
de l’Institut et du Bureau des longitudes de France, et des prin-
cipales Académies de I’ Eurape. » Segnato in fine dalle iniziali :
F. M., colla data di Ginevra, 24 febbrajo 1833, ed inscrito nel
giornale la Bibliothéque universelle. (V. il quaderno, janvier
et février 1833, 18¢ année, Sciences et Arts, t. LII, p. 45-82).
G. R.

II. Breve esame critico sopra un annunzio relativo ai lavori
instituiti dalla R. Accademia delle Scienze e Belle-Lettere di
Brusselles nell’ adunanza del 15 dicembre 183qg. Nota diG. R.,
letta alla Accademia di Scienze, Lettere ed Arti di Modena, neil’
adunanza della sezione di Scienze del 30 maggio 184o.

Intorno ad una proprieta de numeri dispari. — B. Boncom-
pagni.

Feperato 1855. — Sur les emprunts que nous avons faits &
la Science arabe, et, en particulier, de la détermination de la
troisi¢me inégalité lunaire ou variation par Aboul-¥efd, de
Bagdad, astronome du x° siécle. Lettre de M. L.-Am. Sédillot
i D.-B. Boncompagni.

Annanzi di recenti pubblicazioni.

Magrzo 1875.— Notice sur la vie ct les travaux de Rodolphe-
Frédéric-Alfred Clebsch; par M. Paul Mansion.

Catalogue des travaux de R.-F.-A. Clebsch.

Arnice 1875. — Zur || Geschichte der Mathematik || in ||
Alterthum uund Mittelalter || von || DF Hermann Hankel || Weil.
ord. Piofessor der Math. an der Universitiit zu Tibingen. ||
Leipzig || Druck und Verlag von B.-G. Teubrer " 1874. In-8*
de 414 pages. — P. Mansion.
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Annunzi di recenti pubblicazioni.

Maccro 1875. — Evangelista Torricelli ed il metodo delle
tangenti detto metodo del Roberval ; Nota dell’ ing™® Ferdinando
Jacobi, professore nella R. Scuola Alliavi Macchinisti di Ma-
rina in Venezia.

Giucno 1875, — Intorno alla vita ed ai lavori del P. Paolo
Rosa d. C. d. G. — F. Marcheti d. C. d. G.

Catalogo dei lavori del P. Paolo Rosad. C. d. G.

Annunzi di recenti pubblicazioni.

Lucrio 1875. — Intorno ad alcune lettere di Evangelist
Torricelli, del P. Marino Merscnne e di Francesco Du ¥erdus.
— B. Boncompagni.

Lettere di Evangelista Torricelli al P. Marino Mersenne.

Lettere del P. Marino Mersenne ad Evangelista Torricelli.

Lettere di Francesco Du Verdus ad Evangelista Torricelli.

Acosto 1875. — Grande exécution d’automne. Lettre de
M. L.—4m. Sédillot & M. le D* Ferdinand Hocfer, au sujet des
Sciences mathématiques des Indiens et des origines du sanscrit.

Annunzi di recenti pubbiicazioni,

SerTEMBRE 1875. — La vie et les travaux de Jearn Hevélius;
par M. L.-C. Béziat. }

Orroere 1875. — La vie et les travaux de Jean Hévélius;
par M. L.-C. Béziat (continuazione).

Annunzi di recenti pubblicazioni.

Novemere 1875. — La vie et les travaux de Jean Hévélius;
par M. L.-C. Béziat (continuazione).

Dicemsre 1875. — La vie et les travaux de Jear Hcvélius;
par M. L.-C. Beziat (fine).

Annunzi di recenti pubblicazioni.

Conic Scctions, treated geometrically, by W.-H. Be-
sant, M.-A.; F. R. S. Lecturer, and late Fellow of
St-John's college, Cambridge. Second edition. Cam-
bridge : Deighton, Bell, and Co. — London : George
Bell and Sons. (1875.)

Elliptische Functionen. Theorie und Geschichte. —
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Academische Vortrige,von D* Alfred Enneper, Pro-
fessor an der Universitit zu Gottingen. Halle a/S. —
Verlag von Louis Nebert (1876).

Quarta parte della duodecima rivista di giornali, pre-
sentata al R. Istituto veneto nell’ agosto 1875, dal
prof. Grusto BerravrTis, membro effettivo del R. Isti-
tuto veneto di Scienze, Letterc ed Arui.

Tredicesima rivista di giornali, presentata al R. Isti-
tuto weneto nel gennaio 1876, dal prof. Giusro
Beriravitis, membro effettivo del R. Istituto veneto
di Scienze, Lettere cd Arti.

Seconda parte della tredicesima rivista di giornali,
presentata al R. Istituto veneto nel febbrajo 1876,
dal prof. Giusto Bellavitis, membro effettivo del R.
Istituto veneto di Scienze, Lettere ed Arti.

Le propricta fondamentali delle curve di second’
ordine, studiate sulla equazione generale di sccondo
grado, in coordinate cartesiane. Lezioni date nella
Regia Universita di Torino, dal professore Enrico
p’Ovipio. — Roma, Torino, Firenze, Ermanno

Loescher (1876).

GORRESPONDANCE.

Extrait d’une lettre de M. Narcisse Mileyski, profes-
seur de Mathématiques @ ]Vico/ajqﬁ (Russie méridio-
nale). — « J'ai ’bonneur de vous adresser deux théorémes
découvertset démontrés parl’éléve Eusébe Karatchunsky,
de lasixieme classe, aI'Ecole professionnelie Alexandre,

a Nicolajeff. »
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Voici en quoi consistent les deux théorémes découverts
et démontrés par M. Eusébe Karaichunsky.

Soit DE une perpendiculaire élevée a I’hypoténuse AC
d’un triangle rectangle ABC, au milieu D de I'hypoté-
nuse, et rencontrant en un point E I'un des cotés BC de
I'angle droit du triangle, on aura

1° EC' — EB = AB ; 2° AC*= 2BC x EC.

Extrait d’une lettre de M. Moreau. — « Vous avez
bien voulu insérer, aux pages 527 et 528 du dernier
tome des Nouvelles Annales, quelques questions qu: je
vous avais envoyées; mais je viens de m’apercevoir e
celle qui porte le n® 3, et qui est relative au développe-
ment du produit

(1+zr) .. (1--a"r),

n'a aucune raison d’étre proposée, car sa solution se
trouve implicitement contenue dans un article de M. de
Virieu, inséré aux pages 349 et 350 du méme tome. »

Note. — Nous avons recu de M. Gambey une solution de la question
d’admission & 'Ecole Normale supérieure (1875); et de M. Wisselinck, a
Heerenveen (Pays-Bas), une solution de la question proposée au Con-
cours d’admission a I’Ecole Polytechnique (1875). M. Wisselinck a, de
méme, résolu la question d’admission a U'Ecole Centrale (1874). Ces
différentes solutions nous sont parvenues trop tard pour qu'il ait été
possible d’en faire mention dans le numéro d’avril.

SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALLS.

Question 506

(voir 1™ série, t. XIX, p. 45)3
Par M. H. BROCARD.
Deux points parcourent chacun une droite, et dans
le méme plan. Soient e, v I'espace parcouru et la vi-
tesse du premier point au bout du temps t; ey, v, les
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mémesdonnées pour le second point. St U’on a lar elation
v(a,+ be)) =9 (a -+ be),
o les a et les b sont des constantes, la droite qui réu-

nit les points, au méme instant, enveloppe une conique.
En indiquer le genre et Uespéce.

Prenons pour axes de coordonnées les bissectrices de
I'angle des deux droites. Celles-ci auront pour équations

Yy == mazx, y:—mx.
L’équation de la droite dont on cherche I’enveloppe est
e(y —mx)—e (y +mz) + 25¢e, = o,

;. o, m
s désignant la quantité ——.
V14 m?
On en tire
ey -+ mz)
¥y — mx +2s¢,

€=

et, en prenant les dérivées,

0, (,'7’7 — mz'rz)
v - "
(y —mx—+-2s¢,)

D’ailleurs, on donne la condition

v 0

—_— b
a -+ be a --be

dans laquelle a et @, doivent étre des longueurs, & et b,
des constantes numériques.

Remplacons dans cette équation e et ¢ par leurs ex-
pressions en fonction de v, et de e, ; nous aurons, aprés
suppression du facteur commun v,

2s¢*[25sa + b (y + ma))
+e(y —mz)[fsa+ (b —b)(y+mz)]

+(y—mz)[a(y —mz)—a (y +mz)|—o.
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L’équation de I'enveloppe de la droite sera donc, aprés
avoir supprimé le facteur commun y — mx,
(y —mzx) [fsa + (b—b)(y -+ mz)]
—8s[2sa+b(y+mz)]la(y —mz)—a,(y-+mz)]=—o.

De nouvelles réductions font également disparaitre le
facteur y -~ mux, et il reste définitivement I’équation

(b— b3 (y*—m*z?)+8s(ab— ba)y

-+ 8sm (ab+ b.a)zx +16aa,s*=o,

qui représente toujours une hyerbole dont les axes sont
paralléles aux axes de coordonnées et dont les asym-
ptotes sont paralléles aux deux droites données.

Son centre a pour coordonnées

x:4s(a.b—{—b.a) __4s(ab.—m1_naz,_)

m(b—0b ~ 7T T (b—b,)

Question 1130

{ voir »° série, t. XIII, p. y12);

Par M. BOURGUET.

Etant données une courbe plane quelconque et une
surface du second degré, trouver les surfaces dévelop-
pables qui, passant par la courbe, ont leur aréte de
rebroussement sur la surface : 'équation difjérentielle
du premier ordre, & laquelle se raméne la solution de
ce probléme, peut toujours sintégrer par de simples
quadratures. (E. LacuEsrse.)

v

1° Supposons que la surface soit un cylindre

17 2
—,‘—!-y—,,—l:O;
a® b*

les équations de la génératrice seront

y=mx+\ma + b, z=—px4gq,
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et la condition que deux génératrices consécutives se cou-

pent donne
dq ma?

=
dp \/m?a2 -+ b

et pour qu’elle coupe la courbe ¢ (x,y) = o, il faut que

9 <—-— Z, —m? +Vmiai + b’) = 0;
r r

1)

dq :F(2>,
ap v

équation homogéne, d’ou lon tire

on tire de la

et deés lors

2° Soient
x vt (z— AV
LA
a:  b? c?

I'équation de la surface:
xz=ms—+ X, y=nz-+-Y

celles de la génératrice. La condition que deux généra-
trices consécutives se coupent donne

1 dm dn

274X ay

9

et la condition que le point d’intersection soit sur la sur-
face donne

dm’ (X? Y? h? )

dX®\ a* F bt

qd/n mX+nY h m?+n’ LA
CE\e T ) et ta) T

- — —1

C'Z
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et en différentiant

d*m [ dm [ X2 YZ_L/z2 mX+nY h .
X|lax\zTe e T\ tE a) | T

d*m . .
Le facteur =0 donne un céne, qui a son sommet
sur la surface, et pour directrice la courbe. Cest le se-

cond facteur qui donne la solution. Différentions, pour
éliminer n, il vient

d’m(X’ Y A )
+ 0=+ —=—1

X\e TE
0 N dm|[ X (l XY’ Y [ A2 . -
(1) x| == ) -3
mY— XY '
' a Y Y

h . .
Supposons, - conservant une valeur finie plus petite

I ’ .
que 1, que — tende vers zéro; la surface deviendra un
4

cylindre, et I'équation (1) deviendra

am (X2 Y B
axi\a e e T

dm [ X X Y (R
( — = (1—ZY) - (= —
2) , +(lX|ia'-’<I YY> Y(t2 ’>]
m Y
| r(ixy) =
mais on connait une intégrale particuliére de cette équa-
tion
1 X
4 (;' - ;> =0

par suite, I'intégrale générale de ’équation (1) se trouve
ramenée  des quadratures.
Ann. de Mathém., 2° série, t. XV. (Avril 1856.) 15
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Ainsi les équations linéaires (1) et (2) s'intégrent
complétement, quelle que soit la relation qui lie X ct Y.
Dans le cas particulier ou & = ¢, 'équation (2) devient

dim (XYY (XY ’de .
d Xz z;+—_b_* T Y) ( S

51 d*m (X2 I Y’\_LXZX X\ d [m .
(tX’(ZT o) a \Y) daX \X/) 7

et équation ()

, d*m [X* Y* XY /X m \ Y/1\’
,4) — = =) = -+ — —-) =0,
' dx*\ a* 0* a \Y ¢ \Y,

L’intégrale particuliére de (3) est m == ¢ X.

Question 1156

{voir 2° série, t. XIV, p. 04):
Par M. H. DURRANDE,

Professeur a la Faculté des Sciences, i Rennes.

On a une masse quelconque, attirant suivant la loi
de la gravitation. Soit dv un élément infiniment petit
de volume pris n'importe ol dans Uespace. Si on le
suppose rempli d’une matiére homogéne ayant pour
densité 1, il supportera une attraction R de la part de
la masse attirante. Soit r la distance de cet élément dv
& un point fixe M, et ¢ l'angle que la direction de R
fait avec la direction quijoint I’élément dv au point M.
R coso

St lon fait la somme de toutes les expressions

qui se rapportent & tous les éléments dv de 1 ’espace, le
résultat sera égal au produit du potentiel de la masse
attirante relativement au point M, par 47f, 7 étant le
rapport de la circonférence au diamétre, et f la force
d’attraction de deux points matériels de masse 1, situés
& lunite de distance. (F. Dipon.)
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Supposons, pour un instant, la masse attirante p con-
centrée en un point situé a une distance @ du point M et
a une distance p de I’élément de volume dv; dans ce cas
on a

R = f{;:/D .

Si I'on prend le point fixe M pour origine d'un sys-
téme de coordonnées polaires (r, 8, ¢), 'expression bien
connue de I’élément de volume dy est

r’sinfdrdddy;
par suite on a
() RCOSq) —f sinf cosg drdod\;;.
P'.’

Dans le triangle ayant pour sommets le point M, 'élé-
ment dv, et le point de masse p, et dont les cotés sont r,
p, @, 0na

p*=a’ - r* — 2arsin0 cosy,

ct de plus

drcosy==ds = d(Ja*~+ r* — 2arsingsind ),

et par suite

drcoswy : 1
2 ~=—d S S Sy 3
2 ya'-+ r*— 2arsin@sind

en sorte que la relation (1) devient

R cosg

1
T =-—Sfud ( - : ) sin 9 dody;,

Va:+ ri— 2arsingsind

ou
RCOS? f [ f —fu.d( )SinO(IG(t'xx';

=4 st

d’

5.
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Or % est le potentiel de la masse p relatif au point M, et

le théoréme est démontré pour le cas spécial dans lequel
je me suis placé.

Supposons maintenant la masse attirante quelconque
et soit dm un élément quelconque de cette masse; nous
aurons, d’aprés ce qui précéde,

Z}{cos?:[mfdjm,

'.7

en ne considérant que le seul élément dm; si on faitla
somme des actions analogues pour tous les éléments de
la masse attirante, on aura enfin

R d
SR o3

dm . . .
Or 2 — est le potentiel de la masse attirante relative-
a

ment au point M, dans la loi naturelle de Pattraction ;
le résultat est donc bien celui que I’on demandait.

Note. — La méme question a été résolue par M. Bourguet.

Question 1182

(voir »° série, t. XIV, p. 384):

Par M. PRAVAZ.

Soient A et B deux points d’un ovale de Descartes
dont les foyers sont F et F'.

AF coupe en K le cercle décrit de F comme centre
avec FB pour rayon; AF’' coupe en H le cercle décrit
de ¥' comme centre avec F' B pour rayon. Joignons FH
et F'K, ces droites se coupent en 1.

Démontrer que la droite Al passe par un point fixe,
lorsque A se meut sur l’ovale. "(E. Lemoine. )
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Désignons par p et p’ les coordonnées bipolaires de A ;
par p; et p, celles de B; par 2c¢ la distance FF’; soit
L le point ou KH rencontre FF’; on a, d’aprés une pro-
position connue de la théorie des transversales,

AK.F"H.LF=FK.AH.F'L,
ou
(p—rle (2e —FL)=p (g —p,) FL,
d’ou 'on tire
(1) FL— E”_(P_j““_f’f& .
prp — PPy

On a, entre les coordonnées p, des équations de la forme

p=mp + n,

pi== ,IIP’I -+ n;
d’ou

pp'—pds =l — ¢
et
p—p=m{f =g

D’aprés cela, I'égalité (1) devient

FL = 2ome,

n

Le point L estdonc fixe quand A se meut sur ovale;
il en est de méme du point de rencontre de Al avec FI/,
car ce dernier point est, comme l'on sait, le conjugué
harmonique de L, par rapport a F et F'.

Note. — La méme question a été résolue par M. de Cuerne, a Liége.

Question 1188

(voir 2° série, t. XV, p. 96);
Par M. A. TOURNOIS,
a Saint-Omer. .
8i deux mobiles se meuvent dans un pl<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>