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THEOREME POUR LA DISCUSSION D’UN SYSTEME
DE » EQUATIONS DU PREMIER DEGRE A n INCONNUES;

Par M. G. FONTENE,
Maitre répétiteur au lycee Saint-Louis.

Soit un systéme de n équations de premier degré a
inconnues :

| E, =ajz+...+alx+...
(1) +af.z'l,+a’:+'.rp+,+...
+alzx+...+alr,— k —=o,

! ‘Ea :a;z,—}-...—}-a{.rf—l—...
(«) +alz,+al ™ apy .
2 +a:.l',-+_. .+ agz,— "tx:O,

SEP =apri4... +af.ch+
+a”.z' +a5 Lo+ o
| ( —+—a;x,+...+a”x,,— kp= o,
IE;H-\ P‘“I‘+ --+ap+l-‘l'f+...
(p+1 x, + ab

p+1 p+1 ‘TP"" +.

+ap+xxr+ ..-}—apﬂ.z',, kp-%-l—:o,

g E, =ajz+...+ a,{x;—t—...
( +ajxp+al T zp ..

' E, :a,‘,z.+...+a{.z'f+...
(n) +alx,+al V.
! +anxr+... 4 apxy— k= o.
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Je suppose différent de zéro le déterminant mincur
d’ordre p, obtenu en supprimant dans le déterminant
des coefficients des inconnues les p premiéres colonnes
et les p premiéres lignes. Soit D ee déterminant.

Je désigne par D, , le déterminant mineur d’ordre p,
obtenu en supprimant dans ce méme déierminant des
coefficients des inconnues :

1° Les p premiéres colonnes;

2° Les p premiéres lignes, excepté celle de rang «, et
la ligne de rang ¢; « prend les p valeurs 1, 2,..., p; et
4 chacune de ces valeurs correspondent pour ¢ les
(n— p) valeurs (p +1),..., n.

Je multiplie les deux membres de I'équation («) par D,

les deux membres de I’équation (p -+ 1) par (— 1)Da, psss
les deux membres de I'équation (g) par (—1)17PDy, 4
les deux membres de I'équation () par (— 1" PDg, n,

et J’ajoute; )’ai I'équation
Ho== DE, + (—1)Da, s Epr oo (— 1)17PD, Byt ...
“+(— 1) *D,,,E,— o.

1l est facile de voir que I'on peut remplacer le systéme
donné par le systéme

| Hi=o,
.
{ He=o,
...... s
H,=:o0,
Ep—HAOa
...... R
E,=o,
. .
E, = o.
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En effet, si, pour des valeurs des inconnues, les ystéme
primitif est vérifié, le systéme ci-dessus l'est pour les
mémes valeurs.

Réciproquement, si, pour des valeurs des inconnues,
lesysiéme ci-dessus est vérifié, pour ces mémes valeurs les
(n — p) derniéres équations du systéme primitif sont vé-
rifiées, et, parmi les p premiéres, I’équation E, = o, par
cxemple, est vérifiée, puisque la relation H, = o se ré-
duit pour ces valeurs 4 DE, = o, ou E, = o, D étant dif-
férent de zéro.

Je développe I'équation H, = o.

Le coefficient de x; est

alD + (— x)a{, 41 Dapin + oo (— 1}9‘I'a}7D,,,q+. ..
-+ ("‘ ')"—Pn}{Da,m

ou le déterminant mineur d’ordre p —1

f P+ r n
a-(l au. ad (,ll
f P+t r n
i ap+l “p~.—: P+ ap+l
| al, al™"’ al at |
{
! q q q /
+1 r n
a{ aﬁ ap, ay,

qu’on obtient en supprimant dans le déterminant des
coefficients des inconnues les p premiéres colonnes, a
Pexception de celle de rang f, et les p premiéres lignes,
a I'exception de celle de rang o. Je désignerai ce déter-
minant par Af.

Le coefficient de x,, qui se déduit du précédent en
remplacant f par r, est nul, puisque c’est un déterminant
qui adeux colonnes identiques ; le terme constant, changé
de signe, se déduit du coefficient de xs en remplagant la
premiére colonne par k,, kpp4,..., k..., k.. Pour I'ob-

3r.
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tenir, on supprime dans le déterminant des coefficients
des inconnues les p premiéres colonnes, que I'on rem-
place par une colonne unique &y, k,,..., k,, et dans le
tableau obtenu on supprime les p premiéres lignes, a I'ex-
ception de celle de rang a. Je désignerai ce déterminant
par K,.

I.’équation H, est donc
Al +...+ Ai.z‘f+. ..+ alz,— K,=o.
Lesecond systéme, équivalent au premier, est donc

Alzi+...+ A+ + 8, 5,— K = o,

Ep+l =0,
....... R
Eg=o,
...... ,
E.,—=o

Si 'on suppose nuls les p* déterminants A/, on obtient
le théoréme suivant :

Tutorime. — Etant donné un systéme de n équa-
tions du premier degré & n inconnues, si lc déterminant
mineur D d’ordre p, obtenu en supprimant dans le de-
terminant des coefficients des inconnues les p premiéres
colonnes et les p premiéres lignes, est différent de zéro,
et si, en outre, les p* déterminants mineurs &, d’ordre
(p —1), obtenus en supprimant de toutes les facons
possibles les p premiéres colonnes sauf une, et les p pre-
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nuéres lignes sauf une, sont tous nuls; deux cas sont &
distinguer :

Ou les p déterminants K,. obtenus en supprimant
dans le déterminant des coefficients des inconnues les
p premiéres colonnes pour les remplacer par une co-
lonne formée des termes constants, et dans le tableau
obtenu les p premiéres lignes, sauf une, ne sont pas
tous nuls; les équations proposées n’ont pas de solution
en nombres finis.

Ou ces p déterminants sont nuls; le systéme est ré-
ductible aux (n — p) derniéres équations; et, si, don-
nant aux p premiéres inconnues des valeurs arbitraires,
on considére ces (n — p) équations comme équations
entre les (n — p) derniéres inconnucs, le déterminant
D des coefficients de ces inconnues étant différent de
zéro; il y a une solution et une seule. (Je suppose traité
le cas ou le déterminant des coeflicients des inconnues
est différent de zéro.)

Remarque. — Dans le cas des équations homogénes.,
le systéme admet toujours, a priori, la solution

Ly =Xy ==, . =X, =-05

le cas d’impossibilité ne peut donc se présenter (et, en
effet, les déterminants K sont tous nuls), etil y a réduc-
tion a {n— p) équations.

On conclut de la la remarque suivante, qui constitue
une propriété des déterminants et montre clairement
’accord entre le théoréme précédent et la discussion
connue d’'un systéme de n équations du premier degré
a n inconnues :

Quand le déterminant D est différent de zéro, et que
les p* déterminants mineurs & sont nuls, il arive que
le déterminant des coefficients des inconnues, et tous
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les détermnants mineurs jusqu'a Uordre (p — 1) inclu-
sivement sont nuls.

En effet, considérons le systéme d’équations homo-
genes obtenu en supprimant les termes constants dansles
équations données ; le déterminant D étant différent de
zéro, et les p* déterminants A/ étant nuls, les équations
se réduisent 4 (n— p), et I'on peut se donner p incon-
nues. Or, si le déterminant des coefficients des incon-
nues, et tous les déterminants mineurs jusqu’a I'ordre
(p— 1) inclusivement n’étaient pas nuls, supposons que
le premier différent de zéro fiut d’ordre p'<pj les p
déterminants &/, étant nuls, le systéme se réduirait a
(n — p') équations, et I'on ne pourrait se donner que p'
des inconnues.

Le théoréme qui vient d'étre démontré donne la dis-
cussion compléte d’'un systéme de » équations du pre-
mier degré a n inconnues :

1° Le déterminant des cocfficients des inconnues est
diflérent de zéro : une solution, une seule.

2° Le déterminant des coefficients des inconnues est
nul; un des déterminants mineurs du premier ordre est
différent de zéro, soit celui qu’on obtient en supprimant
la premiére ligne et la premiére colonne; deux cas:

Ou le déterminant K, n’est pas nul : impossibilité;

Ou le déterminant K, est nul : les n équations se ré-
duisent aux (n— 1) derniéres ; on peut se donner x; arbi-
trairement, et alors on a, pour les (n—1) autres in-
connues, un systéme unique de valeurs.

3° Le déterminant des coefficients des inconnues est
nul, et aussi tous les déterminants mineurs du premier
ordre ; un des déterminants mineurs du second ordre est
différent de zéro, soit celui qu’on obtient en supprimant
les deux premiéres lignes et les deux premiéres colonnes;
deux cas :
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Ou lesdéterminants K',, K/, ne sont pas nuls tous deux :
impossibilité ;

Ou ces deux déterminants sont nuls : les n équations
se réduisent aux (n— 2) derniéres; on peut se donner
x, et x, arbitrairement, et alors on a, pour les (n—2)
autres inconnues, un systéme unique de valeurs. Etc., etc.



