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SOLUTION DES QUESTIONS PROPOSÉES PAR LE P. PEPIN
( \ o i r m i m e t o m e , p . ? ? û ) ;

PAR M. MORET-BLANC.

i. THÉORÈME. — Si Von désigne par a et b deux
nombres entiers quelconques, Vun des produits

ab(a' — b-), (a>— ib2) (a>— ^b7)

est toujours divisible par 7, savoir : le premier, si la
somme a*-\-b2 est de Vune des formes jl, jl-t-i,
jl-+- 2, y l -f- 4, et le second si cette somme est de l'une
des formes 7/4- 3, 7/4- 5, 7 / -f- 6.

Démonstration. — Un nombre quelconque est de l'une
des formes 7/, 7 / z t i , 7 / dt 2, 7 / ±: 3.
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Les formes correspondantes des carrés sont 7/, 7/ 4 - 1 ,

7/- f -4 . 7/-+-2.
Le produit ab(a*—b9) est évidemment divisible

par 7 :
i° Quand l'un des nombres a et b est divisible par 7;
20 Quand rt2 et b2 sont de même forme.
Dans ces deux cas, a2 4- è2 est de l'une des formes 7/,

7 / 4 - 1 , 7 / 4 - 2 , 7 / 4 - 4 .
Si l'on a

+ ^ 2 = ' T / 4 - ( 3 , 5,6).

Le théorème est donc démontré.

2. THÉORÈME. — Soient a et b deux nombres entiers
quelconques : Vun des deux produits

est toujours divisible par 11, savoir : le premier, si la
somme a* 4- fe2 est de Vune des formes

(1) n / - t - (o, 1, 3 ,4 ,5 , 9),

et le second, si cette somme est de l'une des formes

(2) 11/-h (2, 6, 7, 8, 10).

Démonstration,—Formes des n o m b r e s : 1 1 / , I I / ± I ,

n/±2, u/±3, n/±4, n/±5.
Formes des carrés n / , 1 1 / 4 - 1 , 11/4-4?

1 1 / 4 - 5 , 1 1 / 4 - 3 .



Si l'un des nombres a et b est de forme 11 /, ab est
divisible par 11.

b2— 11/-4- 3

b7= i il 4 -9

—36»= n / ,

Dans tous ces cas, a2-\-b2 appartient à Tune des
formes (1).

Si a2 et b2 sont de même forme, a2— b2 est divisible
par 11.

< z 2 = i i / - f - 4 , ^ 2 — i l / - } - 3

5 ^2 =

l l / 4 - 3 , ^2— I I / -*- 5

r i / —I— i , b2=iïl -h 5

n/-h4» ^ 2 = ï i/-f- 9

Dans tous ces cas, a2-f-&2 appartient à l'une des
formes (2), ce qui démontre le théorème.

3. THÉORÈME. — Soient a, è, c,. . . des facteurs pre-
miers inégaux, m~ aaPc;. . ., et <f(n) la fonction nu-



( 3:4 )
mêrique qui exprime combien dans la suite i, 2, 3,.. . , H
il y a de nombres premiers relativement à n. Cette f onc-
tion jouit de la propriété exprimée par Véquation sui-
vante :

Soit, par exemple, m = 32.5% O/J a

32.52= 225= ?(225) -4- 5(p(9) 4- 3?(25) -4-i5.

La suite des nombres entiers depuis 1 jusqu'à m com-
prend :

i° Les nombres premiers avec m; leur nombre est
<p(m);

a0 Ceux qui ne sont divisibles que par un seul des
nombres premiers a, 6, c,. . .*, leur nombre est

v? ( m\
*-J \ « t t /

En effet, on obtiendra ceux qui n'admettent que le

facteur a, eu multipliant les nombres premiers avec—?

dont le nombre est <p ( — ] par les multiples de a, non
' \a*) r ^ r

supérieurs à aa, dont le nombre est — = a*~K\ il y en a

donc aa~io ( — j • De sorte que ^V a*~ ' o f — J exprime

combien, de 1 à m, il y a de nombres divisibles par un
seul des nombres premiers «, è, c,. . . *,

3° Les nombres qui sont divisibles par deux des nom-
bres premiers a, b, c,. . . ; il y en a évidemment
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4° Ceux qui sont divisibles par trois des facteurs a,

c,. . . • leur nombre est

Enfin ceux qui sont divisibles par tous les facteurs
premiers «, A, c , . . . -, il y en a

a*-»^- 1 ^- 1

Comme de i à m il y a m nombres, l'égalité est dé-
montrée.

Legendre a démontré qu'aucun nombre triangulaire
n'est égal à un cube. On peut énoncer le théorème sui-
vant, plus général :

Aucun nombre triangulaire nest égal à un cube mul-
tiplié par une puissance entière quelconque d'un nombre
premier de l'une des deux f ormes i8ra -f- 5, 18m -+- 11,
ni à un cube multiplié par une puissance quelconque de
2 ou par le double d'un nombre premier 18/w + n ,
ou encore par le double du carré d'un nombre premier
I8IM 4- 5.

Il faut démontrer qu'on ne peut avoir en nombres
entiers

x{x H- 1) — ipnz3,

pétant un nombre premier de la forme 18m -+- 5 ou
i8m-f-11. On peut supposer zz = 1 ou n= 1, car, si Ton
a n = 3/*', 11 = 3//H- 1 ou n = 3/z'-f- 2, le facteur p*n'
pourra être compris dans zz. Cela posé, on aura

-J °' *' 2' 3' ̂  5' 6' 7' 8' 9' K
| 10, 11, 12, iS , 14, i 5 , 16, 17 ! '

i !' 2' 3? 4' 5^6' 7; 8' 9- IO' (,
( 11, 12, i3, 14, i5, 16, 17, o)



-r(j; 4-i) = l8/w 4-(o, 2, 6, 12),

s ' = i 8 w -+- (0 , 1, 8 , 9 , 1 0 , 1 7 ) ,

2 Z - * — I 8 A / / -f- (O, 2 , l 6 ) ,

pnz=z 18//? 4 - ( 5 , 7 , 1 1 , i 3 ) ( f l = i o u « = 2 ) .

i° Supposons d'abord qu'aucun des nombres x , x H- 1
ne soit multiple de 18. On aura

•r(.r + i) = i 8 w + ( 2 , 6, 12),

o^«23—18/72 -+- (4 , 8, 10, i 4 ) .

L'égalité x ( x 4- 1) = ipn z* est donc impossible.
Si l'on remplace p" par 2, 4? 2 (18//1 4-11) ou

2 ( I 8 W + J ) 2 = 18m 4- i4? le second membre reste tou-
jours de Tune des formes 18m -h (45 H, IO, 14), et l'im-
jossibilité subsiste.

20 Soit x un multiple de 18 ; décomposons z en deux
cteurs u et ^ dont l'un soit premier avec 18 : on aura

x — 2 u3 = 18 /w,
.r 4 - 1 =rp"^3 ir= i 8 w 4 - I ,

^ « — 1 8 / ? ? 4 - ( 5 , 7 , 1 1 , i 3 ) ,

P 3 =: i8 /72 4 - ( i , 9 , 1 7 ) ,

pn^z=i8w ( 5 , 7 , 1 1 , i 3 ) .

L'égalité x -h 1 = pnv* est encore impossible.
Sironremplacepnpar 2 ( i8m4-i 1) ou par 2(i8m4-5)2,

il faudra qu'on ait

.r = 4«\
. r - h I = 1 8 / ? ? 4 - ( 7 , I I ) * ' 3 .

Or
177/2 4 - ( 7 , 11) v3=i8m -h ( 7 , 9 , n ) .

H y a donc encore impossibilité.
On voit qu'il en sera encore de même si x 4- 1 = 18 m ;

x sera alors de la forme i 8 m + 17, incompatible avec
celle d e p ' V .
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Dans le cas où l'on ferait/; = 2, on aurait

X —1n tt3,

x -f- 1 = P3,

ou vice versa, d'où

ou bien
P3dzi = 2"«3.

Mais Legendre a démontré que l'équation

xz -h r3 = a" z3

est impossible en nombres entiers positifs ou négatifs. Le
théorème est donc démontré dans tous les cas.


