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NOUVELLES ANNALES -~

DE

MATHEMATIQUES.

REMARQUES SUR LA THEORIE DES EXPONENTIELLES ;
Par M. H. LAURENT,

Répétiteur d’Analyse 2 ’Ecole Polytechnique.

Il y aurait de grands avantages, il me semble, a pré-
senter la théorie des exponentielles en se placant & un
point de vue différent de celui ot I'on se place habituel-
lement; et en effet la démonstration de la continuité de
e présente de grandes difficultés : elle n’est pas naturelle
et elle est peu élégante.

Le but que I'on se propose en étudiant la fonction expo-
nentielle, c’est de généraliser la notion de I'exposant, et
I'on rencontre fréquemment, en analyse, ce genre de gé-
néralisation. Une fonction étant simplement définie pour
des valeurs entiéres de la variable, étendre cette défini-
tion a des valeurs quelconques est ce que I'on appelle in-
terpoler 1a fonction ; on est ainsi parvenu a interpoler un
grand nombre de fonctions parmi lesquelles on remarque
surtout ’exponentielle et le produit 1.2.3...7.

Pour qu’une fonction soit interpolée d’une facon utile
(car cette interpolation peut évidemment se faire d'une
infinité de maniéres), il convient que, apreés I'interpota-
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tion, la fonttion ne perde pas les propiiéiés dont elle
jouissait pour les valeurs entiéres de la variable. Ainsi
la fonction a*, lorsqu’elle sera interpolée, devra encore
satisfaire a la formule fondamentale

-

ata’l = a*7,

et Pon est conduit a adopter, pour ladéfinition de ag, la
valeur {/a?; mais, quoique cette définition soit trés-natu-
relle, on éprouve, comme l'on sait, assez de difficultés a
I'étendre aux valeurs incommensurables de x; enfin,
quand il s’agit de démontrer la continuité de &%, on
éprouve des difficultés plus grandes encore.

1l me semble alors naturel de définir a* une fonction
jouissant de la propriéié d’étre continue et de satisfaire,
quels que soient x et y, a I'équation

a*ar — a*¥J;

¢’est a ce point de vue que nous nous placerons.

Si I'on observe que la division algébrique permet de
développer en série une fonction rationnelle quelconque,
on sera tout naturellement porté a se demander si 'on
ne pourrait point poser, quel que soit x,

(1) a*= ay+ a\x + @, X+ @t ..

Le second membre de cette formule supposé conver-
gent est, comme l'on sait par un théoréme dii a Abel, une
fonction continue de x, si x est inférieur en valeur ab-
solue & une valeur R qui, mise a la place de x, rend la
série convergente. Ce théoréme, dont on fait un usage
continuel, n’est pas un hors-d'ceuvre dans le Cours de
Mathématiques spéciales, vu qu’or} le suppose connu des
éléves qui suivent les Cours de I'Ecole Polytechnique ou
des Facultés. Ceci posé, on a

(2) a¥—ay+a, y+... a4+ .

\
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en multipliant les formules (1) et {2) membre 2 membre,
on a, d’aprés un théoréme connu,
ata) == a4 a,a,(x+y)+...
-+ (doau.r"+ BB Ty A Ay yt) L,

etil est clair que le second membre de cette formule se-
rait égal a a**7, si I'on avait

@ (T 4+ ¥ )= @, @ 2 @@, E Y - ap )t
Faisant alors 2 = o, 1, 2, 3,..., on a successivement

a=a;, a(2-+y)=a,ax-+ a.a.y,

a, (x 4+ y)*== a,a,2*+ a} xy + a,a,y?,
et, en général,
(3) “n(x+.7)“:”oanx"+’71(’::—11"'l.7+--"

La premiére équation donne, en rejetant la solution
@, = 0, inadmissible en général, a, = 1, puisque a® n’est
pas nul et que @, = a° = 1; la seconde équation donne, par

I'identification, a, == a, ; la suivante détermine a,= —;
2

3

. . a . .
la suivante donnerait a; — '3, etil estnaturel d’admettre
2.
s a .
que 'on a a, = 53, En effet, cette hypothése
«2.0...:n

portée dans I’équation (3) donne

(R R S S S
T 2300 13.2...(e—1)

-t
1.2.3...n Y

o D —— P
1.2 1.2...(R—2) 7
b . .
c’est-a-dire

(x-i-]‘)”:x"+?.z‘"—‘y+ nln—1)
1

Ry L

.
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ce qui est une identité. Ainsi, tous les coefficients de la
série sont déterminés sauf a,, ce qui devait é&tre, car a”
dépend de a et de x; posons donc
ax alz’ an x"

e

L — v
(4) a=1+ I 1.2 " 1.2...n

Le second membre de cette équation est toujours con-
vergent quand x est fini; donc il définit une fonction
continue de x. Il est inutile de vérifier que a*a” est égal
a a™t7: ce serait refaire des calculs déja effectués.

A chaque valeur de a correspondra une valeur de a,,
ct wvice versd. Prenons par exemple a, = 1, nous aurons,
en appelant e la valeur correspondante de «,

x? a®

x
(5) eE=1+= 4+ .
1 1.2 1.2.3...n

et, par suite, en faisant x =1,
6) e=1+ % + 1_'2— 4+...=2,718281828459045. . ..

Si, dans la formule (4), on faitx=1,0na

a, a? :
a—=J1—+— 4+ — +. . — .. .=
1.2 1.2...2
donc a, est un nombre tel que, en élevant e a la puissance
a4, on retrouve a : c’est ce que ’on appelle le logarithme
népérien de a ou le logarithme de a dans la base e. De

la formule (4) on tire

a*— 1 alr
—=a, -+ ...
1.2

et, pour x = o,

a* —

. 1 .
lim = a,= logneépa.
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On a ainsi, pour a =g,

. eT—1
lim =1;
£

donc, en appelant 6 un nombre dont la limite est 1 pour
x=o,

T

1 . :
=0, dolt e={(1+ 0x)%,

x

et, par suite,

I
e'= (1 + 82)™,
Si x tend, d’'une maniére continue, vers zéro, 6, qui

. N z x? ’
est égal 4 14+~ — + ——— ..., tend vers 1 d'une ma-
1.2 1.2.3

niére continue, et la formule précédente donne

1

e = lim(1 + 6 z)'~;
mais, 6 x tendant vers zéro d’une maniére continue, on

I
peut remplacer 6. par —setlon a
0

. T\"
e:hm<1+——> pour m—om.
m

En résumé, la méthode que je propose : 1° est plus
courte que la méthode classique; 2° n’exige en réalité
aucun principe nouveau, car le théoréme d’Abel est im-
plicitement dans le programme; 3° est rigoureuse; 4° a
I'avantage immense de démontrer en un trait de plume la
formule exponentielle et les deux formules importantes
dont I'une est exigée :

\m a*

1im<|+-l—) —e, lim —I:loga;
m

x

5° permet de définir 'exponentielle imaginaire; 6° est
aussi naturelle qu’on peut le désirer.
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Remarque. — 11 est bon de faire observer que, si 'on
a a*a’ = a**’, on a, par cela méme,

L g
a9 =Y ab, etc.

Cela viendra nécessairement dans Iétude des propriétés
de la fonction exponentielle.

NOTE SUR LES BISSECTRICES DES ANGLES D’UN TRIANGLE;
Par M. Disiré ANDRE,

Agrégé de I'Université, professeur i Sainte-Barbe.

1. Les théorémes sur la bissectrice d’un angle inté-
ricur d'un triangle et les théorémes sur la bissectrice
d’un angle extérieur se correspondent deux a deux. Nous
allons donner un procédé général permettant, lorsqu’on
connait I'un quelconque de ces théorémes, d’établir im-
médiatement le théoréme corrélatif.

2. Supposons connu ce théoréme :

La bissectrice intériecure d’un angle d’un triangle
partage le coté opposé en segments proportionnels aux
cdtés adjacents.

Pour en déduire le théoréme corrélatif, considérons
un triangle quelconque ABC, et la bissectrice AD de
I’angle extérieur A. Prenons, sur BA prolongé, une lon-
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gueur AE égale a AC, et joignons DE. Les deux triangles
ACD, AED ont un angle égal compris entre deux cétés
égaux chacun a chacun; donc ils sont égaux. Par suite,
DA est la bissectrice de 'angle intérieur D du triangle
BDE, et le théoréme que nous venons d’admettre nous

donne la proportion
AB _AE
DB~ DE
Remplacons, dans cette égalité, AE et DE par les lon-
gueurs AC et CD, qui leur sont respectivement égales,

nous trouvons

AB _ AC

DB~ CD’
ou bien

DB _ CD

AB~ AC’

ce qui nous donne le théoréme corrélatif que voici :

La bissectrice de I'angle extérieur d’un triangle dé-
termine sur le c6té opposé deux segments proportion-
nels aux cétés adjacents.

3. Supposons connu maintenant le théoréme suivant :

Le carré de la bissectrice d’un angle intérieur est
égal au rectangle des deux cotés de cet angle, moins le
rectangle des deux segments du cété opposé.

Considérons la figure précédente, et appliquons ce
théoréme a la bissectrice DA de I'angle intéricur D du
triangle BDE ; nous avons

DA — DB 3 DE — AB X AE.

Daus cette égalité, remplacons encore DE parDCet AE
par AG, il vient

DA’ = DB 3 DC — AB ¢ AC;
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et, si nous nous rappelons que DA est la bissectrice de
I'angle extérieur A du triangle ABC, nous pouvons
énoncer le théoréme corrélatif suivant :

Le carré de la bissectrice d’un angle extérieur est
égal au rectangle des deux segments déterminés sur le
coté opposé, moins le rectangle des deux cotés de
Uangle.

4. Au licu de partir des théorémes sur la bissectrice
d’'un angle intérieur, nous aurions évidemment pu, a
I'aide du méme procédé, suivre la marche inverse : le
procédé est général.

SECTIONS CIRCULAIRES DES SURFACES DU SECOND ORDRE ;
Par M. CROSNIER,

Agrégé de I'Université, professeur au lycée d’Auch.

Si une surface du second ordre peut étre coupée sui-
vant un cercle, on pourra faire passer par cette courbe
une sphére qui coupera, comme on sait, la surface sui-
vant un second cercle; et, par suite, par I'intersection des
deux surfaces, on pourra faire passer un systéme de deux
plans.

Soit

fixyy,2) =Ax*+...—=o0
I'équation de la surface donnée qui est rapportée a des
axes rectangulaires quelconques.

Soit

S=(z—af+(r—p)y+(z—9)—r=o

I'équation d’une sphére quelconque.



(13)
L’équation des surfaces du second ordre, qui passent
par lintersection de la surface proposée et de la spheére,
étant

(1) . f—kS=o,

on peut déterminer k, «, £, 7, r de maniére que cettc
équation représente un systéme de deux plans qui passent
par un point donné arbitraire.

En effet, pour que I'équation (1) représente un sys-
téme de deux plans, il faut que :

1° Le déterminant des équations du centre soit nul;

2° Les plans du centre passent par un méme point;

3° La surface elle-méme passe par ce point.

Les équations du centre sont

Ar +B’Y +Bz +C —k(xz—a)=—o,

B’z + A'y+Bz +~C —k(y—p)=o,

Bax-+By +Az+C"—k{z—9)=o0.

Le déterminant de ces équations annulé nous donnc
I’équation
A— 7 B” B’
i2) B” A—k B = o,
| B B A — &

et, par suite, k est 'une des racines de 'équation en S.
Prenons I'une de ces valeurs.

Nous pouvons déterminer «, 3, 7 par la condition que
les plans du centre passent par un méme point z', y/, z'
quelconque, pourvu que la valeur de &, que nous avons
choisie, ne soit pas nulle.

Enfin nous pouvons déterminer le rayon de la sphére,
qui reste encore arbitraire, de maniére que la surface (1)
passe par le point x’, 5/, 2'.

Comme cela résulte évidemment de ce qui précede, a
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chaque valeur de & correspond un seul sysiéme de va-
leurs de «, 3, ¥, #*; d’on il suit que par chaque point de
I'espace passent trois systémes de deux plans, qui cou-
pent la surface proposée suivant des cercles; mais ces
trois systémes de plans ne sont pas tous réels.

Pour que I'équation (1), dans laquelle &, 3, v, r* et &
ont les valeurs que je viens de déterminer, représente un
systéme de plans réels, il faut et il suffit que sa trace sur
P'un des plans coordonnés soit du genre hyperbole, ou que
(A'— k) (A" — k) — B* < 0. Mais il résulte de la dis-
cussion de I’équation en S, par la méthode de Cauchy,
que la racine moyenne satisfait seule 4 cette condition
donc il n’y a qu'un seul systéme de plans qui soient réels
et qui coupent la surface suivant des cercles.

L’équation (1) du systéme des deux plans a ses termes
du second degré indépendants de «, 3, y et r*; par consé-
quent, les plans qu’elle représente ont une direction dé-
terminée qui ne dépend que de la valeur de £.

Ces deux plans ne sont du reste pas paralléles; carl’en-
semble des termes du second degré de 'équation (1) ne
forme pas un carré parfait.

L’intersection de deux plans d’un systéme est donnée
par l'intersection de deux plans du centre; or ces plans
sont respectivement paralléles a ceux qui donnent la di-
rection des cordes principales; doncles plans des sections
circulaires sont respectivement paralléles aux axes de la
surface. Les plans réels sont paralléles a I'axe moyen de
la surface, car’axe moyen correspond 4 la racine moyenne
de I’équation en S.

L’application de ce qui précéde aux surfaces dont on
a I'équation réduite est trop facile pour qu’il soit néces-
saire de la faire.

On pourrait supposer que les axes des coordonnées sont
obliques, et la discussion ne serait pas plus difficile.
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L’équation (1), pouvant s'écrire S = %, peut s’inter-
préter géométriquement sans aucune difficulté.

Enfin on peut facilement déduire de ce qui précéde les
conditions pour que la surface soit de révolution; il faut
que I'équation (1) représente deux plans paralléles et,
par suite, que les termes du second degré forment un carré
parfait, ou que les plans du centre soient identiques dans
la partie du premier degré, c’est-a-dire que I'on ait

A——l‘_ B” ~_B'
B ~ A—% B’
A—k B B
BB A—
d ot
B/Bl/
A-——A‘:-—B—’
. ”
A’——I-:—BEBT-,
BB’
AI/__A_:_BT’

d’ou résultent les conditions ordinaires.

SERIE DE TAYLOR;
N Par M. A. PICART,

Professcur a la Faculté des Sciences de Poitiers.

SiT'on considére m + 1 valeurs yo, 71, ¥s,+.., 7 de
la fonction y = f(x), correspondant aux valeurs x,.

xy 4+ hy xo - 2h,..., 2y 4+ mh de la variable, on a
!/

) Iw=00+ € Ay, + Cl A2y . . .+ C" ATy,

(])
m
( ! (:n+( Qn-i-(‘yv g ( m am—I‘)_o ' Am},‘“

m—1

C} représentant le nombre de combinaisons de m objets
pap.
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Désignons par R, 'ensemble des termes qui suivent
le n 1%, c’est-a-dire posons

R,=C, A"y, +Cl Ay,  +C_ A"y, + A",

m—1

et exprimons cette quantité au moyen seulement des
différences n —+ 147,
On a
An+l)'0 —_— A"+‘_y°,
An+2yo:__— An+|J,l P A"'H.}’o»
An+3yo: A"'H]‘,-— ZA"*")’. + An+1y0,
Allw-iyo: An+|),<3 —_— 3 A"‘HJ/'? - 3A"+‘_7| _— A"'H_}’“,

A"+P+'_}’o: An-{-lj»p —_ CIP A"_H)'p—( —+ Cf A"‘”}’,;--z

P —
—_— C:‘ An+|yp>43 o A"+l}’0,

o ~T—R—1 )
Am},o o An+l}’m——u—| — C . A"+‘] M

m-—n—

O T A Yy — LT AT

En multipliant respectivement ces égalités par G,
¢ ,,Cr ..., C" et ajoutant, on obtient

n L (om m m "
R,=amtiy,(CF —CF €' —...=C)

’ m m m . m e
+artty, <C,,+2 - 2C,,+3 -+ 3Cn+a 4Cn+e. '

+m—n—10C")
m/

n+1 1 m__ 3 ~m i ~m _ 5 ~m .
+aMY, (Cu+a ¢ Cors+ C: Cn+s CCs +40)
Lk, (C" P em prem L

=AYy \Cn+p+| ¢ Cn+p+2 +C; Cn+p+3 e

N m

A M1 (



(17)

Mais on a, par la formule du bindme,
(1+z)"=C"+C_ z+C,_ r+...+C_ 2a"+...,
(1 4 &)=+ =1— CP "'z 4+ €I 22— CPPas e

Si I'on multiplie ces deux séries, on aura, pour le
coefficient de x",

m—n m—n-4-1 m—n-+-2 m—n °?

C_ —crter +CPTen et

d’ailleurs, le produit étant (14 x)"~7~*, le coefficient

de 2" est C, ", _.; donc on a la formule
m—p—I1 — m . p+t ~m pP+2 ~m
Cm-‘n—[z—l - cm—n Cl Cm—n-H + Cz Cm—u+2

Si l'on y fait m —n = n + p +1, elle devient

Cm-—p—! — Cm . Cp+l Cm + C[H—? Cm

n n+-p--1 1 nep+2 2 nbpts T

donc le reste R, peut s’écrire

R,=C] ™' Ay, G Aty + 170 Aty e

n

. C: AR+ |J,m_"__1 ,

C,’Z" I AR+ Y, + CT_"A"H_)’RF. .

R,=(C""' 4+ C"" +...)
Cr -~ ...

ou, d’aprés une formule connue,

’
R STy 4 Cp Ay e
o Cr ™ - G ..

ou

R.=C" M,

n+1

M désignant une quantité comprise entre la plus grande
Ann. de Mathémat., 2€ série, t. XII. (Janvier 1874.) 2
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et la plus petite des différences (n + 1)me : Artty
Artly, Amtly,,..., A"y, . ;. Posons maintenant

h
— $) LRy ? 1 —
mAx =h, ct remplacons, dans I'équation (1), m par v
cette équation devient

(@ + b)) =F(x) +

hAv, i h(h— az) A%y,
o

. 1.2 Ax?
h(h— Az .. .(lz— n—xA.z‘) Ay,
+
I.2...R Azt
 h(h—Ax)(h—2AZ)...(hb—naz) M
‘ 1.2...(n+1) Az

Si nous faisons tendre Ax vers zéro, nous obtiendrons

. h?
oy, + h)=f(x)+ 2f (z,) + T—Sf”(x“) “+ ..
hn Jntt

txy) + ———————
S (=) 1.2, (n41)
M, étant une guantité comprise entre la plus grande et
la plus petite des valeurs que prend f+! (x), lorsque x
varie de xo & xo+ /4. Si lafonction f"+! (x) est continue
de x, a x,+ h, M, est la valeur que prend cette fonction
pour une certaine valeur x, + 8%, comprise entre z, et
a0+ I, et alors on a la série de Taylor avec la forme du
reste donnée par Lagrange.

+-—
1.2...n

1y

Je dois dire que la méthode que je propose ici n’est
autre qu'une méthode déja ancienne donnée par M.Caqué,
mais présentée sous un autre point de vue qui la rend
peut-étre plus intuitive, plus directe et plus simple.

SOLUTIONS DES QUESTIONS PROPOSEES AU CONCOURS
GENERAL DE 1873.

Mathématiques spéciales.

Une surface du second ordre S étant donnée, ainsi
que deux points A et B sur cette surface, il existe une



L 19 )

infinité de surfaces du second ordre X, qui sont tan-
gentes en A et B & la surface S. On propose de trou-
ver : 1° le lieu géométrique des centres des surfaces X;
2° le lieu géométrique des points de contact de ces
surfaces avec les plans tangents qu'on peut leur mener
parallélement & un plan donné; 3° le lieu geométrique
des points de contact de ces mémes surfaces avec les
plans tangents qu’on peut leur mener par une droite
donnée.

Prenons pour origine des coordonnées le point O, mi-
licu de AB == 21, pour plan des xy le plan diamétral
conjugué de AB dans S, et la droite AB pour axe de z.
L’équation de la surface S est

S=3?2 4+ Ax? - Aly? 4+ 2B 2y 4+ 2Cx + 2C'y — [* = 0.

% (x, v) étant une fonction homogéne du second degré
en x et y, a trois coefficients arbitraires, 1'équation gé-
ncérale des surfaces 2 est

3 =S8+ 9=o0;

car ¢ = o représente deux plans menés par I'axe des z.

1° Les équations du centre sont les dérivées partielles
de X par rapport a x, y, z, et le lieu des centres s’ob-
tiendra en éliminant les paramétres variables de © entre

ces trois équations. Or, ¢ étant indépendant de z, le ré-
sultat de cette élimination est

! U
. =S, =z=o0;

le lieu des centres est le plan des xy.

2° Sil'en rend la fonction S + ¢ homogéne au moyen
d’une variable ¢, ¢ est indépendant de ¢ aussi bien que
de z, et le théoréme des fonctions homogénes donne

(1) xz;,+yz’y+zs’:+:s; =2(S+3)=o.
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Etant donné un point de la surface dont les coordonnées
satisfont a cette équation, le plan tangent en ce point

(2) X3, + Y2 +2S, +¢S, —o

conservera une direction constante, si I'on a, en tenant
compte de I'équation (1),
L_%_s_ -

c ax +by +cz

a, b, c étant des constantes. Le lieu des points de con-
tact s’obtiendra en éliminant les paramétres variables
de ¢ entre ces trois équations. Or, la derniére égalité
étant indépendante de g, le résultat de I'élimination est

(ax 4 by + ¢2)8, + ¢S, =o0;

¢’est un paraboloide hyperbolique, qui passe par A et
par B, et dont les plans directeurs sont le plan donné et
le plan des xy.
3° Soient
x—p y—q z—r

« g 7

les équations de la droite donnée. Pour que le plan tan-
gent passe par cette droite, il faut quc I'on ait

a%, + B3, +98, =o,

PE,+q%, +rS +1tS, —o.
D’ailleurs

zI, + 3% 428, + 1S, =o.

Le lieu du point de contact s’obtiendra en éliminant les
paramétres variables de ¢ entre ces trois équations. Or
sculs £, et X lesrenferment; le résultatde]’élimination
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est donc
= B 98]
p q 1S,+S, | =o,
z y IS, +S,
ou
|« B 9 a P o
P g r|S.+|p g 1]|S=0
z ¥y 3z z y 1

¢’est un hyperboloide & une nappe, qui passe par A ct
par B, et dontla droite donnée est une génératrice.

Ce. B.

Note. — Solutions analogues par MM. V. H. et Moret-Blanc.

Solution géométrique ;

Par M. Auserr GENOUILLE.

Eléve du lycée de Sens.

1. Au premier aspect, le lieu des centres n’est pas
déterminé. En effet, les données reviennent a ceci : on
connait deux plans tangents avec leurs points de contact ;
cela fait donc six conditions seulement, et il semble alors
que les trois paramétres restants puissent étre détermi-
nés de telle sorte qu'un point quelconque de I'espace
devienne le centre de la surface du second ordre satis-
faisant aux conditions de 1'énoncé. Mais le théoréme
suivant montre que la question est déterminée, et permet
de la résoudre.

Tutorime I. — Le lieu des centres des surfaces du
second ordre tangentes & deux plans donnés en des
points donnés est un plan.

Soient a et b (*)les deux points, CDP et CDQ les deux

(*) Le lecteur est prié de faire les figures.
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plans donnés. Considérons une des surfaces S répondant
a la question, et soit O son centre. Le plan Oab coupe
la surface S suivant une conique tangente en a et b aux
droites da et db, intersections de ce plan avec les plans
tangents P et Q. Le point d est alors le péle de la corde ad
et, par suite d'un théoréme connu, le centre O ne peut
étre quelconque dans le plan dab, mais il doit forcé-
ment se trouver sur la droite dm, qui passe par le milieu
m de la corde des contacts ab. Il est clair que le centre
peut étre un point quelconque de cette droite, et, par
suite, sil'on fait tourner le plan dab autour de ab, cette
droitedm engendrera le lieu des centres cherché.Or cette
droite passe par un point fixe m et rencontre une droite
fixe CD: elle engendre donc un plan.

Remarque. — Lorsqu’on prend pour centre d’une sur-
face du second ordre tangente en a et b aux plans donnés
un point O de ce plan mDC, iln’y a que huit condi-
tions entre les paramétres. Donc :

Il est en général impossible de construire une surface
du second ordre ayant pour centre un point donné, et
tangente a deux plans donnés en des points donnés, mais,
lorsque le probléme est possible, il admet une infinité
de solutions.

Les deux autres parties dela question n’ont pas d’abord
I'air d’étre mieux déterminées. En effet, si CQP est un
troisiéme plan tangent, ou paralléle 4 un plan fixe, ou
passant par une droite fixe, il semble que 'on pourra
toujours déterminer les trois paraméires restants, de
telle sorte qu’un point quelconque de ce plan soit le point
de contact d’une surface répondant & la question ; mais
le théoréme connu suivant montre que le probléme est
déterminé.

TutoreMe II. — Le lieu des points de contact d’un
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plan CPQ et des surfaces du second degré tangentesa
deux plans donnés DCP, DCQ en des points donnés b
et @ est une droite qui passe par le point C commun
aux trois plans.

En voici une démonstration, qu’on donne d’ailleurs
dans plusieurs classes de Mathématiques spéciales.

Soit CPQ un troisiéme plan donné. Considérons une
quelconque des surfaces S tangentes a ces trois plans, et
soit 7 son point de contactavec CPQ. Le plan abr coupe
la surface suivant une conique tangente en @, b, r aux
droites dg, dp, pg, intersections de ce plan etdu triédre
formé par les trois plans tangents. Mais les points a et &
étant donnés, il résulte du théoréme de Brianchon que
le point 7 ne peut ére quelconque sur pg. Il doit étre
aussi sur la droite DS; il est donc déterminé. Si main-
tenant on fait tourner le plan dab autour de ab, comme
les plans aCP, 5CQ se coupent toujours suivant CS,
il en résulte que le point r décrit la droite Cr, inter-
section de CPQ et CDS.

Remargue I.— Lorsqu’on assujettit une surface du se-
cond ordre déja tangente, en des points @ et b, a des plans
donnés CDQ, CDP, a étre tangente a un troisiéme plan
CPQ, en un pointde la droite Cr, il n’y a plus que huit
conditions entre les paramétres. Donc:

Il est en général impossible de construire une surface
du second degré tangente a trois plans donnés en des
points donnés, mais,lorsque le probléme est possible, il
admet une infinité de solutions.

Remarque I1. — La droite Cr ne change pas lorsque
les points a et b glissent sur les droites Ca et Cb.

2. Ceci posé, soient CPQ un plan quelconque paralléle
au plan fixe, et Cr la droite des points de contact de ce

plan : cette droite, restant paralléle 4 un plan fixe et ren-
)
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contrant une droite fixe CD, engendrera alors une surface
réglée du geure conoide. Nous allons montrer qu’elle est
du second degré, et pour cela qu'elle admet une seconde
directrice rectiligne.

Considérons la section menée par ab parallélement a
CP. Le point p s'éloignant a I'infini, les droites dp,
ap, gp deviennent paralléles. Les droites pg et dp étant
alors deux tangentes paralléles, le milieu I de br est un
centre de la section, et se trouve, par suite, sur dm. La
droite ar, qui lui est paralléle, a une direction fixe indé-
pendante du plan CPQ. Cette droite ar est donc une se-
conde directrice rectiligne de la génératrice Cr, qui en-
gendre alors un paraboloide hyperbolique.

3. Soit PQ la droite par laquelle passent les troisiémes
plans tangents : une génératrice quelconque de la sur-
face cherchée admet déja pour directrices les droites
CD et PQ. Nous allons démontrer qu’elle en admet une
troisiéme.

Soit CPQ un plan quelconque mené par PQ, et con-
sidérons la section par le plan abP. Il coupe le triédre
CDPQ suivant le triangle dPg, et le point de contact r
est sur dS. Si I'on examine alors la figure, on voit que le
triangle Srq est tel, que ses cotés passent respectivement
par trois points fixes 4, b, P, en ligne droite, et que deux
de ses sommets décrivent des droites fixes aP, a Q, lors-
que le plan CPQ tourne autour de la droite PQ. Donc,
par suite d’'un théoréme connu, le troisiéme sommet r
décrit aussi une droite qui passe en a. Cette droite ar
est donc une troisiéme directrice rectiligne de la généra-
trice Cr, qui, par suite, engendre un hyperboloide 2 une

nappe.
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Mathématiques élémentaires.

SoruTioN rar M. BRILLOUIN,
Eléve du lycée Condorcet (classe de M. Desboves) (*).

Par un point donné, dans lintérieur d’un cercle
donné, mener deux cordes qui se coupent sous un angle
donné et dont le produit soit maximum ou minimum.
On examinera en particulier le cas oii le point est
extérieur au cercle.

Occupons-nous d’abord du premier cas ou l'on sup-
pose le point intérieur au cercle.

Soit (**) a la distance OA du point donné A au cen-
tre O, r le rayon de la circonférence, BC, DE les deux
cordes, et 2a I'angle aigu qu’elles comprennent. Soit AF
la bissectrice de cet angle, et p I’angle variable que fait
cette bissectrice avec OA.

Je remarque d’abord qu'’il suffit de faire varier p de o
a m; car, pour deux valeurs de p égales et de signes con-
traires, I’ensemble des deux cordes prend deux positions
symétriques par rapport au diamétre OA, et, par suite,
le produit des cordes est le méme.

Cela posé, H et K désignant les milieux des cordes BC
et DE, les maxima ou minima de la quantité BC.DE
ont lieu en méme temps que ceux du quart de son carré,
BH . ﬁz, etlon a

—_—2 2

BH.DK = (r’— o—ﬁz) (r2 —-(ﬁ_(z) ’

—_—2

(1) . _
BH .DK —r— (OH -+ OK )r*-+ OK .OH

2
.

Je dis maintenant que, quelle que soit la position des

(*) Premier prix du Concours général.
(**) Le lecteur est prié de faire la figure.
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cordes, on a toujours

Bﬁ’ =a’sin* (p — a)

OK = a? sin* {(p -+ o).

C’est ce que donnent évidemment les deux triangles
HOA, KOA, lorsque les deux sécantes sont du méme
co1é de OA. Si elles sont de part et d’autre de OA, AF
restant au-dessus, OK ne change pas; mais on a

OH:asin(a——F): ——asin(p——a},

ce qui donne bien encore

— ]
OH = a®sin? (p — ).

~ On tire de la

o
4(0B 40K ) =24 [2sin® (4 -+ «) +2sin? (@ —a)],
4(05-—%—61_{-):::2a’§2—[cos(2‘u.+2a}+c05(2y——2a)]},

4((_)E:+0K‘) =4 a*(1 —cos 2¢ cos2 ..

On a aussi

4OH JOK == at [2sin (g + «)sin(p —«)]*

=a‘(cos2a — cos2p).

Substituant, dans V’expression (1), ces valeurs de

0H2+ OK’ ,etde 6H2 . (_jl—iz, on a, en ordonnant par
rapport & cos 2 (1,

—_—2

(2) | 4_Bﬁ . DK =—=a‘cos’2p — 2a%cos2acos 2p.(a*— 277
( “+ 4rt—4a*r 4+ atcos’2a.

Remarquons que si I'on fait varier 2p depuis o jus-
qu'a —7, aprés I'avoir fait varier depuis 7 jusqu’a o, on
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retrouvera en ordre inverse les mémes valeurs du tri-
néme, cos 2p reprenant lui-méme les mémes valeurs.
Discussion. — Si, au lieu de cos 22, on avait une va-
riable x qui pit prendre toutes les valeurs possibles, le
minimum du trinéme aurait lieu pour la valeur

a*— or?
(3) X = —————— CO0S 22.

a?
Mais cette valeur, devant représenter un cosinus, n’est
admissible que si son carré est plus petit que 'unité :

a®— a2r2\?
——— ) cos?2a <1,
a
ou
tl‘
(2r*— a?)?

(4) cos? 22 <

Le point étant intérieur au cercle, a est plus petit
que r; et, par conséquent, (27— a®)?® est plus grand
que a*. La fraction étant plus petite que 1, I'inégalité (4)
n’est pas nécessairement satisfaite,

Nous sommes conduits a diviser le cas ou le point A
est intérieur au cercle en deux autres, suivant que I'iné-
galité (4) est satisfaite ou non.

at

Premier cas : cos*2a < ——— .
< (2 r— at)

Cette condition étant remplie, si l'on fait croitre
2
2p. entre o et 7, cos2y croitra entre ses deux limites

~+ I et — 1, et passera nécessairement par la valeur
a* — or? . s
——— cos2a, a laquelle correspondra le minimum du

trindbme.
. a*— 2r? s .
D’ailleurs la valeur ——~— cos 2« est négative, car
a
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a*— 2r?

—— est négatif, et Pangle 2a étant Pangle aigu des

deux droites, cos2a est toujours positif. L’angle p est

- ™ T
donc compris entre - et —-
4 2
Cela posé, faisons croitre cos2p depuis —1 jusqu’a
at— 2r? . , R
——— cos2a. La fonction décroit en tendant vers un
minimum. On a donc un premier maximum pour la

valeur — 1 de cos 21, qui donne
ki
2p=m ou -
2 =5

etalors la bissectrice de I’angle aigu des deux cordes est
perpendiculaire 4 OA.

a®*— 2r
Quand cos2p prend la valeur ——— cos 2, la
a

fonction passe par un minimum, qui correspond a une

. ™ T
valeur de . comprise entre — et —-
o 2

4

Si cos2p continue de croitre jusqu’a + 1, la fonction
qui vient de passer par un minimum croit aussi. On a
donc un deuxiéme maximum pour la valeur + 1 de
cos2 p, c’est-a-dire quand ’angle p est nul. Dans ce cas,
la bissectrice de I’angle aigu des droites se confond avec
OA.

Remarque. — Pour les deux maxima, les cordes sont
symétriques par rapport a OA.

a‘
Second cas : cos®2002 ———-
(2r* — a?)?

Si Iégalité a lieu, la valeur du minimum algébrique
correspond a cos2p = — 1. Si 'inégalité est satisfaite, la
valeur du minimum algébrique n’est plus admissible et,
comme elle est négative, elle est alors plus petite que
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— 1. Donc, dans ces deux cas, lorsqu’on fait croitre
cosapde —1 a1, le trindbme croit en méme temps.
Le minimum arrive donc pour la valeur — 1 de cos 24
c’est-a-dire lorsque p est droit, et le maximum pour la
valeur + 1 de cos2p, c'est-a-dire lorsque p est nul.

Supposons maintenant que le point soit extérieur a la
circonférence. On peut alors poser ainsi la question :

Un angle donné 2 e, aigu ou obtus, tournant autour
d’un point A extérieur au cercle, trouver les maxima
et les minima du produit des deux cordes interceptées
parle cercle sur les deux cétés de l’angle.

On voit facilement que les mémes triangles KOA,
HOA donnent toujours, quel que soit 'angle 2«,

—_—
p—— 2 cin 2 A
OH = a?sin?(p — «)
et

0K = a* sin?{p - ).
On arrive donc a la méme expression (2)
a‘cos’2p — 24’ cos2zcos 2p (@2 — 27%)
4 41— 4a*r* + a' cos’ 2 a.
Si 'on appelle B I'angle de la tangente AG, menée du

point A au cercle, avec le diamétre OA, le triangle rec-
tangle GAO donne

La fonction (2) passe par un minimum pour

a*— ar?
coszyl:-——_l—— Cos2a,
a

ou

(5) €0s 2, ==cO0s 2 « oS 2 .
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Discussion. — Je dis d’abord que cos2p. ne peut pas
prendre la valeur cos2axcos2f3, bien qu’elle soit plus
petite que 1.

En effet, si 'on suppose I'angle 23 aigu, il faut évi-
demment, pour que le probléme soit possible, que I’angle
22 et, par suite aussi, 'angle 24 soient aigus. Mais
comme on a

cos22cos 2B < cos2acos2f + sin2asin 28,

ou
cos 2 cos 28 < cos2 (B — o),

si Von prenait cos 2 égal a cos 2« cos 23, on en con-
clurait

(6) 2p > 2(f — )

Or il est évident que, tant que les cotés de I'angle 2«
coupent la circonférence, cette inégalité ne peut étre
satisfaite.

Supposons maintenant 'angle 2[5 obtus : I'angle 2=
pourra étre obtus ou aigu.

Sil’angle 22 est obtus, I'égalité (5) montre que cos 2,
est positif, et 21, aigu. Mais on a toujours

{7 cos2y >cos(28 — 2a).

Il faut donc que l'angle 2 ({3 — ) soit aigu, et alors de
I'inégalité (7) on déduit, comme précédemment, 'iné-
galité (6), qui est impossible.

Si I'angle 2« est aigu, 1'égalité (5) montre que I'angle
2 doit étre obtus.-Si, en méme temps, 2 ( — «) est
obtus, I'inégalité ( 7) conduit encore & I'inégaliié (6).

ST; avec 23 obtus et*2a aigu, on a 2 (8 — «) aigu,
P'inégalité (7) est satisfaite d’elle-méme, puisque le pre-
mier membre est négatif et le second positif, et il en est
de méme de I'inégalité (6).
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Donc, dans tous les cas, quand on fait croitre cos ap de-
puis—1 jusqu’a -1, ce cosinus passe par lavaleurcos 2,
avant que les deux cotés de l'angle ne coupent la
circonférence. Donc, lorsque cos 2p croit depuis
cos 2 (B —a) jusqu’a +- 1, la fonction croit. Or, pour
ap =2 (—a), I'un des cdtés de I’angle est tangent 3
la circonférence en G; c’est alors que le produit est un
minimum, puisque c’est la premiére position ou les deux
cbtés de I'angle coupent la circonférence. Et, effective-
ment, le produit est alors nul. Il atteint son maximum
lorsque (¢ est nul, et les cordes sont alors symétriques
par rapport au diamétre OA.

Dans le cas ou le point est sur la circonférence, la
valeur de cos 2, correspondant au minimum, devient
— cos 2a; et commé on a toujours

cos? 20 < I,
on rentre dans la premiére partie du premier cas.
En résumé, suivant les cas, le probléme peut donner

lieu 4 deux maxima et 2 un minimum, ou seulement i
un minimum et & un maximum.

Philosophie.
Sorution par M. Rarmaer HENRIQUE Y DIAZ,

Etudiant 2 I'Université de Liége.

On wnscrit, dans un cercle donné, tous les triangles
dont deux cétés sont respectivement paralléles & deux
droites fixes données; on demande le lieu des centres
des cercles inscrits dans ces triangles.

Soient PQ et SV les directions données (*), et O le
cercle donné.

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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Si, par le centre, nous menons les diamétres HH', 1T’
respectivement perpendiculaires 3 PQ, SV, nous obtien-
drons, sur la circonférence, quatre points H, I, H’, I'
tels, que les paralléles correspondantes ne forment point
de triangle inscrit; ou plutét chacun des triangles in-
scrits est réduit a un point. Par suite, les cercles inscrits
a ces triangles se sont également réduits a des points :
donc les quatre points H, I, H', I' appartiennent au lieu.

Si, maintenant, nous considérons une position A du
point mobile prise entre H et I, nous obtiendrons le
triangle ABC, dans lequel les cdtés AB, AC, étant les
cordes paralléles aux directions données, sont respecti-
vement perpendiculaires aux diamétres HH’, II’, qui,
par conséquent, partagent en deux parties égales les arcs
sous-tendus par ces cordes.

De 1a résulte que BI est la bissectrice de I'angle B, et
CH celle de I'angle C du triangle ABC. Le point m de
rencontre de ces deux droites appartient au lieu. Il est,
de plus, visible que la bissectrice AF de 1'angle BAC
est perpendiculaire en P 4 la corde HI; car les angles FPI
et IPA sont égaux comme ayant méme mesure.

Cela posé, les triangles AHP, mHP, qui ont le coté HP
de l'angle droit commun, et I’angle aigu HAP égal a
Pangle aigu HmP, comme ayant méme mesure, sont
égaux : donc AP =mP; donc le point m du lieu est le
symétrique du point A par rapport a HI; donc, quand
le point mobile se trouve entre H et I, le lieu se compose
d’un arc symétrique de HAI par rapport a la corde HI.

On verrait de méme que les trois autres parties du lieu
sont les symétriques des arcs IH’, H'I’, I' H par rapport
aux cordes qui les sous-tendent.

Menons maintenant les droites IB et CH’. A cause des
diamétres HH’, II’, ces droites seront perpendiculaires
aux bissectrices BH’, CH. Donc ces droites sont les bis-
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sectrices des angles supplémentaires de B et C, et coupe-
ront AF en un point K. De plus, il est évident que AF
est perpendiculaire en P’ 4 I’H’. Les deux triangles
rectangles AP'H’ et KP'H' ont un c6té commun et un

angle aigu égal; ils sont donc égaux.

<\
En cffet, l'angle aign H'A —=['TA, et TR'C = T10.

Or, par hypothése, arcIC = arcIA: doncon a

P NN . N N
VIA =1IIC, et parsuite, I'H’'A=TH'C.

Donc le point K est symétrique du point A par rapport
a la corde I'H’; donc le lieu du point K est 'arc symé-
trique de ’arc I’"HTH' par rapport 4 la corde I'H’.

On ferait voir, de la méme maniére, que le licu des
centres des deux autres cercles exinscrits sont les arcs
symétriques des arcs THI'H' et HIH'Y’ par rapport aux
cordes respectives IH’ et 1'H.

I serait également facile de s’assurer que les centres
des quatre circonférences du lieu sont situés aux quatre
sommets d'un losange ayant pour c6té le diamétre du
cercle O, et dont les diagonales sont égales aux doubles
des ¢otés du rectangle HI’H'IL

Troisiéme.
SoruTioY DE LA PREMIERE QUESTION rar M. BEAUJEUX.

Oi: donne deux circonférences se coupant en D et C;
par l'un des points communs, on méne une sécante qui
coupe Oen B et O’ en B'; on trace BO et B'O’. Ces deux:
droites se coupent en M; lieu géométrique.

Ce lieu est le segment capable de 'angle ODO’ con-
stant décrit sur OO’ et qui passe par C.
En effet, on peut remarquer que les quatre angles du
Ann. de Mathémat., 2 série, t. X1, (Janvier 1874.) 3
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quadrilatére ODO'M sont réunis au point D. 1l y a déja
Pangle ODO'. L’angle DOM extéricur au triangle BOD
ézale OBD + BDO == »BDO, puisque BOD estisoscéle.
Iangle DO’M  extéricur au triangle B'O’D égale
O'DB'+ DB'O'= 20'D B/, puisque O'DB’ est isoscéle.
Donc I’angle OMO'’ doit étre égal a Pangle constant ODO/;
donc, ete.

SOLUTION DE LA SECONDE QUESTION.

Trouver le plus petit nombre possible qui, divisé
par 2, donne pour reste 1; divisé par 3, donne pour
reste 25 divis¢ par 4, donne pourreste 3, etc.; et, enfin,
divisé par 10, donne pour reste g.

La question peut étre transformée de la maniére sui-
vante :

Trouver le plus petit nombre qui, divisé par 2, donne
pour reste —1; divisé par 3, donne pour reste —1; divisé
par 4, donne pour reste —1, et ainsi de suite jusqu’a ro.
Or il est clair que ce nombre est le plus petit commun
multiple des nombres 1, 2, 3, jusqu’a 10, diminué de 1,
ou

5.7.8.9—1=2519.
Cu. B.

CONCOURS D’AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
DE 1873.

1'® SERIE D EPREUVES. — ADMISSIBILITE.

Mathématiques spéciales.

On donne un hyperboloide a une nappe, sur lequel
-on prend une génératrice déterminée G. En un point
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quelconque de cette génératrice, on méne la normale a
la surface; on suppose que cetie normale, considérée
comme rayon incident, se réfléchit, suivant la loi connue,
sur le plan de I'ellipse de gorge. On demande : 1° la sur-
face engendréce par le rayon réfléchi, lorsque le point P
se déplace sur la génératrice G; 2° Penveloppe des
spheres ayant pour centre le point d’incidence et pour
rayon la distance du point d’incidence au point P.

Mathématiques élémentaires et Mécanique.

1° On considére les cercles exinscrits 4 un triangle
ABC, et I'on joint les points de contact de chacun de ces
cercles avec les deux cotés qui ont été prolongés; on
forme ainsi un nouvgau triangle A’B’ C’. On demande :
1° d’évaluer les angles du triangle A'B’ C'; 2° de dé-
montrer que les droites AA’, BB/, CC’ sont les hauteurs
du triangle ABC ; 3° de déterminer le centre et le rayon
du cercle circonscrit au triangle A’B/C’.

2° Un point matériel M, assujetti & demeurer sur unc
sphére donnée, est attiré, proportionnellement a la dis-
tance, par des centres fixes et donnés d’une maniére
quelconque dans I'espace. On demande : 1° la position
d’équilibre du point M; 2° le lieu des positions de ce
point pour lesquelles la composante normale de la résul-
tante des attraclions aurait une attraction constante et
ilonnée (on négligera le poids du point M).

Question d’ Histoire et de Meéthode.

Des divers systémes de coordonnées d’un point en Géo-

métrie plane; leur origine et leur rdle.
2¢ SERIE D EPREUVES. — LECONS TIREES AU SORT.
Mathématiques élémentaires.

1. Extraction de la racine carrée des nombres.
2. Premiére lecon de Trigonométrie.
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3. Surface et volume de la sphére et des parties de la
sphére. :
4. Plus courte distance de deux droites (Descriptive}.
5. Mesure du temps.
6, Calcul du nombre =.
7. Intersection et contact des cercles ; questions qui s’y
rattachent.
8. Réduction des fractions ordinaires en fractions d¢é-
cimales; fractions périodiques.
9. Multiplication et division abrégées; applications.
10. Changement de plans de projection ; rotations
applications.

11. Premiére lecon sur la mesure des volumes.

12. Mouvement réel et apparent des planétes.

13. Résolution et discussion d’un systéeme de deux
équations du premier degré a deux inconnues.

14. Eclipses; occultations; passages.

15. Pénétration de polyédres (Descriptive).

16. Variations de I'expression —’Li_—r_—b,z—j_—(, .

axt+b0x+ ¢

47. Division des nombres entiers.
18. Calcul des tables trigonométriques.

Mathématiques spéciales.

1. Des divers procédés employés pour la séparation
des racines d’une équation.

2. Géndratrices rectilignes des surfaces du second
ordre.

3. Théorie des asymptotes.

4. Méthode d’approximation de Newton.
. Des plans diamétraux.
De la convergence des séries.
. Résolution de 'équation du troisiéme degré.
. Régle des signes de Descartes.

w1
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9. Formule de Moivre; polygones réguliers.

10. Génération des surfaces : cylindres, cones, etc.

11. Tangentes, points multiples, dans les courbes al-
gébriques.

12. Foyers dans les coniques.

13. Plans tangents communs a deux cones de révolu-
tion ayant méme sommet.

14. Théorie des racines égales.

15. Déterminer P'espéce d'une surface du second ordre
d’aprés la nature des racines de ’équation en s.

16. Plans polaires d'un point; application aux sur-
faces du second ordre.

17. Distance d’'un point i une droite; distance de
deux droites; volume d’un tétraédre.

18. Sections circulaires dans les surfaces du second
ordre ; génération.

3¢ SERIE D'EPREUVES. — COMPOSITION ECRITE.

Surles matiéres de la Licence és Sciences mathématiques.

1° Déterminer les trajectoires orthogonales des géné-
ratrices rectilignes d'un paraboloide hyperbolique quel-
conque. On examinera en particulier le cas ou le para-
boloide est équilatére.

2° Une circonférence homogeéne de masse totale m peut
tourner autour d’un diamétre horizontal AA’ comme
charniére. Cette charniére fait corps en son milieu avec
un axe vertical BB/, autour duquel le systéme tourne
avec une vitesse constante et donnée. Par suite de cette
rotation, l’anneau tend a se placer dans un plan hori-
zontal; mais cette tendance est combattue par l'action
de la pesanteur sur une masse additionnelle M fixée a
Pextrémité C du diamétre perpendiculaire i la charniére.
On propose : 1° de déterminer la position angulaire pour
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laquelle 'anneau resterait en repos relatif ; 2° de trouver
et de discuter pour une époque quelconque l'expression
dela vitesse angulaire de ’anneau autour de la charniére.

Géométrie descriptive.

Un miroir, qui a la forme d’un cone de révolution.
étant posé par sa base sur le plan horizontal, on de-
mande quelles lignes il faut tracer sur ce plan pour que,
en placant I’ceil en un point déterminé sur I’axe du cone,
on apercoive dans le miroir une image donnée.

Le demi-angle au sommet du.cone est de 45 degrés; sa
base est un cercle de 3 centimétres de rayon, dont le
centre est 3 4 centimeétres de la ligne de terre. L’image
qu’on veut obtenir se compose :

1° D’'une circonférence ayant pour diamétre le rayon
de la base du cone perpendiculaire 4 la ligne de terre et
aboutissant au point de la base le plus éloigné de cette
ligne;

2° Des deux diamétres de cette circonférence qui font
avec la ligne de terre des angles de 45 degrés.

On suppose I'eeil placé dans ’axe du coéne a 6 centi-
métres au-dessus du plan horizontal.

On joindra 4 I’épure une explication sommaire de la
méthode employée.

Calcul.

Calculer toutes les racines, réelles et imaginaires, de
I'équation

62° — 192° — 322 + 170 2* — 13822 — g6x + 120 = 0.
9% 7
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SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES SPECIALES
PROPOSEE AU CONCOURS D’AGREGATION DE 1873

Par M. GAMBEY,

Professeur au lycée de Saint-Ktienne.

I. Solution géométrique. — Soit un point quelconque
P de I'ellipse de gorge. Par ce point passent deux généra-
trices rectilignes de la surface G et G’, symétriques par
rapport au plan de cette ellipse. Les normales a la sur-
face, menées par les points M et M’, appartenant aux
génératrices G et G', sont évidemment aussi symétriques
par rapport au plan de I'ellipse de gorge, et, par suite,
percent ce plan au méme point R, etfontdes angles égaux
avec ce plan. Donc le rayon réfléchi se confond avec la
normale en M’ a ’hyperboloide. Le lieu cherché est donc
identique 4 celui des normales a 'hyperboloide, menées
tout le long d’une méme génératrice rectiligne. Or ce
dernier est un paraboloide hyperbolique; donc, etc.

La normale en P a I’hyperboloide étant dans le plan
de I'ellipse de gorge, le centre de la sphére, considérée
dans I’énoncé, décrit cette normale; d’ou il suit que I'en-
veloppe cherchée est une surface derévolution ayant pour
axe la normale en P a la surface proposée. De plus, la
génératrice G étant tangente a toutes les sphéres, 'enve-
loppe contient cette génératrice. Dés lors, cette enveloppe
est un hyperboloide de révolution (*).

II. Solutior analytique. — Soit I'’hyperboloide

o

x? ¥ z2

T E A"

(*) Solution analogue par M. G. Launoy, professeur au lycée de
Tournus.
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et la génératrice rectiligne

ala

—3-

QN8 VIR

ol a

équations que nous écrirons

S 2b6x — any — abm = o,

(G)
| 26z + cmy — becn — o,
en posant
A== m,
d— s =
) == n.

Posons, de plus,
ar— b=,
a*--c* — k7,
b - = /.
Les équations de la normale au point M (z, 3, 7) de
la génératrice G sont

(li(.’(‘ —_ a) . :')2()"—— [3) - (;'-’(z — v/}

% B 7

Le point ou cette normale perce le plan des xy a pour
coordonnées

Pour avoir les équations du rayon réfléchi, écrivons
I’équation du céne de révolution qui a pour sommet le
point d’incidence et son axe perpendiculaire au plan des
xy, nous obtiendrons

[(aﬂx—/t’a)’ N (b7y _A-ﬁﬁ)z‘l T/_z._ (i’ + E) 22— 0.

a bt ct at b
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Cette équation, jointe a celle du plan vertical conte-
nant la normale, c’est-i-dire a

a'(z—a) b (y— 8)

@ e
représente a la fois le rayon incident et le rayon réfléchi;
mais, sil’on élimine y, par exemple, entre ces deux équa-
tions, on pourra obtenir les équations du rayon réfléchi
sculement. On trouve, aprés quelques calculs et réduc-

’

. . . a? ?
tions, puis suppression du facteur =+ E—;,

[(Ao — a’x)y + ctaz][(Fea — a*x)y — taz] = o,
qui se dédouble en
(A*e — @*x)y + c*xz = o,
(A2 — a’z)y — c’az=o0.
* On peut écrire ces équations ainsi :

alz—a)  e(z—7)
3 - v ’

a(x —a) Xz +7),
a - 7 ’

elles ne différent que par le signe de 7. Donc le rayon
réfléchi a pour équations

ar—a) b (y— B) _cz+v)
« BT
Ce sont celles de la normale a I'hyperboloide au point
M', symétrique de M par rapport au plan des xy.
Lelieu demandé est donc un paraboloide hyperbolique.
La sphére considérée dans I'énoncé a pour équation

(#—z )P+ (y—yP+2=(a—a P+ (B—2)+7,

ou bien, en tenant compte des valeurs de x,, y, en fonc-
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tion de «, 3, 7,
(a“.r—— l"a)’——(.“:xz I_‘(bz’._ ”’B)"—'"‘Bz + 22 ,/:\

a’ K b ¢l

=o,

les indéterminées «, 3, y étant liées par les relations
2ba — anf} — abm = o,

2by + cmB + ben = o.

On peut en tirer les valcurs de o et 7 en fonction de f3,
et substituer dans I’équation de la sphére, ce qui donne,
aprés quelques calculs,

(412 + n* k) aB*+ 2 (abk*mn — 2bk*nx — fahy) B
+ 4ab? (x*+ y*+2*) + k*ab*m — fab*c'— [k b*xr —o.

Cette équation est de la forme

Mp'+2NB +P=o,

M, N et P étant des fonctions de x, y, z nc contenant
pas 3. L’enveloppe est donc

N — MP = o,
ou bien, plus explicitement,

(abk*mn — 2k*bnx — fR*ay)
=ab*({h+n k) [fa (24 y2 421 ) + ak*m — fac— 4 k> ),
équation d'une surface du second ordre.

En comparant avec I'équation générale des surfaces du
second ordre, et posant, pour abréger,

a’b’(a’n‘-—{-— c2m? 4 452) — RS,
on trouve
A = (k' b*n* — RY),

A =4 (4ha>— RS,
A"=— 4Rs,
B—o, B =o0, B"=8nkabn;
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par suite,
A — A =4k b2,

A — A= 16k,
(A — A") (A" — A") = 64 kiar b n? = B,
Ainsi la surface est de révolution. On trouve, pour les

équations de I'axe,
z = o0,

2alx — bk*ny — h*kEm = o,
et I'on vérifie sans peine que cette droite est le lieu des

intersections, avec le plan des xy, des normales & I'hy-
perboloide, le long de la génératrice G.

SOLUTION DES QUESTIONS ELEMENTAIRES
PROPOSEES AU CONCOURS D’AGREGATION DE 1875 ;
Par M. GAMBEY,

Professeur au lycée de Saint-Etienne.

Solution de la question de Géométrie.

Soit le triangle ABC. Appelons Oy, O,, O; les centres
des cercles exinscrits, O, étant dans ’angle A, etc.;
puis, en allant de A vers B, notons les points de contact
ainsi : M,, N,; M,, Ny,; M;, N;. Conservons pour le
reste les notations ordinaires.

I. Les deux triangles A’B’C’, 0,0,0; ont leurs
cdtés respectivement paralléles. Ainsi B'C’ et O, O sont
paralléles, parce qu’ils sont 4 la fois perpendiculaires

sur O, A. Or on voit facilement que 'angle O, est égal

. BC
a

o A
ou 9o° — —-
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Donc les angles A/, B', C’ ont les valeurs respectives

Qo° — é, go“——]?’ 90°—9-
2 2 2

II. Les deux triangles AM;A’, AN, A’ donnent

AA AM, AA' AN,

SMAM,A’  SinAA'M, SinAN,A’  SIDAA'N,

Or
C
AM;A’= go°®+ > AN A" =qo°+ %a
AMy=p—9b, AN.=p—c,
et si I'on pose
AA'M; = 2,
on aura

(p—b}cosg (p——c)cos?

AN = = —.
sin « A

cos <a +—-)
2

/.

, . A e s .
Développant le cosinus de o -+ — et éliminant les li-

2

gnes trigonométriques au moyen de leurs valeurs en
fonction de a, b, c et du périmétre du triangle ABC, il

vient
tdﬂga:\/ p—a) (p_b)__tang(-:>
pip—e) 2
d’on
C
o= —
2

Par suite, 'angle Mg AA’= go® — C et la droite AA’
est perpendiculaire sur BC.

On démontrerait de méme que BB’, CC’ sont respecti-
vement perpendiculaires sur AC et sur AB.
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[1I. Soient R et r les rayons des cercles circonscrit et
inscrit au triangle ABC; R’ le rayon du cercle circon-
scrit au triangle A’B/C’.

Les triaqgles AM; A’, BN;B' donnent facilement

(p— &) cosC (p—a) cosC
LA e SO R

!
B'N,=—=~
sin— sin—

2 D)

AN, = < .

et l'on tire, du triangle isoscéle CM; N;.

. C
M;N, —2psin—-
2
Donc

. .G

ccosC + 2 psin?—
9

A'M, +M;N; -B'N, = A’'B’ = ~

. C
sin —
2
mais, de la relation
!’ U I3 ! 7 C
A’B'=2R’sinC' = 2R cos;
on tire
ccos C+ 2 psin? ¢
R A’B' 2
- [ sinC ’
2c08—
2
ou bien

- in:C
¢ -2 (p—c)sin 5
L’élimination des lignes trigonométriques conduit a
R =2R~+r
Si I'on tient compte de la relation

. R=ro4-r+ro— 1,
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ol 7, 1y, . sont les rayons des cercles exinscrits, on
arrive aussi &
R,:ra+rb—!—r¢+r.
2
IV. Soit O le centre du cercle circonscrit au triangle

A’B’' C'. On trouve facilement que 'angle OA’B’ est le
complément de ’angle C’; mais I'angle C’ vaut go® — (;: ’
donc

OA'B' = C
C’est justement I’angle que font les droites A’B’ et A’A.

Il s’ensuit que AA’ passe par le point O il en est donc
de méme de BB’ et de CC/.

Solution de la question de Mécanique.

Soientles centres d’attraction C,C’, C7,...en nombren,
dont les coordonnées sont a, b, ¢, a’y b',¢', a’,b", c",...;

x,y, z les coordonnées du point M dans sa position
d’équilibre

@y Byy, ey By, 2" 6", 9", ... les angles que font res-
pectivement les droites CM, C'M/, C”M/,... avec trois
axes rectangulaires se coupant au centre de la sphére;

A, p, v ceux du rayon passant en M avec les mémes
axes ;

R une force égale a la résistance de la sphére et pou-
vant remplacer cette sphére, de sorte que le point M
puisse étre considéré comme enti¢rement libre.

Posons

CM=d, CM'=d', CM"=d",...,

et prenons pour unité attraction de I'un quelconque
des centres sur le point M & I'unité de distance. Les
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forces attractives seront alors mesurées par les distances
I VA
d,d,d",....

L’équation de la sphére sera
XY Z2=r2
Cela posé, les conditions d’équilibre d’un point maté-

riel entiérement libre donnent, dans I’hypothése ac-
tuelle,

dcosz + d'cose’ i~ . . . -~ Rcosk = Zdcosa + Rcosh = o,
dcosP -+ d'cosp' + . . . +Rcosp = 2Zdcosp + Rcosp=o,
dcosy 4 d'cosy’ =- . .. 4 Rcosy = Zdcosy + Rcosy = o,
mais on a
a—x b—y c—z
COSz — ) CoSpp — ——— COSy — .
d B d U
! ’ !
—_— —_ c—2z
[— [ oyl —
cosa’= —z—> cosp_T, cosy'=——>
..... ,
CoOSh=——3 COSp.—"—3 COSY=-

Les équations d’équilibre deviennent ainsi

- Rz
Z(a——x)-i—T:o,

E(b-_y)-;—lil‘-:::o,

2 (e —2) +§7z_:0.

Si on appelle x,, y,, 2, les coordonnées du centre
des moyennes distances des n centres d’attraction, ces
équations conduisent, par I’élimination de R, a

Ty
v

7
y

nly
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La résultante des attractions passe donc par le centre
des moyennes distances des centres donnés.
On trouve, sans difficulté, pour les valeursde x, y, z:

r,
xr = —————
Vel +ri 4 #
"Y1
J’:+ —z___z___"
+ 2P +y 3,
rz,
2= .

R o ) P
ey o

ou, en appelant d; la distance du point (xy, yy, z,) au
centre de la sphere,

rar. ry, rz,

r = N )
=, —+=d, ==,

On prendra devant d; le signe -, parce que x, y, < ont
le méme signe que xi, y1, 2.

L’intensité de la résultante se calcule ensuite facile-
ment. On trouve

—R=nr(d —r).
Si I'intensité R est donnée, les équations d’équilibre
deviennent d’abord

N Rz

Il(x‘ _x}:__l'—.
Ry

P =)=
n(s—sz)= _ 2%

Elevant au carré et ajoutant, il vient
(e —az)P 4+ (y —y)P+(z—z)]

ou bien
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équation d'une sphére. Les coordonnées du point M de-
vant aussi vérifier les équations de la sphére donnée, le
lieu de ce point est un cercle déterminé par les équa-
tions
B4y =,
xr = yy + 2z, =dr.

INTERSECTION DE DEUX CONIQUES AYANT UN AXE REEL
COMMUN.

Solution géométrigque ;

Paz M. R. LEFEBURE DE FOURCY.

Ce probléme peut toujours se ramener a un autre plus
simple : Construire les points de rencontre d'un cercle
avec une ellipse, 'ellipse ayant son petit axe en prolon-
gement d’un des diamétres du cercle.

Nous présenterons d’abord cette solution et nous gé-
néraliserons cnsuite.

Pourobtenirles sécantes communes, jeconstruisun cy-
lindre ayant’ellipse pour section droite, et un coneayant
le cercle pour directrice. Il suffit de placer le sommet de
ce cone de telle sorte qu'il se coupe avec le cylindre sui-
vant une courbe plane; I'autre courbe d’entrée sera for-
cément plane aussi et, en déterminant trois points de
chacune d’elles, on aura des plans dont les traces sur le
plan des courbes données seront les cordes communes
cherchées.

On a tout intérét a disposer la figure symétriquement.
Nous placerons donc les courbes sur le plan horizontal.
de telle sorte que I'axe commun soit paralléle a la ligne
de terre.

Ann, de Mathémat., t. X111, 2¢ série. (Janvier 1874.) 4
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Reste a trouver une courbe plane qu’on puisse placer
sur le cone et sur le cylindre. On voit que la section cir-
culaire du cylindre remplit ces conditions. Placons-la
de telle sorte qu’elle soit sur une méme sphére avec le
cercle directeur, ce qui est facile, et on pourra faire pas-
ser un cone par les deux cercles; il ne reste plus qu* en
construire le sommet et la projection sur le plan verti-
cal. Les plans des courbes d'intersection se projettent
suivant des droites ; il suffirad’en avoir deux points au
lieu de trois : on les obtient par I'intersection des géné-
ratrices situées aux extrémités de I’axe commun.

Reste a vérifier que les autres cas, compris dans notre

en-téte, peuvent se ramener a celui dont nous venons de
donner la solution.

1° Les deux courbes sont deux ellipses.

En projetant orthogonalement ou obliquement, sui-
vant les cas, nous pourrons toujours revenir a la figure
précédente.

2° Nous avons une courbe fermée et une courbe a
branches infinies.

Nous prenons au-dessus de 'axe commun un point
sommet de deux coénes, dont les directrices sont les
courbes données. En général, une section convenable-
ment choisie nous donnera deux courbes fermées.

Cependant, 'si nous avons hyperbole et ellipse, dans
le cas ou les sommets de cette derniére sont de part et
d’autre de ceux de 'hyperbole, il faudra mener dans les
cones une section déterminant deux hyperboles, ce qui
nous rameénera au dernier cas que nous allons examiner.

3° Cas ou les deux courbes sont a branches infinics.

Nous devrons encore nous servir de la projection co-
ni(iue pour fermer les courbes. En général, une seule
opération suffira.

Lorsque les deux sommets de la premiérc hvperbole
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sont intérieurs i I'une des branches de la seconde, une
section dans les cdnes ne pourra fermer qu’une courbe 2
la fois. Il faudra fermer I'’hyperbole dont les sommets
sont intérieurs a l’autre, et nous serons ramenés au cas
ordinaire de la construction du n° 2.

Il va sans dire que les plans sécants, menés dans les
cones et dans les cylindres, doivent étre perpendicu-
laires au plan vertical.

C'est a cette condition seulement que les courbes se
transforment en conservant un axe commun.

SUR LA DISTRIBUTION DE L’ELECTRICITE A LA SURFACE
DES CORPS CONDUCTEURS;
Par M. J. MOUTIER.

Cet article a pour but d’indiquer quelques démonstra-
tions nouvelles de théorémes généraux relatifs a la distri-
bution de I'électricité sur les corps conducteurs.

TrtoriME DE M. CaasLEs (*). — 1° Quand un corps est
enveloppé de toutes parts par une surface fermée, la
somme des répulsions du corps sur les éléments super-
Jiciels de cette surface, estimées suivant les normales a
ces éléments, est égale & la masse du corps multiplice
par 4w :

2° Quand un corps est extérieur & une surface ferméc,
la somme des répulsions du corps sur les éléments super-
ficiels de cette surface, estimées suivant les normales a
ces éléments, est égale & zéro.

Considérons en premier lieu un point A situé a I'inté-

(*) Additions & la Connaissance des Temps, p. 24; 1845.
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rieur d’une surface fermée S. Prenons au point B de la
surface un élément w et supposons cet élément repoussé
par une force dirigée suivant AB, proportionnelle a la
masse m du point A, i 'aire de I'élément w, et inverse-
ment proportionnelle a la distance AB = r, de sorte que

. I3 (2]

1a force puisse se représenter par m 5

Menons au point B la portion de la normale 4 la sar-
face BN située en dehors de la surface fermée; désignons
par ¢ l'angle de BN avec le prolongement de AB;

» , . e, .
m — cos9 est la composante de la répulsion dirigée sui-

r

vant la normale, ou la répulsion estimée suivant la nor-
male.

. WCOS . P . ,
Mais — ? est ’élément sphérique intercepté par le

cone, dont le sommet est A et la base v, sur la sphére dé-
crite du point A comme centre avec un rayon égal a I'u-
® COS @

nité. Pour la surface S tout entiére,z = 473 par

suite,
) ,
2 ;—_‘COS?:LI.’RIIZ.

Supposons en second lieu le point A extérieur i la sur-
face S. Le cone, qui a pour sommet A et pour base w,
coupe une seconde fois la surface S en un point B';ilin-
tercepte sur la surface un second élément o', 2 une dis-
tance 7’ dupoint A. Si'onappelle, comme précédemment,
¢’ I'angle que fait, avecle prolongement de AB’, la nor-
male menée au point B’ en dehors de la surface, on voit,
d’aprés le raisonnement qui précéde, que

YT w’ coso’

r'l "/ 2

de sorte que les répulsions estimées suivant la normale
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ont une somme algébrique nulle, et, par suite, pour la
surface fermée tout entiére,

»
E m — COS» — 0.
r !

Cette propriété se généralise d’une facon évidente. St
Uon appelle en général M une masse agissante, et R la
répulsion, estimée suivant la normale, qu’exerce un élé-
ment m de la masse M sur un élément superficiel de la
surface fermée, la somme des forces ZR, étendue a la
masse M et a la surface fermée, est égale a 47 M ou 2 zéro,
suivant que la masse M est intérieure ou extérieure a la
surface fermée.

Les mémes théorémes s’appliquent aussi bien aux at-
tractions qu’aux répulsions, a l’attraction universelle qu’a
I'électricité distribuée sur les corps conducteurs; la loi
de Coulomb, qui régit dans ce casles forces électriques,
ala méme forme que la loi de la gravitation universelle.

Lélectricité se porte & la surface des corps conduc-
teurs. — Considérons un corps conducteur électrisé, ct
supposons qu'il existe de I'électricité a l'intérieur du
corps. Imaginons une surface fermée S a l'intérieur du
conducteur; désignons par M la masse électrique située
a Vintérieur de la surface S, par M’ la masse électrique
extérieure a cette surface.

En chaque point de la surface S s’exercent des forces
répulsives provenant de M et de M'; ces forces se font
équilibre; par suite, la somme de leurs projections esti-
mées suivant lanormale a la surface est nulle. Désignons
par R la résultante des forces répulsives de M estimées
suivant la normale; par R’la résultante des forces répul
sives de M’ estimées de 1a méme maniére, R + R’ = o;
par suite, la somme des quantités analogues doitétrenulle
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pour la surface entiére,
iR 4+ IR =o.
D’aprés le théoréme précédent,

SR ==4=M, =R =o;
on a donc
M —o.

Ainsi il ne peut y avoir d’électricité a I'intérieur d’une
surface fermée S tracée a'intérieur du conducteur; toute
Iélectricité doit donc se trouver a la surface du conduc-
teur.

Théorie de Poisson. — L’électricité forme donc une
couche mince a la surface du conducteur; la condition
d’équilibre de cette couche est déterminée de la maniére
suivante dans la théorie de Poisson.

Si Pon considére une molécule quelconque de fluide
neutre a I'intérieur du conducteur, les deux électricités
de cette molécule sont sollicitées par des forces égales et
contraires provenant des différents points de la couche;
par conséquent, il faut, pour I'équilibre, que la résultante
des actions exercées par la couche électriqgue sur un
point quelconque pris & l'intérieur du conducteur soit
‘nulle; de cette fagon, les électricités positive et négative,
qui constituent chaque molécule de fluide neutre a 'inté-
rieur du corps, seront en équilibre, et aucune décompo-
sition électrique nouvelle ne pourra se produire a I'inté-
rieur du conducteur.

TatoriMe pE LarLAcE. — L'action d’une couche élec-
trigue sur un point quelconque de la couche est normale
a la surface du conducteur et proportionnelle a Uépais-
seur de la couche électrique en ce point.

On ne connait pas la démonstration méme de Laplace;
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clle avait été communiquée par Laplace a Poisson, qui
s'exprime ainsi a ce sujet : « Onytrouvera, dans la suite
de ce Mémoire, une démonstration purement synthétique
que M. Laplace a bien voulu me communiquer, et qui
prouve que, a la surface de tous les corps électrisés, la
force répulsive du fluide est partout proportionnelle & son
épaisseur (*). » Plusloin, Poisson rapporte la démonstra-
tion et termine ainsi : « Cette démonstration est celle que
nous avons annoncée au commencement de ce Mémoire,
et qui nous a élé communiquée par M. Laplace. Nous
I'avons rendue un peu plus générale, en considérant
d’abord une couche fluide ou solide qui n’était pas assu-
jettie a n’exercer aucune action sur les points de sa sur-
face intérieure (**). » Une autre démonstration du théo-
réme de Laplace a été donnée depuis par Plana (**¥).
On peut démontrer ce théoréme par des considérations
simples.

Menons en un point M du conducteur une normale a
la surface, qui coupe la couche électrique au point M’, a
une distance MM’ = e, infiniment petite d’ailleurs. Ima-
ginons au point M’ un plan perpendiculaire 4 MM'; ce
plan découpe sur la couche un petit segment ayant pour
fleche MM’ : nous désignerons, pour abréger, ce segment
par s, et le reste du volume de la couche par S.

Le segment s exerce aux points M et M’ des forces ré-
pulsives fet f', que nous allons d’abord évaluer.

Pour déterminer f,imaginons un cdne infiniment délié
ayant son sommet au point M ; désignons par  I’élément

(*) Mémoires de la classe des Sciences mathématiques et physiques de
UInstitut, p. 5; année 1811. )

(**) Loc. cit., p. 34.

(***) Mémoire sur la distribution de U’électricité & la surface de deux
sphéres conductrices, p. 23.
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sphérique intercepté par ce cone sur la sphére décrite du
point M comme centre_avec I'unité pour rayon. Une gé-
nératrice du cone rencontre le plan perpendiculaire a
MM’ en un point A; désignons par a I'angle de cette gé-
nératrice avec MM'.

Si l'on décrit du point M comme centre deux sphéres
ayant pour rayons r et +- dr, 'élément intercepté entre
ces deux spheéres et la surface conique a pour volume
r* wdr, et son action répulsive sur le point M est wdr,
de sorte que I'action du cone MA sur le point M est, en

posant AM == p,
P
f wdr = wp.
o

Mais cette force se décompose en deux autres : I'une.
wpsina, tangentielle; 'autre, wp cos 2, normale a la sur-

. e
face. Dans le triangle MAM', p = ——; les composantes
° ’ cosa’

tangentielle et normale ont pour valeurs respectives
wetanga et we. A chaque composante tangentielle cor-
respond une autre force égale et directement opposée, de
sorte que la force répulsive au point M est normale a la
surface, et a pour valeur, en étendant la somme au seg-

ment s,
— Iwe—=27e€.

Pour évaluer f’, imaginons de méme un cone infini-
ment délié ayant son sommet au point M; désignons par
» 'ouverture sphérique du cone, par p la longueur d’une
génératrice M’ A’ interceptée dans le segment s, par o
I'angle de cette génératrice avec MM'.

L’action exercée par le cone sur le point M’ est wp;
les composantes tangentielle et normale ont pour va-
leurs wpsina, wpcosz; le triangle MA’M/, a la limite.
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e . . .
est rectangle, p = —— et, par suite, d’aprés le raison-

cosa
nement précédent, la force f” est dirigée suivant MM’ et
a pour valeur 2me. La force f est donc égale et directe-
ment opposée  la force f.

Considérons maintenant un point intérieur a la cou-
che électrique et situé sur le prolongement de MM’ &
une trés-petite distance du point M’. La résultante des
actions de la couche entiére est nulle en ce point, de
sorte que la portion S de la couche exerce en ce point une
force f; égale et directement opposée a f’. L’action exer-
cée par S au point M différe infiniment peu de f] ou de
/' en valeur absolue, ou, par conséquent, de f. D’ailleurs
le segment s exerce au point M la répulsion f; par con-
séquent, la couche entiére exerce au point M une répul-
sion normale a la surface et égale a 2 fou 4me.

Les théorémes précédents s’appliquent a un systéme
quelconque de conducteurs; il en est de méme du théo-
réme de Laplace. Dans ce cas, S désigne la somme des
volumes des couches électriques a I'exclusion du petitseg-
ment s ; la démonstration reste la méme.

Ainsi, en chaque point d'un conducteur, s’exerce unc
force répulsive normale 4 la surface du conducteur et pro-
portionnelle a I’épaisseur de la couche électrique en cc
point. L’électricité exerce donc, en chaque point de la
surface du conducteur, une pression normale 4 la surface
du conducteur, proportionnelle, d’une part, ala répulsion
précédente 4me,d’autre part, a I’épaisseur de la couche e:
cette pression est donc égale a {me?®; elle est proportion-
nelle au carré de Uépaisseur électrique. Cette pression
est contre-balancée par la résistance qu’oppose le milicu
environnant a I'écoulement de I'électricité.

(A suiore.)
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EXPOSITION DE LA METHODE DES EQUIPOLLENCES

( sulte, voir 2° série, t. XII, p. 529);
Par M. G. BELLAVITIS.

(Traduit de I'italien par M. LasaxT, capitaine du Génie.)

152. En se rappelant les formules du n° 92, chacun
verra que I’équipollence de I'éllipse (145) peut s’écrire
sous la forme
+ 0A —%—2\/ OB .

12 —t

b

OM--

0A — /OB
2

ou, par la construction du n° 149,
1 v
OM«t: — OKef+ - OK, e,
2/ 2

Les deux termes du second membre expriment deux
mouvements circulaires de rayons $OK , 1OK,, exécu-
tés avec des vitesses égales, mais de sens contraires,
comme l'indique 'opposition de signe des exposants de
£, €73 par suite, l’ellipse peut étre décrite par la com-
position de deux mouvements circulaires. Il en résulte
qu’elle est une hypocycloide.

ADDITION DU TRADUCTEUR AU Ne° 152.

Etude de I'hyperbole.

En suivant pas & pas ’exposé précédent des propriétés de Vellipse et
en employant la notation si commode des fonctions hyperboliques, il
est facile d’établir quelques-unes des principales propriétés de I’hyper-
bole : c’est ce que nous allons faire rapidement. Le lecteur saisira sans
peine dans ce qui va suivre les analogies et les différences  entre les deux
courbes.

Equipollence de I’hyperbole. — L’hyperbole est exprimée par I'équi-
pollence

(1) OM & xO0A + yOB ( fig. 32 bis),
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z et y, quantités réelles, étant lices par la relation

(2) =1
ce que I’on peut faire en posant z=che¢, y = sh¢. Onvoit sans peine que
Fig. 32 bis.

OA, OB sont deux demi-diamétres conjugués, et que OB est le demi-dia-
meétre imaginaire. .
(A suiore.)

GORRESPONDANCE.

Extrait dune Lettre de M. Catalan.

Parmi toutes les maniéres de démontrer la formule du
binéme, a-t-on remarqué celle-ci?

Soit
m(m—1) " m{m—1)(m—2)

. X3,
1.2 1.2.3 ’

(1) y:l—l—%l.r—%-

x étant compris entre +1 et — 1 (exclusivement), de
maniére que la série soit convergente.
Si I'on prend les dérivées des deux membres, on a

m—1 m-—1) (m—2 i
y’:m[x-—%— x+( A ).z’+... H
1 1.2 3
puis, en multipliant par 1+ x,
m—1 m—1)(m— o
BEERTPNCES UL
(1+x2)y'=m _ ) x4, |5

m—1

-+ I
1
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c’est-a-dire, 4 cause de I'égalité (1),
(1+z)y' =my,

ou

Y I
2 -_—
(2) S p—

S

On conclut, de cette équation caractéristique,
(3) y = (1+x)"

2. On sait, depuis Dirichlet (?), qu’il n’est pas tou-
jours permis de grouper, d'une maniére arbitraire, les

termes d’une série. L’exemple suivant me parait trés-
propre a démontrer cette proposition.

Soit
P NS S S SO SR IO LR
2 4 5 6 7 8 9 10 11
1 1 1 T
———‘-;—i—x—g—m-l—ﬁ—?a-l—.. ’
et, par conséquent,
212:2—1-{—————'-+E-—l———-——l~+——l+l
3 2 5 7 4 5 n
I 2 I 2 1
TETB ;TR T

Si I'on réduit les termes semblables, i/ semble que I'on a

vl — 14 ) 1_‘_1_}_1 1, 1
S R A A TR

ou, en groupant dfﬁ"éremment les termes,

1 1 ] 1 1 I
202 —=1— — 4 - — =+ ;
2

I

c'est-a-dire 272 == 2!
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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Que.;tz'orz 1098

( voir 2° série, t. XI, p. 480);

Par M. C. MOREAU.

7 1\m .
La différence entre ( 1+ -—) et e est comprise entre
m

e

et » quel que soit m.
2m —+1 2m —+ 2

Il faut démontrer les inégalités

(1) 2me—+—é<e—(l+l>m< -7

m 2m 41

’
f

. ™ . .
en isolant \1 -+ /—> » elles reviennent aux suivantes :
n

2m 2m -+ 1

(2) e << {/I+i>m<c .

2m +1 \ m 2m - 2

Supposons d’abord m négatif et plus grand que 1 en
valeur absolue, en changeant m en — m, les inégalités (2)
deviennent

4 N\ —m
2m { 2m—1
AR
2m —1 m 2m— 2

ou

et, en prenant les logarithmes népériens,
1 I
1— log (1—;,—”> <—mlog(1—-;l>
<1+ lo 1—’— —lo —1).
< 8 om g -
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Or, m étant plus grand que 1,

1 ') t 1 L
og {(t—~} et log|1 2,”)

sont développables en séries convergentes, et, en rédui-
sant les termes semblables, les inégalités deviennent

Tk —— b e — T — e
2m~r‘8m2—r-... szmP+ < 3m‘
I 3 2P —1
—_— 14— +....
prm I T F oarme

On voit alors que les deux premiers termes sont les
mémes dans les trois membres, et que les autres vont
respectivement en augmentant du premier membre au
troisiéme, si 'on a p2? >p+1 > pl » ce qui, en
somme, revient a p + 1 < 27, lnegallte toujours vérifiée
a partir de p = 2.

Il résulte donc de la que les inégalités (2) sont vraies
pour toutes les valeurs de m comprises entre — 1 et —oo .

Faisons-y m =—1— m/, m' sera un nombre positif
quelconque dans les inégalités suivantes :

(!
oam' + 2 /<l_ 1\ (”+')< 2m+1

€ —— < —
2m' + 1 m 41 om'

’
. e m
Multiplions-les par ——— il viendra
m —+1
2m' 1\ om' + 1
€ —_— 14+ — e ————
a2m’ 41 < ( m'> < 2m' -+ 2

On retrouve ainsi les inégalités (2), qui sont, par suite,
démontrées pour toutes les valeurs positives de m.
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Il est facile de voir que ces inégalités sont encore vraies
pour les valeurs m = o et m = — 15 il s’ensuit donc que
la (question proposée est démontrée pour toutes les va-
leurs positives, nulles ou négatives de m, excepté pour
celles qui sont comprises entre o et — 1. Cela tient a ce.

. . 1\~
que, pour ces derniéres valeurs, la fonction <1+;’—1>

est discontinue, passant brusquement du positif au né-
gatif et 4 'imaginaire, et qu'on ne peut pas lui assigner
des limites variant d'une maniére continue.

Note.— La méme question a été résolue par M. Moret-Blanc.

Question 1118

(voir 2° série, t. XII, p. 384);

Par M. H. BROCARD.

Sur une droite AB comme base, on décrit trois trian-
gles isoscéles ABC, ABC’, ABC” dont les hauteurs soient
respectivement égales aux produits obtenus en multi-
pliant la moitié de la base par les nombres un, deux,
trois : démontrer que la somme des trois angles au
sommet de ces triangles est égale & deux droits.

(Lronner.)

Désignons par «, 3, 7 les compléments des trois angles
moitiés. On a tanga =1, tang = 2, tangy=3. Le pro-
duit de ces trois nombres étant égal 4 leur somme, les
trois angles a, (3, 7 ont pour total 180 degrés. Il en est
donc de méme de leurs compléments.

Note. — La méme question a été résolue par MM. Pellissier ; Gambey;
Lez; Ch. C.; A. Morel ; Vannetelle; Beaujeux ; Viaud ; a 1a Rochelle; Paul
Demarteau, a Klagenfurt en Carinthie; Henrique y Diaz, éléve ingénieur
a PUniversité de Liége; S. Levinen, a Helsingfors; G. D.; L. Cauret,
professeur au lycée du Mans; E. Gatti, étudiant a I’Université de Turin;



(64)
A. Moreau, ingénieur des Arts et Manufactures; Jardin, professeur au
lycée de Brest; L. Goulin, éléve du lycée du Havre; B. Launoy, maitre
auxiliaire au lycée de Lille; C. V. et E. W., éléves du lycée Louis-le-
Grand.

QUESTIONS.

1125. Un tétraédre, dont les six arétes sont mesurées
par des nombres entiers, ne peut pas avoir parmi ses
angles solides un triédre trirectangle; mais, sur les arétes
’un tel triédre, on peut, et d’'une infinité de maniéres,
prendre trois longueurs, OA, OB, OC, en nombres en-
tiers, tels que I'aire du triangle ABC soit elle-méme me-
surée par un nombre entier ainsi que les trois autres
faces du tétraédre résultant OABC.

(ABeL Transon.)

1126. Trouver I’enveloppe d’une sphére tangente a
une surface du second degré donnée, et coupant orthogo-
nalement une sphére également donnée.

(E. PeLrer.)

1127. Lorsqu'un cercle passant par un point fixe F
est vu sous un angle constant d’un autre point F’, ce
cercle enveloppe un limacon de Pascal qui a pour foyer
double le point F et pour foyer simple le point F’.

(H. Faure.)

1128. Si un nombre premier, P, est égal a la somme
de trois carrés, P* est généralement égal aussi 4 la somime
de trois carrés; il ne pourrait y avoir exception que si P
était décomposable en deux carrés (*).  (Cararan.)

(*) Encore n’est-il pas sir que ce cas d’exception puisse se présenter : le
nombre premier 29 =16--9-+§ =25+ 4; néanmoins 29* = 24*+16*+ 32.
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SUR LA DISTRIBUTION DE L’ELECTRICITE A LA SURFACE
DES CORPS GONDUCTEURS

(voir méme tome, p. 51);

Par M. J. MOUTIER.

Surfaces de niveau. — La résultante des forces répul-
sives exercées en chaque point d'un conducteur étant
normale a la surface du conducteur, il en résulte que
cette surface est une surface de nivean.

M. Chasles appelle points, correspondants, sur deux
surfaces de niveau, deux points situés sur une ligne tra-
jectoire orthugonale a toutes ces surfaces, et éléments
superficiels correspondants, sur deux surfaces de niveau,
les éléments compris dans un canal infiniment étroit,
dont les arétes sont toutes des lignes trajectoires orthogo-
nales aux surfaces de niveau. M. Chasles a établi que les
attractions d'un corps sur deux éléments superficiels cor-
respondants sont égales (*); il est aisé de retrouver cette
propriété au moyen du théoréme qui sert de point de dé-
part a cette étude.

Considérons, en effet, une surface fermée limitée, d'une
part, par deux éléments superficiels correspondants,
d’autre part, par le canal infiniment étroit considéré tout
a I'heure. Soient F et F' les attractions exercées sur les
deux éléments correspondants; ces forces sont normales
aux éléments. D’ailleurs, les attractions exercées sur les
éléments superficiels du canal infiniment étroit sont
dirigées suivant les éléments et ne fournissent aucune

\

composante normale 4 ces éléments. Par conséquent,

(*) Journal de I’Ecole Polytechnique, 15¢ cahier.

Ann. de Mathémat., 2® série, t. XIII. (Février 1874.) 5
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d’aprés le théoréme cité,

F—F —o.

Action d’une sphére homogéne sur un point exté-
rieur. — On peut déduire des considérations précédentes
la loi d’attraction d'une sphérc homogéne sur un point
extérieur. ,

Les surfaces de niveau sont alors des sphéres concen-
triques; les trajectoires orthogonales des surfaces de ni-
veau sont les rayons de la sphére prolongés.

Considérons deux éléments correspondants w, o’ a des
distances du centre de la sphére ret 7' :

Appelons, comme précédemment, I' et [/ les attrac-
tions exercées sur ces deux éléments; soient, de plus, fet
S les attractions en un point de chacun de ces éléments
ou les atiractions de la sphére en deux points situés a des
distances du centre r et r’,

F=fo, F=/f".
Puisque F =F',

S e

e F
Sil’'on supposela distance ' assez grande pour que I'on
puisse regarder la distance d’un point situé a la distance »/
du centre de la sphére comme égale a la distance de ce
point 4 un point quelconque dela sphére, en appelant M
la masse de la sphére,
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D’aprés la relation précédente,

f M
R
Tutorime. — Lorsque des conducteurs renferment

respectivement des quantités égales des deux fluides,
tous ces conducteurs sont a ’état neutre.

Considérons un élément o pris sur la surface de 'un
des conducteurs, et un élément correspondant ' situé a
une distance suffisamment grande du systéme de conduc-
teurs, pour que 'on puisse considérer un point de cet
élément comme étant 4 la méme distance de toutes les
molécules électrisées. L’action exercée sur I'élément v’
est nulle; il en est de méme de P'action exercée sur o,
d’aprés un théoréme précédent; par conséquent, I'épais-
seur électrique est nulle en chaque point de I'élément o,
et, par suite, dans toute 'étendue du conducteur.

Ce théoréme a é1é établi d’abord par Gauss dans le cas
d’un conducteur unique, puis par M. Liouville dans le
cas d'un systéme quelconque de conducteurs, au moyen
de considérations diflérentes (¥}

Tutorkme. — La distribution électrique ne peut avoir
lieu que d’une seule maniére a la surface des conduc-
teurs.

Supposons, en effet, une quantité d’électricité en équi-
libre sur un conducteur; soit e I'épaisseur électrique en
un point M du conducteur. Supposons que la méme quan-
tité d’électricité puisse étre distribuée d’une autre maniére
sur le conducteur ; soit ¢’ la nouvelle épaisseur électrique
au point M.

Considérons cette seconde distribution : I’équilibre

(*) Additions & la Connaissance des temps, p. 34; 1845.
5.
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subsistera si I'on change le signe de Iélectricité en chaque
point de chaque conducteur. Superposons ce dernier état
d’équilibre au premier; nous aurons un nouvel état d’é-
quilibre auquel correspond I'épaisseur électrique e — ¢’
au point M. Mais tous les conducteurs renferinent alors
des quantités égales des deux fluides; d’aprés le théoréme
précédent, les conducteurs sont & I'état naturel, et, en
chaque point M, ,v
e— e —O0.,

Tatorime. — La distribution électrique est indépen-
dante de la quantité d’électricité.

Supposonsun systémede conducteurs électrisésen équi-
libre; si I'on multiplie Pépaisseur électrique en chaque
point par une quantité constante, on obtient une noun-
velle couche qui n’exerce aucune action sur les points
intérieurs de chaque conducteur; cette couche est donc
une couche électrique en équilibre. Mais, d’aprés le théo-
réme précédent, la distribution de la nouvelle quantité
d’électricité ne peut avoir lieu que d’une seule maniére ;
de sorte que, si les conducteurs électrisés renferment des
quantités inégales d'électricité, il existe nécessairement
un rapport constant entre les épaisseurs électriques en
chaque point des conducteurs.

TrtorkMe. — La quantité d’électricité induite sur un
conducteur qui enveloppe de toutes parts le corps induc-
teur est égale a la quantité d’électricité du corps induc-
teur.

Considérons un corps inducteur A enveloppé de toutes
parts par un corps conducteur soumis a 'induction de
A soient a la charge de I'inducteur, 4 la charge de nom
contraire induite sur la surface intérieure B du conduc-
teur, c la charge induite sur la surface extérieure C de ce
conducteur.
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Imaginons une surface fermée a I'intéricur du conduc-
teur BC, qui enveloppe la surface intérieure B. Un point
pris sur cette surface est soumis aux actions des électri-
cités a, b et c; les trois forces correspondantes se font
mutuellement équilibre; par suite, les composantes de ces
forces, estimées suivant la normale 4 la surface, ont une
somme algébrique nulle. Il en est de méme pour tous les
points de la surface fermée; par suite, la somme algé-
brique des actions de a, b et ¢, estimées suivant les nor-
males, est nulle. La partie de cette somme relative a a est
4ma,d’aprés le premier théoréme; la portion de la somme
relative a b est — 47b; la partie de la somme relative &
¢ est nulle; d’aprés le méme théoréme, donc

a=~=a.

La quantité d’électricité induite b est donc égale 4 la
quantité d’électricité a de I'inducteur, résultat conforme
aux expériences de Faraday.

DEVELOPPEMENT D’UNE FONCTION
suivant les puissances ascendantes, entiéres et positives d’une autre fonction.

Série de Taylor. — Série de Lagrange.
Par M. A. PICART.

On sait que, si I (z) est une fonction synectique, ¢’est-
a-dire continue et bien déterminée dans une certaine
portion du plan, I'intégrale fF(z)dz, prise tout le long
d’un contour fermé C intérieur a cette région, est égale
a zéro.

f(Z) —f(z)’ ot
?(Z) —¢(2)
f(Z) et (Z) sont des fonctions synectiques de Z dans

Cela posé, considérons l’expression
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Gne certaine aire A, z désignant la valear de Z qui cor-
respond & un point O sitmé dans cette aire. Si ¢ (Z) ne
peut étre égal 3 o (z) que pour Z = z, et si la dérivée
"9’ (Z) ne s’annule pour auncun point de Iaire, il est évi-
dent que cette expression est une fonction synectique

deZ, et V'on a
ff f(z —0
(Z) — ’

cette intégrale étant prise tout ]e long d’un contour Cin-
térieur a I'aire, oun

_ (. f@mdz
10 [ [
Mais ?(Z)—mz = (z\ 7= — U (Z) (*), ¢ (Z) dési-

gnant unc fonction de Z synecthue dans toute I’étendue
de I'aire; donc

A f(s) [ dzZ_
ﬂz)fqa(l)—zp(z)"?'(z) fZ—z

Or on sait que P'intégrale, prise tout le long d’un con-
tour, ne changepas de valeur quand le contour se déforme
sans franchir aucun point pour lequel la différentielle
devienne infinie ou acquiére des valcurs égales; donc I'in-

; dz . T .
tégrale 7ot égale a l'intégrale prise tout le Jong

d’une circonférence de centre O, c’est-a-dire a

27 pieh df am
—_—— ou iddy ou 2wi;
re% ’
o (o]

dz Sz .
( _—_— .
i f? Z)—39z) ¢ @

() Cette formule n’est démontrée que pour une fonction entiére ¢ (2);
mais, comme la série de Taylor s’ensuit pour une fonction synectique,
il est facile de I’étendre a une pareille fonction.

donc




(71)
D’autre part, si I'on suppose que le long du contour C
le¢’ module de ¢ (Z) soit plus grand que celui de ¢ (z),

I'expression e )pouvam se développer en série

¢ (Z) —

convcrgento, OI‘dOHDGG suivant les PU]SS&HC(‘S entiéres et

.. z .
positives de qi—-)’ savoir :

¢ (Z)
s L ¥ ¢ (2
t?(Z)+?2(Z)+?’(Z)+...+?_"*'(Z)+'.',
on a
Sf(Z)dZ  (f(Z)dZ f(Z)dZ
f?(z)—-?(Z)—f ¢ (Z) +?(z)f 9'(Z)
4+ (2) f(Z)dZ
o (DA
-+ 9" (3) 7oz T

donc, enfin,

_ [ff ) dZ f(z)dz
ami P (Z)
ff @dz ]
¥ (Z)
Et, si 'on désigne par F(z) la fonction (a2 une con-
stante prés) qui a pour dérivée f(z), on a, cn intégrant,

Pl K—L;j;[w) o
f dZ

Z‘dZ

(Z‘dZ
\ ]

K étant une constante.
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Ainsi, si, dans 'intérieur d’un contour C, le module
de la fonction synectique ¢ (2) est inférieur au plus petit
module que prend cette fonction sur la ciconférence du
contour; et si, de plus, ¢ (z) ne peut pas prendre la
méme valeur pour deux points différents de I'intéricur
du contour, et que la dérivée ¢’ (z) ne s’annule pas dans
cette portion de plan; la fonction F (z), synectique dans
cette étendue, peut se développer suivant les puissances
ascendantes, entiéres et positives de ¢ (z), pour toutes les
valeurs de z intérieures au contour. Et, si I'on suppose
que ¢ (z) nes’annule que pour une valeur a de z corres-
pondant & un point O de I'intérieur du contour, on a

F(5)=F(a)+ — [q,(z) fm

X, 2] 9 (2)

9(2) (z) dz
* f )
¢ (2) (2)dz
-+ TIW “+...
¢'(z) ["F (2)dz
+—n—f———-—?"(z) +:|~

Telle est la formule générale qui donne le développe-
ment d’une fonction F(z), suivant les puissances ascen-
dantes d'une autre fonction ¢ (z).

Supposons que ¢(z) =z — a, alors la formule de-
vient

F(s) = F(a) + ;l;;[(z—a)fl?lz(ﬂf
+ (z—a)’ F'(z)dz

(z—ap

v e )

(3)
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Ici, comme le module de z — a, qui est constant sur
une circonférence de centre O, va constamment croissant
avec le rayon de ce cercle, on voit que le développe-
ment a lieu pour toutes les valeurs de z correspondant
aux points de I'intérieur de la circonférence de centre O
au dela de laquelle la fonction F (z) cesse d’étre synec-
tique. '

On sait que, lorsqu’une série, qui procéde suivant les
puissances ascendantes entiéres d’une variable, est con-
vergente,.la série des dérivées de ses différents termes
est aussi convergente et a pour somme la dérivée de la
somme de la premiére série; donc on a

F'(z)—-:;.[f!‘iﬂiu(z_a) F(g)ds

2xi z—a (z—a)

+(z—a)" fF’(z‘f:_, ]s
O
Y ¢ T
o=
+2.3(z—a )fF’(z .],

F(ny(,)=2+‘_i[z.3.4. c(n— x)f(ilﬁ):;z.
F/(3)dz +...];

+2.3...2(z —a)
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don -

. 0 [P @)ds
vy oy 1 F' (z) dz
F (a)_z—m’ (z-—u)”
oy 2 [F (z)dz,
o {Fe=n il
.3 "(2) d:
P =22 (Fz(_‘)a;
F®) (a) = 2.3..2.5:i—x)fF’ (2)dz

(z—ay

Cette derniére formule, sil’on pose F'(z) = f(z), peut

s’écrire
iy 1.2.3...n f(z)dz ,
frla=22r

2mi z — a)t!

I'intégrale étant prise le long d’un contour qui enveloppe
le point O, et dans I'intérieur duquel la fonction f(z)
est synectique. Si ce contour est une circonférence de
centre O et de rayon r, on peut la mettre sous la forme

1.2.3
2wt

f"(a): Y (2 fQﬂf(a+re°i)€—"eid9-
o

M désignant la valeur maximum que prend le module
de f(z) sur la circonférence, le module de I'intégrale
am
est moindre quef Mdg, c’est-a-dire que 2mM; et,
o
par suite, le module de f* (a) est moindre que

1.2.3...nM~
r’l

Cette remarque nous sera utile plus loin.
Remplagant dans la formule (3) toutes les intégrales
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définies par leurs valeurs (4), on obtient la série de
Taylor

F(z)=F a) + (s — a) F'(a) + | “)' F’ (a)
(5) o

+
1.2.3

F” (a) + ---+I(—z2_;———)-—F<”’(a)+

Supposons, en second lieu, que la fonction ¢(z) soit -
égale a \]a_(;) » et désignons cette quantité par x. La for-

mule générale (2) devient dans ce cas

F(z):F(a)+;[fo’(Z)¢(Z)dz

27l zZ2—a
(6) +2f——-—————(( W() +
F(2)47(2) dz ,
-+ — " .,[ (z—a) +...]
Mais nous venons de voir que généralement
t x(z)dz _ x*(a)
(7) -2_11—1-'/'(5——0)"‘“ T 1.3,

% (2) désignant une fonction synectique de z dans I'inté-
rieur du contour C; donc le développement précédent
peut s’écrire

F () = F(a) + oF (a)$(a) + = Du[F' () ¥ (a]

(8) + 2 D [F(a)g(a)] +

"
1.2...n

+ D% [F'(a)y" (@)] +. . . .

C’est la formule de Lagrange qui exprime une fonc-
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. 9 . P . 2z —
tion F (z) de 'une des racines de I'équation 2

P
ou z=a- x{(z), en série procédant suivant les puis-
sances ascendantes de x.

Mais reportons-nous aux conditions générales qui doi-
vent étre remplies pour qu’une fonction F (z) soit déve-
loppable suivant les puissances d’une autre fonction ¢ (z),
pour toutes les valeurs de z qui correspondent a I'intérieur
d’un certain contour C. Il faut que, dans toute 'étendue
de l'aire embrassée par ce contour, le module de ¢ (z)
soit moindre que sur le périmétre de ce contour; de plus,
que ¢ (z) ne puisse prendre la méme valeur pour deux
points différents de cette aire, et que ¢’ (z) ne s’annule
pas dans I'intérieur du contour. Or, ici, la fonction ¢(z)

“._:.z',

z—a ,
est ——-; pour z=a, elle s’annule [on suppose ¢ (a)

différent de zéro]. Si I'on pose z = a + re¥, lemodulede
ez —a re® .
———— ou de —————— sera une fonction de r et de 6 de

¥ (2) ¥ (a + ret)

r .
la forme ——— [ (r, 6) ne s’annulant ni ne devenant
w(r,9)

infini pour r=o]. En I'égalant & une constante posi-
tive m, on aura le lieu des points pour lesquels la fonc-
tion ¢ (z) prend le méme module m. Pour des valeurs
suffisamment petites de m, on voit aisément que 'une
des branches de cette courbe devra se réduire a un con-
tour fermé s, dans I'intérieur duquel se trouve le point O.
La fonction ¢(z) étant supposée uniforme (c’est-a-dire
susceplible d'une seule valeur), si m croita partir de zéro,
lecontour fermé s, qui, pour m = o, se réduit au point O,
va toujours en s’élargissant par degrés insensibles jusqu’a
ce que m ait alteint une certaine valeur p pour laquelle
ce contour isolé se réunit i une autre branche de la
courbe pour s’ouvrir ensuite. Le contour correspondant
a cette valeur p est alors la limite C de I’aire dans I'in-
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térieur de laquelle le module de ¢ (z) est moindre que
sur le périmétre. Mais quelle est cette valeur p de m?
Imaginons en chaque point du plan, qui a pour coor-
données r et 8, une perpendiculaire dont la longueur re-
présente la valeur du module correspondant de ¢ (z). Le
lieu des extrémités de ces perpendiculaires est une cer-
taine surface qui représente la variation du module. Les
courbes de module constant dont il vient d’étre question
sont les projections des courbes de niveau de cette sur-
face. La courbe limite C qui s’accole & une autre branche,
c’est-a-dire qui acquiert un point multiple, est donc la
projection d’une courbe de niveau située dans un plan
tangent ; et 'ordonnée du point de contact, ou la valeur
correspondante du module, jouit dela propriété du maxi-
mum, savoir, que les dérivées partielles relatives a r
et 6 sont toutes deux nulles. Seulement ce n’est pasun
maximum proprement dit, ¢’est ce qu’on peut appeler un
maximum minimorum.

Le maximum minimorum d’une fonction de deux va-
riables est la plus grande des valeurs minima que prend
la fonction lorsque, I'une des variables restant fixe, 'autre
varie. Or le module de ¢ (z) est une fonction de r et de 6,
savoir x (r,0) ; la valeur maximum minimorum de ce mo-
dule s’obtiendra donc en cherchant le minimum de ¥ (r, 6)
quand 6 varie seul : c’est une certaine fonction A (r);
puis en cherchant le maximum de cette fonction A (r).

Il faut bien distinguer le maximum d’une fonction du
maximum minimorum. Ce qui caractérise le maximum
ou le minimum proprement dit, c’est, si I’on représente
la fonction de deux variables par une surface, que le
plan tangent au point dont P'ordonnée est maximum on
minimum laisse autour de ce point la surface d’un méme
c6té, tandis que, pour le maximum minimorum, le plan
tangent coupe la surface en ce point.
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Mais on sait que, touies les fois que le module d’une
fonction ¢ (z) passe par un maximum on un minimum,
la dérivée ¢’ (z) s’annule; donc p. est le plus petit des
modules de ¢ (z) qui correspondent aux diverses racines
de ¢/ (z) = o. Le contour C, dans I'intérieur duquel le
module de ¢ (z) est moindre qu’a la périphérie, est donc
défini par I'équation

.2 =2 _
mod. ) P
Dans toute I'étendue de I'aire limitée par cette courbe,
¢’ (2) est, d’aprés ce qui vient d’étredit, différent de zéro.
De plus, la fonction ¢ (z) ne peut prendre dans cette
étendue la méme valeur pour deux valeurs différentes
de z; car, s’il en était ainsi, il faudrait que 'on etit

z—a z,—a

b)) Yy
le module de x étant inférieur a p, c’est-a-dire que I’équa-
tion z =a -+ xy(z) devrait avoir deux racines z et z,
dans I'intérieur du contour C.

Or, si I’'on désigne généralement par a, b, c,..., {les
racines d’une équation F(x) = o comprises dans un
contour C, et par «, {3, 7,..., * leur ordre respectif de
multiplicité, la valeur de I'intégrale

F(z)dx dlogF (x)
fT(—,;)—- ou fT ({.l‘,

prise tout le long du contour C, est égale a
(a +B+9+...+%2ni,

comme on le démontre aisément en mettant la fraction

FI
——(l—j sous la forme

F(x)
a g X o’ (x)

ey A Sy R )
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et prenant les intégrales des différents termes. On obtient
ainsi, en effet,
ami(a+ B +q9+...+1),

r(r)

. w'x), . v
car, la fonction —— étant synectique dans 'intérieur du
’ w(x) .

’

T |

contour, on af——((—r% dx = o. Pour connaitre le nombre
wl ¢

des. racines de Véquation z=a +x{(z) comprises

dans le contour C, il faut donc trouver la valeur de

l’int('fgratle‘/‘(“‘)m'z —_:;z_ zb(2)] dz. Mais

log[z —a—a{(z)j=1log(z — a)—l—log(l-— :‘l’_(za)>,
. ¥(2)

z2—a

. 1
d’ailleurs, sur le contour C, le module de est —y

et, comme le module de x est plus petit que g, le module

\H

— est plus petit que I'unité; on peut donc écrire

log [z — a — 2 (2)]
logs T 1EV() 1avle)

z—a 2(z—a) 3(z~-a)

Mais ¢ (z) étant supposé synectique dans I'intérieur et
sur le périmétre du contour C, ¢ ( z) peut se développer
en série convergente procédant suivant les puissances en-
liéres et positives de z —a; donc log[z —a— x{ (z)]
est égala log(z—a), plus une série convergente procédant
suivant les puissances entiéres, positives et négatives, de
z — a. Si nous prenons la dérivée de cette fonction, nous

I e .
aurons » plus une série de termes qui ne renferment
zZ—a

; donc

pas la premiére puissance de

fdlog[z —a 29@) . _ f ds > sz—,;daz)p
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Or

dz A,dz iA, [T ;
= 3 U AN i 4 —(p—1)8i —
fz—-a awi, —ap ‘£ e d§ = o,

puisque p est différent de 'unité ; donc, enfin,

awifa4+B+9 +...4+2)=2ni,
ou
a+B+g+...4+d=1,

c’est-a-dire que I'équation z — @ — x{(z) = 0, quand le
module de x est inférieur 4 p, n’a qu’une racine comprise
dans V'intérieur de la courbe C.

De cette discussion, nous pouvons conclure que la
série de Lagrange (8) a lieu pour toutes les valeurs de x
dont le module est inférieur au plus petit 2 des modules

z2—a
de

$(2)

(ui correspondent aux racines de I’équation

(z—a)¥'{z) —¥(z)=o0,

ou au plus petit u des modules de « qui satisfont aux
équations simultanées

(z—a)y'(z) —¥(z) =0,

1—a}’(2) =o,

et qu'elle fournit le développement relatif a la racine z
de I’équation z = a + x{ (z) qui est comprise, a 'exclu-
sion des autres, dans 'intérieur du contour fermé C dé-

fini par I’équation
z2—a

il
¥(2)
On peut donc dire que c’est la racine de plus petit mo-
dule.

Du reste, on peut reconnaitre que la série (8) est con-
vergente pour toutes les valeurs de x dont le module est

mod.
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inférieur an maximum des modules minima qu’acquiert

. z—a . )
la fonction '—(—;7 sur chacune des circonférences concen-
Y

triques qui ont leur centre en Oj; car le module du terme
.I"

—— D~ [F'{a){"(a)] est, d’aprés unc for-

mule démontrée ci-dessus, moindre que

———P——I.z.S...(n—l)Wn ou ’i:({)—"i)",

2
1.2...0 ro—t n r

général

p désignant le module de x, u et m les modules maxima
de F'(z) et de ¢ (z) sur la circonférence de rayon r dé-
crite du point O comme centre; et, par suite, la séric est

. pmn r
convergente si PT <1,0u p<_ o La plus grande valeur

r . . , .
de — donnera donc la limite supérieure que ne devra
m

pas dépasser p, ¢’est-a-dire le module de'x, pour qu’on
soit assuré de la convergence de la série (8).

Telles sont les conditions auxquelles a lieu la série de
Lagrange. Il me semble que jusqu’ici ces conditions
n’avaient pas encore é1é établies avee le méme degré de
précision. En appliquant la série de Maclaurin au déve-
loppement de la fonction F (z) suivant les puissances
ascendantes, entiéres ct positives de x, et invoquant le
théoréme célébre de Cauchy relatif a ce développement,
on limitait le cercle de convergence de la série 4 la valear
de x de plus petit module pour laquelle I'équation a une
racine double. Mais pourquoi la valeur de plus petit mo-
dule? car généralement la convergence de la série de
Maclaurin est limitée & la valeur de la variable pour la-
quelle la valeur de la fonction & détermination multiple,
que 'on développe, devient infinie ou égale & une autre
valeur de cette fonction, et cette valeur de la variable
n’est pas nécessairement, comme vient de le démontrer

Ann. de Mathém., t. X1II, 2¢ série. (Février 1874. 6
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M. Maximilien Marie, celle qui a le plus petit module
parmi les valeurs qui rendent la fonction ou sa dérivée
infinie.
Par une méthode empruntée comme la nétre a Cau-
chy, mais qui substitue aux intégrales définies prises

le long d'un contour la considération équivalente des

I ,
dans le déve-

résidus, c’est-a-dire du coeflicient de
zZ—a

loppement convergent suivant les puissances de z —a
d’une fonction qui devient infinie pour z=a, M. Rouché
(Journal de I’Ecole Polytechnique, t. XXII) a montré
que le développement s’applique a la racine de plus petit
module de I'équation, et qu’il a lieu pour toutes les va-
leurs de x dont le module est inférieur 4 'inverse du mo-
¥ (2)
z2—a
avons trouvée. Il fait remarquer ensuite que ce module

dule minimum de

; Cest bien la la limite que nous

minimum correspond 4 I'une des valeurs de z fournies
par I’équation ’

¥ (=),

Y(z)’

mais il ne s’attache pas a démontrer que cette valeur de z

z:a+

est, parmi toutes les racines de cette équation, celle qui
fait prendre a la quantité x, dans I’équation 1— x {/(z)=o,
le plus petit module : il se borne a I’énoncer, Malgré cette
petite lacune, le travail de M. Rouché a éié considéré
jusqu’alors comme le dernier mot sur la question; et, en
effet, la considération du module minimum maximorum

¥(z)

de

, dont 'inverse lui donne la valeur limite de x,

est préférable 4 la recherche directe du plus petitmodule
de « satisfaisant aux équations

-, 1—a}/ (z)=o.
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Cependant, en examinant de prés la méthode qu’il a
suivie, on voit qu’elle suppose déja connu le théoréme de
Cauchy relatif au développement d'une fonction suivant
les puissances entiéres, positives ou négatives de la va-
riable, tandis que celle que nous proposons ici se suffit
elle-méme, et donne en méme temps, par la méme ana-
lyse, le théoréme de Cauchy et celui de Lagrange.

SUR L'INTEGRALE | cos*+ xdux;

Par M. S. REALIS.

1. Dans les Traités de Calcul intégral se trouve rap-
portée, d’aprés Euler, la formule

JScos iz dx

sinz 2m
—= ——— | cos"™x ————— cos™ iy
am 41 2m — 1

2m(2m — 2)

——————————— €c0s¥" g -, |
(2m—1)(2m—3)

2m(2am—2)...6.4.2
{2m—1)(2m —3)...5.3.1

J+ const.,

et la formule analogue relative & fsin*"+!.xrdx, pour m
entier et positif.

Mais ce que les auteurs négligent de signaler, du moins
d’une maniére explicite, c’est la forme simple et mnémo-
nique que prend le second membre de laformule ci-dessus
lorsqu’on en fait disparaitre les cosinus, en y changeant
cos?’x en 1 — sin*x. On trouve en eflet, abstraction faite

6.
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de la constante introduite par 'intégration,

sinz  sin’z
cos*rder — —— — ——,
1 3
sin sindz sin®x
cos*rdr — —— —2 —— —_—
1 3 5
. . - . .
sinx sin‘x sin®*x sin’.x
/cos’.rd.r —_ 3 — s
. I 3 5 7
sinx sin*x sin®.x sin’x sinsx
cos*rdr == —— —f ——~ +6 - = —f —= ,
! 3 9

R I I I I IR R

ou l'on voit apparaitre les coefficients binomiaux, et d’on
I’on peut conclure, par une induction sire,

sinx sinfz m(m—1i)sin®x
/‘(‘ s Hrdr — —m )
) I 3 2 5
m(m—1)(m—2)sin’x
— “+..
2.3 -
ct aussi, par conséquent,
; v, cosx cossx  m(m—1)costxr
sin+ rdy —— — ( )
3 2 5
(2)
( m(m —1)(m —2) cos’r
2 3 7 ’

Mais une remarque qu’il importe d’ajouter, c’est que
les formules (1) et (2), construites ici dans hypothése
de m entier et positif, ontlieu, en réalité, pour toute va-
leur posifive cu négative de m.

Pour s’en convaincre, on n’a qu’a développer en série
Pintégrale fcos* ' xdx, aprés’avoir mise sousla forme
J (t—sin*x)"dsinx. On obtient en effet, apres la ré-
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duction de (1 — sin*x)™ en série et 'intégration,
S (1 — sin’z)"dsinz

sinz sinx  m(m—1)sintx
=——m —

1 3 2 5 Ther

quel que soit I'exposant réel m, et en admetiant que la
fonction sinx reste comprise entre les limites —1 et
-+ 1.

Le second membre de cette équation, auquel on peut
ajouter une constanie arbitraire, tant que I'intégrale reste
indéfinie, est une expression finie dans le cas de m entier
et positif, et présente, dans les autres cas, une série con-
vergente ordonnée suivant les puissances entiéres et
croissantes de sinx.

Pour sinx ===1, la série qu'on vient d’écrire con-
tinue d’étre convergente si m >—1, et, en ce cas, elle
convient encore i l'intégralezonsidérée. Sil'onam = —r1,
la série n’a pas de limite finie pour sinx = == 1; cepen-
dant, comme alors I'intégrale devient infinie en méme
temps que la série, I'équation peut encore étre regardée
comme donnant un résultat exact.

D’aprés cela, la formule (1) subsiste, quel que soit le
nombre m, et pour toutes les valeurs de sinx qui ne dé-
passent pasles limites — 1 et + 1, c’est-a-dire pour toutes
les valeurs réelles de I'arc x.

Cette conclusion se rapporte au cas de 'intégrale indé-
finie. A I'égard des intégrales définies, il sera facile de
voir que I'intégration doit étre effectuée dans une étendue
ou la fonction cosx ne change pas de signe. Sans cette
condition, I'application immédiate de la formule (1) par
la substitution des limites de x n’aurait lieu, d'une ma-
niére générale, que pour les valeurs positives de 2m 4+ 1.

Quant a la formule (2), elle n’est qu'une transformée
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de (1), ces deux formules se déduisant P'une de I'autre par

™
le changement de x en =

2. Soit fait, comme application de ce qui précéde,
m=—%, ou 2m + 1= 0, et ajoutons la condition que
P'intégrale (1) s’annule pour x = 0. La constante del'inté-
gration sera nulle, la valeur de 1'intégrale ne sera autre

. . N T
chose que x, et I'on aura, depuis x = o jusqu'a r=: 57

sin.x 1 sin*z 1.3 sin*x 1.3.5sin"z

1 23—+H 5 +2.4.6 7 ey

formule bien connue.

Soit encore m ._.——-, ou 2m -1 =— 2, et supposons
de méme que 'intégrale et la variable s’annulent en-
semble. Le premier membre de la formule (1) sera

.
T g’
— tangx
ﬂ €os?x 8%

, ..
et I'on aura ainsi

3'5sin’x+
4.6 T

=

1.3
tangx__sm.z'+ L sintz + — sindz +

2.4

N

. T T
pour tous les arcs x compris entre — -2— et + ;1 et méme

© .
pour x = >’ ce qui est exact.

Prenons, pour dernier exemple, m =—1, c’est-
a-dire 2m+1= —1, et appliquons la formule (2). Nous

. . , L g
obtiendrons, en intégrant entre les limites x et 5 et

faisant attention que
7‘
2 dx

. — =l cot—
5 Sinx o8 ’
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’égalité

x Cosx cos’x costx cos’x
logcot;: ~+ ~+ “+ ..y

I 3 5 7

depuis x = o jusqu’a x = 7. Ce résultal nous représente,
sous une forme spéciale, une série logarithmique d’Euler.

3. Le second membre de la formule (1), en y mettant
enévidencelefacteur communsinx, puisremplacant dans
le développement chaque terme sin* x par (1 — cos*x)¥,
peut étre mis sous la forme

sinx (A, ~+ A,cos’x + Ajcos'x + A cos®r +...).

Dans le cas de m entier et positif, et en supprimant
la constante introduite par 'intégration, il devra y avoir
identité entre cette expression et le second membre de
la formule d’Euler, rappelée au commencement de cet
article, Aprés avoir divisé ces deux expressions flar le
facteur commun sinx, on pourra donc égaler entre eux
les coefficients des mémes puissances de cosx, et]'on amé-
nera par la des relations d’identité qu’il peut étre utile de
connaitre.

Il vient, par exemple, en égalant de part et d’autre les
termes indépendants de cosx,

1 1 m(m—1) 1m{m—1)(m—2) 4!
'T3”"*5g 2 T g 2.3 e T
1 om(2m—2)(2m—4)...6.4.2

Toam+1 (2m—1)(2m—3)(2m —5)...5.3.1

a partir de m =13 ce résultat s'obtient aussi en compa-
T

2
rant les expressions de I'intégrale définie f cos*H ydx
0
fournies par les deux formules que nous considérons.
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I.a comparaison des coefficients de cos’x donne

(1"_ ]) +i(_”l:~‘l(ﬁlﬂ

W -
Ol -

2

(m—1)(m—2)(m—3) '. 1

1
9 2.3 T

2m —+1
1 (2m—2)(2m—4)(2m —6)...6.4.2
T am—+1(2m—1)(2m —3)(2m —5)...7.5.3

a partir de m = 2.
On trouve de méme, d’aprés les coeflicients de eos*x,

P 1 (m—2)(m—3)

g_a(m—-z)—i—g‘_‘z‘—““‘
_|_(m—:a)(m—-—3)(m‘—4)+ <+ !

— 2.3 T am+41

1 (2m—{f)(am—6)(2m —8)...6.4.2
h:zm +1(2m—1){2m—3)(2m —5)..97.5"

a partir de m = 3,

Et ainsi de suite. Ces relations ont de 1’analogie avec
celles qui font I'objet des questions 1079 et 1080, propo-
sées par M. Haton de la Goupilliére, et résolues par
M. Moret-Blanc et par d’autres (woir 2° série, t. XI,
p- 192,519 et 520).

SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSEE AU CONCOURS
D’ADMISSION A I’ECOLE NORMALE EN 1873.

Etant donnés une ellipse A et un point P dans son
plan, de ce point P on méne des normales & Uellipse A
et l'on considére la conique B qui passe par le point P
et les pieds des quatre normales :
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1¢ Trouver les coordonnées des centres de cette co-
nique B et celles de ses foyers ;
2° Trouver le lieu C du centre et le liew D des foyers
de laconique B, lorsque Uellipse A warie de maniére
que ses foyers restent fixes ;
3° Trouver le lieu des points d’intersection du lieuw D
et de la droite OP, lorsque le point P décrit un cercle

de rayon donné R, et ayant pour centre le centre O de
Uellipse A.

1° Soit
z? y?
;1—2' -+ '-b—z- =1

I'équation de Vellipse A et

xr=a, y==_
celles du point P. On sait que la conique B a pour équa-
tion

cxy + b*Bpr —a*ay = o,
et que, 'équation générale d’une conique étant
Sz, y)=Az*+ 2Bzy + Cy*+ 2Dx+ 2Ey + F=o,

les coordonnées du centre satisfont aux équations
(1) i =0, 3f)=o0,
et celles des foyers aux suivantes :

(2) GfeP—GAP=(A—=C)f,
(+£:) 34 ) =BL

En appliquant les formules (1), on trouve, pour déter-
miner le centre,

ey + b*p—o, cx—aa=o,



.
d’ott 'on tire

En appliquant les formules (2), on trouve, pour déter-
miner les foyers,
(e?y + b°B)*— (x — a*a)*—o,
(¢y + b*B) (¢tx — a’z) = ac*(ctxy + b*Bx — atay),
ou
(¢ty + b*B)*— (c*x — a*a)* = o,
(ety + b*B) (¢*z — a’«) + 2a*b*af = 0.
Ces équations se décomposent en les deux systémes
suivants :
(¢ty + b*B) + (c’xz — a*e)=o,
(e2y + b2B) (¢*x — a’a) + 2a*b*af = o,
et
(5 + 1'B)— (ox — a'a) =o,
(ty + b'B) (*xr — a*a) + 2a*b*af = 0.

On tire du premier

a*a —+ ab \/20:[3 — b’ —ab \fmTﬁ
| —_= 3 Yi= ——————— 3
_ c? c?
— - b2
2= a‘a :z:lz g/aaﬁ, Yo b B-I;zab Jzaﬁ,

et du second

a’ac—{-ab\/—za[.’p -—-b’ﬂ+ab\/-——2aﬂ
e S £ o ’

a’a — ab \/—-201[3, _ — b3 —ab \/——20:@.

xy=
cl c2

2° Pour avoir le lieu C du centre, on élimine a® et 5?
entre les équations

ey + bB=o0, c*zx—a*z=o0, a*= b*+4c*;



il vient

équation d’une droite facile & construire.
Pour avoir le lieu D des foyers, on élimine a* et 4%
entre les équations

(¢'y + &*B)+(c*z — a*a) =0, .
(ty + b%B) (¢*x — a*a) + 2a*b*af =0, a'=b*+c*;

il vient

(i) g )=()

En éliminant de méme a* et 5* entre les équations
(ey + b*B)— (tx — a*z)=o,
(¢y +8B) (¢*zx — a’x) + 24?b%°af = 0, a*= >4,

il viendrait

~a(E-2=) G5 = (5

équations de coniques faciles a construire.
3° Pour obtenir le dernier lieu, il faut éliminer « et 3
entre les équations

’ a2+ B2 _—_-RI’

(5+2) (5= (o)

On tire des deux premiéres

Rx Ry

= =
= a2+ y?

= ————
o+ a2+ y?
et, en portant dans la derniére, il vient

2(z*+ P F 2R (22 + ) Vo' + y? + Rlxy = o.
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Passons aux coordonnées polaires, on a

4p*== 4Rp + Risin2e = o,
ou

(2p 3= R)* = R?(sinw — cos0)?,
ce qui donne les courbes

2p ==4R (I + sinw — cosw),

(3)

2p === R (1 — sinw + cosw).

En éliminant « et 5 entre les équations

on trouverait, d’'une maniére analogue,

2(2+ ) p 2R (2242 Yz + )P — Ry = o,
et, en passant aux coordonnées polaires,

(%) 2p == R (1 + sinw + cosw),
2p === R({1— sinw — cosw).

Prenons pour axes les bissectrices des angles des axes
actuels, ce qui revient 4 changer o en%—{—w, les équa-
tions (3) et (4) deviennent

2p ==t R (172 sinw), 2p==R(1=/2cosw),
etil est aisé d’y reconnaitre quatre lilﬁagons de Pascal.

Ca. B.

Note. — Solution analogue par M. Moret-Blanc.

0y
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SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSEE AU CONCOURS
D’ADMISSION A L’ECOLE POLYTECHNIQUE EN 1873 ;

Par M. Eveine HEURTAULT,

Eléve du collége Stanislas.

—_—

On donne un cercle et un point A, et I'on demande
le lieu des centres des hyperboles équilatéres assujetties
a passer par le point donné A et & toucher en deux
points le cercle donné.

On discutera la courbe obtenue pour les difjérentes
positions du point A, et l'on démontrera que, dans le
cas général, les points de contact des tangentes qu’on
peut mener au liew par le point A sont situés sur une
circonférence de cercle.

1° Soit r le rayon du cercle; 'équation générale des
coniques doublement tangentes est

224 y?— r?2— ) (x cosw + ¥y sinw — p)*.

La double condition de représenter des hyperboles
équilatéxet de passer par le point A, que je suppose
situé sur INaxe des ax, me donne, en désignant par £* la
puissance de A,

" p=acosw — —k;
V2
p estla perpendiculaireabaissée de1’origine O surladroite
des contacts : cetle perpendiculaire est un axe de symé-
tric ponr Phyperbole équilatére tangente en C et D. Les
deux droites OC et OD étant des normales, il en résulte,
d’aprés une propriété connuc, que OOQ'=2p, O’ étant
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le centre de I’hyperbole. Donc D'équation lieu du
point O’ est
p=2acose — k2.

Ce lieu représente une conchoide du cercle décrit du
point A comme centre, avec la longueur AO pour rayon.
11 suffit donc de diminuer les rayons vecteurs relatifs a
ce cercle de la constante k /2.

Le point A ne peut occuper que trois positions : il
peut &tre extérieur ou intérieur au cercle et, comme
position intermédiaire, sur le cercle.

S’il est extérieur, on obtient la courbe précédente;
s'il est sur le cercle, k = o0, et le lieu devient le cercle
p=2acosw = 2rcosw; enfin, s’il est intérieur, le lieu
devient imaginaire, puisque la constante est k2 J/—1.

Pour établir que les points de contact des tangentes
menées de A au lieu sont sur un cercle, je transforme en
coordonnées cartésiennes et j’obtiens

(xz+y"’—-—2a.z:)’-—- 25.2(1.2_'_},2):0_

Je transporte l'origine en A, et J’écris que la premiére
polaire de l'origine est f; = o, ce qui donne

203 (2* 4 77) + 28[(# + @)1+ ] — ' =0,

ce qui est un cercle. En revenant a 'origingfprimitive,
ce cercle devient

zaz[(m —_ a)r +_}’z]+ 2‘.2(‘7'.1 __'_),z) _d(:‘)
ou
2(a+ k) (2' + ) — far +a'=o.

rs

2° Etudionsmaintenant le lieu des foyer ,(").J'ol)serve
qu'il y a deux sortes d’hyperboles a cogsidérer : celles

(*) Cette partie est en dehors de la question. .
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pour lesquelles les points de contact sont sur une méme
branche, et celles pour lesquelles les points de contact
sont sur deux branches différentes. Donc il y a deux lieux
de foyers : je ne parle que des foyers réels.

Dans le premier cas, les foyers F et F' et le centre C
sont sur le méme rayon vecteur.

On a, en désignant OF par p et par P le pied de la
perpendiculaire abaissée de A sur OC,

—_—1 —
(p— 0C)r=2(CP — aP ).
Mais
CP=0P — OC = — acosw + & /2,
car
0C = 2acosw — k2.

L’équation polaire du lieu du point F est donc
[p — (2@ cosw — & \/5)]2: 2[(:1 cosw — k\2) —a sin’w],
ou, toutes réductions faites,
p"—'z(za cosw — A\G) “+ 2r*=o.

La construction de cette courbe est trés-simple. En
effet,

p=2acose — ky2 V(zacosw — ky2) — 272,
p:OCi\/OCZ— 272
on décrira a chaque instant un cercle sur OC comme
diamétre, dont on prendra l'intersection avec le cercle
décrit du point O avec ry/2 pour rayon. En désignant
P P )
par I 'un des points de rencontre, on aura

p=0C==CL

Pour quele radical soit réel, il faut que OC*—2r*>o,
ce qui exige que le point C soit extérieur au cercle de
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rayon r\/E, qui est, comme on le sait, le lieu des som-
mets des angles droits circonscrits au cercle de rayon r.
Ce cercle rencontre le limagon en quatre points qui
limitent les régions, pour lesquelles les foyers sont dis-
tribués comme dans notre hypothése.

Dans le second cas, les foyers ', F/ sont sur une per-
pendiculaire 4 OC.

On a

—2 —_—12
2(AP —CP ) =CF".
En désignant par » 'angle AOP,
AP — asinw, CP = 0OC +- OP;
mais
0C = — (2acosw + #/2) et OP—=acosw;
en substituant. on obtient
CF = 2[1:’sin’m — {acosw + # \/2)’]

Jécris au-dessous le carré de OC

— .

0C =(2a cosw + 4y2)%;
J'additionne, et je trouve que la somme des seconds
membres ést constante et égale & 2a* — 2k*; donc

—_—2 —2 —
0C —+ OF =—oa’— 2k1=—2,7—OF .

Le lieu des points F, I/ est douc le cercle déerit de O
comme centre, avec r \/;. Ce cercle passe par les quatre
points limites dont nous avons parlé plus haut : il en
résulte que tous les points du limacon intéricurs au
cercle de rayon r\/; correspondent a des ‘hyperboles

pour lesquelles les points de contact sont sur deux bran
ches différentes.
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On aurait pu traiter le lieu des sommets d'une ma-
niére analogue.

Note.— La méme question a été résolue par MM. Gambey; A. Pellissier;
B. Launoy, maitre auxiliaire au lycée de Lille.

NOTE SUR L’ATTRACTION PROPORTIONNELLE A LA DISTANCE;
Par M. CHEVILLIET.

L'’attraction proportionnelle & la distance est la seule
pour laquelle la durée des oscillations rectilignes soit
indépendante de I’amplitude.

Soit f'(x) I'attraction, on a
dv’=— 2 f(x)dz,

d’ot1 I’on tire

dx? x
—(52— =0 \/; Slx)dx +c¢

x
et, en posamf Sflx)dz =y,
(]

dr? "
—_— 2 C.
v Y

Soit & la valeur de y pour I'abscissc a répondant a
P’écart maximum  la vitesse étant nulle alors, on a

o=—2h+e,
d’ou
dr? .
-(—a—z-:z(h——y),
- —d
dt\/2: ul
Vh —»y

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. XIII. (Février 1874.) 7
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et, pour la durée de la demi-oscillation,

a
d.
t\/;:f -—(—;7
o Vh—Y

ou, sil’on pose x = ¢(y)

(Vi f vﬁ-

Ainsi le probléme est identique avec celui de la tau-
tochrone; on trouvera donc de la méme maniére

xT=12cVy,
d’ou
x?
y= 4—c;v
t la force
dy x
f(x)_—zc— 2¢t’

C. Q. F. D.

Plus généralement : L’attraction proportionnelle & la
distance est la seule qui puisse faire décrire au mobile
une courbe toujours fermée, dans un temps toujours le
méme, quelles que soient les conditions initiales.

La démonstration se déduit facilement de ce qui pré-
céde, si I'on suppose la courbe symétrique par rapport a
deux axes rectangulaires passant par le centre d’attrac-
tion; car alors la projection du mobile sur I'un des axes
exécute, autour du centre, des oscillations dont la durée
est indépendante de I'amplitude : par conséquent la
force qui produit son mouvement est proportionnelle a
la distance au centre ; mais la force qui agit sur le mobile
lui-méme et le rayon vecteur mené du centre a ce point
sont dans le méme rapport que leurs projections, ce qui
établit la proposition énoncée.
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La restriction que nous avons'dd faire ici n’est pas
nécessaire ; mais pour le prouver nous avons di recourir
a d’autres considérations, comme on le verra dans une
autre Note.

Remarque. — Dansele mouvement d’'un point attiré
vers un centre fixe proportionnellement a la distance :

1° La somme des carrés des axes de la trajectoire
est indépendante de la direction de la wvitesse initiale

02
&+ b= =+
y.
2° Leur produit ne dépend pas de la composante
suivant le rayon wvecteur de cette vitesse

2 — "0 sina

Ve

SOLUTION D'UNE QUESTION DU CONCOURS D’AGREGATION
DE 1872;

Par M. A. TOURRETTES.

Déterminer une courbe plane, telle que I’ordonnée y
du centre de gravité d’un arc quelconque s, a partir
d’une origine fixe, soit une fonction donnée de la lon-
gueur de U'arc, la densité p en chaque point étant elle-
méme une fonction donnée de l'arc.

Effectuer les calculs et discuter la courbe, en suppo-
sant p=1s®, y=s*. On pourra examiner, en posant
p=ks", y = hs*, a quelle condition doivent satisfaire
les nombres m et p, pour que l'intégration puisse étre
effectuée.
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Soit y, 'ordonnée du centre de gravité d’un arc de
courbe s = OM, compté & partir de I'origine des coor-
données, que je suppose sur la courbe.

Jaurai

_Jeyds
Ji= _ff’ds"

r=F(s), o=/f(s).

posons

et il viendra
F(s) [ f(s)ds = [y f(s)ds.
Différentiant les deux membres de I’équation, il vient

F/(s)ds [ f(s)ds +F(s) f(s)ds = y f(s)ds,

(1) y:lig—s——)?/;{)(—s)‘—i—r—’rﬁ‘(ﬂ.

Telle est I’équation générale des courbes demandées, en
fonction de y et de la longueur de I'arc.
Pour avoir cette équation entre x et y, je pose

d'on

y=gq(s), d'od dy=¢(s)ds,
et, par suite,
(2) z+c=fds\1—[¢'(5)];
en éliminant s entre I’équation (1) et (2), on aura I'équa-

tion en x et y.
Passons au cas particulier ou

F(s)=s% f(s)=1s

L’équation (1) donne
__2s [ 1sds

2
T3 —+ 2,
78

J

et

2 . 1— 6y
=34 = v dy;
y 3s, ou bien dx \/ 6y y 5
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- c’est 'équation d’une cycloide, dont le diamétre du cercle
générateur est + et dont I’axe est 'axe des y.
Prenons maintenant le cas ou F(s) = hs*, f(s) =ks™.
Substituant dans I'équation (1), il vient
y = phst !/‘{nlrs"'ds o kst

ou

= Ll hst
Y (m+l+l)s.

Telle est 'équation entre I'ordonnée et la longueur de
Parc.

Cherchons 'équation différentielle en x et y. On tire
de I'équation précédente

I

Lol fuomr\F
Y= | —————) s
Y < m 41 ) ’

et, en différentiant les deux membres,

Lh gy e (B
* m —+ 1
Posons

4

Pr (e:_mj_):,
m —+-1

dz* ., .
et remplacons ds par sa valeur dy { / 1+ P il vient,

aprés avoir supprimé dy, qui donne une paralléle a I'axe
des x, laquelle ne répond pas, évidemment, a la ques-

tion,
Iy ‘ dx?
— gt :)\\/l-l—d]zv
d’ou
'
r ¥
1 I 25—

c'est I'équation diftérentielle cherchée.
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Le second membre est une différentielle bindme ; appli-
quons les caractéres d’intégrabilité. Le premier caractére
donne

1 1w

1 —21—¢
(i)
[.l

qui doit étre entier ; le deuxiéme caractére donne

I 1

T
+ =
I—p 2 21—p

?

N |-

qui doit aussi étre un nombre entier. On voit que m n’y
entre pas. Posons, n étant un entier,

d’ou

(4) p= -

-1
;—*—Il

Donnant a n toutes les valeurs entiéres, positives ou né-
gatives, on aura pour p des valeurs qui répondent a des
cas d’'intégrabilité.

La deuxiéme formule donnerait

(8) p=1— .

Si nous faisons, dans 1’équation ,m=—1, 0n a
) q )
¢ =2, c'est le cas considéré en. premier lieu. Pour
n=1, =23, et alors I’équation (3) devient
1
1 (9 :
dzx — N Z y— ) dy,

3

_ 8 /9 2\’
"—?77(2’“‘)’
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la constante étant déterminée par la condition que,
pour y = 3A}, x=o.
La formule (5), pour n =1, donne
) B=13
par suite

1 O

dz == (4y*— )" dy,
dont I'intégrale est
C—_— 22
x :% [3- Viri—i— 5 L (zy + V4 — )’)] -+ const.

On détermine la constante par la condition que, pour

X
X =0,y = ;‘, on trouve

const. = }4, L -2-
BIBLIOGRAPHIE.

Sur la Thermodynamique des systdmes matériels.

M. Emile Sarrau, sous ce titre, vient de publier, dans
le Journal de Physique, de M. d’Almeida, t. II, 1873,
un petit Mémoire dont la lecture est accessible a toutes
les personnes possédant les premiers éléments du Calcul
infinitésimal ; ce Mémoire, dont nous recommandons la
lecture a toutes les personnes qui aiment la rigueur, peut
étre considéré comme un des travaux les plus remar-
quables qui aient été publiés sur la Physique mathéma-
tique.

En s’appuyant sur les seuls principes de la Mécanique
rationnelle, sur cette hypothése, que la température d’un
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corps peut étre mesurée par la force vive du mouvement
vibratoire des molécules, enfin sur la notion de I'équiva-
lent mécanique de la chaleur, M. Sarrau retrouve toutes
les lois expérimentales de la Thermodynamique, et, en
particulier, le fameux théoréme de Carnot, jusqu’ici plu-
tét deviné que démontré.

M. Sarrau montre que la chaleur spécifique des corps
a volume constant est indépendante de la température;
cette conclusion n’est qu'en apparence en désaccord avec
les faits observés, et tient  la maniére méme dont M. Sar-
rau mesure la température. Dans la théorie de M. Sarrau,
Pexpression du théoréme de Carnot prend la forme

dg s (dT 2da>
T=2(7v+3%)

T o \T 3

ou dg désigne la quantité de chaleur gagnée par le corps,
E I'équivalent mécanique de la chaleur, T la température
absolue, s un coefficient constant, & le poids atomique du
corps, ¢ le volume spécifique. H. Laurent.

CORRESPONDANCE.

Ezxtrait d’une Lettre de M. Moret-Blanc. — Dans le
numéro de novembre, M. de Saint-Germain reproche a
la solution que j’ai donnée de la question 1031 (Trouver
la condition pour que les plus courtes distances des c6tés
opposés d’un quadrilatére gauche se rencontrent) de ne
pas étre assez spéciale. Je ne crois pas qu’une solution
vaille moins parce qu’elle convient en méme temps a une
question plus générale que la question proposée; ce serait
plutét & mes yeux un avantage. Dans tous les cas, si c’est
un défaut, la condition donnée par M. de Saint-Germain
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n’y échappe point. En effet, si deux droites EF, GH se
rencontrent en s’appuyant sur les cotés opposés d’'un qua-
drilatére gauche, les six droites sont des génératrices d'un
méme hyperboloide; les paralléles & ces droites, menées
par le centre, sont six ggnératrices du cone asymptote.
Si les droites sont trois a trois paralléles 8 un méme plan,
cas auquel elles sont des génératrices d’un paraboloide
hyperbolique, des paralléles a ces droites menées par un
méme point sont comprises dans le systéme de deux plans
qui se coupent, ce qui est une variété du coéne du second
degré. La condition donnée par M. de Saint-Germain a
donc exactement le méme degré de généralité que la
mienne.

Il ne pouvait manquer d’en étre ainsi, puisque cette
derniére a été démontrée nécessaire et suffisante; toute
autre condition présentant les mémes caractéres doit
pouvoir s’y réduire et avoir la méme étendue. On n’en
diminuerait la généralité qu’en y introduisant des res-
trictions inutiles.

Note additionnelle & Uarticle de la page 49, par
M. R. Lefébure de Fourcy. — Nous terminerons en re-
marquant que notre construction,dans le cas ou les quatre
points se réduisent & deux, donne la sécante idéale; et
enfin, quand les courbes sont extérieures ou intérieures
P’une a I'autre, on obtient les deux sécantes idéales.

En effet, soit AB le diamétre du cercle, et A’B’ I'axe
correspondant de I'ellipse; soit P le point de rencontre
d’une des lignes projection verticale des sections planes
du cylindre, on doit avoir )

PA.PB=—p.PA".PB,

p étant une constante afférente au petit axe de notre el-
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lipse. Or cette condition est remplie quand le point ainsi
déterminé est intérieur aux courbes, et elle subsiste par
raison de continuité.

N’oublions pas qu'on peut considérer deux systémes
de cones, mais qu’ils donnenf les mémes résultats. On
choisira celui dont le sommet est le mieux situé au point
de vue graphique.

Note. — Nous avons regu, trop tard pour pouvoir
les mentionner, des solutions de la question 1418, par
MM. E. Dejardin, & Paris; E. Kruschwitz, étudiant &
Berlin; Paillet, éléve du collége de Rochefort ; Djagupov,
éléve du gymnase de Stravropol, classe de M. Chudadov
(Caucase). 4

SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 1073

( voir 2° série, t, XI, p. 144 ) ;

Par M. C. MOREAU.
L’équation

a?

_bd+p , p+p)  (2—plp(I+p)
3 2.3 ! 2.3

= o,

dans laquelle o < p < 1, a une racine & comprise entre
zéro et l'unité, et U’on a

[
fx"l’(l-—.z‘)i’—‘dx ’
°

2.3.4 I—a ‘ =
(2—P)(l—p)p(1+p)f; z+P (1—z) Pd.c__sTnFr.

(S. Reavrs.)
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Faisons, dans la seconde intégrale, x =1—y, il
viendra

J—0
f ¥ (1—x)~Pdz

:—f yP(1—y)‘trdy -—f 2P (1—z)"+Pdx

= f 2 P(l—-.t/""i’dz -—j .r’—l‘(l—.z‘)""l’d.‘r

o

® r(3—p)r(2-—+p)
—_— =p (1 —x )" +Pdx +
[ P (1—z)*rdx T(5)

—_ * 2— 1+ (2—p)(1—-—p)(l+P)P 'k
_—fo B (1— ) ey 4 S

et I'équation qu'il s’agit de vérifier devient

o
R ——
o

2.3-4 o .  ierde —
—(2_P)(I”P)P(l+p)u/; (1 )tedz = o.

Cherchons 'intégrale générale du premier membre de

, . x o
cette équation; pour cela, posons - =y, ce qui
-_X
donne

d
x:—‘y—, l—x:-_-—l— et Y

dxr = ————;
1+ L+y (t+7r)

‘expression a intégrer sera

f]—l’dy__ 2.3.4 fy’—l'dy'
t+y (2—p)(—p)p(t+p) ) (1+7)

En intégrant maintenant quatre fois de suite, par par-
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ties, la seconde intégrale, on a
yohdy P 2—p yF
() 4U+g) 4.3 (1+y)
_e=p1=p) y* _ (2=p)1—p)p y P

4.3.2  (1-+y)? 4.3.2.1  1+vy
L (2=p) (1—plpt +p)fv"“’dr.
£.3.2.1 1+

en remplagant cette valeur dans 'expression précédente,
il restera, indépendamment des termes connus,

yordy [y iy
— = P2 —1)d
fH_), fl+y yEHy —1)dy
__y oy
p a+p

et I'intégrale générale cherchée sera

2.3 [ yi=e 2—p y'P
(2—p)(1—p)p(1+p) (1 +0) 3 (1+yp
2=—p)a—p) P (2—p)(1—p)p yP!
+ 2.3 (1+x) 2.3 I+y
(2—=p)a—=p)(x+p) _, (2—p)0—P)P _,_].
- 2.3 rr 2.3 rr ]

Revenons maintenant a la variable x en posant

x

Yy =

I’—-Z':

simplifions et ordonnons par rapport a x, nous obtien-
drons, sans tenir compte de la constante introduite par
Pintégration,

232 P(1—z) [x,_ b+p ., pPl+p)
(2-p)r—p)p(1+p)

3 2.3~

(2—p)p(t+p)
+ "‘—23‘““]
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Or on voit que, p étant plus petit que 1 et positif, cette
quantité est nulle pour la limite inférieure x = o; I'in-
tégrale définie est donc

—p e Y
2.3a"P(1— a)P '[a3—-—4.j—pz’+p(l+p)a.

(2—p)x—p)p(1+p) L 3 2.3

L 2=pp+p)]
: 2.3

et elle est effectivement nulle si « est racine de I’équation
du troisiéme degré donnée.

Note. — La méme question a été résolue par MM. Lucien Bignon, a

Lima; J. Mister, répétiteur d’Analyse a I’Ecole du Génie civil de Bel-
gique; et Brocard.

Question 1091
(voir 2° série, t. XI, p. 336);
Paz M. GENTY,

Ingénieur des Ponts et Chaussées.

Les faces d’un diédre droit doivent rester tangentes
& un ellipsoide donné, et l’aréte de ce diédre doit ren-
contrer deux droites fixes quelconques. On demande le
licu de cette aréte. (MaNNHEIM.)

Soient D et A les deux droites données; nous allons
chercher combien de génératrices du lieu passent par un
point quelconque m de la droite D.

Soit P le plan mené par le point m et la droite D; le
probléme revient a chercher combien il y a de droites,
passant par le point m, situées dans le plan P, et telles
que les plans tangents, menés par chacune de ces droites
a ellipsoide donné, se rencontrent sous un angle droit

Or les plans tangents & Pellipsoide, menés par le
point m, enveloppent un coéne du second degré; et le
lieu des droites qui passent par le sommet d’un céne du
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second ordre, et qui sont telles que les plans tangents
menés au cdne par chacune de ces droites forment un
diédre droit, est aussi un céne du second ordre. Ce cone
coupe le plan P suivant deux droites mp, my'; ce sont
les génératrices de la surface gauche cherchée qui pas-
sent au point m.

Il est évident que par le point . de la droite A passent
de méme deux génératrices de la surface.

Donc la surface cherchée est le lieu décrit par une
droite qui réunit les points correspondants de deux sé-
ries de points m, m/,..., u, p’, ..., faites sur deux droites D
et A, et telles qu'a un point m correspondent deux
points p, et a un point p deux points m.

Donc le lieu cherché est une surface gauche du qua-
tri¢me ordre sur laquelle les droites D et A sont des
droites doubles.

Nota. — Le théoréme sur lequel nous nous sommes
’ 9, b ] . . - .
appuyé n’est qu'un cas Barueuher du suivant :

On donne deux cones du second ordre C et C' ayant.
le méme sommet S; le lieu des droites passant par le
point S, et telles que les plans tangents menés par ces
droites aux cones C et C' forment deux couples de
plans en rapport harmonique, est aussi un céne du se-
cond degré (T'), qui passe par les huit arétes de contact
des plans tangents communs aux deux cénes donnés.

Ce théoréme lui-méme résulte immédiatement du
théoréme analogue sur les coniques.

Si I’on suppose que I'un des cénes donnés S’ est la
sphére infiniment petite qui a son centre au sommet de
P’autre cone, on a le cas particulier sur lequel nous nous
sommes appuyeé.

Dans le cas général, les trois cobnes S, S' et ' ont un
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systtme de diamétres conjugués commun. Dans le cas
particulier qui nous occupe, les cénes S et I ont les
mémes axes.

Note. — La méme question a été résolue par MM. Moret-Blanc, Gambey
et Brocard.

Question 1128

( voir méme tome, p. 64);

Par M. V.-A. LEBESGUE.

8i un nombre premier, P, est égal & la somme de
trois carrés, P* est généralement égal aussi & la somme
de trois carrés; il ne pourrait y avoir d’exception que
si P était décomposable en deux carrés (*).

. (CaTALAN.)
On a identiquement

(a:+ b2y 24 d’)’:(a’—i— b'— et — d’)’+ 4(07—{—- bz) (02_,_ dz).
On a de méme aussi, identiquement,
(a*+ b?) (¢*+ d?) = (ac + bd)*+ (ad — be)*.
De la
(@®+ b2+ 2+ d? P = (a*+ b*— * — d*)* + f(ac + bd)?
+ §(ad — be).
Pour d = o,

(@2 + b+ )2 = (a* + b*— ¢*)*+ fa’c* + 4 b e,

Ainsi le carré d'une somme de trois carrés est aussi, en
général, une somme de trois carrés.

(*) Encore n’est-il pas sir que ce cas d’exception puisse se présenter : le
nombre premier 29 =169+ 4§ =25+ 4; néanmoins 2g*= 24*+16*+3%.
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Dans la note, a I’équation
29° = 24*+16*+ 37,
on pourrait joindre
29" = 213+ 16* + 122,

Note du Rédacteur. — M. Charles Chabanel a résolu
la méme question. Sa solution ne différe de celle de
M. Le Besgue qu’en ce qu’elle se fonde immédiatement
sur I'identité

(a2 + b+ )= (a*+ b* — )+ fa*b* + 4 b2 ¢,
facile a vérifier.

M. Chabanel remarque ; 1° que la proposition énon-
cée existe lorsque le nombre P est quelconque (premier
ou non premier), ce qui est bien évident, puisque I'iden-
tité précédente ne suppose en rien que a*-+ b*+ c* soit
un nombre entier premier; 2° que, en écartant certains
cas particuliers, le nombre P* est, en général, décompo-
sable en trois systémes différents de trois carrés.

QUESTIONS.

1129. Un triangle ABC, rectangle en A, tourne au-
tour d’un axe mené par B parallelement 4 AC. Calculer
ses trois c6tés sous la double condition que son périmétre
ait une valeur donnée et que le volume engendré par lui
en un tour complet soit maximum.

1130. Etant donnée une courbe plane quelconque et
une surface du second degré, trouver les surfaces déve-
loppables qui, passant par la courbe, ont leur aréte de
rebroussement sur la surface ; I’équation différentielle du
premier ordre, a laquelle se raméne la solution de ce pro-
bléme, peuttoujours s’intégrer par de simplesquadratures.

‘ (E. LacuEerre.)
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AXES, PLANS CYCLIQUES, ETC., DANS LES SURFACES
DU SECOND ORDRE ;

Par M. L. PAINVIN,

La détermination des axes d’une surface du second
ordre, celle des plans cycliques, la recherche des condi-
tions pour que la surface soit de révolution, sont des
questions étroitement liées entre elles et qui dépendent
toutes de la discussion d’une seule et méme équation. Les
propriétés sur lesquelles s’appuie cette discussion sont
parfaitement connues; mais le rapprochement de ces
questions, qui semblent différentes, n’est jamais fait
d’une maniére trés-explicite dans les cours de Géométrie
analytique, et nous pensons qu'il y a quelque intérét a
présenter cette théorie sous la forme que nous allons in-
diquer, et & bien mettre en vue'le lien qui en rattache les
diverses parties. On pourra ainsi se rendre compte de
certaines difficultés qu’on rencontre et dont I'explication
est nécessairement insuffisante lorsqu’on exclut les solu-
tions imaginaires.

1. Précisons d’abord le sens des termes que nous em-
ploierons.

I. Les coordonnées cartésiennes d’un point de I’espace
N . , r y z
peuvent etre representees par les rapports 7, 7, ;, et

nous pourrons déterminer tous les points de ’espace en
imposant aux quantités x, y, z, ¢ la condition de n’étre
jamais infinies. Lorsque ¢ est nul, le point est a I'infini;
I'équation ¢ = o définit donc le lieu de tous les points de

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. XIIL. (Mars 1874.) 8
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Pespace qui se trouvent a Pinfini; c’est le lieu de ces
points qu’on désigne par le nom de plan de I’infini.

II. Dans les surfaces du second ordre, le lieu des mi-
lieux des droites réelles ou imaginaires, paralléles 4 une
direction fixe, est un plan qu'on nomme plan diamétral
conjugué de cette direction; le lieu des centres des sec-
tions paralléles a ce plan est une droite qui est nommée
le diamétre conjugué de ce plan.

Lorsque des droites ou des plans sont imaginaires, ces
droites ou ces plans sont dits rectangulaires lorsque les
coefficients des équations qui les représentent satisfont
aux relations établies pour le cas ou les droites et les plans
sont réels.

Lorsqu’un diamétre, réel ou imaginaire, sera perpen-
diculaire au plan diamétral conjugué, le diamétre sera
dit un axe de la surface, et le plan diamétral correspon-
dant sera nommé un plan principal.

III. Nous appellerons cercle toute section plane d’une
sphére, que le plan soit réel ou imaginaire; et un plan
cycligue d’une surface du second ordre sera un plan qui
la coupe suivant un cercle.

D’aprés cette définition générale du cercle, il est facile
de voir que son équation peut prendre la forme de celle
de la parabole, mais les coefficients sont imaginaires.

Remarque. — 1l faut bien comprendre que ces déno-
minations que nous adoptons ne désignent pas, dans le
cas des imaginaires, des quantités géométriques dans le
sens habituel du mot, mais seulement des formes analy-
tiques. Ce langage, conventionnel et parfaitement légi-
time, qui estun auxiliaire puissant dans les raisonnements,
ne fait donc que traduire les combinaisons des formes
analytiques.
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2. Soit I’équation d’une surface du second ordre

Az’ + A'y'+ A2+ 2Byz + 2B'zz + 2B"ay
+2Cxt+2Cyt + 2C"z2¢ + D= o;

considérons la conique (T'), section de la surface par le
plan de l'infini, c’est-a-dire
(F) Ax*+A'y*+-A"2*+ 2B yz +2B'zx +2B"xy —o,

(r)

t=—=0,
1
puis le cercle imaginaire de linfini Q, c’est-a-dire

(2) (2) 2+ y’+2z2=o0, t=—o;

nous supposerons les axes de coordonnées rectangulaires.
L’équation générale des coniques passant par les points
communs aux courbes (1) et (2) est '

Az A"y 4+ A"z'+ 2Byz + 2B 2z + 2B zy
(3) — Mz y*+2?) = o,
t—o.
Si I'on exprime que cette conique se réduit a deux
droites, on a I’équation de condition
|A—x B B |
(4) " B” A—) B |=o.
. B A"—)
On obtient ainsi trois valeurs de 1 & chaque valeur de
A correspond un systéme de sécantes passant par les quatre
points communs a la conique (T') et au cercle (Q).

Nommons a, b, ¢, d les points d’intersection des co-
niques (1) et (2); les trois systémes de sécantes seront

(ab, ed), (ac,bd), (ad,bc).

Désignons, en outre, par p, ¢, r les points de concours
8.
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respectifs des deux sécantes de chaque systéme; les points
P> ¢, r sont les points qui ont méme polaire par rapport
aux deux courbes I' et Q. Le triangle pgr est donc con-
jugué, a la fois, parrapport a la conique (T') etau cercle
(Q), c’est-a-dire que chacun de ses sommets est le pole
du coété opposé.

Or, si 'on considére un point O i distance finie, le
centre de la surface, par exemple, s'il y a lieu, et qu’on
méne un plan par ce point O et une des sécantes ab, le
plan Oab coupera la surface du second ordre suivant un
cercle; car cette section et la conique I', qui appartient
aussi a la surface, doivent se rencontrer en deux points,
lesquels seront nécessairement les points a et b; d’un
autre c6té, ces deux points sont, dans le plan sécant,
les points circulaires a l'infini; la section est donc un
cercle.

SiT'on joint le centre O 4 un des sommets du triangle
pgqr, au point p par exemple, la droite Op sera un axe
de la surface; car la droite Op etle plan Ogr sont con-
jugués par rapport a la surface, puisque p est le pole de
gr par rapport a la conique I'; mais p est également le
pole de la trace gr du plan par rapport au cercle Q : la
droite Op est donc perpendiculaire au plan Ogr.

Ainsi ¢

° Les plans cycliques sont les plans passant par un
point O, a distance finie, et les sécantes communes a la
conique T et au cercle Q.

2° Les axes sont les droites quijoignem le centre O
aux sommets du triangle pgr conjugué a la fois par rap-
port a la conique I et au cercle Q.

3° Les plans principaux sont les plans passant par le
centre O et les c61és du triangle pqr.

Le plan principal correspondant a I'axe Op, par exem-
ple, passe par le coté gr, opposé au sommet p.
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Les droites Op, Oq, Or sont les intersections des deux

plans cycliques de chaque systéme; on voit par la que ces
plans sont respectivement perpendiculaires au plan prin-
cipal correspondant.
" Remarque. — Pour une valeur de } vérifiant 1’équa-
tion (4), le premier membre de I'équation (3) se réduit
au produit de deux fonctions linéaires; par conséquent
les plans cycliques pourront se déterminer en écrivant
que la fonction

Az’ + Ay +A"22+ 2Byz -+ 2Bz -+ 2B"zy — (2 + y?+2%)

seréduit, pour une valeur convenable del'indéterminée},
au produit de deux fonctions linéaires, c’est-a-dire qu’on
a identiquement

Az’ A"y’ +-A"2+2Byz+ 2B zz+ 2B zy — A (2 +-)*+2%)
= (mz +ny -+ pz)(m,z + ny -~ p.2);

les directions des plans cycliques s’obtiendront en éga-
lant 4 zéro les fonctions lindaires max + ny +-pz et
m,x —+ N,y -+ py 2.

De I'identité (I) il résulte immédiatement que deux
sections circulaires d'un méme systéme sont sur une
méme sphére,

3. Ces préliminaires étant posés, passons a la discus-
sion de I’équation en A.

Premier cas. Les racines de l'équation en A sont
distinctes. — L’équation en X n’est autre que I'équation
connue sous le nom d’équation en s; si I’équation de la
surface donnée a ses coefficients réels, 1’équation en 2 (4)
aura ses racines réelles, puisqu’elle détermine les sys-
témes de sécantes communes a deux coniques, dont une
est toujours imaginaire.
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Conservant les notations du n°® 2, nous voyons que,
dans le cas actuel, la surface posséde :

Trois systémes de plans

cycliques. , ...... . (0ab,0cd), (Oac,0bd), (0ad,0 bc);
Trois axes.......... Op, 0y, Or;
Trois plans principaux. Ogqr, Opr, Opq.

4. DevxiiMEe cas. L'équation en }a uneracine double.
— Dans ce cas, deux hypothéses peuvent se présenter :

1° Le systéme (3) des sécantes communes correspon-
dant a la racine double se compose de deux droites dis-
tinctes;

2° Le systéme des sécantes communes se compose de
deux droites coincidentes.

1° Le systéme (3) des sécantes communes correspon-
dant a la racine double se compose de deux droites
distinctes.

On a alors une relation unique entre les coefficients
de I'équation de la surface donnée; mais cette relation
ne peut étre vérifiée que par des valeurs imaginaires de
ces coefficients, car elle est décomposable en la somme
de plusieurs carrés (Kummer, Journal de Crelle,
t. XXVI; Hesse, Geometrie des Raums; Baver, Jour-
nal de Crelle, t. LXXI).

La conique (T') touche le cercle imaginaire de I'infini
en un point unique p, et le coupe en deux autres points a
et b. Désignons par pq la tangente commune en p, ¢ étant
le point ou cette tangente rencontre la corde ab.

Iln'y a plus que deux systémes de sécantes communes :
le systéme (ap, bp), qui correspond a la racine double
de ’équation en 1; puis le systéme (ab, pg), qui corres-
pond & la racine simple.
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Il n’y a plus que deux points qui ont méme polaire
par rapport a (I') et (Q) : ce sont les points p et g; p a
pour polaire la tangente pg, et ¢ a pour polaire une
droite pi passant par le point p.

Dans ce cas, QUi correspond a une surface du second
ordre a coefficients imaginaires, on a les propriétés par-
ticuliéres suivantes : ,

La surface du second ordre n’a que deux systémes
de plans cycligues : le systéme (Oap, Obp), correspon-
dant & la racine double, et le systtme (Oab, Opg),
correspondant a la racine simple; le plan cyclique O pg
est un plan asymptote (ou paralléle a un plan asym-
ptote).

La surface n’admet plus que deux axes et deux
plans principaux : ’'axe Op, situé dans le plan prin-
cipal Opq, auquel il correspond, et 'axe Ogq, qui cor-
respond au plan pl:incz'pal Opi, pi étant la polaire du
point q.

Le plan Opq est & la fois un plan cyclique, un plan
principal et un plan asymptote.

Exemple. — Nous citerons comme exemple la surface
2 —y' - —1yz- 2z 4 —1ay =1.

L’équation en 4 est ici
) == 1 racine simple,
4p¥—3r—1=o0 .
)\ = — { racine double;

les plans cycliques correspondant 4 la racine simple sont
(0ab, 0pg) (z+ 20 V=-1—32)(yV—1-+32)=o0;

I’axe Ogq, intersection de ces deux plans, a pour équa-
tions

z z
(0g) 3= A==1s
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le plan principal correspondant est

(Opi) 3z 4+yy—1+2z=o.

Les plans cycliques correspondant a la racine double
sont

[:+ rv=i+2(i4y=>2)]

‘
(Oap, Obp) < — _
[ ><[z—:—y\/—l—-}—x(|——\/——2)]::o;

I'axe Op, intersection de ces deux plans, a pour équa-
tions

(0p) z=o0, -7 =

v—I

k4
1 I

le plan principal correspondant est

(Opg) yv:+z:o.

On peut facilement vérifier que le plan Opgq est a la fois
un plan cyclique, un plan asymptote et un plan prin-
cipal.

2° Le systéme (3) des sécantes communes, correspon-

dant & la racine double, se compose de deux droites
coincidentes.

On a, dans ce cas, deux relations entre les coefficients
de I’équation de la surface; on les obtient en écrivant les

conditions imposées, ou, plus simplement, en écrivant
que la fonction

Ax* A"y’ A"z + 2Byz + 2B'zz+ 2B a2y — Ma? +y? + 2%)

se réduit, pour une valeur convenable de l'indéter-
minée A, & un carré parfait, c’est-a-dire qu'on a iden-
tiquement

Az Ay + A"2+2Byz+ 2B'xz-+ 2B 1y —-Wa?+y?+17)

II
a =(mz+ ny + pz)’.
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La conique (I'), section de la surface du second ordre

par le plan de I'infini, est alors doublement tangeate au
cercle imaginaire de l'infini. Soient a, b les deux points
de contact, p le pole de la droite ab. Les deux coniques
n’ont plus que deux systémes de sécantes communes; le
systéme correspondant a la racine double se compose de
deux droites confondues avec ab; le systéme correspon-
“dant a la racine simple se compose des deux tangentes
communes gp, bp. Les points qui ont méme polaire par
rapport aux deux coniques (I') et (Q) sont : le point p,
qui a pour polaire ab ; puis tous les points de ab dont
les polaires respectives passent par le point p.

Nous aurons, d’aprés cela, la proposition suivante :

La surface du second ordre n’admet plus que deux
systémes de plans cycliques : un premier systéme, cor-
respondant a la racine double, se composae de deux
plans confondus avec Oab ; le second systéme se com-
pose des deux plans distincts Oap, Obp, lesquels sont
en méme temps des plans asymptotes.

La surface posséde un premier axe Op perpendicu-
laire au plan principal correspondant Oab; puis une
infinité d’autres axes situés dans le plan Oab, O étant
le centre; les plans principaux correspondants passent

par 'axe Op.

La surface du second ordre est alors une surface de
révolution dont I'axe est Op.

8. Troisikme cas. L'équation en i a une racine triple.
— Nous aurons a considérer, dans ce cas, les trois hypo-
théses suivantes ;

oL s ,

1° Le systéme (3) des sécantes communes, corres—
pondant a la racine triple, se compose de deux droites
distinctes;
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2° Le systéme des sécantes communes se compose de
deux droites coincidentes;

3° Le systéme des sécantes communes est indéter-
miné.

1° Le systéme (3) des sécantes communes, correspon-
dant & la racine triple, se compose de deux droites
distinctes.

On a alors deux relations entre les coefficients de
I'équation de la surface donnée; mais ces relations ne
peuvent étre vérifiées que par des valeurs imaginaires
de ces coefficients; nous le démontrerons plus loin.

La conique (T') est osculatrice en p au cercle imagi-
naire de I'infini; le contact est du second ordre, et elle
rencontre le cercle en un second point a. Désignons
par pt la tangente commune. Le point p est le seul point
qui ait méme polaire par rapport aux deux coniques;
pt est cette polaire.

De 14 résultent les propriétés suivantes :

La surface du second ordre n’admet plus qu’un seul
systéme de plans cycliques ; ce systéme est composé des
deux plans distincts Opt, Opaj; le plan Opt est en
méme temps un plan asymptote.

La surface admet un seul axe Op, et Opt est le plan
principal correspondant; l'axe est ici situé dans le
plan principal.

Exemple. — Nous citerons comme exemple la surface

22yt azy— 24+ xyy—a2=1;
I'équation en A est ici
W—312+3x—1=0 ou (A—i1)=o0;
le systéme unique de plans cycliques est

(Opt,Opa) (r—+ z)(x\/:—';—i—y—z):o;
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I'axe Op, intersection de ces deux plans, a pour équa-
tion
x y z

(0p) Vanr-Rir iy

et le plan principal correspondant est

(Opt) zy—2+y—z=0;
c’est a la fois un plan cyclique, un plan principal et un
plan asymptote.

2° Le systéme (3) des sécantes communes, corres-
pondant & la racine triple, se compose de deux droites
coincidentes.

On a alors trois relations entre les coefficients de
I'équation de la surface; mais ces relations ne peuvent
étre vérifiées, comme nous le verrons plus loin, que par
des valeurs imaginaires de ces coefficients.

La conique (T') est osculatrice en p au cercle imagi-
naire de 'infini; le contact est du troisiéme ordre ; dési-
gnons par pt la tangente commune. Tous les points de
la droite pt ont méme polaire par rapport aux deux
coniques (T') et (), et ces polaires passent par le
point p; ce sont les seuls points qui ont méme polaire.

De 1a résultent les propriétés suivantes :

La surface du second ordre n’admet plus qu'un seul
systéme de plans cycliques, composé de deux plans
coincidant avec le plan Opt; ce plan est en méme
temps un plan asymptote.

La surface posséde une infinité d’axes, lesquels pas-
sent par son centre et sont situés dans le plan Opt;
tous les plans principaux correspondants passent par
la droite Op, qu'on peut regarder comme I’axe prin-
cipal.
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Nous citerons comme exemple la surface
22+ y? 4+ 32+ 2 —1yz =15
I'équation en 2 est ici
¥—6i+12)—8=0 ou (A—2)p=:0;
le systéme unique de plans cycliques est
(0p2) (r —zv—1)=o;

tous les axes sont dans ce plan, et I’axe principal Op a
pour équations

(Op) z=o0, y—zy—1=o0;
les plans principaux passent tous par cette droite.

3° Le systéme (3) des sécantes communes, corres-
pondant & la racine triple, est indéterminé.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il en
soit ainsi sont

A=—=A'=A"=), B=o, B =0, B"=o0;

la conique (T') se confond avec le cercle imaginaire de

Pinfini, et alors la surface du second ordre est une
sphére.

6. La discussion compléte de la question que nous
avions en vue est terminée; il ne nous reste plus qu’a
démontrer les deux assertions émises dans la premiére
et dans la seconde hypothése du troisiéme cas.

1° Lorsqu’on exprime que l’équation en A a une
racine triple et que le systéme des sécantes communes
se compose de deux droites distinctes, on obtient deux
relations entre les coefficients de I'équation de la sur-
Sace, et ces relations ne peuvent étre wérifices que par
des wvaleurs imaginaires de ces coefficients.
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L’équation en 2 est
A—) B” B’

B A—) B =o,
l BI B A”—k!

(4)

ou
‘ ¥ — (A A+ AN
(4 bis) ~+ (A'A"—B? -+ A”A — B2 4- AA’ — B"))
( < AB*+ A’B" + A"B"'— AA'A"— 2BB'B"— o,

et le systéme de sécantes correspondant a la valeur de 2
est

(3) 3<A—nﬂ+mu4wwwu—nf

. ~+2Byz -+ 2B'az + 2B"zy —o.
Or, si l'on pose

({ M=A-+A+ A",
(5) N=A’A"+-A"A -+ AA’ — B* — B’ — B",
P —=AA'A"+ 2BB'B"— AB?— A’B"* — A”B",

les conditions nécessaires et suffisantes pour que 1’équa-
tion (4 bis) ait ses trois racines égales sont

M N 3P
© ITMTN
les égalités (6) équivalent évidemment a deux relations

distinctes.
Si maintenant on pose encore

a —A'A"—_B, b=—AB —BPB,

@ =A’A—B? & =AB —B"B,
a” == AA’ — B"’, b” — A"B" — BB’,

—
3
o
—
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on constate trés-facilement les identités suivantes :
2(M?— 3N) = (A'— A"+ (A”— A)?+ (A— A')?
~+ 6(B*+B?-+~B");
2(N?—3MP)==(a’—a”)*+ (&"— a)+ (@a—a')?
+ 6 (b b2 b™2).

6o |
(8)
(29

\

La premiére des identités (8) est évidente; pour établir
la seconde, on remarque que

—AP=0b—a'a", —A'P=0b?*—a"a, —A"P—=0"—ad,

et la démonstration est alors immédiate.

On voit par la que les relations (6) ne peuvent étre
vérifiées que par des valeurs imaginaires des coefficients
A, A',..., si I'on ne veut pas établir plus de deux rela-
tions distinctes entre ces coefficients.

2° 8il'on exprime que l’équation en } a une racine
triple et que le systeme des sécantes communes se réduit
a deux droites coincidentes, on obtient trois relations
entre les coefficients de U’équation de la surface, et ces
relations ne peuvent étre vérifiées que par des valeurs
imaginaires des coefficients.

Exprimons d’abord que le systéme des sécantes se ré-
duit a deux droites confondues, c’est-a-dire que le pre-
mier membre de I'équation (3) est un carré parfait; il

vient
A—) B P
B” ~ A3 B’
A—) B B
BT B A=Y
Bl/ - AI_) . 'B

B T B A
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Toutes ces relations seront vérifiées si 1’on a

B’'B” B’B BB’
): — o l______: (et
(9) [ A B A BI A BI/
De 14 on tire ’
B'B” . B”B . BB’
A:)-o'!-T) A/:)o-i——B,—a A:lo-%——]?a
et 'équation en A devient
BIBII !
1 ho— A+ 5 B” B '
B”"B
; B h — X+ T B —= 0,
{
BB’ |
, B’ B do— A =+ T Il

ou, en développant,

R B'B” B’B BB
()—Ao)z[)."—).o—< B +-B—,'+§—”—>]:O,

v

Comme cette équation doit avoir une racine triple et
que cette racine triple est 4,, on doit avoir

(ro0) B'?B”? + B"*B* + B*B'* = o.

On a donc a vérifier les relations (9) et (10), et, si 'on
ne veut pas établir plus de trois relations distinctes entre
les coefficients, il faudra nécessairement admettre des
valeurs imaginaires.

Le calcpl que nous venons de faire suppose qu’aucun
des coefficients B, B/, B” n’est nul; dans le cas contraire,
il faudrait reprendre la recherche des relations qui doi-
vent remplacer les relations (9), et 'on serait encore
conduit & la méme conclusion; la vérification est des
plus faciles.
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NOTE SUR LA METHODE DES lsoPERI.\lETRES;
Par M. Disigé ANDRE.

1. Tout le monde sait que le procédé pour calculer =,
connu sous le nom de méthode des isopérimétres, repose
sur la résolution du probléme suivant :

Etant donnés le rayon et I'apothéme d’un polygone
régulier, trouver le rayon et I’apothéme du polygone
régulier ayant méme péerimétre, mais un nombre double
de cotés.

Ce probléme résolu, on part d’un polygone régulier
quelconque, et 'on considére la suite indéfinie des poly-
gones réguliers isopérimétres dont le nombre des cotés
va constamment en doublant.

2. Dans cette suite, il est évident que les rayons vont
en diminuant, que les apothémes, au contraire, vont en
augmentant, et 'on démontre, dans tous les cours, que,
si 'on considére deux polygones consécutifs :

La différence.entre le nouveau rayon et le nouvel
apothéme est moindre que le quart de la différence
entre ’ancien rayon et l'ancien apothéme.

3. L’idée nous est venue de considérer, d'une part, la
suite indéfinie des rayons; de I'autre, la suite indéfinie
des apothémes. Nous avons été conduit ainsi aux deux
théorémes suivants, qui nous semblent nouveaux.

4. Tutorime. — Dans la suite indéfinie des rayons,
st U'on retranche chaque rayon du précédent, l'une
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quelconque des différences obtenues est moindre que le
quart de la précédente.
En effet, désignons par r,, ry, r5 les rayons de trois
polygones consécutifs, et par a,, a; les apothémes des
deux derniers; nous avons, comme on sait :

r, = Va,r,
rys — \/asrz,

a;—= 1 (a;+nr).

Eliminons a, et a, entre ces trois équations, nous arri-
vons a I'égalité

ri+rirn=2arir,
laquelle peut s’écrire

nn—7=r, 7 T3

n—r; NN+
Or les rayons vont en diminuant; donc chacun des rap-

POI‘IS

’
rr, r,4-r;

membre de la derniére égalité est inférieur a 1; donc
ona

est moindre que ; donc le second

rz""’a<%("t"!)’

ce qu’il fallait démontrer.

5. Tatorkme. — Dans la suite indéfinie des apo-
thémes, si I'on retranche chaque apothéme du suivant,
l’une quelconque des différences obtenues est moindre
que le quart de la précédente.

Eu effet, désignons par ay, a,, as les apothémes de
trois polygones consécutifs, et par ry, r, les rayons des
deux premiers; nous avons, comme on sait,

a,=%(a,+r),
a; — %(az-i- r;),
r, = \/a—,r;.

Ann. de Mathém., t. X1, 2¢ série. (Mars 1874.) 9
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Eliminons 7, et r, entre ces trois équations ; nous trou-
vons I'équation suivante :
(243 — a;) = a,(2a, — a,),
qui peut s’écrire
a,—a, 1 a;

— 4 a3

1 . a,
Comme les apothémes vont en croissant, le rapport =

est moindre que 'unité; donc le second membre de notre
derniére égalité est inférieur 4 £ ; donc on a

a3—02<':'(a2'—al))

ce qu'il fallait démontrer.

6. Remarque. — Les démonstrations précédentes
montrent évidemment que, dans la suite des rayons
comme dans celle des apothémes, le rapport des diffé-
rences considérées non-seulement est toujours moindre
que %, mais qu’il tend vers cette limite & lorsque le
nombre des cotés du polygone croit indéfiniment.

SUR LA STABILITE DE L'EQUILIBRE;
Par M. H. LAURENT.

Désignons par ¢i, ¢s,..., ¢i des variables indépen-
dantes, servant a fixerla position d'un systéme de corps;
pour que le systéme soit en équilibre, il faut et il suffit,
comme I'on sait, que le travail des forces agissant sur le
systéme, abstraction faite des forces développées par les
liaisons, soit nul pour tout déplacement compatible avec
les liaisons. Si les quantités ¢y, ¢,,..., ¢; ont été choisies
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comme nous I'avons dit, c’est-a-dire indépendantes, il
n’existera entre elles aucune liaison, etle travail prendra

la forme
Q.99+ Q:0g.—+ . . . + Qi dqs,

que nous désignerons par dU, cette notation n'impliquant
nullement en soi I'existence d’une fonction U. La condi-
tion d’équilibre sera alors

(1) U =o,

et cette formule se décomposera, comme I'on sait, dans
les suivantes : Q, =0, Q;=0,..., qui fixerontles valeurs
de ¢, ¢s,..., gi. Supposons I'équation (1) satisfaite, et
par suite le systéme en équilibre, nous dirons que I’équi-
libre est stable dans la direction dq,, 9¢,,..., 9¢,. Si,
rendant par I'introduction de nouvelles liaisons le mou-
vement impossible dans toute autre direction, le corps
est susceptible de repasser par sa position d’équilibre
quand on ’en écarte infiniment peu dans la direction
considérée, en 'abandonnant sans vitesse initiale, on dit
que P’équilibre est instable dans la direction ¢y, dgs,...,
quand il n'est pas stable dans cette direction.

Cela posé, écartons le corps infiniment peu de sa posi-
tion d'équilibre dans la direction dg,, d¢;...-, en sorte
que ses coordonnées deviennent ¢+ gy, ¢y —+ 07,,....
Si nous ’abandonnions 4 lui-méme dans sa nouvelle po-
sition, il n’y serait pas, en général, en équilibre, et, en
rendant le mouvement impossible dans toutes les direc-
tions autres que d¢;, 9¢s,...,1l tendrait 4 se mouvoir dans
cette direction. Pour savoir dans quel sens, nous ferons
usage de 'artifice suivant :

Observons que, s’'il y a tendance au mouvement, on
pourra toujours s’y opposer en appliquant en chaque
point du systtme une force égale, mais directement

9.
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opposée a celle qui produirait son mouvement s’il était
libre. Le systéme sera alors en équilibre dans sa nouvelle
position, et la somme des travaux de toutes les forces
qui le sollicitent doit étre nulle ; mais, si nous considérons
en particulier le travail dans le mouvement virtuel coin-
cidant avec le mouvement réel que prendrait le corps si
Pon n’avait pas introduit de nouvelles forces, le travail
de chacune de ces nouvelles forces, qui sont les forces
d’'inertie, sera négatif. Désignons alors leur travail total
par — ©. Le travail des autres forces sera la valeur que
prend dU quand on y remplace ¢, par ¢,+ dg,, g par
g2+ 9¢s,..., sile corps s'éloigne de sa position d’équi-
libre; au contraire, il sera ce que devient dU quand on
y remplace ¢, par g, — 0¢,, ¢s par g;— d¢,,..., sile corps
se rapproche et repasse par sa position d’équilibre; dans
le premier cas, 0U devient

, dQ, dQ,
Q. 9, + Q.0q,. .. + Qpdgz —+ Bqlz 71; dq + 3q,2 71; oq,
ou bien

dQ;
dU +2 4, dq:dq;,

et, dans le second cas,

d!

Qidy,+...+ Qu?qi—aq.zd—q'(?q—— <

ou bien
dQ;
Si nous posons
dQ;
—'8q;09; = §?U
Z dqj q qJ H

I’équation qui exprime les conditions d’équilibre du corps
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dans sa nouvelle position sera
— 0@ +dU=x=dU=o,
le signe + convenant au cas ot le corps s’éloigne, le signe

— au cas ou il se rapproche de sa position d’équilibre.
SiI'on observe que dU est nul en vertu de (1), on aura

—08=8U=0, ou =FU=6;

le second membre O est positif pour le déplacement
virtuel coincidant avec celui qui a réellement lieu; car
— O est, d’aprés la remarque faite plus haut, essentiel-
lement négatif; donc il faut prendre devant le premier
membre le signe + si 9*U est positif, et le signe — s'il
est négatif. ‘

Ceci revient a dire que, si 82U est positif, le mouvement
réel que prendra le corps sera + 0g, + d¢s,...; il s’éloi-
gnera donc de sa position d’équilibre, et il y aura instabi-
lité. Si, au contraire, 9*U est négatif, le déplacement
réel du corps sera — ¢, — 9¢,,..., c'est-a-dire qu’il re-
passera par sa position d’équilibre, et que cet équilibre
sera stable. Si le signe de d*U reste indéterminé, il y
aura en général instabilité. ]

Ainsi, en résumé, pour voir si un corps est en équi-
libre stable ou instable dans une positiondonnéeq,,¢,,...
et le long d’une direction dg,, 9¢s,..., il faut former la
quantité 0*U, et ’équilibre sera stable le long de la di-
rection considérée, si le long de cette direction on a
0'U < o : il sera instable dans le cas contraire.

Ces conclusions sont d’ailleurs soumises a des restric-
tions sur lesquelles on n’attire peut-étre pas assez I’atten-
tion dans les Cours de Mécanique, restrictions qui infir-
ment souvent le principe des vitesses virtuelles lui-méme.
Ainsi il est incontestable, pour tout homme de bon sens,
qu’un point matériel pesant est en équilibre stable dans
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toutes les directions lorsqu’il est au fond d’'un entonnoir
conique a axe vertical; cependant on n’a pas dU=o,
en effet, appelant d¢ le déplacement en hauteur, 0U est
de la forme pdg, et ni p ni 0g ne peuvent étre nuls.

Lorsque JdU est une différentielle exacte, il existe une
fonction U dont la différentielle est nulle dans le cas de
I’équilibre, et il est clair que, si 'équilibre est stable dans
toutes les directions, U passe par un maximum ; si I’équi-
libre est instable dans toutes les directions, U passe par
un minimum. On dit alors simplement que ’équilibre
est stable ou instable. '

Les directions relatives i la stabilité et a I'instabilité
sont distribuées d’une facon assez curieuse et qui n’a pas
encore été remarquée, 4 ce que je crois.

Considérons un point matériel m soumis a I'action de
forces qui se réduisent a trois, X, Y, Z, paralléles respec-
tivement a trois axes rectangulaires. Soient x, y, z les
coordonnées du point matériel; dans ce cas, on a

0U == X0z -+ Ydy - Z 0z,
sU= Xz (dY 2
dx

Si 'on construit alors la surface conique ayant pour

équation

dX ., (4X L dZ\ L
(2) :i—r' 1 -d_z_'-Zy n=...==o0,

£, n, ¢ désignant les coordonnées courantes relatives au
point m considéré comme origine, il est facile de voir que
cette surface partagera I'espace en deux régions : dans
I'une d’elles 6*U sera positif, et dans I'autre il sera né-
gatif. Sur la surface méme, on aura ¢*U = o. Donc, si
par une position d’équilibre d’un point matériel libre on’
fait passer un certain cone du second degré, I'équilibre
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sera stable pour tous les déplacements effectués dans une
certaine région de l’espace déterminé par ce céne, et
I'équilibre sera instable pour tous les déplacements cor-
respondant a I'autre région. Si le cone en question est
imaginaire, il y aura stabilité ou instabilité dans toutes
les directions; 1a méme chose aura évidemment lieu pour
un point faisant partie d’un systéme quelconque avec ou
sans liaisons, pourvu que I'on substitue aux liaisons les
forces qui les produisent; on pourra ainsi, pour chaque
point d’un systéme, construire les régions de stabilité et
d’instabilité.

On pourra toujours diriger les axes de coordonnées de
telle sorte que le cone (2) soit rapporté a ses axes ; mais
alors les termes en ng, en £¢ et en ng disparaissent, et la
quantité 0*U aflectera la forme

% dx?—+ g-—’-Y dy? + tlll—f 0z,

Autour du point m considéré dans sa position d’équi-
libre, décrivons une petite sphére de rayon r, puis sup-
posons le point m dérangé de sa position d’équilibre, mais
placé sur la sphére dans la direction dx, dy, dz; portons

. . , I .
sur cette direction une longueur égale & = le lieu

des points ainsi obtenus aura pour équation, en coordon-
nées polaires (p, «, 3, 7),

ou bien, en dirigeant les axes de la fagon la plus simple,

1
p=—F - * = :
dX dyY dzZ
2 2 —— 2 2 — 2 2
dercOSa—{—dyrcos@-i—dzrcosy
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En prenant des coordonnées ordinaires { = pcosa,
n = pcosf3, { = pcosy, cette équation devient

- Nous trouvons ainsi une surface du second degré dont
le cone asymptote fournissait les régions de stabilité, et
la surface n’est réelle que dans les régiouns d’instabilité.
Toutefois on peut adjoindre a cette surface sa conjuguée,
et I'on obtient ainsi une double surface du second ordre
a centre, dont les rayons vecteurs permettront de com-
parer dans toutes les directions les valeurs de 02 U.

Or, si I’on remonte 4 'origine de cette théorie, 02U est
égal en valeur absolue 4 la quantité que nous avons ap-
pelée O et qui représente le travail des forces d’inertie.
Ce travail, pour un déplacement d’amplitude r, est égal
a la force vive acquise par le systéme; on peut donc dire
que la double surface du second ordre a laquelle nous ve-
nons de parvenir sert a faire connaitre la force vive avec
laquelle un pointdéplacé d’'une quantité constante revient
a sa position d’équilibre. Cette force vive est maxima et
minima, comme I'on voit, dans deux directions rectangu-
laires.

Considérons maintenant un point m en équilibre sur
une surface que nous représenterons par I’équation

z :f(x’)')’

en représentant, conformément a I'usage, par p, ¢, r, s, t
les dérivées partielles du premier et du second ordre de
la fonction f. On pourra poser

dU=Xdxr+ Ydy

et

dX dX dY dyY
1] — — Sx? g il pllally WY
8U_d$3x+<dy+dx>3x3y+dy3y
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Si I'on prend pour plan des xy le plan tangent a la
surface menée par le point M, I'équation ¢*U =0, ou
bien

dX dY dX) dyY
e (2 2 sedy - 22 50—
dzx 9z (d)’ dz dxdy dy 4 ®

dans laquelle on considére dx et dy comme des coordon-
nées courantes, représentera deux droites qui sépareront
les portions de surfaces relatives a 1’équilibre stable ou
instable. Si Fon représente par P, Q, R les composantes
de la force qui sollicite le point m, on aura

X=P~+Rp, Y=Q~+ Ry,

et I'équation ¢*U deviendra, en observant que p = o,

g=o,

dp dQ dp
—_ 2 —=
<d.z: rR) da? 4+ <dz = -+ 2sR> dxdy

—+ (d_q —?—tR) dy’=o.
Ay

En prenant pour axes des x et des y les axes de 'indi-
catrice, on a

(i—P +Rr> ox? + (@g -+ ——) dzdy + <@ —i-Rt) dy'=o,
dx dy dy

4Q

Toutes les fois que I'on aura ‘(—11—5—_—0, i = o et
aQ__ 4P I'équation précédente représentera les asym-
dz dy
ptotes de I'indicatrice. Or les équations précédentes sup-
posent P=ay + b, Q=—ax +c : ainsi 'on peut
dire que, si les composantes paralléles au plah tangent
mené par le point m de la force qui sollicite ce point
sont des fonctions linéaires de la forme ay + & et
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— ax + c, les régions de stabilité et d’instabilité seront
délimitées par les asymptotes de I'indicatrice.

Ainsi, par exemple, si un point pesant est en équilibre
sur une surface, 1’équilibre sera stable dans I'un des
angles des asymptotes de I'indicatrice, et instable dans
Pautre angle, ce qui est conforme aux indications du bon
sens.

EXPOSITION DE LA METHODE DES EQUIPOLLENCES

(suite, voir méme tome, p. 58);
Par M. G. BELLAVITIS.

(Traduit de Vitalien par M. LaisanT, capitaine du Génie.)

Tangente. — La direction de la tangente en M est fournie par
drOA —+ dy OB,
dx et dy étant liés par la relation, dérivée de (2),

xdx —ydy = o.
Cela donne

(3) MT - yOA + x2OB,
relation qu'on aurait aussi en dérivant par rapport a ¢ I’équipollence
OM A cht.OA - sh¢.OB.

Cette tangente rencontre OA en un point S que I’on détermine, en
faisant que OS 2 OM —+ A MT ne renferme pas de terme en OB. Cela
donne

ﬁ:—"—,,
x
ct

T
’ o— .
)] 0S4 -0A

Si P est le pied de I’ordonnée MP, on a donc
OP.0S A (OA).

Propriétés de la droite MN formant avec MT un angle égal & AOB. —
La droite MN & MT.OB: OA A y OB —+ x (OB)*: OA forme avec la tan—
gente I'angle constant AOB. Soit N'M & MN. Il viendra

(5) OM — N'M A ON' & 2 OA — (OB)*: OA . xOA — 2z OE & = EA,

si I’on forme le triangle BOE directement semblable 2 AOB.
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PN’ & ON'— OP & x EO,

On a aussi

et les deux triangles OPN’, AOE sont homothétiques.

Si OA, OB sont les axes, NMM’ est la normale; eclle coupe dans un
rapport constant ’abscisse OP.

Diamétres conjugués, théorémes d’ Apollonius. — SiYon a

—d=1,
et

(6) OC & ¢cOA+ dOB, OD A dOA—+ cOB,

ces droites OC, OD, sont deux demi-diamétres conjugués.

Les relations (§) donnent en effet

OA 4 ¢cOC—dOD, OB A —dOC~+ cOD,
et, substituant dans (1),
OM & (cy — dy)OC+ (cy —dz)OD,
équipollence de la méme forme que (1), car
(cx — dy) — (cy —dr)=1.
La régle XII montre que les aires des triangles OCD, OAB sont

égales.
On vérifie que la relation suivante existe entre OC et OD :

(0C)*— (OD* & (OA)*— (OB) .
Si donc on pose
(71 (0A)*—(OB)* & (OF)!,
on obtiendra deux points remarquables F, F, (foyers) indépendants du

choix des diamétres.
La relation (7) donne

(OB)* & (OA — OF) (0A + OF),
el, remarquant que OF, A — OF,
(OB)* & AF.AF,.
Donc : en un point quelconque de l"hfperbolc, la tangente est bissec-
trice de U’angle des deur rayons wecteurs, et le produit de ceux-ci est
égal au carré du demi-diamétre paralléle & la tangente.

Trouver les foyers, connaissant deux diamétres conjugués. — Ce pro-
bléme est résolu par I'équipollence (7), qu’on peut écrire

(OF)* A OA[OA — (OB)*':0A] & OA (OA—OE) & OA.EA,

c’est-a-dire que Vexcentricité est moyenne proportionnelle entre AO, AE,
et paralléle a la bissectrice de ’angle OAE.
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Autrement
(OF)* & (OA + OB)(OA — OB) £ OK.OK,,
si l'on fait AK 2. — AK, 4 OB,

L’excentricité est donc aussi moyenne proportionnelle entre OK, OK,,
et bissectrice de I'angle de ces deux droites, dans lesquelles on recon-
nait aisément les asymptotes.

Propriétés diverses. — Soient (*)

OL & y OK, OL, &£y OK,, OL' 2 zOK, OL; 4 xOK,.

Si I'on se rappelle que

OK 4 OA+ OB, OK, o OA — OB,
on trouvera facilement les relations suivantes:
LM & (x —y)0A, L'M A —(x—y)OB,
OM +-OL, & 20Q & (x +y)0A, L'M & (x+y)O0B.

On peut déduire de la plusieurs équipollences, parmi lesquelles nous
ferons remarquer les suivantes : .
20Q.LM & (0A)!, ML.ML & —(OB)?, 20Q.ML’ A ML.ML/ & OA.OB,

LM:ML' 4 OA:0B, 20Q:L\M x OA:OB.

11 est trés-facile de les interpréter géométriquement, en remarquant
que ML est une paralléle 4 un diamétre transverse, limitée 2 une asym-
ptote, LL, et L'ML’ des paralléles au diamétre conjugué, limitées aunx
deux asymptotes, et Q le point milieu de ML,.

Interprétations mécaniques. — Dans le mouvement exprimé par

OM £ ch¢.OA —-sh¢.OR,
la vitesse est
sht.0A +ch¢.0OB,
et 'accélération
ch¢.0A ~sht.OB & OM.

Ce mouvement est donc celui d’un point_repoussé par un centre fixe

en raison de la distance.
En se reportant aux formules
cht = { (et +e=t), sht=1(et —e-t),
on voit que ’équipollence de ’hyperbole peut se mettre sous la forme
OM A 0K et 4L OK, e—t.

Cette courbe s’obtient donc par la composition des deux mouvements
rectilignes représentés par +OKe!, 10K, e7¢, s'effectuant suivant les
asymptotes OK, OK,.

Le produit de ces deux termes étant constant,on a la propriété connue :

le produit des deux coordonnées d’un point est constant, les asymptotes
étant prises pour axes coordonnés.

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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Cycloide.

153. Si un mouvement rectiligne uniforme est com-
posé avec un mouvement circulaire de vitesse égale a
celle du premier, on aura, en prenant les constantes de
la maniére que nous reconnaitrons dans la suite étre la
plus convenable,

(1) ) OM Lot — (et

La courbe M peut étre considérée comme engendrée
par un point d’une circonférence de rayon égal i 1, qui
se meut sur cette circonférence, tandis que le centre par-
court une droite d’inclinaison nulle. Comme la rotation
entiére du point mobile est achevée lorsque t=2m, il

est aisé de voir par la que la courbe cst la cycloide or-
dinaire.

154. Pour déterminer la tangente a la cycloide, il est
nécessaire de connaitre la dérivée, parrapport a ¢, de
¢t dae'v, [’Algebre des imaginaires nous enseigne que
cette dérivée est

V.etv et /et

Si l'on désirait une démonstration géométrique, on
supposerait que, dans le cercle exprimé par

CM & ¢,

t recoive l’accroissement w. La corde correspondante
MM,, divisée par w, c’est-a-dire par la longueur del’'arc
correspondant du cercle de rayon 1, donne MM, : o,
dont la limite, pour » infiniment petit, sera une droite
égale a 1, et perpendiculaire au rayon CM. Donc la dé-
rivée de CM < ¢f est cette expression méme ¢ multipliée
par le rayon.
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155. La tangente 4 la cycloide est donnée en direction
par la dérivée de I'équipollence (1), c’est-a-dire par

(2) MT oy + ¢,
et la normale a pour direction

MN </ 4 e,
Il en résulte

ON =t -/,
et, comme OC <t (fig 33) détermine la position va-
riable du centre C du cercle générateur, il s’ensuit que
la normale passe par ’extrémité du rayon CN 2/, per-
pendiculaire sur la base DB. On voit qu’on trouve ici
cette propriété de la cycloide d’une maniére tout 4 fait

Fig. 33.

R

s \

) N

D <~ NN /B T
NN
/ o s

o—" A
[ 71
\ (L
Ly

A Q P

spontanée; le calcul sera un peu moins facile, si nous
cherchons ot la tangente MT' rencontre la droite NCQ.
Nous poserons, pour cela,

0Qett —qyL=0M +=pMT s L p - (p—y e,

g, p étant deux quantités réelles qu'il reste 4 déterminer
au moyen des deux équations en lesquelles se décompose
cette équipollence, si I'on sépare les parties réelle et
imaginaire
t =1+ p -~ pcost + sint,
— q = psint — cost.
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Ces équations donnent ¢ = 1, et par suitela tangente
MT coupe le cercle générateur au point Q, diamétrale-
ment opposé 3 N (chose évidente, du reste).

156. La dérivée de la vitesse MT est
(3) Ve LMC;
c’est 'accélération du mouvement exprimé par 1'équi-
pollence (1) ; en d’autres termes, le point M, qui se meut
sur la cycleide selon cette loi, peut étre considéré comme

attiré par une force constante vers le centre mobile C du
cercle générateur.

157. Si, comme au n° 143, nous cherchons le point R
de la normale MN, ou celle-ci rencontre la normale in-
finiment voisine, nous devrons égaler a zéro la dérivée de

OR Lt — /st + py/ (1 +¢f),
c’est-a-dire que

(1-e—pe)dt+ (1 +¢)dpo.

ca. dt s .
En considérant — comme un rapport tout a fait arbi-
dp
traire, on voit (*) que le produit
(1 e — pet)ej (V +Ve) e —y — V' pyat — Ve — - py
doit étre identique a son propre conjugué; par suite,
p=2.

(*) En général, si Adx + Bdy £ o, on a en méme temps
cj.Adzx +cj.Bdy £ o.
Multipliant la premiére équipollence par cj.B, la second¢ par B et re-
tranchant, on obtient
Acj.B £ cj.AB.
(Note du Traducteur.)
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Donc le rayon de courbure MR est double de la nor-
male MN. Le lieu de tous les centres R, c’est-a-dire la
développée, est donné par I'équipollence

(4) OR <2y 4 ¢+ /e
Cest par conséquent une cycloide égale a la premiére
OM e £ — e, '
Les rayons des cercles générateurs en M et en R sont

— V€, y/2, c’est-a-dire paralléles, mais de directions
opposées.

158. Soit que, par chaque point M de la cycloide, on
méne la droite MS, qui forme un angle donné a avec le
rayon de courbure MR, et présente avec ce dernier un
rapport donné a, de sorte que

MS 42 a¢*MR,

et que I'on cherche le lieu de tous les points S.

On a aisément
(5) OStot — et + 2a/e* {1+ ¢')

froayer -t 4+ (2ae* —1)/¢,

ce qui montre que la courbe S est engendrée, elle aussi,
par la composition d’'un mouvement continu en ligne
droite, exprimé par le terme ¢, avec un mouvement de
rotation dont le rayon constant est 2a¢* —1.

Par suite, la courbe S est une cycloide, qui est ordi-
naire toutes les fois que I'on a

gr. (2ae* —1) =1,

c'est-a-dire (52)

(2ae* —1)(2a¢* — 1)1 ou (92) a=cosa,
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auquel cas la courbe S est développée imparfaite de la
courbe M.

159. Comme nouvelle application de notre méthode
et de la maniére trés-simple d’exprimer une cycloide,
recherchons la trajectoire orthogonale de toutes les po-
sitions que prend la cycloide, en se mouvant paralléle-
ment 4 sa base. Ces cycloides, en nombre infini, sont
exprimées par

(6) ’ OM o+ 71— yet,

7 étant le paramétre de position qui distingue 'une de
I'autre les cycloides égales.

L’équipollence (6) exprimera aussi la trajectoire cher-
chée, sit est une telle fonction de 7, qu’elle indique sur
chaque cycloide le point o celle-ci est rencontrée par la
trajectoire. La tangente a la trajectoire sera par suite ex-
primée par la dérivée de (6), prise par rapport at, dé-
rivée que nous désignerons par la caractéristique ®. La
tangente ®T + I + ¢‘ devra en outre (pour que l'on ait
une trajectoire orthogonale) étre perpendiculaire 3 la
tangente 1 + ¢ (155) de chaque cyclo'ide. Donc
®t + 1+ ¢ doit étre paralléle a / + /e, c'est-a- dlre
que I’expression

(@t 14 (— ¢ — e )& — (1 + e )YDT— 2/ — /(! + )
doit étre équipollente 4 sa conjuguée, ce qui donne
quipo juguee, ce q
BT =— 2,

d’ou

T=cCc— 2¢;
par conséquent, toutes les trajectoires orthogonales cher-
chées sont exprimées par

OMtoc — ¢t — /¢!,
Ann. de Mathémat., 2¢€ série, t. X111, (Mars 1874.) 10
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c’est-a-dire sont d’autres cycloides égales aux premiéres,
et ayant leurs bases sur la droite AQP.

160. On définit géométriquement la longueur d'un
arc curviligne AM par la limite de la somme des cordes
infiniment petites (c’est-a-dire diminuant au-dessous de
toute quantité) inscrites dans cet arc; par suite, la dérivée
de cette longueur sera la limite du rapport de la corde
MM, & Paccroissement correspondant de ¢, c’est-a-dire
sera précisément la longueur de la droite MT, donnée
par I'équipollence (2) du n° 155. Donc la dérivée de
I’arc de cycloide est (52),

t t

T T - t
®s =gr.MT = /(1 + &) (1 +e¢)=¢* +3s * =2008 >
et, comptant I'arc a partir du point A, correspondant a

t=o,0na
.t
s== AM:4sm; et AMB—4.

161. On trouve (*) que l'aire o du triangle mixtiligne
APM, limité par I'arc AM et 'ordonnée PM, a pour dé-

(*) Soit en effet, en général,

OM & x-+7ry,
d’ou
dx dy
MT & 22 +Vg
La différentielle de 'aire mixtiligne est
MPdr = ds;
mais le triangle MPT a pour aire
dr
o, =} MP i

donc

d
do = 20, dt, th:aa‘.

(Note du Traducteur.)
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rivée le double du triangle MPT, c’est-i-dire, d’ apres
la régle XII, quel’on a

®e = %(Mch.MT-— cj.MP.MT).

Dans le cas que nous con51der0ns la distance du point

M i la droite OC est
3 (OM — ¢j.OM) & g(;l_.;_ s

par suile

De la
@ = ¢ — (e =-e) =5 (1 — cos2¢),

et, en remontant aux fonctions primitives,

t
g == APM:; — +sin 2¢.

Problémes généraux.

162. Par ces quelques exemples, j’espére avoir montré
comment la méthode des équipollences s’applique a I'é-
tude des courbes, et comment celles-ci peuvent étre
exprimées par des équipollences de formes différentes des
deux suivantes : :

OM Lz 4 3/,
OM Ao zen,

qui correspondent aux deux systémes de coordonnées

habituellement employés en Géométrie analytique. Ainsi

I’équipollence de la cycloide (153) est certainement plus

simple que toute autre expression qu'on en puisse don-
10.
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ner, et conduit par suite plus rapidement a la résolu-
tion des problémes.
Nous allons maintenant résoudre les principaux pro-

blémes relatifs aux courbes, en conservant a I’équipol-
lence OM =22 @ (2) (133) toute sa généralité.

163. Prosiime. — ZTrouver la développée d’une
courbe M. — En prenant les dérivées par rapport a la
variable réelle ¢, dont OM est supposée fonction, la tan-
gente a la courbe au point M sera

(1) MT -2 DOM.

Pour plus de rapidité, nous omettrons, dans les déri-
vées, le point fixe O, et nous écrirons ®M au lieu de
®OM. Un point quelconque de la normale est conséquem-
ment donné par

(2) MR&‘S%(DM,

A étant un coeflicient réel arbitraire.
La développée, étant I'enveloppe de toutes les nor-
males, sera donnée par

OR & OM -+ /@M,

pourvu que 2 soit une telle fonction de z, que MR soit
tangente a la développée au point R; par suite, ladroite

I ®X
®R < OM + i\/CD’M — —)T,/(DM

doit étre paralléle a y ®M.
Multipliant par cj. ®M, on voit que

®Mcj. OM + lﬂ/cj.(DM(D’M

doit étre paralléle a /.
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De 14, en ajoutant 'expression conjuguée, on aura
2@®Mcj. OM —+ §¢ (¢j. OM®*M — ®Mcj. @2 M) < o.
Substituant dans I’équipollence (2), on a, pour expres-

sion du rayon de courbure,

2(MM)*cj. OM

[, .
(3) MR % oM. M — . OM @M

164. Aa lieu d’employer cette relation (3), il pourra
étre commode de décomposer ®*M : ®M en ses parties
réelle et imaginaire, c’est-a-dire de poser

®»*M
—— ] Ly
(4) M + ) V>
et comme cette supposition rend identique I'équipollence
précédente
/ 2 | 1 2
st ¥ (DI\I_CJ-.CD M Heo,
A\ M cj. @M

on voitque la valeur de A, qu'’il faut substituer dans (2),
est précisément celle donnée par (4).

165. Appliquons larelation (3) au cas ot la courbe M
est rapportée aux coordonnées orthogonales habituelles,
c’est-a-dire ou l'on a

OM Lo + v’,

x et y étant des fonctions de la variable ¢, par rapport a
laquelle on prend les dérivées désignées par la caracté
ristique ®.

Les valeurs de

M Lo @Rz + ®yy,
cj.OM L@z — @y y,. . .
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substituées dans (3), donnent aisément
(@2 - ®y*) (B + Y @)
2(@Ry e — Rz )y

(@22 + @) (B — Y ®z)
- ®y ®*x — Rz ®*y

(5) MRt 2

Ainsi se trouve complétement déterminée la position
du centrede courbure R. Pour la grandeur du rayon MR,

on a
3

= (@ + By?) : (Ry @'z — Rz ®y ).
166. Un nouvel exemple relatif i cette théorie va nous
étre fourni par 13 courbe qu’exprime I'équipollence
OM Lo eatet,

Cette courbe est une spirale logarithmique, parce que
le logarithme du rayon vecteur gr.OM = e* est propor-
tionnel a azimut inc.OM =1t.

Prenant les dérivées par rapport a ¢, on aura

® ML (a + ) eated,
>*ML{a 4 \/}2‘#!21_

Donc I'équipollence (4) donne
-2/ Lea -+,
c'est-a-dire A =15 et (2) devient
MR 2 (ay — 1)e*s.
La développée, donnée par
OR <=2 OM + MR - ay/ cotef,

est une spirale logarithmique égale a2 M.

167. La décomposition effectuée au n°® 164 peut se
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construire géométriquement. Outre MT < CDM on con-

struit (fig. 34)
MUL-®*M,

Fig. 34.

et 'on méne UL perpendiculaire sur MT. On aura
LU-A )/ MT,
et, par suite, la relation (2) nous donnera
(6) MR <A (MT)? : UL.
Ainsi par exemple, dans P'ellipse exprimée par

OM s cost. OA + sint. OB,
la droite
MT <& — sin¢. OA + cos¢. OB

est équipollente au demi-diamétre ON conjugué de OM,
et la relation
MU <& — OM
nous montre que U tombe au centre O de Pellipse.
Par suite, le centre de courbure R pourra se déterminer
en élevant les perpendiculaires MR, TV, et en menant

TR perpendlculalre aMV (*).

(*) Car la similitade des deux triangles RMT, MTV donne

MR TM MT MT
Mt TV 2 VT 200’

d’'ou MR A (MT)*: UL.
(Note du Traducteur.)
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Dans I’hypothése ou la courbe est engendrée par le
mouvement d’'un point M, ¢ étant le temps, MT est la vi-
tesse et MU (151) l'accélération du mouvement; par
suite, le rayon de courbure est égal au carré de la vitesse,
divisé par la composante normale de I'accélération.

168. Outre les expressions
OM -tz + yy/, OMLze¥,
il est bon de remarquer spécialement la suivante :
(7) OM et [ev.ds (%),

ou ¢ (inclinaison de la tangente) est fonction de s, ou
bien, ce qui revient au méme, ou ces deux variables sont
fonctions de la variable indépendante t.

L’expression précédente donne

ML (©s +  Dg®Ps)e? 3
en vertu de (4),ona
@2

1+wg_u7‘—£‘ -+ { D,

etle rayon de courbure est exprimé par
®s
) MR Ay — et
(8) orh

(o suivre.)

(*) On arrive évidemment a cette expression en considérant une corde
finie de la courbe comme la somme géométrique de tous les éléments in-
finiment petits de l'arc partant d’une extrémité de cette corde pour
aboutir a Vautre. (Note du Traducteur.)
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CGORRESPONDANCE.

M. Bourguet nous écrit, au sujet de la solution donnée
(2° série, t. XII, p. 577, question 1028), qu’il faut dans
I’équation obtenue (p. 579) remplacer & par a eta par b,
en dehors des parenthéses, et que le résultat se décompose
en deux facteurs, de sorte que la conique fait partie du
lieu cherché. Les observations de M. Bourguet sont sui-
vies d’uné nouvelle solution qui contient une discussion
assez étendue ; nous regrettons que le défaut d’espace nous
oblige a remettre cette seconde solution 4 un autre numéro.

M. Edouard Ortiz, docteur és sciences 2 Madrid, nous
communique quelques remarques sur la Géométrie élé-
mentaire, et particuli¢rement sur le quadrilatére inscrit
dans un cercle. Du théoréme de Ptolémée M. Ortiz dé-
duit le théoréme de Pythagore, et plusieurs autres pro-
positions de la Géométrie élémentaire.

PUBLICATIONS RECENTES (1874).

ProBLEMES PLAISANTS ET DELECTABLES QUI SE FONT PAR
LEs NomsrEs, par Claude Gaspard Bachet, sieur de Mé-
ziriac. 3° édition revue, simplifiée et augmentée par
M. 4. Labosne, professeur de Mathématiques. Petit in-8,
caractéres elzévirs, titre en 2 couleurs, papier vergé,
couverture en parchemin. (77r€ & petit nombre.) — Paris,
Gauthier-Villars. Prix : 6 francs.

Erementt v Geomerria, di Francesco Rapisardi,
professore di Matematica nel collegio Cutelli di Catania.

L’opera é vendibile in Catania, presso Concetto Bat-
tiato, librario, via Manzoni (lire 8,00).
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RECTIFICATION.

Page 112, ligne g (méme tome), au lien de
(a? =+ b+ ¢?) = (a®+ b*— ¢*)?+ fa*b* - 4 b ¢,
lisez (@ + b*—- ¢*)? = (a®+ b*— ¢*)*+ fac® + 4 b°c.

.

SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 1064

(voir 2° série, t. XI, p. 96) ;
Par M. C. MOREAU.

On a une courbe fermée, plane et convexe. Si do dé-
signe un élément superficiel infiniment petit extérieur &
la courbe, 6 l'angle sous lequel on voit la courbe de cet
élément, et t, t' les longueurs des tangentes & la courbe,
issues de U’élément, la somme de toutes les quantités
‘ﬁti:nea se rapportant & tous les éléments do du plan

extérieurs & la courbe, est égale & 2am*.
(F. Dipon.)

Soient C une courbe fermée, plane et convexe, AB, A’B’
deux tangentes qui se coupent au point M sous ’angle 6
et qui font respectivement des angles w et »' avec un axe
fixe quelconque XY situé dans le plan; je méne les deux
tangentes infiniment voisines déterminant le quadrila-
tére élémentaire Mabc que je prends pour valeurde do.
Cela posé, dw et dw’ étant supposés tous les deux du
premier ordre, on aura, en négligeant les infiniment
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petits d’ordre supérieur,
de = Mabc —Ma.Mbsing,

?do’
Ma = m-, b = @ )
no sinf
et, par suite,
dg sin ,
—_— = dwde'.

74

Si maintenant on fait la somme de toutes les quan
tités telles que dw.dw’, en faisant varier successivement
wetw de w d an +~wetde o a 2w+ w/, il est clair
que chaque élément plan, tel que Mabc, aura été pris

deux fois, et que, par suite, la somme cherchée sera

dssmO ©W=i-2m w27
3 bt 1 do do! = 27,

Note. — La méme question a été résolue par M. Brocard.

Question 1066

{ voir 2* série, t. X1, p. 143);

Par M. C. MOREAU.

Quelque valeur entiére et positive que I’on donne
aaetam,on a

ala+—1)(2a-+1)(3a?+3a11)"
2.3"

a2 <(a+1)m.

(S. ReAwss.)
Chassons le dénominateur 2.3, les inégalités a dé-
montrer deviennent
a*(3a’)"<(2a® +3a*-+a)(3a>+ 3a+1)"
Z(2a* +6a*-+6a -+ 2) (3a*+ 6a + 3),
et, sous cette forme, elles sont évidentes.

Note. — La méme question a été résolue par'MM. Moret-Blanc, Gambey,
Kruschwitz et Droiteau, éléve du lycée de Moulins.
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Question 1076

(voir 2* sérle, t. XI, p. 144 ) ;

Paz M. MORET-BLANC.

Etant donnés une droite et un point, on méne par le
point deux cercles tangents & la droite et se coupant
sous un angle donné, puis la seconde tangente com-
mune & ces deux cercles. Le lieu du point symétrique du
point donné par rapport a cette tangente est un lima-
con de Pascal, qui a pour I'un de ses foyers le point
donné; U'autre foyer est le point symétrique du point
donné, par rapport & la droite donnée.

-(H. Fauzre.)

Soient O et DD’ le point et la droite donnés, d leur
distance et 2a I’angle constant formé par les rayons me-
nés du point O aux centres de deux circonférences con-
juguées.

Je prends le point O pour pdle et la perpendiculaire
menée de ce point 4 DD’, mais prolongée en sens con-
traire, pour axe polaire.

Les centres des cercles sont situés sur une parabole
ayant le point O pour foyer et la droite DD’ pour direc-
trice; la droite qui joint les centres de deux cercles conju-
gués est vue du foyer O sous un angle constant 24 :
elle enveloppe donc une ellipse ayant le point O pour
foyer (Poncerer, Traité des propriétés projectives des
figures, n° 480). On aura les extrémités du grand axe en
cherchant les points ou I’axe polaire est rencontré par la
ligne des centres quand elle est paralléle & la droite DD’,
c’est-a-dire quand les circonférences conjuguées ont
méme rayon.

On a alors

r,—d - r,cosa,

r,—d — r;cosa,



' s
d’ou
d cosa
rycos o — —a-+c,
1 — COSa
dcosx
r,cosoa — — ¢,
1 - cosa
dcosa d cos*a
T sin’a sin?a

2a et 2¢ désignant respectivement le grand axe et la dis-
tance des foyers.

Le lieu des symétriques du point O, par rapport a
toutes les tangentes a lellipse, c’est-a-dire le lieu des
seconds points d’intersection des circonférences conju-
guées, est le cercle directeur décrit du second foyer. Si
I'on nomme r et 6 les coordonnées polaires d'un point du
lieu cherché, la corde commune des deux circonférences
conjuguées correspondantes fait, avec l'axe polaire,

P'angle lant ¢ sa 1
ang € -2-, et, en appe ant sa ongueur, on a

4(32 oy 4(‘2+ 0% — 403 COS%,

[’} . .0
d==2ccos—=2 a?® — c¢*sin? —»
2 2

La distance du point O i la seconde tangente commune
est égale, par raison de symétrie, a la distance du second
point d’intersection des deuk circonférences i la droite
DD/, c’est-a-dire a

d’ou

-0
dcos — + d.
2

Le rayon vecteur r est le double de cette distance;
donc I'équation du lieu cherché est

] ] . .0
r:4ccos2;i4cos-2- \/a’——c’sm’-z--*-zd,
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équation qui devient, en faisant disparaitre le radical et
ayant égard aux valeurs de a et de c,
(1) r*— fereos® — f(c - d)r + fd*=o.

Si I'on transporte le péle au point O’, symérique du
point O par rapport a la droite DD’, on obtient I'équa-
tion

() r=hled)oost =4 \e(e+ ],

on
d . fdcosa
= 4 — cos0 == 4————
sina sin’a

qui représente bien un limagon de Pascal, ayant pour
pdle la nouvelle origine (*).

Il est clair que le lieu des projections du point O sur
les tangentes communes serait un autre limacon de Pas-
cal, ayant pour foyer la projection du point O sur DD'.

Note du Rédacteur. — Pour résoudre cette question par la Géométrie
¢lémentaire, je nommerai C, C' les centres des deux cercles; D, D’ les
points auxquels ils touchent la droite donnée; G le point d’intersection
de la droite des centres et de la tangente commune donnée DD'; GH la
seconde tangente commune; AO, AM les perpendiculaires abaissées du
point donné A sur les deux tangentes GH, GD; O’, M’ les points symé-
triques de A, par rapport a ces deux droites, et enfin 2 & I'angle donné CAC'.

Les distances GC, GC’ étant proportionnelles aux rayons AC, AC/, la
droite GA est perpendiculaire a la bissectrice de 'angle CAC’; il en ré-
sulte que I'angle GAC est le complément de «.

Les triangles GAGC, GDC donnent

AC = CG S'L‘OA:“ et CD=CG sinCGD,
donce
sin AGC
o o8 = nCGD’

(*) M. Maurice Cabart, garde général des foréts, a aussi trouvé ’équa-
tion d’un limagon de Pascal, an moyen- de plusigurs transformations
successives de coordonnées.



( 159 )

mais, la ligne GC étant bissectrice de I'angle OGM des tangentes, on a
AGC = =1 (AGM — AGO) ===1(AOM — AMO)

et
CGM = } (AGM + AGO) = L (AOM + AMO);
il s’ensuit .
— - Sin3(AOM — AMO)
COS® == (in { (AOM — AMO)
_. . SinAOM —sinAMO _ . AM —AO
- sin OAM -~ Mo ’
d’ou
(x) AM =Z=MO cosx == AO,
et, par coﬁséquent,
(2) AM' == MO’ cosa = AO’.

Cette derniére égalité montre que le lieu du point O’ est un limacgon de
Pascal, dont les points A et M’ sont les foyers.

Remarque. — L’équation (2 ) représente, en coordonnées bipolaires, le
lieu du point O'. II est facile d’en déduire 'équation de ce lieu en pre~
nant pour coordonnées le rayon vecteur M'0’ = p, et ’angle O'M'A = o
que ce rayon vecteur forme avec I'axe polaire M'A; car, dans le triangle
AM'O’, on a, en désignant par ad le c6té AM’,

mz = 4d* + p* — fdp cosw.
D’autre part, I'équation (2) donne

A0 = {d* + p* cos* o == fdp cosor;
donc

p*— fdpcosw = p* cos*« = fdp cos
ou
__hdcose _ fdcose
~ Tsintax T sine

{J
(G.).

QUESTIONS.

1131. D’un point quelconque (x,,y,) du plan, on
peut mener 2m— p normales & la courbe

(I) y"—maxP—0, m >p;
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les pieds de ces normales sont sur la conique
(2) mz}+ py’— Mz, Z —py,y =o.

“Cette conique passe par l'origine O et le point
P (x,,70); son centre est le milieu de la droite OP, et
son équatiou ne dépend pas du paramétre a. De la plu-
sieurs conséquences remarquables et immédiates.

(L. Pamnvin.)

1132. On donne trois droites quelconques D,, Dy, D¢;
un triangle dont les cotés sont A, B, C et un point o
dans le plan de ce triangle.

Par le point 0, on méne un plan quelconque qui coupe
les droites données en a, b, c. Les plans (A, a), (B, &),
(C, ¢) secoupent en un point 7, dont on demande le lieu
lorsqu’on fait varier le plan qui passe par le point o.

(MaANNHEIM.)

1133. On donne un triangle dont les cotés sont A, B, C,
un triédre dont le sommet est un point du plan de ce
triangle et un point quelconque o.

Par le point 0, on méne une transversale quelconque
qui coupe les faces du triédre aux points a, b, c.

Les plans (A, a), (B, &), (C, c) se coupent en un
point m dont on demande le lieu lorsqu’on fait varier la
transversale qui passe en o. (MaNNHEIM.)

1434. On a, identiquement,

1 1 1 ¥
4 -t L —- —

Z1  n+2 nmn+3 """ 2n

1 1 1 I
=l— -t = +...—— (*).
2 3 2n

(CaTALAN.)

(*) Note sur une formule de M. Botesi (Bulletin de U’ Académic de
Belgique, 1872).
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REFLEXIONS SUR L’EVENEMENT SCIENTIFIQUE D’UNE FORMULE
PUBLIEE PAR WRONSKI EN 1812,
ET DEMONTREE PAR M. CAYLEY EN 1873;

Par M. Aser TRANSON.

Probléme. — Etant supposée I'équation
0=/ (2) + z./,(%) + 2 fa(2) +. + .,

dans laquelle f(x), fi(x), f2(x),... sont des fonctions
quelconquesde x, tandis que x4, x3, X3,... sont des quan-
tités fixes, ou si 'on veut des variables indépendantes,
qui n’entrent pas dans la composition de ces fonctions,
donner le développement de x ou méme celui de la fonc-
tion quelconque I (x) en fonction des puissances et des
produits de xy, X3, X3,....

Wronski a communiqué a I'Institut, en 1811, et il a
publié, en 1812, la solution de ce grand probléme que,
plus tard, dans ses ouvrages scientifiques, il a appelé le
probléme universel, c’est-a-dire il a donné la formule du
coeflicient relatif au terme en (x?xfx’...) dans le dé-
veloppement soit de x, soit de F(x); et M. Cayley a
donné une démonstration de cette formule dans le nu-
méro du Quarterly Journal, pour avril 1873.

Voici le titre et le début du journal anglais :

ON Wronskr's THEOREM by professor Cayley.

The theorem considered by the author as an answer
“to the question : En quoi consistent les Mathématiques?
N’y aurait-il pas moyen d’embrasser par un seul pro-
bléme tous les problémes de ces sciences, et de résoudre
généralement ce probléme universel? » Is given without
demonstration in his Réfutation de la théorie des fonc-

Ann. de Mathémat., 2® série, t. XIII. (Avril 1874.) II
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tions analytiques de Lagrange (Paris, 1812, p. 30), and
reproduced [with, I think, a demonstration (*}], in the
Philosophie de la Technie (Paris, 1815); and it is aiso
stated and demonstrated in the Supplément & la réforme
de la Philosophie (Paris, 1817,<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>