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THÉORÈMES SUR LES COMBINAISONS;

PAR M. DÉSIRE ANDRÉ.

I.

1. Nous désignerons, dans tout ce qui va suivre, par K^
le nombre des combinaisons complètes, et par Cn

m le nom-
bre des combinaisons simples de m objets n à n.

Nous représenterons par ( - J la partie entière du quo-

tient de p par q.
Enfin nous nous appuierons sur ce fait bien connu,

que le nombre a:, qui exprime combien de fois le nombre
premier p entre comme facteur dans le produit I .2.3>..H,

est donné par la formule

(n\ !n\ [n\
XP) \Pl) \P*I

II.

2. THÉORÈME. — Si m — i et n -+• i sont premiers
entre eux, K^ est divisible par n-t-i.

Ceci revient à démontrer que, dans le cas où m — i et



( 8 S )
sont premiers entre eux, le quotient

m (m -\- i ) (m -r- 2 ) . . . (m -h n — 1 )
1 .2 .3 . . ,n(n -+- 1)

est un nombre entier.
Il suffit pour cela d'établir que, dans ce cas, tout

nombre premier p, qui entre au dénominateur, entre au
numérateur au moins le même nombre de fois.

Le nombre premier p entre au numérateur un nom-
bre x de fois donné par la formule

m -\- n — i \ f m ~\~ n — i \ / m H- n — 1

P
m —

Le même nombre premier p entre au dénominateur
un nombre j de fois donné par la formule

Donc il suffît de prouver que, quand m — 1 et n •+-1
sont premiers entre eux, on a, pour toute valeur de 2) en-
tière et supérieure à l'unité,

m -h n — i

ou bien

Divisons m — 1 e l « + t par D. Soient M, N les quo-
ents: u et v les restes. Nous aurons

m — 1 = Ma -H

n -t- 1 = ND -r-
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L'inégalité précédente revient alors à celle-ci :

Or, si m — i et 7i -h i sont premiers entre eux, u. et y
ne sont pas nuls en même temps-, donc ^ 4-v — i est
supérieur ou égal à zéro ; donc la partie entière du pre-
mier quotient est, au moins, M -f- N, c'est-à-dire au
moins égale à la somme des parties entières des deux der-
niers quotients. L'inégalité est donc satisfaite, et le théo-
rème démontré.

3. THÉORÈME. — Si m et n sont premiers entre eux,
K^ est divisible par m.

En effet on a, identiquement,

K n --n—r

•m f^m-hi

m n

Or, puisque m et n sont premiers entre eux, K^"^,
d'après le théorème précédent, est divisible par n. Donc
le second membre de l'identité précédente est eniier.
Donc le premier l'est aussi. Donc K^ est divisible par m.

4. THÉORÈME. — Si ?n — i et n sont premiers entre
eux, K,̂  est divisible par m -f- n — i.

En effet on a, identiquement,

K n Tr n—i

m -f- n —

Or, puisque m — i et n sont premiers entre eux, d'a-
près le premier théorème, K "̂"1 est divisible par rc. Donc
le second membre de l'égalité précédente est entier.
Donc le premier l'est aussi. Donc K^ est divisible
par m-\-n — i.



( «7 )

III.

5. THÉORÈME. — Si m -f- 1 et n -\- i sont premiers
€7i Ire euX) C^ est divisible par n -f-1.

Pour le d^uionlrer, nous partirons de l'identité

Or, si m + i et n -h-1 sont premiers entre eux, m — n
et n 4-i le sont aussi. Donc, d'après le premier théo-
rème, K^__n + I est divisible par n -f-i. Il en est donc de
môme de C^, ce qui démontre le théorème.

6. THÉORÈME. — Si m et n sont premiers entre
C^ est divisible par m.

En effet on a, identiquement,

Or7 si m et n sont premiers entre eux, d'après le
théorème qui précède immédiatement, Ĉ Z.1! est divi-
sible par n. Le second membre est entier. Le premier
Test donc aussi, et C^ est divisible par m.

7. THÉORÈME.— Si m -f-1 et n sont premiers entre eux,
C^ est divisible par m — n 4- i.

En effet on a, identiquement,

m — n -+• i n

Or, si m H- i et n sont premiers entre eux, C "̂"1, d'a-
près le premier théorème relatif aux combinaisons sim-
ples, est divisible parw. Le second membre de l'identité
est entier. Lepremierrest aussi.Donc C^ estdivisible par
m — n -f-1.
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IV.

8. Le premier des six théorèmes qui précèdent a été
démontré directement 5 les cinq autres en ont été déduits
par la considération de certaines identités.

Ces mêmes identités peuvent servir à démontrer sépa-
rément chacun de ces six théorèmes, d'une façon fort
indirecte, il est vrai, mais très-facile' et surtout très-ra-
pide. Nous nous contenterons de donner, comme exemple,
la démonstration du premier théorème.

Reprenons, pour cela, l'identité employée au n° 3. Elle
peut s'écrire

K n 4-i rrn
m— 1 ^m

m — 1 n -{- i
ou bien

Or n -h 1 divise le premier membre; donc il divise le
second-, par suite, s'il est premier avec m-—1, il divise
K^. Donc :

«Si m — 1 et n H- 1 sont premiers entre eux, K^ est
divisible par 77 H— 1.

Les cinq autres théorèmes se démontreraient d'une
façon analogue.

V.

9. Comme conséquence des propositions précédentes,
on peut citer le théorème suivant :

THÉORÈME. — Si m 4- 1 est un nombre premier,
chaque coefficient du développement de (a + è)m, ex-
cepté le dernier, est divisible par son rang.

En effet, le terme de rang n H-1 a pour coefficient C^.
Orm + i, étant premier, est premier avec toutes les va-



leurs de n -f- i inférieures à m -f- i. Donc, d'après le
premier théorème sur les combinaisons simples, C^ est
toujours divisible par w + i,excepté dans le cas où n = m.


