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SUR LES DEVELOPPEMENTS DE sinna, cosna, SUIVANT
LES PUISSANCES DE 2 cosa ET 2sina;

Par M. V.-A. LE BESGUE.

I. Les identités

sin (#n + 1)@ = sinna2cosa — sin(r — 1)a,

cos(n — 1)a = cosna 2cosa — cos(n — 1)a

montrent que, pour les arcs o, a, 2a, 3a,..., na, les
sinus et cosinus forment des séries récurrentes, dont
I'échelle de relation est 2cosa —1; on peut donc, au
moyen des deux premiers termes, calculer un terme quel-
conque. Voici, pour les sinus et cosinus, le calcul des
premiers termes :

2sino — o, 2€080 == 2,

2sinag — y, 2c0sa == x,

2sin2a = yux, 20082a== 22 — 2,
2sin3a = y(2* — 1), 2cos3a=—=ux'— 3z,
2sinfa =y (2°— 2z), 2c¢osfu—x' — fa*+ 2,
asinba=y(z' — 32 + 1), 2cosba—a®— 523+ 5=z,

2sinba= y(z* — f2* +37), 2cos6a—=x°'—6z'+gr’—2,
2singa= y(z*—52 +6x>—1), ...... e
2sin8a = y(z' — 62 + 102* — 4 x),

2singa = y(2* — 72*+ 152 — 102 + 1),

Pour simplifier, on a posé 2cosa = x et, par analo-
gie, 2sina = y. C’est pour éviter les fractions que 1'on
a doublé les sinus et les cosinus. En calculant jusqu’a
dix termes pour les sinus, on a mis en évidence la loi
des signes, celle des exposants et celle des coeflicients,
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qui sont des nombres figurés, ete., de sorte qu’en ayant
égard au nombre de termes de chague colonne, a partir
de asina, on voit de suite que I'on doit avoir

[

(1)

(n—3) (n—4) -

1.2
(n—§)n—5)(n—6) .
—~ = a +]

Dans les nombres figurés, on a renversé 1'ordre des fac-
teurs du numérateur, pour retrouver des formules don-
nées dans le n® 337 des Recherches arithmetigues de
Gauss. Oa pourrait calculer de méme 2cosna; maie il
est plus court d’employer la formule:

2sinna = y [.z"" —(r—2) x4+

sin(n+1)a sin(n—1)a
y y

2¢05nq =—

on trouve ainsi

‘ n n—a ”(ﬂ—3) —
2cosna —=x"— nx"? 4- —— 2"
(2) 1.2
( =4 (2=5) .
1.2.3 T

Comme on a x*+ y*=4, on pourrait changer la
forme de ces formules; mais, comme a est quelconque,

. . ™ ;
il est plus simple de changer a en 5 —@, en ayant égard

_r T [
au changement de sinn ~—a)s cosn{——ajset, pour

\

cela, il faut considérer le cas de n impair, n = 2m +-1,
et celui de n pair, n = am.

Le: changement de a en’—; — a change x en Yy et réci-

. . . ™ .
proguement : pour nz 1mpair, sinz (;—— ) devient, en
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posant n'=am -1,
. ®
sin (ma -+ > ——na) ’

savoir, cosna pour m pair et — cosna pour m impair;

™
pour caesn (— —-a),a on trouvre

2

+sinra et —sinna;

pour n — am,.

. = .
sin2m (—2- — a) =sin(mn — na),
™
cos2m (; ——a) —=cos(mn — na).

Il y a donc, pour m pair, changement de signe du simrus,
le cosinus restant le méme; c’est le contraire pour m-im-
pair. On a donc ces quatre équations : 1° pour n im-
pair

n—t

(—1)* 2cosna

(3) AV
:x[j"“‘—(n—z)y"“3—+—(—~———n f)(: 4))”'"'-— ..]1

(4) (=T asinna = yr—pyri T i

2° pour n pair

(5) =£asinra=z{y™'—(n—2)y"+...],

(6) =F2cosra—=y"— ny"2+ n(n—3) Y,

I.2

n . . . x
selon que 5 est pair ou impair (¥).

(*) Les équations (1), (2), (3), (4), (5), (6) ne sont qu’une simplifica-
tion des formules de Cauchy; seulement, au lieu d’ordonner suivant les
puissances de sina et cosa, j’ai ordonné suivant les puissances de 2a
et cosa. (Voir V' Analyse algébrique de Cauchy, ou la Trigonométrie de
M. Serret.)
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Il. Passons aux équations de degré m qui, pour
n = 2m -+ 1, donnent les sinus et les cosinus des arcs o,
3”-5 = a, 2a, 3a,...,(n—1)a.

Ayant inscrit, dans un cercle de rayon 1, un polygone
régulier de n cotés Ay A, Ay... A A 4. . Ay O
joindra le sommet A, avec le centre; on aura un axe de
symétrie perpendiculaire au c6té A, A,.,, du polygone.
Si, par le centre, on méne une perpendiculaire a I'axe
de symétrie, on voit de suite que les sommets symétri-
quement placés par rapport a cet axe auront le méme
cosinus et des sinus égaux et de signe contraire : pour Ay,
le sinus sera o et le cosinus 1.

Pour avoir les doubles sinus y, ou les diagonales du
polygone, aussi bien que le coté, on fera, dans I'équa-
tion (4), sinna = 2km, on divisera par y, etYon pren-
dra pour inconnue y*; I'équation divisée par 2" est pré-
cisément I'équation (I) du n° 337 des Disquisitiones
arithmetice de Gauss.

L’équation (2), ou I'on ferait na == 2kmn, élant divisée
par 2", donnerait ’équation (II) du n° 337 déja cité;
mais, comme l'équation (2) revient a (xr—2)P*=o,
voici comment on trouvera I'équation P = o.

On remarquera que

sin(p — ¢)sin(p + q) =sin?p — sin’q,
de sorte que, posant p = (m +1)a, ¢ = ma, on aura

( sinasin(2m +1)a
a
={sin(m +1)a + sinma][sin(m + 1)a — sinma];

en posant (2m +1)a = 2km, c'est donc
sin(m +1)a + sinma = o,

que 'on doit avoir. Les deux équations qui viennent
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d’étre indiquées sont donc, pour le cas den=2o2m-r,
n(n—3)

"4, .. Fr=o,
1.2

(7) " — n" Tt

ou z est le carré du c6té et des diagonales,

m— (m — i)a.m-—z_‘_ @;?(ij.ﬂ_' “+e..
(8) iy
+ﬂ-'—(m——2)x"‘“3+ (m_—-_lf)_\z"l___é)_ F Al N —H

c’est I'équation P = o, transformée au moyen de 1’équa-
tion (1) et du théoréme (a).

Il est 4 remarquer que, les racines de (8) étant 2cosa,
2€0s24,..., 2€0sma, on aura
(&) I + 2c08a + 2¢0s2a ...+ 2c0sma = o,
ce qui se démontre encore en projetant orthogonalement
le périmétre du polygone régulier de 2m —+ 1 cotés sur
un coté prolongé dans les deux sens; cela vient de ce que
a est I'angle au centre du polygone, ou le supplément de
Pangle & la circonférence.

III. Sil'on considérait I'identité

k41 L l‘_}_l r+l — pf—l+__'__
r o s r rk ; rt=1 ’

on aurait une série récurrente dont I’échelle de relation

. 1 . . 1
serait 7+ ~, —1. Si l'on posait r+ ~ = x, comme on
’

T . .
a 1°+ — = 2, on trouverait, comme pour la série des
r

cosinus 0, @, 2@,. ..,
nln— 3).7:"—‘—.
1.2

1
r"+;—"_—:x"—n.z"‘—2+

Pour identifier cette équation avec I'équation (2), il
faudrait poser

1
r + — = 2cosa,
r



(430 )

ou
r*— 2rcosa + 1—o0,
. I .  ———
r=—rcosa + sing y/ —1, - =cosa — sma\/—l ,
on aurait
1
k _
rk+ — —acoska
’.k ’

et 'équation (b) donnerait

1 1 1
1+7r+—-4+7r+ —=+4+... +r"+—=o,
r r? rm

ou
A
=ty 4 r4 1= ———— =0,
r—il
ou encore

(r—2rcosa +1) (rP—2rcos2a +1)...(r*— 2rcosma—1)=o.

Gemme des équations
. 1 Y
r = cosa + sina y—i, -;—_-:oosa—-—smaw/—~1
on tire
[ o |
2c08a — )
. I—r? — 1—r? —
2sina = —1, tanga = V—1,

1+
on peut, comme le fait Gauss, ramener la détermination
de sina, cosa, tanga, a la résolution de r*— 1= o.
Dans le n° 337, dont j’ai voulu faire ici un petit com-
mentaire, on trouve I'équation de degré impair dont les

. 2m
racines sont les tangentes des arcs k — :
R

n n(n——l)z

n_’_l_n(n—— 1) (n —2)(r—3)
1.2 ' 1.2.3.4

elle se tire de la formule générale

x*— . . dnx—o;

nx“wﬂ)x!_;_..‘

1.2.3
nin—1)

1 — — 2, ..
1.2

tangra = (z = tanga),
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ou1’on retronveles coefficientsbinomiaux. Cette formule
se démontre par 1a méthode dite de proche en procke,
en partant de I'équation
-

» dod tang3a—="_",....

tang2a — .
8 1— 3z

I— .z
Remarque. — Pour p = 19, I'équation {8) est

2+ 2 — 72° — 62° + 152" + 1023 — 102 — fz + 1 = 0;

les racines sont, en posant ?; = w, les suivantes: 2cosw,
2€0s20),..., 2cos8w. Gauss a donné la premiére dans
le n° 365 des Disquisitiones; j’ai domné les autres
(avec deux erreurs de signe) dans le tome V de la pre-
miére série des Nouvelles Aunnales. Je profite de I'occa-
sion pour les rectifier.

Dans les équations suivantes :

A =34 —2/17, B=23f{+2\17, AB=64.17,

le signe + du radical principal (qui est multiplié par 2)
appartient au premier cosinus placé dans le premier
membre, le signe — appartient au second cosinus :

16cosw, 16cosfw
=—1+ Y17 +yAzta V17 +3y17 — (VA +2yB),
16cos2w, 16cosBw
=__1+\/ﬁ+\/zi2\/17+3\/—!§+(\/z+2\/§)7
16cos3w, 16cosSw
— —1— 17+ VB 2Viy —3y17 — (VB — 2 V&),
16cosbw, 1bcosgn
-__—__I_\/-17-—\/Ei2\/17—'3“;5‘*-(\/3—2\/;)'

On en tirera facilement le carré du co6té et des diago-
nales du polygone régulier de 17 cotés.




