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SUR LES DÉVELOPPEMENTS DE s i n n a , cos na, SUIVANT
LES PLISSAMES DE 2 cos a ET a sin a 5

PAR M. V.-A. LE BESGUE.

I. Les identités

sin (n -f- i)a — sin/2a2cos« — sin(n — i)a,

cos (n — i)a = cosna 2cos<z — cos(/z — 1)0

montrent que, pour les arcs o, a, 2«, 3a , . . . , na, les
sinus et cosinus forment des séries récurrentes, dont
l'échelle de relation est 2 cos a — 1; on peut donc, au
moyen des deux premiers termes, calculer un terme quel-
conque. Voici, pour les sinus et cosinus, le calcul des
premiers termes :

2COSO — 2,

icosa--z x,

2sin3rz — j ( x 2 — 1),

sin^.uz=z y(xz — 2x)y

sin5a = y{x* — 3J;2 -f- 1), 2cos5a—- JCS — 5a?3

-9.r*—2,

2sin7 a = j-(^B—5x>4-4-6^2—ï), ,

— 1 0 * -4- 1),

Pour simplifier, on a posé acosa = x et, par analo-
gie, asina = y. C'est pour éviter les fractions que Ton
a doublé les sinus et les cosinus. En calculant jusqu'à
dix termes pour les sinus, on a mis en évidence la loi
des signes, celle des exposants et celle des coeffîcienls,



qui sont des nombres figurés, ete., de sorte qw'en ayant
égard au nombre de termes de chaque colonne, à partir
de asina, on voit de suite que l'on doit avoir

i s i n na — ~ ' ~ " ~ ' • -*% *•l <-/•—<* « ^ ' * " '

L

1 . 2 . 3

Dans les nombres figurés, on a renversé Tordre des fac-
teurs du numérateur, pour retrouver des formules don-
nées dans le n° 337 des Rechercher arithmétiques de
Gauss. Oa pourrait calculer de mèrae zcosna-, mais il
est plus court d'employer la formule

s i n ( / 2 - + - i ) r t s i n ( / 2 — x)a
2COS/IÖ =zr :

y y
on trouve ainsi

n(n — 3)
2 cos na z=z x" — n xn~- H xn~*

( 2 )

. fiT72T3

Comme on a .z2 H- j 5 = 4> o n pourrait changer la
forme de ces formules $ mais, comme a est quelconque,

il est plus simple de changer a en a, en ayant égard

au changement de sinn \ a) y cos n f a\ •> et, pour

cela, il faut considérer le cas de n impair, n = 2m + r,
et celui de n pair, n = im.

Le changement de a en a change x: en jr et réci-

proquement : pour n impair, sin» ( a\ devient en



(4*7)
posant n •= aw + i',

• f * \sm I ma H / ia ] >
\ 2 y

savoir, cos na pour m pair et — cos na pour m impair ;
/ir \

pour cos/z 1 aj.i on tuoujve

-f- sin no et — sîn w« ;

pour n =

sin^m ( a\ =sm(rnn — na),

cosum ( a) =zcosi{mn — na)»

II y a donc, pour m pair, changement désigne du shras,
le cosinus restant le même; c'est le contraire pour m'im-
pair.. On a donc ces quatre équations : v° pour n im-
pair

n—i

(— i) 2 ncosna

(4) (—i)

2° pour n pair

(5) ± lûnna — x\y^ — (n — i)yn~> -4- . . . ] ,

(6) zpzeosna —f1 nf1-*^I
I « 2

selon que - est pair ou impair (* ).

(*) Les équations (i), (2), (3), (4), (5), (6) ne sont qu'une simplifica-
tion des formules de Cauchy ; seulement, au lieu d'ordonner suivant les
puissances de sin a et cos a, j'ai ordonné suivant les puissances de 2a
et cos a. {Voir Y Analyse algébrique de Cauchy, ou la Trigonométrie de
M. Serret.)



( 4 * 8 )
IL Passons aux équations de degré m qui, pour

n = 2/w + ï, donnent les sinus et les cosinus des arcs o,
27T o / \

-— = a, 2 a, 3a , . . . , (n — i)a.
Ayant inscrit, dans un cercle de rayon î , un polygone

régulier de n côtés Ao A, A j . . . A m A m + 1 . . . A tm , on
joindra le sommet Ao avec le centre; on aura un axe de
symétrie perpendiculaire au côté Am Am+1 du polygone.
Si, par le centre, on mène une perpendiculaire à l'axe
de symétrie, on voit de suite que les sommets symétri-
quement placés par rapport à cet axe auront le même
cosinus et des sinus égaux et de signe contraire : pour Ao,
le sinus sera o et le cosinus î .

Pour avoir les doubles sinus yy ou les diagonales du
polygone, aussi bien que le côté, on fera, dans l'équa-
tion (4), sin na = 2Arc, on divisera par y , et Ton pren-
dra pour inconnue j"*; l'équation divisée par 2n est pré-
cisément l'équation (I) du n° 337 des Disquisiliones
anlhmeticœ de Gauss.

L'équation (2), où l'on ferait na = 2Arc, étant divisée
par 2n, donnerait l'équation (11) du n° 337 déjà cité;
mais, comme l'équation (2) revient à [x—2) P* = o,
voici comment on trouvera l'équation P = o.

On remarquera que

%\n[p — q) sin(/?-+- q) = sin2/? — sin2^,

de sorte que, posant p = [m -f- i)a, q = ma, on aura

sin a sin [2. m -f- \)a

= [sin(w -hi)a -f- slnma][sin(m -f- i)a — sinma] ;

en posant [im -+- i ) a = 2Arc, c'est donc

sm[m -f- 1)0 -f- sinma = o,

que Ton doit avoir. Les deux équations qui viennent



( 4 * 9 )
d'être indiquées sont donc, pour le cas de n = in

f ^K\
( 7) zm — nzntr~x 4 zm~7 4 - . . . db n z=z o ,

où z est le carré du côté et des diagonales,

(8)
— (m — ) +

) + o ;
' 1.2

c'est l'équation P = o, transformée au moyen de l'équa-
tion (1) et du théorème (a).

Il est à remarquer que. les racines de (8) étant 2 cos a,
2 cos 2 a,. . . , 2 cos ma, on aura

(b) I + 2C0St f -+- 2 C 0 S 2 Ö 4 - . • • • + - 2C0S/WÖ = O,

ce qui se démontre encore en projetant orthogonalement
le périmètre du polygone régulier de 2m 4- 1 côtés sur
un côté prolongé dans les deux sens; cela vient de ce que
a est l'angle au centre du polygone, ou le supplément de
l'angle à la circonférence.

III. Si Ton considérait l'identité

•••*) K ) -
on aurait une série récurrente dont l'échelle de relation

serait 7 4- -> — 1. Si Ton posait r 4 — = x, comme on

a / °4- -• = 2, on trouverait, comme pour la série des

cosinus o, a, 2a , . . . ,
1 n\n — 3 )

rn 4 = xn — naf1-2 4 • ^ n ~ 4 —
rn 1 . 2

Pour identifier cette équation avec l'équation (2), il
faudrait poser

t
r 4 = 2C0Sff,



OU
ri—2rcosa 4- i = o,

r = COSÖ -4- sin« sj—i > - — cosa — snuz ^— i

on aurait

et l'équation (£) donnerait

ou

ou encore

Gemme des équations

rrzrcosa-f-skia V—li - = o o s « — s i n «Y—i

on tire
r3-f-T

2C0SÛ = 5
r

i — r2 i i — r1

2sin« = y — i , t

on peut, comme Je fait Gauss, ramener la détermination
de sina, cosa, tanga, à la résolution de rn— i = o.

Dans Ie n° 337, dont j'ai voulu faire ici un petit com-
mentaire, on trouve l'équation de degré impair dont les

racines sont les tangentes des arcs k — :

1.2 1 .2 .3-4

elle se tire de la formule générale

n(n — \ ) ( n — 3)



( 4 3 * )
où Ton retroüveles coefficientslînomiaux. Cette formule
se démontre par la mëfliode dite de proéhe en proche,
en partant de l'équation

— , d'où tang 3 £ —

Remarque. — Pour p = 17, l'équation \S) est

1 2/H , .
les racines sont, en posant — = OÙ, les suivantes : scosw,
a cos20),. . . , 2cos8ût>. Gauss a donné la première dans
le n° 36S des Disquisitiones ; j'ai donné les autres
(avec deux erreurs de signe) dans le tome Y de la pre-
mière série des Nouvelles Annales. Je profite de l'occa-
sion pour les rectifier.

Dans les équations suivantes :

A = 3 4 — 2 ^ , JB = 34 +

le signe 4- du radical principal (qoi est multiplié par 2)
appartient au premier cosinus placé dans le premier
membre, le signe — appartient an second cosinus :

iôcosw, i6cos4&>

i6cos3w, i6cos5w

= _ Ï — y/7^ + s/B zh 2 .̂17 — 3 i/vj — ( s/& —

On an tirera facilement le carré du côte et des diago-
nales du polygone régulier de jy côtés.


