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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

SUR LEQUATION o® 4y = z° -+ u®;
Par M. HERMITE.

On doit a Euler les formules suivantes, qui vérifient
identiquement cette équation :

x—+(f + 38— (' +3gg'+3fg' —3f'g) (f1*+3g"),
— (f1+ 38+ (ff'+3gg’—3fg' +3fg )(f”+3°’),
—(f+387 7+ (N +3gg’ —3/8" +3f'g) (S + 33,
(f*+3g" )+ (ff'+3gg' +3/8'—3fg)(f* + 38",

=~

et M. Binet, dans une Note sur une question relative a
la théorie des nombres (Comptes rendus, . XII, p. 248),
a observé qu’on pouvait, sans diminuer leur généralité,
les réduire aux expressions plus simples :

+ (a? + 3b*)* — a + 30,
— (a* + 30*) + a + 30,
+(a + 30 (e+3b)—1,
— (@*+3b*)(a—3b)+1,

'
v
2z

ou n’entrent que deux indéterminées a et b. Je me pro-
pose de tirer ces résultats comme une conséquence de la
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propriété gémérale des surfaces du troisiéme ordre, con-
sistant en ce que leurs points peuvent se déterminer indi-
viducllement. Soit done u= 1; j'observe qu’en désignant
par a une racine cubique imaginaire de l'unité, les
droites

T = a, z = ol

Yy =a'2, y—az
sont entiérement situées sur la surface

E A =

Cela posé, une autre droite, représentée par les équa-—
tions
xr = az+ b,
Yy =pz+q,

rencontrera chacune de ces génératrices, si I'on a les
conditions

d’ou l'on tire

et les coordonnées z,, z, des points de rencontre seront
respectivement les quantités

Or I'equation
(az-i by - (pz -+ ¢ =2" 1 1
devra admettre pour solutions

z FI =
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la troisi¢éme racine sera donc une fonction rationnelle
des coefficients, qui s’obtient aisément comme il suit.
Développons I'équation en nous bornant aux termes
en z® et z*; nous en conclurons, pour la somme des
racines, I’expression

arh + p?
24z + 2= 3——L(Ls-
I—a—p
Mais on a
a+a?—2b I+ 26
2y - 2y = = — 5
a a
donc

2 2
1+2b+3ab+pq .
a 1—a®—p?

11 vient ensuite, si I'on remplace p et ¢ par leurs valeurs
e¢naetb,
z_(1+b+b’)’—a3(1——b)
T A —a =)

b

et de 1a résultent, pour x et y, les expressions

(14+b+b)(1+2b)—a?
r—a*— b
_(1+b+b’)’—-a’(1+2b)

- a(1— a®— b%)

2

. . T » . T
Elles se simplifient, si I'on écrit, au lieude a, -, et au
a
lieu de b b .
leu de b, — en prenant ces nouvelles formes, savoir :

(@ +ab+b*)(a+2b) —
- a® — b —1
(@ +ab+ b2 —a—2b
7= a® — b3 —
(a®> + ab + b —a 40
at — b — 1 ’

x

2

’

zZ =
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ct, en revenant i Péquation homogene
2 yd =z 4,
nous obtenons ainsi pour solution :

r=(a*+ ab + b*)(a + 2b) —1,

y = (a*+ab+ b*)*—a— 20,

3 =(a’+ ab 4+ ) —a+ b,

n=a*— b —1 ::(a’—;—ab—:,—bﬂ(a——b)——r.

Or il suffit maintenant de changer b en 25 eta en a—b
pour que ces formules deviennent

x=(a’+36)(a—+3b)—1,
y=(a*+ 30— a— 30,
z=(a’+ 3b*)— a+ 30,
= {(a*+ 3b*)(a —3b) —1.

Ce sont précisément celles d’Euler, sauf que x, v, z, «
sont remplacés par z, —y, x, et — u.

SUR LE NOMBRE DE NORMALES REELLES QUE 1’0N PEUT
MENER D’UN POINT DONNE A UN ELLIPSOIDE
(suite, voir »° série, t. IX, p. 481);

Par JOACHIMSTHAL.

Partageons Vintervalle entre — o et + o en inter-
valles plus petits, entre lesquels on puisse facilement,
an moyen de I'équation (14), déterminer le signe de 6.

On obtient le tableau suivant, o1 nous avons désigné
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par une étoile le signe des quantités qui n'est pas déter-
miné par les tableaux (15) et (16).

L 5> (x+f).

1 2 3 &4 5 6 7
e s o e . e . et e A,
—= ¢—c¢ Cc+c¢ B g §(=+{3)—-u i(a+ﬂ)+e b—e b+e @ @ a-—-t¢ a+t +=
+ 4+ + - — 7 4+ + = =+ A+ +
e + - — T 4+ 4+ 4+
_ = 4+ 4+ 4+ + — - 4+ 4+ + + — —

D’aprés le lemme donné plus haut, on voit que, dans
les intervalles 1 et 7,1l n’y a aucune racine; dans chacun
des intervalles 2, 5 et 6, il s’en trouve une, de quelque
facon que ’on choisisse le signe indéterminé. Dans chacun
des intervalles 3 et 4, il y a au plus une racine; de sorte
que, entre {3 et b [ en supposant que + (e -+ (3) ne soit pas
une racine |, il y a un nombre de racines égal 4 o, a 1 ou
aa,

Comme ¢ () et 9(b) sont de signes contraires, il y a

o+ B

exactement une racine dans cet intervalle. Si est

racine, cette racine ne peut étre que simple, puisque

l'on a
a -+
?,< L 5>>0
On a alors le schema suivant :
3 1
™ e
u B (akd)—r  I(adp)be b
v - - -+ +
'.:/Y * + + —_—

6 -+ -+ —_ —
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Ces deux intervalles ne comprenant aucune racine, il
n’y aentre 3 et & qu'une seule racine, comme dans le cas
précédent, et cette racine est + (a —+f3).

IL b <f(a+B).

On a aussi 4 distinguer sept intervalles, desquels 1, 2,
6 et 7 sont identiques avec les précédents; les trois autres
sont

3 b 5
e et e el
" # b—1 b+ i(ﬂ-}-.ﬂ)—t §(¢.+p)+: a
fa — -+ -+ ” * —
’ * v »
¥ -+ + — —
0 -+ -+ - — -+ —+

Il y a une racine comprise dans I'intervalle 3, une dans

I'ensemble des intervalles 4 et 5; le cas ou ¢ <a _;_ ﬁ) =o0

se résout comme ci-dessus.

HI. b =1%(a—+B).

Dans ce cas, 6 =—1(u—a)(u—c) est positif,
quand u est compris entre a et c; hors de ces limites,
il est négatif.

On a & distinguer les intervalles de — o 4 ¢ —¢, de
c+ecab—e debt+ecaa—cetdea-+ca+ . Les
intervalles extrémes sont identiques avec ceux désignés
précédemment par 1 et 7, et ils ne contiennent ancune
racine.

Les deux autres donnent le tableau suivant:

u oot b - b+c¢ a—c

9 + + + +

! * *

4 -+ -+ -+ +



(11)
Chacun des intervalles contient au plus deux racines,
et il les contient réellement, car on a

sle)=-+, ¢(B)=—, 9(6)=+, ¢(a)=—, g(a)=+.

L’équation ¢(u) = o [ou I'équation (10)] a donc en
tout quatre racines réelles, comprises entre les limites ¢
et B, B et b, beta,aeta, et chacune de ces racines est
simple.

Remarque. — L’équation ¢ (u) = o mériterait peut-
étre, a d’autres points de vue, une discussion plus appro-
fondie.

Dans le plan, on a I'équation analogue

) 1 N I - 1
2 (e —a)*  (a— b)Y (&—a)
1 1 1 ’__O
- u—-a+u——b—u——-a -

a laquelle on peut étendre de différentes fagons les résul-
tats obtenus ci-dessus.

L’invariant quadratique J de cette équation (*) est
identiquement nul; si 'on exprime cet invariant par les
racines ¢, €, €3, €, de I'équation du quatriéme degré,
on a

J=3(a—a)(n—a)=o("),

relation qui, pour une équation du quatriéme degré a
cocfficients réels, suppose deux racines réelles et deux
imaginaires.

{*) Voir la Note placée a la fin du Mémoire.

{(**} Voir Legons d’Algebre supérieure par G. Sarmon, p. 172 et 180.
Chez Gauthier-Villars; prix : 7 fr. 50 c.
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Le méme invariant s’évanouit pour l'équation sui-
vante :

” 1 N 1 1 1
(0 — a)? (u—-b)2+(u—c)’— (u—a)’]
< 1 I 1 1 )’
— + -+ —_ =o.
u—a u—00 u—c U — a

Iv.

Appelons uy, us, u; et u, les racines de ’équation
9 (1) = o0, ces racines étant rangées par ordre de gran-
deur, en sorte que u, soit la plus grande; désignons par
vy, Vs, v3 €t v, les valeurs correspondantes de v définies
par I'équation

2 I 1 1 1 1
(6) = -+ -+ —_ — .
«w—v wu—a wu—b u—c¢ wu—a au—2f

Pour # =— o , on a ¥ =-+ « ; quand u croit, v com-
mence par décroitre, v, et v sont des minima, et v, et v,
des maxima, et l'on a

| 0L < 0ry 03 <0y 0y <y
et, d’aprés (g),

V1<f37 "2>ﬁa <l a, ¢ >a;
dot v, >0,

(17)

Portons sur la normale donnée, a partir du pied de
cette normale (o, ¥, 2,), €t dans un sens convenable,

les longueurs

s .
k2t At S B S (UON'I),

et désignons les extrémités de ces longueurs par

(1)' (B)’ ("')"H-
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D’aprés (17), ces points ont leurs positions relatives
indiquées par le tableau suivant :

(—o) (o) (B) (2] (+ ),
(—®)(#)(a )\“‘)("r‘w)

(— ) (#s) (¥2) (

(— o) (o) (v) (+°°)

Les points (v¢), (v2), (vs) et (vi), qui partagent en cinq
parties la normale, ne peuvent offrir que les quatre dis-
positions suivantes :

(— o) () (v5) (0:) (00) (@),
) (— ) (0) (0) (00) (o) (2 ),
" (=20 ) (es) (00) () (03] (+2),
(— ) (ss) (e0) (2) (0u) (+0)
Les deux segments (v,)(vs) et (vs)(vs) empiétent donc

I'un sur lautre, ou bien ’'un est contenu dans 1’autre.

Quand u croit de — o & ~+ o, v varie d’une fagon
continue de -0 a vy, de v, a vy, de vy 3 v3, de vy a v, et
dev,a — oo,

En se reportant au tableau précédent, on voit qu’en

A . , o [4
méme temps le point (v), extrémité de la longueur -,
ki3

parcourt une fois les deux segments extrémes (ceux qui
s’étendent a P'infini), trois fois les segments intérieurs
adjacents a ceux-ci et cinq fois le segment médial.

En appliquant. ces résultats a la question proposée,
nous arrivons a la conclusion suivante :

D’un point (&, =, ¢) de la normale donnée, on peut
encore mener a I’ellipsoide un nombre de normales réelles
égal a cing, a trois ou & un, suivant que le point (£. », ¢)
se trouve sur les deux segments (v)(v,) et (vs) (v,), on

’
sur I'un d’eux seulement, ou enfin ne se trouve sur aucun
d’eux.
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Quelques formules relatives a I'ellipsoide permettent
d’exprimer simplement ces résultats; nous allons d’abord
établir ces formules.

(La suite prochainement.)

MEMOIRE SUR L’EMPLOI DES IMAGINAIRES DANS LA GEOMETRIE
DE L’ESPACE (*);

Par M. LAGUERRE.

1. Généralités sur les surfaces & génératrices
circulaires.

1. On sait, depuis les travaux de Poncelet, que tous
les cercles tracés dans un méme plan passent par deux
points fixes imaginaires situés sur la droite de I'infini.
Je désignerai par I et J ces deux points remarquables
que, dans une Note publiée dans les Comptes rendus de
U dcadémie des Sciences (janvier 1863), j'ai proposé
de nommer ombilics du plan. Jappelle droite isotrope
toute droite du plan considéré qui passe par l'un des
points I et J; 'ensemble de ces droites forme deux sys-
témes bien distincts, I'un composé de droites paralléles
entre elles et passant par le point I, I'autre de droites
également paralléles et passant par le point J.

Par tout point d’un plan passent deux droites iso-
tropes de systémes différents, dont 'ensemble forme un
cercle de rayon nul. Dans un plan réel, toute droite iso-
trope renferme un point réel et n’en renferme évidem-

(*) Une Note de I'auteur, sur le méme sujet, a paru dans le journal
UInstitut, n® 1898.
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ment qu’un; ¢’est le point ou elle coupe la droite isotrope
qui lui est imaginairement conjuguée (¥).

Si, par un point fixe, réel ou imaginaire, on méne di-
vers plans, chacun de ces plans contient deux droites
isotropes passant par le point fixe. Les droites ainsi ob-
tenues sont situées sur un méme cdne du second degré,
que P'on peul aussi considérer comme une sphére de
rayon nul ayant pour centre le point fixe et qui jouitde
toutes les propriétés de la sphére. Ainsi, par exemple,
toute section plane de ce cone est un cercle, et le centre
du cercle est le pied de la perpendiculaire abaissée du
sommet du cone sur le plan.

Je désignerai sous le nom de cone isotrope le cone ainsi
formé par toutes les droites isotropes qui passent par un
méme point. Tous les cones isotropes coupent le plan de
Pinfini suivant une méme conique, commune & toutes
les sphéres tracées dans I'espace et que 'on peut appeler
Vombilicale.

Par une droite, on peut généralement mener deux
plans tangents a 'ombilicale; j’appellerai ces plans plans
isotropes. Le couple de plans isotropes, passant par une
droite donnée, est coupé par un plan perpendiculaire a
cette droite suivant deux droites isotropes. Par une droite
isotrope, on ne peut faire passer qu'un seul plan iso-
trope, puisque cette droite coupe le plan de I'infini en un
point de I'ombilicale.

(*) Je dis que deux points sont imaginairement conjugués, lorsque
leurs coordonnées, prises par rapport 2 un systéme d’axes réels quel-
conque, sont des quantités imaginaires conjuguées. Un point réel est a
lui-méme son conjugué.

Deux courbes sont imaginairement conjuguées, lorsque les équations
de chacune d’elles se déduisent des équations de Pautre en changeant le
signe du symbole imaginaire ¢.

Une courbe réelle est a elle-méme sa propre conjuguée.
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2. Ces définitions établies, concevons un point imagi-
naire de I'espace a, et le poini @ qui lui est imaginaire-
ment conjugué. Par chacun de ces points passe un céne
isotrope; les deux cones ainsi obtenus se coupent suivant
un cercle réel A, dont le plan est perpendiculaire a la
droite réelle qui joint les deux points imaginairement
conjugués a et a’; le centre de ce cercle est le point réel O,
qui est le milicu du segment ad’, et, la distance Oa étant
représentée par R, son rayon a pour valeur la grandeur
réelle R.

I1 est clair que les deux points imaginaires a et o' dé-
terminent complétement le cercle Aj réciproquement,
étant donné le cercle réel A, par ce cercle on ne peut faire
passer que deux cones isotropes dont les sommets sont les
points @ et &. La position de ce cercle dans 'espace dé-
termine donc complétement ces deux points.

Je dirai que le cercle réel A, ainsi déterminé, est le
cercle représentatif du couple de points imaginaires a
et a’, couple que je désignerai par la notation (A); réci-
proquement, le cercle A, déterminé comme précédem-
ment par les deux points a et a’, sera désigné par la no-
tation (a, a’).

Le cercle A ou (a, a') représente ainsi 'ensemble des
deux points imaginaires conjugués a et a’; dans certaines
questions, il est nécessaire de pouvoir distinguer ces deux
points I'un de I'autre. A cet effet, on peut imaginer que
le cercle A soit décrit dans un certain sens par un point
mobile; le sens dans lequel il sera supposé décrit déter-
minera celui des deux points @ et @ dont il sera la re-
présentation. Afin de fixer les idées, supposons que dans
un systéme de coordonnées quelconque, mais d’ailleurs
réel, les coordonnées d’un point m soient respective-

ment
w=a4ai, y=b+Bi, z=c—+ qi;
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le sens dans lequel on supposera décrit le cercle repré-
sentatif du point m sera tel-qu’un spectateur, ayant I'ceil
placé a l'origine des coordonnées, voie le point mobile,
décrivant le cercle, se mouvoir dans le sens du mouve-
ment des aiguilles d’'une montre ou en sens inverse, sui-
vant que la quantité aa + &3 + cy est positive ou né-
gative.

Il est évident d’ailleurs que, si cette quantité a un signe
donné pour le point m, elle aura le signe contraire pour
le point imaginairement conjugué m’, dont les coordon-
nées sont

c=a—ai, y==b6—8i, z=c—qi

3. Dans la plupart des recherches de géométrie, on
a a considérer, par couples, des points réels ou qui ne
sont pas imaginairement conjugués. J'étendrai a ce cas
les notions établies précédemment. Ainsi, a et b désignant
deux points quelconques de I'espace, je désignerai par
(a, &) le cercle qui résulte de I'intersection des cones
isotropes ayant pour sommets ces deux points; ce cercle
sera généralement imaginaire et ne deviendra réel que
dans le cas, examiné précédemment, ou les points con-
sidérés sont imaginairement conjugués. De méme, C dé-
signant un cercle quelconque de I'espace, je dénoterai
par le symbole (C) les deux points qui sont les sommets
des cones isotropes passant par ce cercle.

4. Considérons dans 'espace une courbe géométrique
quelconque, réelle ou du moins (pour le moment, je me
restreindrai a ce cas de beaucoup le plus intéressant) dé-
finie par des équations réelles; c’est-a-dire telle que, lors-
qu’elle passe par un point imaginaire, elle passe égale-
ment par le point imaginairement conjugué.

Etant donné un cercle réel de I'espace, ce cercle

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. X1. (Janvier 1892.} 2
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représente un couple de points imaginairement conju-
gués; et, pour que ces points appartiennent a la courbe
donnée, il est nécessaire que le cercle satisfasse a certaines
conditions déterminées par la nature de 1a courbe et dont
Pétude forme, pour ainsi dire, un prolongement géomé-
trique de la théorie de cette courbe elle-méme. Pour
éclaircir ces considérations générales et montrer les di-
verses questions auxquelles elles se rattachent, j’en ferai
tout d’abord, et avec quelques détails, 'application aux
courbes gauches qui résultent de Iintersection d’une
sphére et d’une surface du second ordre, en m’appuya'nt
sur les propriétés connues des surfaces anallagmatiques.

5. M. Moutard a appelé surfaces anallagmatiques du
quatriéme ordre des suifaces qui peuvent étre regardées
comme ’enveloppe de sphéres mobiles qui coupent or-
thogonalement une sphére fixe, tandis que leurs centres
décrivent une surface du second degré; dans tout ce qui
suit, je les désignerai simplement sous le nom de sur-
faces anallagmatiques ; leur degré, qui est, en général, le
quatri¢me, peut d’ailleurs s’abaisser au troisiéme, lorsque
la surface lieu des centres des sphéres mobiles est un pa-
raboloide, et méme au second, puisque les surfaces du
second degré sont comprises dans la famille des surfaces
anallagmatiques.

La définition donnée ci-dessus peut étre légérement
modifiée de la facon suivante. Etant donnés une sphére
fixe S et un plan quelconque P coupant cette sphére sui-
vant un cercle C, on peut, par ce cercle, faire passer
deux cdnes isotropes. Soient p et p' les sommets de ces
cones; ces deux points, qui, d’aprés ce que j’ai dit ci-
dessus, pourraient étre représentés par la notation (C),
sont réciproques par rapport a la sphére S; pour abréger
le discours, je dirai que ces deux points sont associés au
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plan P et, réciproquement, que le plan P est le plan as-
_socié aux points p et p (%)

Cela posé, on peut définir une surface anallagmatique
donnée R comme le lieu des points associés, par rapport
a une sphére fixe S, des différents plans que I'on peut
mener tangentiellement 4 une surface du second degré A.
L’intersection des surfaces S et A est une biquadratique F
qui est 1’une des cinq focales de la surface ; les quatre
autres focales correspondent aux quatre modes de géné-
ration dont la surface est susceptible (**). En chaque
point m de la surface anallagmatique, la normale passe
par le point ou le plap associé au point m touche la sur-
face A.

Soit G une génératrice rectiligne de cette derniére
surface, et soient a, a' les points ou cetle génératrice
s’appuie sur la focale F. On voit facilement que, tandis
que le plan mobile qui sert a décrire la surface se déplace
le long de la droite G en tournant autour de cette droite,
les points associés au plan tangent dans ses diverses po-
sitions décrivent un cercle; et ce cercle est précisémen:
I'intersection des deux cones isotropes ayant pour som-
mets les points a et @, cercle que nous pouvons désigner
par la notation (a, a’). A chaquc génératrice rectiligne
de A correspond donc une génératrice circulaire de R;
et, comme chacun des plans tangents a la surface A passe
par une génératrice rectiligne de méme systéme que G,
on voit que la surface anallagmatique peut étre consi-
dérée comme engendrée par les différents cercles corres-
pondant aux génératrices du méme sysiétme que G. Aux
génératrices rectilignes de A, du systéme différent de

(*) Voir, Bulletin de la Société Philomathique (mars 1868), ma Note sur
les sections circulaires des surfaces anallagmatiques.

(**) Voir, Bulletin de la Société Philomathique (janvier 1868), ma Note
sur guelques propriétés des surfaces anallagmatiques.

2.
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celui de G, correspond un autre systéme de sections cir-
culaires de R; les deux systémes ainsi obtenus forment
un groupe de cercles que, pour plus de clarté, je dirai
appartenir au mode de génération défini par la focale F,
ou simplement a la focale F. A chacun des quatre autres
modes de génération de la surface correspond un autre
groupe de cercles situés sur la surface et appartenant a
la focale définissant le mode de génération considéré.
On peut donc définir, de la facon suivante, les surfaces
anallagmatiques au moyen de leurs sections circulaires.

Ftant donnée une biquadratique sphérique F, si I'on
fait passer par cette courbe une surface du second degré
quelconque et si, pour chaque génératrice rectiligne d’'un
systéme donné de cette surface, on construit le cercle
qui résulte de I'intersection des cénes isotropes, ayant
pour sommets les points ou cette génératrice s’appuie sur
la courbe, le lieu des cercles ainsi obtenus est une sur-
face anallagmatique ayant F pour focale; et le systéme
formé par ces cercles appartient a cette focale.

6. Dans ce qui précéde, je n’ai fait aucune hypothése
sur la nature de la surface A, non plus que sur sa posi-
tion relative par rapport a la sphére S. Les génératrices
rectilignes de A peuvent étre imaginaires, ou bien, étant
réelles, elles peuvent traverser la sphére et la couper en
deux points réels. Dans ces deux cas, les sections circu-
laires correspondantes de l'anallagmatique sont imagi-
naires. Pour qu'un cercle C, correspondant a une géné-
ratrice rectiligne, soit réel, il faut et il suffit évidemment
que cette génératrice soit réelle et extérieure a la sphére;
elle coupe alors cette sphére en deux points imaginaire-
ment conjugués de la focale ', et le cercle C est ce que
y'ai appelé le cercle représentatif de ces deux points.

On peut donc énoncer la proposition suivante :
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Lorsqu’un systéme de sections circulaires d'une sur-
face anallagmatique, appartenant a une focale F de cette
surface, est réel, les points imaginaires représentés par
ces cercles sont situés sur la courbe F.

Si 'on imagine toutes les surfaces anallagmatiques,
qui ont pour focale une biquadratique sphériquedonnéeF,
et toutes les sections circulaires réelles de ces surfaces
qui appartiennent a F, on obtiendra les cercles repré-
sentatifs de tous les points imaginaires de la courbe F.
En effet, si un cercle C représente un point imaginaire
de F, la droite réelle qui joint les points imaginaires (C),
détermine avec la courbe F un hyperboloide 4 une
nappe, et cet hyperboloide détermine une surface anal-
lagmatique ayant F pour focale et passant par le cercle C.
D’ou la conclusion suivante :

Pour qu’un cercle réel représente un couple de
points imaginaires situcés sur une biquadratique sphe-
rique donnée V', il faut et il suffit que ce cercle soit situé
sur une surface anallagmatique ayant ¥ pour focale et
qu’il appartienne au mode de description caractérisé
par cette focale.

(La suite prochainement. )

MEMOIRE SUR LA THEORIE GEOMETRIQUE DES COURBES
DU TROISIEME ORDRE;

Paz M. KOEHLER.

Si I'on congoit un faisceau de coniques passant par
quatre points, un faisceau de droites pivotant autour
d’un autre point du plan et 1ié anharmoniquement au
premier, le lien de leurs intersections est une courbe du
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troisiéme ordre. Ce théoréme constitue la véritable défi-
nition géométrique de ces courbes, et permet d’établir
tonte leur théorie au moyen des seules ressources de la
géomeétrie pure, en se servant des propriétés des lignes
d’ordre inférieur. C'est ainsi que la théorie des coniques
peut étre déduite de leur génération par deux faisceaux
homographiques de droites (7'raité des sections coni-
ques de M. Chasles).

En premier licu, je rappellerai la méthode donnée par
M. Chasles pour construire une cubique déterminée par
neuf points a, b, c,..., i. Je prends arbitrairement quatre
des points donnés a, b, ¢, d pour servir de base au fais-
ceau des coniques génératrices; je circonseris au quadri-
latére efgh une conique C capable du rapport anharmo-
nique des quatre coniques abcde, abedf, abedg, abedh;
puis au quadrilatére efgi une conique C’ capable du
rapport (abede, abcedf, abedg, abedi); C, C’, qui ont
déja trois points communs efg, se coupent en un qua-
triéme point P, toujours réel, qui sera un dixiéme point
de la courbe demandée, et le pivot du faisceau de rayons.
Il est clair, en effet, que le faiscean P(e, f, g, &, 7) est
homographique au faiscecau des polaires d’un point quel-
conque par rapport aux coniques abed (e, f, g, hyi).

Cette construction met en évidence la nécessité de se
donner neuf points pour déterminer une cubique.

I. Toutes les cubiques passant par huit points donnés
a, b, c,..., h passent par un méme neuviéme point.

abcd érant la base des coniques, soient P, P’ les pivots
correspondants aux deux cubiques abc. . .hi, abe.. . hi'.
Ces deux points sont sur la conique C circonscrite a efgh
et capable du rapport anharmonique abcd (e, f, g, k). Il
est évident que, si abc...hi et abe...h' ont d’autres
points communs, ils seront situés sur cette conique C;
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car les rayons tels que Px, P'x menés a I'un de ces points
appartiendront aux faisceaux homographiques qui ont
leurs sommets en P, P/, et dont on a déja quatre couples
de rayons correspondants, savoir : P(e, f; g, k),
P’ (e, f, & h). Prenons pour base abce; on verra de
méme que les points communs appartiennent a la coni-
que C,, circonscrite & dfgh et capable du rapport anhar-
monique abce(d, f, g, k). C et C, se coupent en un
quatriéme point k, toujours réel; k appartiendra aux
deux cubiques, et, comme il ne dépend en aucune fagon
des neuviémes points ¢ et /, le théoréme est démontré.

La construction du neuviéme point d’intersection k
conduit, ainsi que je le montrerai plus loin, a plusieurs
propriéiés fondamentales des cubiques, lorsqu’on donne
aux huit premiers points des positions particuliéres.

II. Si, parmi les neuf intersections d’une cubique avec
trois droites quelconques, six points appartiennent a une
conique, les trois autres sont en ligne droite.

Fig. 1.

Soient a, b, ¢, d, ¢, f, g, I huit points répartis, comme
I'indique la fig. 1, sur trois droites quelconques, les six
premiers appartenant 4 une méme conique. Parmi les
cubiques qui passent par ces huit points, il y en a deux
qui passent en 7, savoir: la cubique composée des trois
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droites ab, cd, ef, et celle qui se réduit a la conique
donnée et i la droite gh. Toutes les autres passent donc
en . Le systéme des droites ab, cd, ef peut se concevoir
comme engendré en prenant pour base abed, et i pour
pivot; il en est de méme pour le systéme de la droite gh
et dela conique. Dans le premier cas, a la conique (ab, cd)
correspond le rayon ihg, a toutes les autres coniques du
faisceau correspond le rayon unique ife; I'inverse a lien
dans le second cas.

Autrement. — Supposons une cubique définie par les
six points a, b, c, d, e, f sur une conique, et par trois
points quelconques /, m, n. Soit abed la base. La coni-
que C circonscrite au (uadrilatére Imne et capable du
rapport abed(l, m, n, e), la conique C' circonscrite &
Imnf et capable du rapport abed (L, m, n, f) donnent le
pivot 7 par leur guatri¢me intersection; mais les deux
rapports anharmoniques sont égaux, puisque les deux
coniques abcde, abedf coincident; on en conclut que la
quatriéme intersection z est sur la droite ef. Considérons
la conique du faisceau réduite au systéme (b, cd); le
rayon correspondant issu de 7 la rencontrera en deux
points g, &, qui appartiendront, ainsi que 7, a la cubique.

Le théoréme général qui précéde conduit, comme on
sait, a divers corollaires dont la démonstration directe
est d'ailleurs trés-simple :

1° Les tangentes menées a une cubique cn trois points
pris en ligne droite coupent la courbe en trois points
également en ligne droite.

Si on prend, pour déterminer une cubique, trois
points en ligne droite a, b, ¢ (fig. 2), les tangentes en
b, ¢, les points d, e ou elles coupent la courbe, enfin
deux autres f, g pris d’'une maniére quelconque, on voit
facilement qu'en prenant pour coniques génératrices
celles qui ont un double contact suivant bc, le pivot sera
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sur la droite de; soit P ce pivot. Au rayon Pa corres-
pond la conique réduite & la droite double bc; Pa est
donc tangente a la cubique en a.

Fig. 2.

2° La droite qui joint deux points d’inflexion coupe la
courbe en un troisiéme point d’inflexion.

Soient at, bt deux tangentes d’inflexion, ¢, d, e trois
points quelconques qui achévent de déterminer la cu-
bique. Si I'on prend pour base deux des trois points
infiniment voisins confondus en a, et deux des points
infiniment voisins confondus en b, le pivot sera sur la
droite ab. Pour mener la tangente en ce point, il suffit
de chercher le rayon correspondant a la droite double ab
(conique passant au pivot); quel que soit ce rayon, les
trois points de la courbe qui lui appartiennent, savoir :
le pivot lui-méme et les deux points d’intersection avec
la conique ab, seront confondus en un seul.

On démontrerait, d’'une maniére analogue, que les
trois asymptotes d’une cubique coupent la courbe en trois
points en ligne droite; que si, par un point d’inflexion,
on meéne trois droites quelconques, les six points d’inter-
section appartiennent 4 une conique.
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3° Supposons que les points d, e de la fig. 2 coinci-
dent; le pivot P sera sur la tangente en d, la droite Pa
sera toujours tangente en a, et I'on aura ce théoréme de
Maclaurin :

§i, d’un point d’une cubique, on méne deux tangentes,
la corde de contact coupe la courbe en un troisitme
point, et les tangentes menées au point donné et en ce
dernier point se coupent sur la courbe.

4° Si le point (d, e) est un point d’inflexion, le pivot P
vient se confondre avec lui, et I'on en conclut que, si
par un point d’inflexion on méne trois tangentes, les trois
points de contact sont en ligne droite.

ILa cubique définie par un poiut d’inflexion I, la direc-
tion de la tangente, les contacts a, b, ¢ situés en ligne
droite, enfin par un dixiéme point quelconque, est en-
gendrée par un faisceau de coniques tangentes en b, ¢
aux droites 15, Ic, et par un faisceau de droites issues
de I. La corde de contact est la polaire du pivot I par
rapport i toutes les coniques génératrices; relativement
a la courbe et au point d’inflexion, elle jouit des mémes
propriétés que les polaires des coniques. Ainsi toute sé-
cante menée par le point I est divisée harmoniquement
par ce point et par la corde de contact; si I'on méne deux
sécantes quelconques Imn, Im'n’, les droites mm’, nn'
et mn', m'n se coupent sur cette corde.

III. Soient ab, ac deux tangentes a une cubique me-
nées d’un point a de la courbe, ae la tangente en a, d le
troisiéme point d’intersection de la courbe et de la
droite bc ( fig. 3).

D’aprés un des théorémes précédents, ed est tangente
en d; en d’autres termes, le systéme des neuf points formé
par les quatre contacts a, b, ¢, d et par le point e con-
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stitue un groupe pivotable pour nne infinité de cubiques.
Quel que soit le dixiéme point m choisi pour déterminer
une de ces courbes, si I'on prend pour coniques généra-
trices celles qui ont un double contact suivant bc, le

Fig. 3.

pivot des rayons sera en e. Concevons que le point m se
déplace sur une transversale az; a chaque position de m
correspondra une position de z, troisiéme intersection
de la cubique et de la transversale, et réciproquement;
on aura ainsi des segments en involution mn, m'n',....
Lorsque m coincide avec «, la cubique se réduit a la
droite ea et & la droite double bc, le segment mn devient
le point e, qui est donc un des points doubles de I'invo-
lution. Lorsque m vient en &/, intersection de a« et de
de, la cubique devient le systéme des droites a'a, ab, ac,
de sorte que a’a est un segment de 'involution ; le second
point double est a’, conjugué harmonique de « par rap-
port a aa’. On peut donc énoncer ce théoréme :

8i, par le point d, on méne une droite da' telle que
le faisceau d(a, a, ', a') soit harmonique, toute trans-
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versale issue du point a est coupée harmoniquement par
les droites da, da' et par la cubique en m, n.

C’est la douziéme proposition du Traité de Maclaurin
sur les courbes du troisiéme ordre.

IV. On donne une cubique a point double, deux tan-
gentes ab, ac menées d’un point a de la courbe; toute
transversale passant en a est divisée harmoniquement
par la courbe, par la corde de contact bc et par la droite
qui joint le point double O au point d ou cette corde ren-

contre la courbe (fig. 4).

Toutes les fois qu'un des points de la base des comques
coincide avec le pivot des rayons, il est un point double
de la cubique engendrée; lorsqu’un point double entre
dans les données, il suffit de six autres points pour achever
de déterminer la cubique; on peut prendre alors arbi-
trairement trois des six points pour compléter la base (*).

D’aprés cela, soit Oabc la base, O étant le pivot. A la
conique Oabch, c’est-a-dire (ab, Oc), correspond le

(*) M. de Jonquiéres, dans ses Mélanges de Géométrie et dans son
Mémoire sur la génération des courbes, a étudié avec détails la construc-
tion des courbes du troisiéme, du quatriéme ordre et méme des ordres
supérieurs & points multiples, dans divers cas particuliers.
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rayon Ob; de méme le rayon O ¢ correspond a I’ensemble
des droites ac, Ob, et le rayon Od & I'ensemble des
droites Oa, bc. Menons par le point a une transversale
quelconque; on aura les segments aT’, ay, a4, auxquels
correspondent respectivement les rayons Oy 4, OT', OdJ9.
On voit que les points T', y, A d’une part, .y, T', d de
I’autre, déterminent deux divisions homographiques dont
les points} doubles sont les intersections de la courbe et
de la transversale. Comme I et y sont en correspondance
réciproque, les segments formés par les couples de points
homologues sont en involution; Ad est un de ces seg-
ments : il est donc divisé harmoniquement par les points
doubles, ce qui démontre le théoréme.

V. Si, par un point d’'une cubique, on méne quatre
tangentes, les lignes qui joignent deux 4 deux les points
de contact se coupent sur la courbe ( fig. 5).

Fig. 5.

Soient Oa, Ob, Oc, Od quatre droites convergentes;
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il est évident qu'on peut déterminer une cubique par les
condinions de passer en O et de toucher en @, b, ¢, d les
quatre droites.
Je prends abed pour base; pour trouver le pivot, il
faut circonscrire au quadrilatére abOc une conique C
capable du rapport anharmonique des quatre coniques

abed, abed, abcdQ, abed, et au quadrilatére a5 Od une
conique C' capable du rapport abed, abed, abedQ, abed
(la notation abcd désigne la conique tangente en b  la

droite Ob). Or, toutes les coniques du faisceau détermi-
nent sur la tangente en O 4 abcd O une involution dont
O est un des points doubles. Le second point double P
n’est autre chose que le point de concours de toutes les
polaires de O, puisque c’est le conjugué harmonique de
O par rapport a tous les segments. Pour les cinq coniques
considérées, abed(a, b, ¢, d, O), les polaires sont les
droites Pa, Pb, Pc, Pd, PO, et elles forment un faisceau
homographique a celui des coniques. P est donc le pivot,
et on l'obtient en prenant le conjugué harmonique dun
point O par rapport a un segment quelconque de I'invo-
lution, par exemple «f3 intercepté sur la tangente par la
conique (ac, bd). On voit qu’a chaque conique du fais-
ceau correspond un rayon qui est la polaire du point O.
En particuler, si I'on considére le couple de droites ac,
bd, le rayon correspondant sera Pf’; f est donc un point
de la cubique. Il en est de méme des points g, /.
Corollaires. — 1° Les rayons P.f, Pg, P/ sont tangents
a la cubique en f, g, &3 on a donc immédiatement les
quatre tangentes issues de P, la quatriéme étant PO. Enfin,
la tangente en P sera la tangente a la conique POfgh,
ou, ce qui revient au méme, le rayon correspondant a la
conique abcd P ces conséquences sont évidentes. De plus,
les points de concours des cdtés opposés et le point de
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concours des diagonales du quadrilatére Ofgk seront
trois nouveaux points de la courbe. Soit p le point ot la
tangente en P a la conique PO fgh rencontre la conique
abcdP il suffira de joindre p aux trois points dont il
s’agit pour avoir les tangentes en ces points.

2° Toute transversale menée par le point O est divisée
harmoniquement par la courbe et par deux des cordes de
contact.

Cette propriété résulte immédiatement de ce que les
polaires du point O par rapport aux coniques du fais-
ceau abcd sont précisément les rayons homologues du
faisceau de droites; car les points de la courbe situés sur
la transversale sont les points doubles de I'involution
déterminée par les coniques sur cette droite ; ils divisent
harmoniquement tous les segments, en particulier ceux
qu'interceptent les couples de cordes (ac, bd), (ab, cd),
(ad, bc).

La transversale est aussi divisée harmoniquement par
la cubique et par la conique abcdO, qui est la premiére
polaire du point O.

3° Supposons que le point P coincide avec un des

Fig. G.
a

ppints fs & h, avec h par exemple. Alors la droite
J& (fig. 6) passera en O; pour avoir la tangente en P a
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la cubique, il faudra mener le rayon correspondant a la
conique abcdP. Comme cette conique se réduit a deux
droites, on voit que la courbe a trois points confondus
en P; P est un point d'inflexion, O fg est la corde de
contact, la tangente d’inflexion est la polaire de O par
rapport aux droites ad, bc.

On peut présenter ces résultats sous la forme suivante :
Soient P un point d'inflexion, PO, P f, Pg les tangentes
issues de ce point, Oa, 0b, Oc, Od les tangentes issues
du point Oj les points de rencontre des cotés opposés du
quadrilatére abcd et de ses diagonales sont en P, f, g.
Cette propriété des cubiques fait I’objet de la question 896
des Nouvelles Annales, proposée par M. Sylvester, et
dont une solution analytique a paru dans le numéro

d’avril 1871.

VI. Lorsqu'une cubique passe par les six sommets
d’un hexagone abcdef et par deux des points de con-

cours g, I des cotés opposés, elle passe nécessairement
par le troisiéme point de concours ¢ (fig. 7).
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On peut toujours faire passer une cubique par les neuf
points a, b, ¢,..., i; mais je vais prouver que la ques-
tion est indéterminée ou que les neufs points forment un
groupe pivotable.

Soient abde la base, cfghx, cfgiy les deux coniques
qui doivent donner le pivot; la premiére est capable
du rapport abde(c, f, g, h), la seconde du rapport
abde(c, [, g, i). Si g et y sont les points ou les coniques
abdef, abdeg coupent la droite dck, le premier des
deux rapports anharmoniques ci-dessus est celui des
quatre points ¢, 9, y, k. Pour trouver g, il suffit de
joindre le point & au point » eu ik rencontre fg, en
vertu du théoréme de Pascal appliqué a 1'hexagone in-
scrit abodef. Pour trouver 7, il faut joindre le point a
au point ¢ ou zc rencontre fg (méme théoréme appliqué
a I'hexagone abgedy). Cette construction des points ¢
ct y fait voir que le rapport (¢, ¢, 7, k) est égal a celui
du faisceau de droites #(c, f, g, k). Donc la conique
cfghx passe en i3 on verrait dc méme que la conique
cfgiy passe en &, et que, par conséquent, elle se confond
avec la premiére, ¢’est-a-dire que le pivot est indéterminé.

En général, pour faire passer une cubique par neuf
points satisfaisant aux conditions de I'énoncé, on pent
prendre quatre des points pour base, et placer le pivot
en un point quclconque de la conique passant par les
cinq autres.

Remarque. — Jai dit que le rapport anharmonique
(¢, 95 7, 1) érait égal a celui des faisceaux (e, [ 8 I).

Soient, en effet (méme figure), ihn, iec deux trans-
versales issues d'un point 7; prenons sur hc, ne denx
points quelconques o, f. Si I'on joint ¢f; eg, les points
a', b ou ces droites rencontrent hf, ng sont en ligne
droite avec i, en vertu du théoréme de Pascal appliqué
a I'hexagone hfceqn inscrit dans le couple de droites

dnn. de Mathém., o€ sérvie, t. X1, {Janvier 1872.) 3
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he, nz. Menons des transversales telles que iab; i chaque
position de iab correspondent des points g, y obtenus en
joignant cb, ea; g et y décriront deux divisions homo-
graphiques dont on a trois couples de points correspon-
dants, savoir (f; 9), (¢, ¢), (n, &). Done, etc.

Corollaire. — Soient ab, ac deux tangentes issues
d’un point a d’une cubique, d un autre point de la
courbe; e, f les troisi¢émes intersections des droites db,
dc. Si 'on joint bf, ce, ces droites se coupent en un
point g appartenant a la cubique.

1l suffit, pour le reconnaitre, d’appliquer le théoréme
précédent a I'hexagone fecebb dont deux cotés sent infi-
niment petits. C'est la seiziéme proposition du Traité de
Maclaurin. On en déduit facilement diverses conséquences
curieuses sur lesquelles je n’insisterai pas.

(La suite prochainement.)

OUESTION D’EXAMEN A 1’ECOLE NAVALE.
Sovution pE M. BERGERON,

Professeur de Mathématiques.

Soit M un point pris sur une circonférence; on joint
ce point & deux points K et H pris a égale distance du
centre O sur un méme diamétre AB; on prolonge MH
et MK jusqu’a leur rencontre en D et C avec la circon-
férence. St I’on tire DC et gu’on la prolonge jusqu'a sa
rencontre en P avec le diaméire AB, et que l’on joigne P
au point N, extrémité du diamétre qui passe par M, il
s’agit de démontrer que PN est tangente a la circon-
férence.

En effet, 3 cause de OK = OH et OM = ON la figure
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MHKN (*) est un parallélogramme. Joignons le point N
aux points C, D et au milieu I de CD. Les deux triangles
CND et NKM sont semblables, a cause des angles M et N
respectivement égaux aux angles D et C. Il est clair que
les triangles NKO et CNI sont aussi semblables, parce
que les droites KO et NI joignent des sommets homolo-
gues aux milieux des c6tés opposés. Les angles NIC, NOK
sont égaux, ct il est évident que les points P, N, I, O
sont sur une méme circonférence; et comme PIO est un
angle droit, puisque I est le milieu de la corde CD,
PO est un diamétre de la circonférence qui passe par les
quatre points. Donc I’angle PNO est droit, PN est donc
perpendiculaire a I'extrémité d’un diamétre de la cir-
conférence donnée, et par suite tangente a cette circon-
férence. G. Q. F. D.

DEMONSTRATION D'UN THEOREME DE GEOMETRIE;
Par M. JAMET,

Eléve du lvcée de Pau.

Si, du centre O du cercle circonscrit & un trian-
gle ABC, on abaisse surles cotés BC, AC, AB du triangle
des perpendiculaires OD, OE, OF, la somme de ces trois
perpendiculaires est égale & la somme des rayons des
cercles inscrit et circonscrit au triangle.

Soient w le centre du cercle inscrit dans le triangle
ABC (*); M Ie point o le prolongement de la droite OD
perpendiculaire & BC rencontre la circonférence circon-
scrite au triangle; wH la perpendiculaire abaissée du

(*) Le lecteur est prié¢ de faire la figure.



(36)
centre » sur le coté BC; K la projection de w sur ODM.
Les droites wH, OM sont des rayons des cercles inscrit
et circonscrit au triangle ABCj il s’agit donc de démon-
trer que
5 OD + OE + OF = w H + OM,
ou

(1)
OE + OF = w H+ OM — OD.

Mais OM—OD=DM, et v H+DM=DK-+DM=KM;

par conséquent, 1’égalité (1) en démonstration revient i
(2) OE + OF = KM.

Cela admis, menons par le pointM, milieu de ’are BMC,
la corde MA’ paralléle au co6té BA du triangle ABC, et
prolongeons la droite OF perpendiculaire sur BA, jus-
qu’'a ce qu’elle rencontre, en un point E/, la paralléle MA’
a BA: il en résultera MA’= AC, et OE'= OE. Ce qui
réduit I'égalité (2) OE+OF=KM a OE'+OF=KM,
et, par suite, a
(3) FE' = KM.

Or, en abaissant du point A une perpendiculaire AG sur
la corde MA/, on formera un triangle rcctangle AGA’
qui sera égal au triangle rectangle MwK. En effet,
AA’=MB =Muw; et, d’autre part, chacun des deux
angles AA'G, MoK est égal 4 C+ LA, comme il est
facile de s’en assurer ; donc les triangles rectangles AA'G,
MoK sont égaux, et 'on a

AG =KM,
d’ou

FE' = KM.
Cest ce qu'il fallait démontrer.
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NOTE SUR LE LIEU DU POINT DE CONTACT DE DEUX°CERCLES
MOBILES QUI DOIVENT ETRE TANGENTS CHACUN A DEUX

CERCLES FIXES ;
Par M. A. HILAIRE,

Professeur au lycée de Douai.

Je rattacherai la solution de cette question a la mé-
thode suivie par M. Salmon dans son T7aité des sections
coniques pour construire un cercle tangent a trois cer-
cles donnés (n°® 119, p. 159 de I'édition francaise).

Je conserve les notations de M. Salmon :

S = o0, £ = o représentent les équations des cercles

mobiles ;

S'= o0, 8 = o des deux cercles fixes.

Je suppose tous les contacts extérieurs: r, r'y r¥ sont
les rayons des circonférences S, 8’, 8, et d', d¥ les dis—
tances du centre de S aux centres de S’ et S”.

Les coordonnées du point de contact des circonfé-
rences S et %, devant vérifier les équations

S—9 S—§"

dw_(’r__r/)g:d//:__(r___r”)z

S=o,
(SaLmon, p. 160, édition frangaise), doivent vérifier aussi
Y, . . »
I'équation qui en est une conséquence :

S’ S”

;1”—("'_”)2:d”z—("—r”)!'

Mais, la circonférence S étant tangente extérieurement
aux circonférences S’ et §”, on a d'=r—+r' et d"=r-+r",
ce qui réduit les deux dénominateurs 4 4rr' et 4rr”. En
supprimant, des deux cotés, le facteur 4r, le rayon du
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cercle variable S se trouve éliminé, et 'on a immédia-

. . . A .
tement pour équation du lieu cherché — = =5 équation
r r

d’un cercle ayant méme axe radical avec les cercles S

et 8.
¥ ai supposé les contacts extérieurs; en faisant d’autres
3 . . s’ s7
hypothéses , je trouverai un second cercle — = — —;.

rl 'II

Le lieu se compose donc de deux cercles.

DEMONSTRATION D’UN THEOREME DE NEWTON;
Par M. GARDON,

Eléve de Mathématiques élémentaires au lycée de Tournon (classe
de M. Launoy).

Les milicux M, M’ des diagonales AC, BD d'un
quadrilatére ABCD circonscrit a un cercle et le centre O
de ce cercle sont en ligne dcoite.

Les paralléles menées par les points M et M’ a2 CD et
a AB respectivement passent par le milien R de AD (¥).
Ceci posé, regardons les trois tangentes AB, AD, CD
comme fixes, et le point de contact de la quatriéme BC
comme se mouvant sur le cercle. Les milieux des diagonales
des nouveaux quadrilatéres ainsi formés se trouveront sur
MR et sur M'R. Les points mobiles B, C décrivant sur
AB et DC des divisions homographiques, les droites pas-
sant par D et les différentes positions de B, et les droites
passant par A et les différentes positions correspondantes
de C forment deux faisceaux homographiques qui ont un
rayon homologue DRA commun. Donc les droites MR,

(™) Le lecteur est prié¢ de faire la figure.
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M'R, divisées homographiquement par ces deux fais-
ccaux, ont un point homologue commun, R; d’on il suit
que les droites MM’ qui joignent deux points de division
homologues doivent passcr par un méme point. Si nous
considérons BC dans uune position B'C’ telle que P'on ait
B’C’ égale a DC/, il est facile de voir que les milieux M,,
M’, ¢t le point O sont en ligne droite. De méme, si BC
occupe une troisi¢éme position B”C” telle que 'on ait
B”C" égale a AD, on verra que les miliecux My, M’ et
le centre O sont en ligne droite. Les droites M{M/ et
M, M, passant par O, toute droite MM’ passera aussi
par ce point. Le théoréme est donc démontré.

SOLUTIONS DES QUESTIONS PROPOSEES
DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 979

(voir 2°série, t. IX, p. 92);

Pax M. E. DE HUNYADY,

Professeur & PEcole Polytechnique, de Bude.
Etant donnée la fonction
y = A(cosx + A,cos2x + Ay cos3x ...+ A, cosnz,

déterminer les coefficients A,; A,, As,..., A,, de manicre

T
ue, pour x — k 2 La - . :
que, | x . s Yy prenne la valeur de Yy eyl
nwx
que, pour x = P P Y = Fns Y1 Ve Yase ooy Yu €lant
des quantités données. (H. Brocarp.)

i. La solution de la question précédente dépend de la
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résolution du sysiéme linéuaire suivant :
A, cosx + A,cos2x +. ..+ A,cosnx = ¥y,
Aicos2r + A cosfxr ...+ A, cos2nx =1,,
(1) A cos3x + Aycosbxr 4. ..+ A, cos3nx =y,,

R R B IR I c et et e gy

A cosnzx <+ A,cosonx + ...+ A,cosn’x =y,

pour x = -
n—+1

Si I'on désigne par A le déterminant du systéme (1
gne i y

et par Z un nombre entier quelconque de la suite 1, 2,

3,..., n, on trouve, d'aprés les régles générales de la

résolution des équations d’un systéme linéaire,

cosz ... cos(i—i1jx y, cos(i+r)z ... cosnzx

cos2x ... cos2(i—Ijx ¥, cos2(i+1)x ... cOs2nx
(2) A,A: . . .

cosnx ... cosn(i—1)lr ¥, cosn(i+1)x ... cosnix

En outre, si I'on pose, pour des valeurs quelconques
de ket de Adelasuite 1, 2,..., n,

3) c08?kx -+ cos? 2.k ...+ costnkr =— 2 cos?kx,
coskxcoshx 4 cos 2 Arcos 2 har—+... + cosnkx cosnkx— 2 cos kx cos) z,

(4)  yicoskr 4 y,co82kr 4. ..+ y,co8nkx = sp,

on a, en multipliant chaque membre de I'équation (2)
par le déterminant A,

[ 2costx Y cosxcos2x ... 2COSx COSRT
5) a YcosrcosaT 2 costax ... 2¢0S2X COSNX

i . . . . =

Y cosx cosnr 2 cCo$2xCOSRE ...  2COS*RI
Scos'x ... Zcosxcos{i—I1)x s, Zcosxcos(i+1)x ... 2 cOSx COSAL

Scosxzcos2x ... Scos2xcos(i—1)x s, Scosazcos(i—+1)x ... Zcosazcosn

Scoszeosnr ... Scosnrcos(i—1)x s, Xcosnxcos(i-+i)e ...  Zcosn’z
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9. Les éléments des déterminants précédents sont sus-
ceptibles d’une simplification "importante. En remar-
quant que

cosg cosd == 4 [cos(g + ¥) - cos(y — $)],
on a, pour ¢ = kx, ¢ = Ax,
coskz coshaz = ! [cos(k + 2z =+ cos(k — N)z];
d’ou I'on tire
(6) X coskxcoshz = 3 Z[cos(k + Nz + cos(k — })z].
En outre, on trouve pour la somme X cos (k +3)x, d’a-

prés une formule bien connue (voir, par exemple, Serner,
Traité de Trigonométrie, p. 23), la valeur suivante:

cos § (n+1)(k +Nzsing n(hk + Nz
sin 3 (k + )z

’

a laquelle on peut donner encore la forme

sin(r+1)(k+Nzcost (k+ Nz
2sin} (A + )z

— cos? ; (n 1) (k4 + ))x,

en remarquaut que

sin}r(k + Nz =sini (7 +1)—1](k +))z

On aura enfin, en se rappelant que x = I,
n—+1
(7) 2cos(k + Nz =—cos* + (k + ) m.

On wouve, de la méme manieére, que
(8) 2cos(k —N)ox =— cos* L (k — X =,
et, conséquemrment,
2coskz coshx = — £ [cos? 4 (k + ))m + cos? L (4 — )],
d’ou l'on tire :

(9) 2 coskzxcosdha = —1,
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si k + A, et conséquemment k — A, est pair;

(10) 2 coskrcosizr=o,

si k + 1, et conséquemnent k — X, est impair.

3. En posant dans I'équation (7) 2 = £, on en déduit
3 cos2khr = — cos’hkn=—1.

L’équation (8) perd sa validité pour des valeurs A = k,
parce que, dans le cas actuel,

Scos(k—N)x=n.
Enfin, prenant dans I'équation (6) 2 = k, on trouve

(11) 2 costhr =1 (n —1).

4. Avant de faire les substitutions pour les éléments
des déterminants dans I’équation (5), il sera convenable
de distinguer le cas ou n est un nombre pair de celui
ou 7 est impair.

En supposant que n est pair, I'équation (5) se sim-
plifie, si I'on fait usage des équations (9), (10) et (11);
on a, en effet, pour une valeur paire de 7,

3l —1) o —1 0
o sin—1) o —1
(r2) A —1 o $(r—1) ... o
o —1 o 3 (r—1)
1 (r—1) o =18 —1 (o)
o tH(p—1) ... o0 s o ... —1
o o —1 e O 8§ O .. —1
o —1 i 0 Sp 0 . x(n—1)
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et, pour une valeur impaire de i,

.;_(n—-l) (o) —1 e o
o t(n—1) o —1
(l3) A,' . - :
o —1 o . 3 (r—1)
%(n-——l) o o S o cen o
o Hr—1) ... —@I s —I .. —1
i - o oo —1 8 —1 . o
o —1 .. 0 S5 O . F(rn—1)

On trouve aisément pour le coefficient de A, la valeur

l/ll—(v—l n—1
=)

en outre, développant les déterminants suivant les élé-

ments de la colonne dont le rang est i et divisant par le
coefficient de A;, on a:

(a) Si i est un nombre pair,

2
(14) A,-:n =

: (282425 4ot 25i s+ 3si+ 28iqe ..o 28) 5

(&) Si i est un nombre impair,

5 2
(15) A;.:n e (28,4284 o252+ 35i4 2814z oo - 250)-

Dans le cas ou 7z est impair, il est facile de démontrer
que le coefficient de A; dans P'équation (5) sera égal a
zéro en vertu des équations (9), (10) et (x1); d’ou I'on
conclut qu’on ne peut déterminer que les rapports des
quantités A si n est impair.
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Nota. On peut aussi résoudre le systéme des équations
suivantes :
B,sinz + B;sin2z +...-+ B,sinrz =z,
Bisin2z + B;sinfx —+...+4- Bysinznr=1z,,

....... L I I R S R I I AR Y

B,sinrz + B;sin2nz +. ..+ B,sinn’x = z,,

ki3 27172
pour x = —:—, par un procede- analogue, en remar-
n

quant que
Zsinthkr = § (n +1),

2 sinkzsinkz = o.

On trouve, cn effet,

Bi= — (2 siniz + z,sin2ix +. . .+ z,sinniz).
n —+1

Ce dernier systéme a éié résolu par Lacrance, dans le

Mémoire intitulé : Recherches sur la nature et la pro-

pagation du son (OFEuvres, t. 1, p. 80-89), par unc

méthode tout a fait différente de celle que nous avons

suivie.

Question 1031
(voir a° série, t. X, p.335);
Par M. A. PELLISSIER,

Lieutenant au 17¢ d’Artillerie.

Un angle de grandeur constante se déplace dans un
plan, de maniére que le sommet décrive un cercle de
rayon donné, et que l'un des cétés passe par un point
Jixe; on demande Uenveloppe de I’autre coté.

(C. Harkema.)

Je vais démontrer d’abord que, si par le foyer d'une
conique on méne des droites faisant avec les tangentes un
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angle constant, le lieu des rencontres de ces droites avec
les tangentes est un cercle.

En effet, soient M (*) un point du lieu, « 'angle con-
stant de la tangente MT avec la ligne MF menée du
foyer. J'abaisse FP perpendiculairement sur la tangente,
je joins le centre C au point P et je méne par un point O
du petit axe la droite OF faisantavecce petitaxe Panglea;
enfin je joins OM. Les deux triangles OMF et CFP ont
les angles CFP et OFM égaux, comme se composant cha-

., R s .
cun d’une partie égale a S et d’une partie commune
MFC; de plus, on a

FP FM

CF~ OF

’

4 cause de la similitude des triangles rectangles FMP,
OFC. Les triangles OMF, PFC sont donc semblables et

donnent

OM _ OF
CP — CF
Oron a
PC=a, CF=¢, OF= _°_;
sina
d’ou
OM:—.a~—'
sina

Jen conclus, le point O étant fixe et la longueur OM
constante, que le lieu des points M est un cercle décrit

. a
du point O comme centre avec —— pour rayon.
sina

Si maintenant je transforme la figure par la méthode
des polaires réciproques, il devient évident que l'enve-
loppe demandée est une conique ayant son foyer au point

{*) Le lecteur est pri¢ de faire la figure.
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fixe. C’est une ellipse, si le point donné est a I'intérieur
du cercle; une parabole, s’il est sur le cercle; et enfin
une hyperbole, §’il est 4 ’extérieur.

Note. — La méme question a été résolue par MM. Ylliac de Goisel,
Moret-Blanc, Gallandreau, Lecornu, éléve du lycée de Caen.

GORRESPONDANCE.

Aux éléves abonnés. — Les éléves abonnés peuvent
consulter la rédaction sur les difficuliés qu’ils rencon-
treraient dans les questions d’examen, soit en mathéma-
tiques, soit en physique. Elle se fera un plaisir de leur
en communiquer la solution.

M. H. Faure, chef d’escadrons d’artillerie; Mar-
seille. — Le numéro de septembre 1871 contient un
article de M. Chasles, dans lequel le célébre géométre
donne les énoncés d’un grand nombre de propriétés des
courbes planes obtenues au moyen de son principe de
correspondance. Dans le chapitre I, p. 388, je trouve ce
théoréme :

8i, de chaque point d’une conique, on abaisse trois
normales sur la courbe : 1° les cordes qui joignent deux
& deux les pieds de ces normales enveloppent une courbe
de la quatriéme classe; 2° les tangentes menées par les
pieds des trois normales se coupent sur une courbe du
quatriéme ordre.

D’autre part, dans mon Recueil de théorémes relatifs
aux sections coniques, publié en 1867 chez Gauthier-
Villars, je donne le théoréme (woir p. 15 du Recueil) :

Si l’on prend sur une conique des couples de points a
et b, tels que les normales en ces points se coupent sur
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la conigue, la corde ab enveloppera une autre conique.
Cet énoncé revient bien a la premiére partie de celui de
M. Chasles, mais le résultat est différent : 1a ou je trouve
une conique, M. Chasles trouve une courbe de la qua-
trieme classe. Ce résultat me semble inexact.

On sait que, si par un point O on meéne des transver-
sales, puis les normales aux points d’intersection de ces
transversales avec une conique donnée, ces normales se
coupent sur une courbe du troisiéme ordre qui rencontre
la conique donnée en six points.Or, parmi ces six points,
il y en a quatre gni sont les points ou les normales menées
du point O & la conique rencontrent obliquement cette
conique. Il n’existe donc que deux autres points m, tels
qu’en menant de ce point les trois normales ma, mb, mc,
Yun des cotés ab du triangle abc passe par le point O.
Par le point O, il ne peut donc passer que deux courbes ab,
telles que les normales aux points a et b se coupent sur
la conique, c’est-a-dire que cette corde enveloppe une
conique.

Il est facile de voir que cette conique est concentrique
a la conique donnée et tangente aux polaires des points
de rebroussement de sa développée; ce qui la détermine.
complétement.

La seconde partie du théoréme de M. Chasles est éga-
lement inexacte, puisque les sommets du triangle formé
par les tangentes menées par les pieds des normales sont
les péles des tangentes de la conique que nous venons de
trouver. Le lieu cherché est encore une conique, et non
une courbe du quatriéme ordre.

Il est dit aussi, p. 388, que les cordes d’une conique,
normales en une de leurs extrémités, ont leurs milieux
sur une courbe du huitiéme ordre. Or il n’est pas difficile
de voir que le lieu est seulement du sixiéme.
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QUESTIONS.

1055. L’équation indéterminée ¢* — D n® = 4, dans la-
quelle D est de la forme (47 <+ 2)*+1, n désignant un
nombre entier positif quelconque 1, 2, 3,..., n’a aucune
solution formée de deux nombres impairs, et la solution
constituée par les deux nombres entiers positifs les plus
petits est

t=16(2n +1)*+2, wu=28(22+1).
(F. Dipon.)

1056. Soit une fonciion f(r) quelconque, finie et con-
tinue dans ’intervalle de @ & x. Insérons, entre a et x,

n —1 moyens geometrlqucs a \/—, \/

a \/(;)n » et désignons par Mg la moyenne arith-

métique des valeurs

ey (agfZ) o[/ (2] o

D’un autre cdté, insérons z —1 moyens arithmétiques
r—a 2(x —a) (n—1)(xr—a)

a—+ a4y a
n n

a et x, et désignons par Ma la moyenne arithmétique

s entre

des valeurs

(n—1)(r —a)

PNA Satinred JEA G i N2
a Pl e a+(n—1)(xﬂ  Tx
n

Lorsque n tend vers l’inﬁlﬁ, le rapport ;[I—a tend vers
une limite complétemem indépendante de la fonction f;
]og

T—a (F. Dmon.)

cette limite est
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ETUDE D'UN COMPLEXE DU SECOND ORDRE;
Par M. PAINVIN.

1. Proposons-nous la question suivante :

On donne un ellipsoide; ctudier la position des
droites par lesquelles on peut mener a cet ellipsoide
des plans tangents rectangulaires.

Si (D) est une des droites par lesquelles on peut mener
deux plans tangents rectangulaires, un troisiéme plan
tangent, perpendiculaire a cette droite, la rencontrera
en un point situé sur la sphére (§), lieu des sommets
des triédres trirectangles circonscrits a I'ellipsoide donné;
de sorte que, si S est le point de rencontre et que D soitle
pied de la perpendiculaire abaissée du centre O de I'el-
lipsoide sur la droite (D), on aura

—_— —_— —_—

0S =0D +DS.
Mais la distance DS est visiblement égale a la distance
du centre O au plan tangent perpendiculaire & la droite;

par conséquent, si «, 3, y sont les angles de la droite (D)
avec les axes Ox, Oy, Oz de Iellipsoide, et si

z? % . 22
- - — —1=0
a*  b*  ¢?

est I’équation de Iellipsoide donné, on a
0S8 =a*+ b 4 e, DS = a’cos’a + b?cos?B + c*costy;

par suite, en désignant par 0 la distance du centre a la
droite (D), on a la relation caractéristique

(1) F*=a® + b+ * — (a*cos* « + b*cos? B -+ c?cos™y).

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. X1, (Février 1872.) 4
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Il résulte de la que 0® doit étre inférieur a
a® -+ b* + ¢?; donc :

Tutoreme I. — Les droites réelles satisfaisant & la
question doivent toutes pénétrer dans lintérieur de la
sphére (S), liew des sommets des triédres trirectangles
circonscrits a Uellipsoide donné.

2. Représentons maintenant la droite (D) par des
équations de la forme

x=mz+p,

(2°) y=nz+gq, o0 r—=np—mq;
nx—my=—r,
on a
cosa == mcosy, cosf—rncosy,
1 4 q* 4 rt
€os Yy = —=: s 8’—]——-(]————-

‘/;iz+nz+, T mt - nt+1

Si I’on substitue ces valeurs dans I’égalité (1°), préala-
blement mise sous la forme

02 = (b* +- ¢) cos’ @ + (¢* + a*) cos* B —+ (@’ + b?) cos’y,

il vient
(3°) PP+ g4+ r*=(b"+c)m* + (¢ + &) n* + (a* + b*).

L’assemblage des droites (D) constitue un complexe
défini par I'équation (3); ce complexe est du second
ordre, mais il n’est pas le plus général de son degré. Je
me propose ici d’en étudier les propriétés.

Une grandc partie des propositions que je vais démon-
trer peut se déduire assez simplement de certaines consi-
dérations géométriques ; mais j’ai accordé la préférence
a la méthode analytique qui se présente ici avec des
formules simples, des rapprochements intéressants, et per-
met d’étendre considérablement ce sujet de recherches.

La théorie des complexes généraux du second ordre,
abordée pour la premiére fois par Phicker (/NVeue Geo-



(5r)
metrie), a été complétée par M. Klein \Mathematische
Annalen, t. T1, 1870); certains complexes particuliers
ont été Dobjet des recherches de M. Battaglini (Gior-
nale di Matematiche), et de M. Reye (Die Geometrie
der Lage). Voir, en outre, le Bulletin des Sciences ma-
thématiques, t. I, p. 72.

L’étude actuelle a pour objet un complexe particulier
du second ordre; je dirai d’abord que la méthode que
jai adoptée est complétement différente de celles qui ont
é1é suivies par les géométres que je viens de citer ; mais
ce qu'il importe surtout de remarquer, c’est que ce com-
plexe particulier, qui a son point de départ dans une
définition géométrique bien précise, présente les rapports
les plus intimes, soit avec les surfaces homofocales, soit
avec la surface des ondes, et apporte, aux propriétés
déja si nombreuses de ces surfaces, un contingent assez
considérable de propriétés nouvelles. Parmi les propo-
sitions que j’énonce, plusieurs devaient naturellement se
présenter comme cas particulier des propositions géné-
rales déja connucs sur les complexes ; mais je les ai tou-
Jours démontrées directement, afin que cette éiude puisse
se suffire a elle-méme. Je ferai enfin observer que, dans
ceite recherche, j’ai toujours eu en vue la situation des
droites réelles du complexe; c’est 12 ce qui spécialise et
caractérise cette nouvelle étude.

3. Si x,, ¥4y 24» €L Xy, ¥4, 2, sont les coordonnées de
deux points de la droite (D), on a

Ty 2y — 2, X,
p=——,
Z1 2 xo—
m_—_— ————— 4
Yo 20 = 20, 2 2
(1) q = - ’
2 n ‘—_)’| — 7
r— To Y _}’"'.’ 2 S
: 2y — 2
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si Uy, vy, W, €L Uy, vy, w, sont les coordonnées de deux
plans passant par cette méme droite (D), on a aussi

Oy —

R p: —_—
o Uy — Uy ¥y Og W — Wy ¥,
m—_ ———————y
u, — U, Vo lly — Uy,
(v bis) q= -
Vo Uy — Uy ¥, Wy ll, — Uy W,
n_— ————-=«
Wy — Vo lly — Upv,
r = —————yy
: Vo Uy — Uy ¢,

Eu égard a ces valeurs, 1’éguation (3°) prend 'une ou
g )
I'autre des formes suivantes :

()'a 2 '_zo.yl)2 -+ (z“.z‘, —_, z|)2 -+ (xo}'n ‘—]'ozl)?

® =(0*+0) @i —2) + (¢ +@) (71— 7o) + (@ +b7) (2 —20 )5
(3) (b2 ¢) (vgw, — wy0)? 4 (2 + a*) (wou, — u,w,)?
} + (@ b7) (g, — oot )? = (1, — tt (0, — 0, )+ (W, — ey ).

4. Si, dans ’équation (2), on regarde x4, y4, z; comme
des coordonnées variables et qu’on supprime les indices,
on a ’équation suivante :

(20 — Jo2)  + (702 — z4.2)? +‘(_yox — zyx)?
{4) [cone C]) | = (b*+¢) (xr — =) + (¢ + @) (y — 7o)
+ (@ + b*) (z—2,)?,

laquelle représente un cone du second ordre, liecu des
droitesdu complexe passant par le point fixe P (g, 5, 2,) 5
nous dirons que c’est un cone du complexe, et nous
le désignerons par (C); il résulte du théoréme I que
les génératrices de ce cdne pénétrent toutes dans la
sphére (S).

RemarQue. — Si du point P on circonscrit un cone
a Yellipsoide donné, le cone (C) du complexe sera évi-
demment le lieu des droites par lesquelles on peut mener
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des plans tangents rectangulaires au cone circonscrit ;
et si

MX*+ NY? +PZ=o

est I'équation du premier cone rapporté 4 ses plans prin-
cipaux, on sait que I'équation du second est

M(N-+P)X? + N(P+ M) Y+ P (M+N)Z=o.

3. Avant d’aller plus loin, nous indiquerons quelques
notations et plusieurs formules dont nous ferons un fré-

(quent usage.
Posons d’abord

i A=0b+ ¢,
x"g B =¢ + &,
C =a*4- b%
al=b —c,
9) (2“% b= — a*,
ct=a’ — b*;
‘e =a* + b+,
3y g =a2b*+ b+ ra,
? h = a*brc?;

puis

sphere, lieu des sommets des.

S =+ y'+ 27—, . .
triédres trirectangles ;

(6)
G=Ax*+ By*+ Cz*— g, ellipsoide auxiliaire; .
H="0%2*+c'a’y* a*b?2*—h, ellipsoide donné.

L’équation S = o est celle de la sphére, lieu des som-.
mets des triédres trirectangles circonscrits a P'ellipsoide
donné; la sphére (S) enveloppe complétement 1’ellip-
soide G = o, qui est un ellipsoide auxiliaire, envelop-
pant lui-méme Pellipsoide donné H = o.
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L’équation générale des surfaces homofocales de I'el-
lipsoide donné est

1.2 _)’2 z?
- -+ + —
al4-p L +p ¢+ p

(7) 0,
et, si p;, ps, ps sont les paramétres des trois surfaces
homofocales passant par le point P (x,, y,, 2,), on aura

a*+p b*+p E—+p

—1=o0,

et py, ps, ps seront les racines de I'équation

(9) P — S0p” — Gep —Ho =03

ce qui donne lieu a I'identité

(10) p°—Sop?— Gop — Hy=(p—p1) (p — p:) (p — ps)>
puis aux relations

So :PI+P2+P37
(11) 2Go=~(mm+f’zps+mn),
H, =p, paps.

On a encore

o (@ +p)(@ +p)(a" +ps)
xr o = — ?
° biet
(12) __(b"‘l"]"l)(bz‘-L Pi)(bz"}'f’a).
) 2 — T ;
) o (e +p)(¢+p) (¢ +ps)
LT alb:

Maintenant nous admettrons constamment les inéga-
lités

(13) a>h>>ec,
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d’ou
(13 bis) a'>>o0, b} <o, c¢j>o.

L équation (8) nous montre que ses racines sont com-
prises entre —a*, —b% —c* el +o0; de sorte que
nous pourrons toujours supposer

— a*<ps<—b* hyperb. & 2 nappes;

(14) — b* < py<—c*,  hyperb. i 1 nappe;
| —e¢<p<<+w, ellipsoide réel.

6. Ceci admis, I'équation (4) du céne (C) pourra
s'écrire

cone (€ = (Set-a*— )+ 7S+ b1 —7r7)

5 du + 2*(Sy + ¢ — 33} — 2)0%)2
(13) com- — 23Ty 3L — 2X0Y o LY
plexe.

+2Ax,x4+2By,y+2Cz:—(Go-+g)=o0.

Si I'on forme, relativement a cette surface, I'équation
en s, savoir :

P—{A+A"+A")s*+(A'A"—B*+- A"A—B'*+ AA’ —B"?)s

+- AB*+ A’B* 4+ A”B" — AA'A" — 2BB'B" =0,
on trouve ici
(16) & —28/s* + (8] — Gu)s -+ (H, + S,G,) = 0.

Si 'on a égard aux valeurs (11) et qu’on pose

( O = p2 —+ p3,
('7) 67:P3+P|,
03 = + p2,

I'équation (16) pourra s’écrire

(16 bis)

s —a){(s —a;) (s —5) =0,
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et Pon a les relations

28, =6, + o, + ay,
(’8) S,’,—G.,:o‘.m—%—a',o',-}—caa.,
H, + S,G, =0, 0,6,.

7. Si du point P(x,,y,, z,) on méne le cone circon-
scrit a Pellipsoide donné, le cone (C) aura les mémes
plans principaux que le cone circonscrit (n° 4, Re-
MARQUE); mais on sait que les plans principaux de ce
dernier cone sont les plans tangents aux trois surfaces
homofocales qui passent par son sommet; donc :-

Tuatoreme II. — Les droites du complexe passant
par un méme point de Uespace forment un céne (C)
du second ordre; les plans principaux du céne (C) du
complexe sont les plans tangents, en son scmmet, aux
trois surfaces homofocales de lellipsoide donné qui
passent par ce sommet, ou, ce qui revient au méme, les
axes du cone (C) sont les normales aux trois surfaces
homofocales qui passent par son sommet.

Cette proposition nous permet d’obtenir facilement
I'équation du cdne (C) rapporté i ses plans principaux.

En effet, si oy, By, 715 @2, Bay 723 @3 PBs, 73 sont les
cosinus des angles des directions de cordes principales
correspondant aux racines g,, g, 3, et si 'on pose

=, x4+ By +7.2y y'=0rx4+Biy 9.3, ¥=0;x-+Bsy +7,3,
Péquation de ce cOne sera, comme on sait,
6,&"* + 6,5 + 6,2 = 0.

Mais &’ =0, ¥’ =0, 2’ = o sont les plans tangents aux
trois surfaces homofocales py, ps, ps passant par le point
(Xos Yoy Z4)s €t la racine g, correspond au plan tangent
i la surface dont le paramétre est py, comme il résulte,
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soit de la Remarque du n° 4, soit de considérations de
symélrie; et ainsi des autres. L'équation du cone (C) est
donc de la forme

o) [zﬂ('t—'rn) (=)

G zo)]’

a2+P| b2+f7| c;“i‘Px
2 [ ®olz—my) Yolr =2 | 2(z—2)F
+ o [ a* + p, T e P2 e P2

r— — %) 2,(z2— 3z
+03)‘§ [-Tn(T To) a- .70(_7 Ja + ”(f-,_{_p:

a”+p3

b2+{)3

les constantes },, 2,, A étant telles qu’on ait

2

).3 [ ".720 - 3 )’:
(@ +p)?

(6*+ p.)

)]’zo,

.
eyl

Si I'on a égard aux valeurs (12), on trouve facilement

que

)‘2,__(['7"*-Pl)(bz+p\)(c2+P‘), 2

g == vy

(g — p2) (pr—ps)

M=...

3

L'équation du cone (C) du complexe rapporté a ses.

plans principaux est donc

+oulp— ) (@ p) (87 + p) (7 -+ p))

< " >, ‘?foy L _BE

L@ +p  b+p

+ 0y(ps —pi) (@% + pa) (87 + p2) (€ - pa)

(19) [C] =< i _on Yo " 202 —l_
@'+ b 4p T P4, .

z,7

x

JoJ

2y

_d‘ -+ pa

[)2‘+‘P3

¢~ p;

—1I

“+ o3(pi— p2) (@ =+ p3) (82 + ps) (¢ + ps)

2

—0.

8. Cherchons maintenant les points (x,, yo, 2,) pour
lesquels le cone du complexe se réduit a un systéme de

deux plans.
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Pour ces points, I'équation (16).doit avoir une racine
nulle; on a donc

(20) S,G,+~ ll,=o0, ou ¢,606 =o0.

On obticnt ainsi une surface que nous désignerons par A,
et dont I'équation est

{21) A=SG+ H=o,
ou

A::(,z:z +.},z+zz___e)(A.l.z+ By +CZ"'—g)

+ bt at+ claty? - @* b — a’h ¢ =—o,

(21 bis)

ou encore

A= (a4 y*+2*)(Az? + By* + Cz*) -+ ABC

(21 ter)
—[A(B+C)z*+B(C+A)y*+C(A+ B)z*]=o.

On voit que cette surface est du quatriéme ordre, et la
derniére forme nous montre que c’est une surface des
ondes ayant pour ellipsoide directeur
z?

y?
4+ = 4+ = —1=o0.
B 1 (o]

£
A C

Y. Comme, dans le cas actuel, une des quantités oy,
as, 03 est nulle, nous voyons, par 'équation (19), quela
droite d’intersection des deux plans est une des nor-
males aux surfaces homofocales qui passent par le point
(0y ¥o, 2,) considéré; cc qui résulte également de la
Remarque du n° 4.

Nous démontrerons d’ailleurs, un peu plus loin, que
Paréte du systéme de deux plans correspondant a un
point (x4, ¥, 2o) de la surface A touche Ja surface en
cc point. Ainsi :

Tatorime IIl. — Le licu des points pour lesquels le
cone (C) du complexe sc réduit @ un systéme de deux
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plans distincts est une surface (A) du quatrieme ordre,
laquelle est une SURFACE DEs ONDEs par rapport a l'el-
lipsoide directeur

,_.4__-,—6———1::0.

Ce dernier ellipsoide est la surface polaire réciprogue
de Uellipsoide (G) par rapport a une sphére dont le
rayon est {'/g'

Laréte du systéme des deux plans est normale a
Uune des surfaces homofocales qui passent par le point
considéré (xq, ¥ 2o), €t touche en ce point la surface A.

Nota. — 1° Il est entendu que les surfaces homofocales
(ue nous considérerons dans le Mémoire actuel seront
toujours des surfaces homofocales-de 1'ellipsoide donné.

2° Pour abréger le langage, nous dirons que I'ensemble
des deux plans auxquels peut se réduire le céne (C) est
un systéme de deux plans du complexe, ou, plus sim-
plement encore, un systéme du complexe; la droite
d'intersection des deux plans sera dite ’aréte du systéme.

10. Rappelons que les surfaces (S), (G), (H) s’enve-
loppent successivement (n° B), et que les quantités S,,
Go, H sont positives ou négatives, suivant que le point
(%os Yoy 2o) €St extérieur ou intérieur a la surface cor-
respondante.

Or, pour un point situé sur la surface 4, ¢ est-a-dire
tel que
S¢G, + Hy=o,

on doit avoir
(22) S, <0, G,>o.

Car 5i S > 0, on a alors Go > o, H, > o, et I'équation
ci-dessus n’admet pas de solutions réelles ;
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Silon a S8, <o et G, > o, alors H, > o; I'équation
peut étre vérifiée par des valeurs réelles de x, y,, z,;

Si I'on a & la fois S, << 0, Gy < 0, H, > 0, il n’y a pas
de solutions réelles;

Enfin, si I'on a §; <o, G, <o, Hy <o, il n’y aura
pas encore de solutions réelles ; car une des quantités oy,
s, 03 doit étre nulle; or la quantité o, = p, + p; ne
peut ¢tre nulle, puisqu’elle est la somme de deux nom-
bres négatifs (14), [n° 5]; d'un autre coté, lorsque ¢, ou o4
s’annulent, la quantité G, se réduit a +p?, (17) et (11);
mais, p, étant réel, G, serait posilif; par suite, 'hypo-
thése faite est inadmissible pour des valeurs réelles de
Xoy Yo» Zo, vérifiant 'équation en question.

La surface A est donc tout entiére renfermée entre la

sphere (S) et Vellipsoide (G).

(Za suite prochainement.)

SUR LES FORMULES FONDAMENTALES DE LA THEORIE
DES SURFACES

Pax M. LAGUERRE.

(Extrait d’une Lettre adressée a M. Ch. Brisse. )

I

... Les beaux travaux de MM. Bonnet, Bour et Codazzi
ont notablement perfectionné la théorie des surfaces;
les formules fondamentales de cette théorie me parais-
sent pouvoir étre exposées d’'une fagon assez simple....

Je suppose les différents points de la figure rapportés
i trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz, ct les coor-



(61)
données des points de la surface exprimées en fonction
de deux variables indépendantes u et v.

Soient (u) et (v) les courbes de la surface obtenues
en donnant respectivement a u et & v des valeurs con-
stantes. '

Imaginons un triédre trirectangle MX, MY, MZ, qui
se déplace de facon que son sommet M décrive la sur-
face, I'aréte MZ lui étant normale; les deux arétes MX
et MY sont constamment situées dans le plan tangent
en M, mais leur mouvement reste indétermind.

Soient

cosa, cosf, cosy,
cosg, cosv, cosg,

cosk, cosp, COSv,

les cosinus que font respectivement les axes MX, MY,
ML avee les axes fixes Ox, Oy, Oz.

Si I'on passe d’un point quelconque de la surface
(uy¢) & un point infiniment voisin (u + du, v + dp),
d’aprés une formule bien connue sur le déplacement in-
finiment petit d'un corps invariable (¥), on a les neuf
relations suivantes :

dcosa =+ (Mdu + Nde)cost - (P du + S dv)cos),
d cost = — (Mdu + Ndv)cose — (R du + Qdv) cos),
(1) ¢ dcosk =— (P du + S dv) cosx + (R du + Qdo) cosk,
dcosp = + (Mdu + N dv) cosu + (P du + S dv) cosp,

D I I IR RPN e e e s e oo . .

Je n’écris que les quatre premiéres de ces relations, les
autres s'en déduisant immédiatement; M, N, P, Q,R et S
désignent six fonctions données de u et de v.

de M. Picart : Nouvelle théorie du déplacement continu d’'un corps solide,
p. 160.

(*) Voir Nouvelles Annales de Mathématiques, ¢ série, t. V1, la Note
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II.

Comme les développements qui suivent s’appuient
surtount sur les formules données (¥) par M. Serret pouries
lignes a double courbure, je transcrirai ici ces formules.

Soient

cosa, cosb, cosc,
cosz, Cosy, COSz,

cosl, cosm, cosn,

les cosinus des angles que font respectivement, avec les
axes fixes Ox, Oy et Oz, la tangente a la courbe, la
normale principale et I’axe du plan osculateur.

Désignons de plus par ds un élément infiniment petit
de la courbe, par » le rayon de courbure et par ¢ le rayon
de torsion en ce point.

Les formules de M. Serret sont contenues dans le
tableau suivant :

ds s
dcosa — cosx —y dcosl — cosx —»
r t

ds ds
dcosh —cosy —» dcosm=—cosy )
;
ds ds
dcosc =:cosz —3 dcosn=cosz -t—;
7
(2)
ds ds
dcosa — — cosa — — cosl —
- ¢t
ds ds
dcosy == -— cosb — — cosm —,
r t
ds ds
d cosz = — cos¢c — — Ccosn — -
r t

Elles sont, on le voit facilement, contenues dans les
formules générales (1),

(*) Voiv Caleul différentiel de Lacroix, t. 1, p. 284 et 299.
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Je suppose maintenant, en conscrvant toutes les nota-
tions précédentes, que la ligne considérée soit tracée sur
la surface donnée.

La droite MZ étant normale 4 la surface, en désignant
par i I'angle que fait la courbe avec I'axe MX, et par @
I'angle que fait la normale principale de la courbe avec
la normale & la surface, les formules d’Euler donnent
le systéme de formules suivant :

cosa cosa—+ cosd cosP -+ cosc cosy = cos’,

cosa cos& -+ cosb cosv + cose cosg = sini,

cosa cos) -+ cosb cosp + cosc cosy = 0,

COSZ COSa - €0Sy €OSPB —+ C0SZ cOsy =sinasin’,
€OSZ COSE - COSY COSV -+ €OSZ €COS§ — — Sinw@ €OS/,
COSZ COSA - COS) COSp —+- COSZ COSY == COS®;

cos! cosa + cosm cos B -+ cosn €osy = — cosw Sini,

cos! cosE -+ cosm cosv -+ €oS7z cOSE =— cOSw COS/,
cosl oS\ —+ COSm COSp. — COS2 COSy == siN .

Si maintenant nous différentions ces neuf équations
en tenant compte des relations (1) et (2), nous obtien-
drons, apreés quelques réductionsfaciles, lc tableau suivant :

ds .
— — sing = di -+ M du + N do,
,

1.
(A) ! frf cosw — (P du + Sdv) cosi — (Rdu + Q dv) sini,

— do+ “Ts — — (Pdu+ Sdv)sini — (R du+Qdv)cosi,

qui donne les trois premiéres équations fondamentales de
la théorie des courbes tracées sur les surfaces.

Les quantiiés dcosa, d cosf,. .. élant, par leur défi-
nition méme, des différentielles exactes, en exprimant
que cette condition est remplie, on obtiendra les trois
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relations contenues dans le tableau suivant :

dM dN
@ " am TR
dPp ds
(B) el =MQ —RN,
4R 4Q _ Np _ms.
L doe du
III.

Supposons maintenant que les courbes (u) et (v) déter-
minent sur la surface un réseau orthogonal, et que les
axes MX et MY soient, en chaque point, tangents aux
deux courbes qui s’y croisent a angle droit.

En désignant par ds un élément linéaire quelcongne
de la surface, soit

ds* = E*dw’ + G* dv?,
d’ou
dscosi = Edu, dssini = G dv,
et
ds cosa = E du cosa + G dv cosk,
ds cosb = E du cosP -+ G dv cosv,

ds cosc = E du cosy + G dv cosg.

Je remarque, avec M. Bonnet (*), que par définition, ces
trois derniéres quantités sont des différentielles exactes;
exprimant ces conditions, en tenant compie des équa-
tions (1), nous obtiendrons les relations contenues dans
le tableau suivant :

dFE,
g — =—GM, ES-+GR=o,

do
() <
( dG EN. t . Gd
de — 0 ST gy

(™) Mémoire sur la théorie des surfaces, ete.; Journal de !’ Fcole Poly-
technique, XLII® cahier, p. 35.
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T ai introduit dans ce tableau la valeur detangi, en fonc-
tion de u et de v.

On a ainsi, en A, B, C, toutes les formules fondamen-
tales relatives au cas out les courbes (u) et (v) sont ortho-
gonales.

Tl resterait a prouver que, si les fonctions M, N, P, Q,
R, S, E, G satisfont aux équations aux différences par-
tielles contenues dans les tableaux (B) et (C), ces fonc-
tions déterminent effectivement une surface; pour cette
démonstration, je renverrai au Mémoire de M. Bonnet,
déja cité.

1v.

Considérons maintenant le cas général ; soit 2w 'angle
sous lequel, en un point quelconque de la surface, se
coupent les courbes (u) et (v) qui se croisent en ce point.

Nous choisirons les axes MX et MY, de telle sorte qu’ils
coincident avec les bissectrices de cet angle.

En désignant par ds un élément linéaire quelconque
de la surface, posons

ds? =E*du? + 2EG cos2w.du dv + G*dv,
d’ou
ds cosi =(E du + G dv)cosw, dssini = (Edu — G dv)sinaw,
et

ds cosa =(E du +- G dv) cosw cosx -+ (E du — G dv) sinw cosk;

je ne transcris pas les valeurs de ds cosd et dscosc.

Si nous exprimons que ces trois derniéres quantités
sont des différentielles exactes, nous obtiendrons les re-
lations contenues dans le tableau suivant, ot j'ai aussi

Ann. de Mathémat., 2° série, t. X1, (Février 1872.) 5
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transcrit la valeur de tangi,

! I
(‘“?‘_ic_’> ! :E<N+@>+GKM—2
t[u, du

do ~ di ) tange \
dE  dG dw dw
—_— — jtangw —— [ —_ —
o (@ ) nee = (5 ) 0 (0= ).
(GR + EQ) sinw = (ES — GP) cosow,
tan I___E(/u—Gdu tane
T Edu+ Gao O

Les tableaux (A), (B), (C') renferment toutes les for-
mules fondamentales relatives au cas le plus général.

En terminant, je ferai remarquer que les considéra-
tions précédentes s’appliquent, sans modification, au cas
de I'espace, lorsqu’on en détermine les points par les in-
tersections successives de trois séries quelconques de
surfaces.

Je reviendrai sur ce sujet.

MEMOIRE SUR LA THEORIE GEOMETRIQUE DES COURBES
DU TROISIEME ORDRE
{ sulte, voir méme tome, p. 21);

Pax M. KOEHLER.

VII. Si les six sommets d'un quadrilatére complet
s'appuient sur une cubique, les tangentes en quatre
sommets (dont trois ne sont pas en ligne droite) forment
un quadrilatére dont les diagonales passent par les
poiuts de concours des cotés opposés du quadrilatére in-
scrit (fig. 8).

Soient abcdef le quadrilatére complet, g un point
quelconque. On peut concevoir une cubique déterminée
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par un faisceau de coniques passant en g, b, c,d etun
faisceau de droites ayant g pour pivot. Donnons-nous de
plus la tangente @A au point a. Je fais correspondre aux
rayons ge, &f; ga les coniques (ac, bd), (ab, cd) ct celle

Fig. 8.

qui a pour tangente aA. Les tangentes a la cubique en
¢, d, b seront les tangentes aux coniques qui correspon-
dent respectivement a gc, gd, gb. Soient aC, aD, aB
les tangentes en a a ces trois coniques (aD et aB ne sont
pas représentées sur la figure).

La direction a A étant donnée, il faut pour trouver aC
chercher le rayon tel que les rapports a(e, f, A, C),
g (e, f; a, ¢) soient égaux, c’est-a-dire prolonger aA
Jusqu’a la rencontre de gf en a, joindre ca qui ren-
contre ef en 3, joindre aff. La tangente a la cubique
en ¢ étant tangente a la conique qui touche aC au point a,
il suffit pour la construire de joindre ¢C et de mener
la droite ¢C au point ou eC rencontre af. Quelle que
soit la direction aA, le point k, intersection de aA et

5.
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de cC’, décrira une droite fk, polaire par rapport a
Yangle afc du point y ou ec rencontre fg.

Considérons maintenant la transversale ebd; quelle
que soit la direction de la tangente a la cubique en b,
son point d’intersection A’ avec la tangente en d sera
sur une droite f¥, polaire de d relativement & 'angle
afc; or fk et fk' coincident, puisque les points y et 9 sont
sur une droite qui passe en f. On verrait de méme que
les intersectious 7, i’ des tangentes a la cubique en a et 2,
en ¢ et d sont sur une méme droite passant au point e.

VIII. Théoréme de Carnot.— Soient ABC un triangle,
a, b,c, d, e, f, g, h huit points : trois sur AC, trois
sur CB, deux sur BA (fig. 9).

Fig. 9.

1l est d’abord évident que toutes les cubiques passant
par les huit points passeront aussi par un neuviéme
point ¢ situé sur le c6té BA. On peut le reconnaitre sans
aucune construction en remarquant que le systéme des
droites AB, AC, BC est une des cubiques considérées.

Pour trouver le point i, prenons pour base bedk ( fig. 9)
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et cherchons le rapport anharmonique des coniques
bedh (a, e, f, g). Les segments qu'elles déterminent sur
le coté BA sont kA, he, ho, hg; on obtient les points
¢,  en joignant cd, bh, qui sc coupent en a; il faut
joindre ensuite be, bf, qui coupent Bz en B, 7, joindre
enfin cf3, cy. La conique circonscrite au quadrilatére
aefg et capable du rapport bedh(a, e, f, g) [ou, ce qui
revient au méme, du rapport (A, ¢, 9, g)] coupera BA
au point 7. Pour obtenir lc deuxiéme point a’ our cette
conique rencontre CA, il suffit de joindre ee, f; ces
deux droites se coupent en a’ sur le coté CA: En effet,
les points e, f,..., €, 9,... appartiennent a deux divisions
homographiques sur les cotés BC, AB; deux points homo-
logues coincident en B, A et C sont deux points corres-
pondants, et il en résulte que toutes les lignes telles
que ec qui joignent deux points correspondants se cou-
pent au méme point sur AC. On voit que a’ appartient a
la conique dont il s’agit, et I'on aura immédiatement le
point i. Cela posé, le théoréme de Carnot, appliqué a
cette conique, donne

Ag.Ai Be.Bf Ca.Ca’
Bg.Bi Ce.Cf Aa.Ad'

On a aussi, en considérant la transversale hdn,

Al Bd Cn _
BA'Cd an "
et, par suite,

Ag.Ah.Ai Bd.Be.Bf Ca.Ca'.Cn
Bg.Bh.Bi Cd.Ce.C/ Aa.Ad .An

Mais les segments AC, bc¢, a'y sont en involution, comme
interceptés sur le c61é AC par trois coniques circonscrites
au quadrilatére deke, savoir : (BC, BA), (dk, e¢), bedhee.
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On a donc
Ca'.Cn _ Cb.Ce
Ad.An~ Ab.Ac’

et I'équation précédente devient cclle qui exprime le
théoréme de Carnot appliqué aux cubiques.

En supposant un des sommets du triangle & Pinfini,
on arrive au théoréme de Newton.

IX. Théoréme de Cotes. — Prenons sur trois droites
convergentes en P les huit points a, b, e,¢, 8, f, d, k-
répartis comme l'indique la fig. 10. Toutes les cubiques

Fig. 10.

passant par ces huit points ont évidemment leur neu-
vi¢me intersection sur la droite PdA. Pour trouver ce
neuviéme point 7, il suffit, en prenant abed pour base,
de circonscrire au quadrilatére efgh une conique capable
du rapport abed(e, f, g, h) ct de chercher le second
point ou elle coupe Pd. Si maintenant, les sept points
a, b, ¢, d, e, f, g restant fixes, h se déplace sur la
droite Pd, il est évident que les segments tels que %i se-
ront en involution; P est un des points doubles.

Soient F, G, C les intersections de ef, &g, ac avec
Pd, 7 le second point d'intersection de la conique abedg
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avec Pd; quand I vient en F, i coincide avec y, de sorte
que Fy est un des segments de I'involution. On a donc

1 I__ I + I
Pi "PAT Py PF
et
1 1 11 +I+_’_
pa P T PAT Pd T Py ' PF

Mais yd est le segment intercepté par la conique abedg,

on a donc

1 I 1
— = — 4 —}

Py T P2 PC T PG

1
P

<
o

donc enfin

I 1 1 1 I 1

T
7R TR YA T T T
c’est-a-dire que le centre des moyennes harmoniques
de P par rapport & d, h, i est le méme que par rapport
a C, G, F; il se trouve donc sur la droite MM’ qui
joint les centres des moyennes harmoniques de P rela-
tifs aux deux groupes a, b, € et c, g, f. Le théoréme de
Cotes se conclut de ce qui précéde; qu'on imagine une
quatriéme transversale issue de P; on pourra assigner un
point k sur cette droite pour achever de déterminer la
cubique passant par le groupe a, b, c,..., i. Les points , m
ou Pk rencontre la courbe satisfont encore a la condition

LSS IR B SN N

Pk " Pl Pm  PC ' PG ' PF’
En effet, si I'on joint de, ig, hf qui rencontrent Pk en
C,, Gy, Iy, le centre des moyennes harmoniques de
k, 1, m sera le méme que celui de C,, G,, F, ou de
C’, G/, F'; il sera en M” sur la droite M’M".

Corollaire. — Si les transversales Pa, Pc coincident,
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les points C, G, F deviennent les intersections des tan-

gentes en a, b, ¢ avec la transversale Pd, et I'on a ce
théoréme de Maclaurin :

Si par un point P on méne une sécante et les tan-
gentes aux points o elle coupe la courbe, laxe des
moyennes harmoniques des tangentes est le méme que
celui du point P par rapport ala courbe.

X. Polaires coniques des courbes du troisiéme ordre.
— Etant donnés sur une droite un point P et un groupe
de trois autres points a, b, ¢, les conjugués de P relatifs
a ce groupe sont des points tels que P est le centre des
moyennes harmoniques de chacun d’eux par rapport a
a, b, c. Si 'on prend P pour origine, les conjugués sont
donnés par I'équation

a*(a—+ b+ c)— 2z(ab + ac + bc) + 3abc =o,

a, b, ¢ désignant les distances Pa, Pb, Pc. Ces points
divisent harmoniquement le segment formé par P et par
son centre harmonique relatif a a, b, c.

On pcut construire géométriquement les conjuguds de
la manitre suivante :

Il est I’abord évident que, si P se déplace sur la droite,
ses conjugués forment un systéme de segments en invo-
lution (principe de correspondance); si P coincide avec
a, ses conjugués sont le point @ lui-méme, etle conjugué
harmorique a de @ par rapport 4 bc. On a donc immé-—
diatement trois segments de l'involution, ac, 68, cy
(B, y étant les conjugués harmoniques de &, ¢ par rap-
port a ac, ab).

Pour obtenir les conjugués de P, il faudra construire
un segment xy tel que I'on ait

rapport anharmonique = ( 2y, az, b8, cy) = (P, a, b, ¢).
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On peut aussi faire intervenir le centre des moyennes
harmoniques p, en remarquant que les conjugués forment
une involution avec les segments formés, d’une part, par
deux des points donnés, de I'autre, par le troisiéme et par
le conjugué harmonique de P relatif aux deux premiers.
{Is sont, de plus, conjugués harmoniques I'un de l'autre
par rapport 2 P et p ; on est ainsi ramené & un probléme
connu (Cuasces : Traité des sections coniques, n°® 153).

La polaire d’un point P par rapport a une cubique est
le lieu de ses conjugués par rapport aux groupes de trois
points situés sur toutes les transversales qui passenten P.
Je démontrerai d’abord que la polaire d’un point par
rapport au systéme composé d'une droite CD et d’'une
conique est une autre conique. Soit MAB la polaire recti-
ligne de P relativement a la conique seulej soit Mm ’axe

Fig. 11.

des moyennes harmoniques du systéme (fig. 1 1).On veit
d’abord que les quatre points A, B, C, D appartiennent
au lieu cherché.

Menons une transversale Paa’; les conjugués de P par
rapport aux points a, a’, b sont en involution avec aa’,
bb', et, de plus, ils divisent harmoniquement le seg-
ment Pm; done ils appartiennent a une conique passant
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en A, B, C, D, et dont la polaire relative 4 P est la
droite Mm.

Lorsque la conique donnée se réduit i un systéme de
deux droites, la polaire de P par rapport au triangle est
une conique passant par les trois sommets.

Je considére maintenant une cubique quelconque; je
coupe la courbe par une transversale abe, et je méne les
rayons Pa, Pb, Pc. Leurs six autres points d'intersec-
tiond, e, f, g, h, i appartiendront 4 une méme conique.

Fig. 12.

Soit & un dixiéme point qui achéve de déterminer la courbe
du troisiéme ordre ; les conjugués de P par rapport aux
trois points k, k', k" situés sur la transversale Pk ( fig. 12)
seront les mémes que par rapport aux points «, f3, 7, ou
cette ligne coupe la conique et la droite abe. En effet, si
k se déplace sur la transversale, les conjugués de P rela-
tifs au systéme variable k, ', k" formeront une série de
segments en involution; car ils divisent harmoniquement
le segment Pm déterminé par I’axe des moyennes har-
mon'iques, axe qui ne varie pas. Mais, lorsque & coincide
avec a, 3 ou v, le segment est le méme : c’est celui qui
correspond au groupe («fy); lorsque k vient en P, &/
et k” se confondent avec lui, ainsi que les conjugués, car
alors la cubique devient un systéme de trois droites con-
vergentes. Il en résulte que la série de segments se réduit
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A un segment unique, celui qui correspond a (2fy) (*).
La polaire de P relative 4 une courbe quelconque du
troisiéme ordre, passant par les neuf points a, b, ¢c,. . .7,
est donc la méme que par rapport au systéme composé de
la droite abc et de la conique defghi; c’est une autre
conique.

Construction des tangentes issues d'un point d’une
cubigue. — Ce probléme revient a trouver les intersec-
tions d'une courbe du troisiéme ordre et de la polaire
d’un de ses points, conique qui a deux points infiniment
voisins communs avee la courbe ; il peut étre résolu géo-
métriquement de la maniére suivante.

Quels que soient les neuf poinits qui définissent une
courbe du troisiéme ordre, on pourra toujours mener la
tangente en a et trouver les points de la courbe 5, ¢, d,
e, f, g situés sur trois transversales issues de ce point.
Les conjugués harmoniques de a(B, C, D) par rapport
anx trois couples be, de, fg et )a tangente ah détermi-
neront la conique polaire. Menons la droite bd et soit ¢
le troisi¢éme point de la cubique situé sur cette droite.
On peut considérer I’ensemble de la conique aBCD et de
la droite &d comme une cubique ayant avec la proposée
cinq points communs (aa), b, d, i (fig. 13). Si T'on
prend pour base (aa) bd, il est facile de voir que le pivot p

(*) Clest ce qu'il est trés-facile de rcconnaitre; menons, en effet, par
le point P une droite quelconque P sur laquelle nous porterons les
distances de P aux milieux p. des segments formés par les conjugués de
ce point relatifs aux divers groupes &, &, . On a ainsi deux droites
divisées homographiquement P u et Pk. Le point P sur Pk coincide avec
son homologue sur Pu; aux points «, 8 correspond un méme point p.
- correspond donc a tous les points &, puisque les droites qui joignent
les points homologues sont convergentes. L'examen de 1’équation anhar-
monique Iy ~+ax by c=o0 conduirait au méme résultat; si I'on
doit avoir y = 0 pour r=o, et y = p pourr = et r = B, elle devient
x(y — p)=o0,etl'on a y = u, quel que soit =
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relatif an systéme de la conique et de la droite sera le
sixi¢cme point d’une involution déterminée par les seg-
ments bd, 3J et par le point 7 ot bd rencontre ak.

Fig. 13.

s
\Zb

P

Soit P le pivot de la cubique donnée, relatif 4 la méme
base. A une conique quelconque du faisceau commun
correspondent deux rayons, un dans le faisceau P, un
dans le faisceau p. Menons Pc, Pe, Pg, et cherchons
les homologues py, pe, px; la conique menée par les
points p, P et par les intersections respectives de ces
trois couples de droites contiendra évidemment les autres
points communs aux deux cubiques, ou, ce qui revient
au méme, les points communs a la cubique donnée et &
sa polaire aBCD. A

Propriéié des polaires de tous les points d’une droite.
— Diamétres coniques et courbe centrale. — Les po-
laires de deux points a, b d’'une droite se coupent en
quatre points; si 'on considére I'un quelconque d’entre
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cux p, son axe des moyennes harmoniques sera la droite
ab. Sil'on méne une droite quelconque pe, le point ¢
ou elle rencontre ab sera le centre des moyennes harmo-
niques de p relatif aux trois points de la cubique situés
sur la transversale; donc p est un des conjugués de c, il
appartient aux polaires de tous les points de la droite ab.
Ainsi les polaires de tous les points d’une droite passent
par quatre points, péles harmoniques de cette droite.

Si 1'on considére la droite a 'infini, chacun de ses
points a.pour polaire une conique qui est un diamétre;
tous les diamétres passent par quatre points poles de I'in-
fini. Leurs centres sont donc sur une conique qui est la
conique centrale; elle est en méme temps le lieu des
points dont les polaires coniques sont des paraboles. Que
I'on congoive en effet, par un des points de la conique
centrale, une transversale paralléle a la direction qui
détermine le diamétre dont ce point est le centre; si 'on
cherche les conjugués du point, I'an d’eux sera a l'infini,
car le point en question est le centre des moyennes dis-
tances des points de la cubique situés sur la transversale.
Toute autre direction donnerait deux conjugués a dis-
tance finie.

Enfin il est évident que, si par un point on ménec une
infinité de transversales, les quatre péles harmoniques

de toutes ces droites parcourront la polaire conique du
point.

(La suite prochainement.)
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NOTE SUR LES QUESTIONS 1045 ET 1026;

Par M. LIONNET.

1. Tntorkme. — La différence des periméires p et P
de deux polygones régulicrs d’un méme nombre n de
cotés superieur a 5, l'un inscrit et autre circonscrit au
méme cercle, est moindre que le c6té AB du polygone
inscrit.

Soit CD le c6té de P, tangent au milieu M de 'arc AB
et divisé par ce point en deux parties égales. Il s’agit de
démontrer que, pour 7 > 5, on a

AB
CD.n — AB.n<AB ou CD— AB<L o

ou

(1) A< s

en remplagant CD, AB par les rayons OC, OA qui leur
sont proportionnels, et prenant OA pour unité. Mais

B_M D

o
N

0

. s P .
la tangente CM, égale a 5 étant moyenne proportion-

nelle entre la sécante entiére CA + 2 et le segment CA,
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on a
P2
= (CA + 2) CA.

=
Remplagant CA par ,1‘ et multipliant les deux mem-

bres par n, on a
P 2

(2) (-) < 2n-1.
2

Cette inégalité, équivalente a (1), devenant 12<13
pour n = 6, est vérifiée par cette valeur de n. Elle I'est
aussi pour 72 >>6, puisque, 7 augmentant, P diminue;
donc le théoréme est démontré,

Remarque I. — Pour n <6, le premier membre
de (2) est supérieur a 12, tandis que le second est égal
ou inférieur 4 11; donc alors I'inégalité a lieu en sens
contraire ; ce qui justifie la restriction > 5.

Remarque II. — Si P'on désigne par P’ le périmétre
du polygone circonscrit de 2n colés, par b, b’ les colés
de P, P’, et qu’on méne au point A la tangente AE jus-
qu’a sa rencontre avec CD, les triangles semblables CAE,
CMO, dans lesquels on a

b’ b
AE=—, CM—=-, OM:l,
2 2
donneront
_b¥ _P¥__bP PP’

CA

T4 T in T 8n B’
[ 1 I SR T
d’ol, en remplagant CA par ~» on déduit les inégalités

(3) Pb <4, bP <8, PP < 8a,

dont chacnne, équivalente a (1), peut servir comme I'iné-
galité (2) a la démonstration du théoréme.

2. TutoriMe. — L'exceés de la circonférence sur le
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périmétre d’un polygone régulier inscrit est moindre
que le coté du polygone.

L'inégalité 2w — AB.n < AB ou 27 <{AB(n-+1)
qu'il s'agit de démontrer est, pour n>>5, une consé-
quence immédiate du théoréme (1); car on a évidem-
ment 27 —p < P—p. On la vérifie d’ailleurs trés-
facilement pour n <6, en observant qu'on a n*<C 10
et que les valeurs de AB correspondantes aux valeurs 3,
4, 5 de n sont respectivement

ARy

2

3. TutorkME. — On peut inscrire et circonscrire &
un méme cercle deux polygones réguliers semblables
d’un assez grand nombre n de cétés pour que la diffé-
rence d,, de leurs périmétres soit moindre qu'une partie
aliquote du coté a, du polysone inscrit, aussi petite
qu'on voudra.

On sait qu’on a

dp < tdny an<o22ay, di<a.

1l en résulte

d,<tdg<%ta,<la,..
On trouve pareillement
dyy <t dpn < §an<jaa,
et ainsi de snite; donc on a généralement

1 1
d x< > a + ou d, < > a.

en posant 6.2* = n. Le nombre entier k étant aussi
grand qu’on voudra, le théoréme est démontré.

4. TrtorimE. — On peut inscrire a un cercle un



{ 81 )
polygone régulier d’un assez grand nombre de cétés
pour que Uexcés de la circonférence sur le. périmétre du
poly gone soit moindre qu'une partie aliguote de son
c6té aussi petite qu’on voudra.

Ce théoréme, démontré par M. Gerono (*), est une con-
séquence immédiate du précédent. Car on a évidemment
an—p < P—p.

Remarque. — Les théorémes 1 et 2 se démontrent
facilement anu moyen des inégalités connues

3

. a ) at
a — sina < B—, 1 — cosa <

;3

mais nous avons préféré une démonstration géométrique.

NOTE SUR LA QUESTION 1043;
Par M. FAURE,

Chef d’escadrons d’Artillerie.

Considérons deux figures planes homologiques F et F/;
soient 1 la droite de la premiére figure qui correspond a
Iinfini de la seconde, et S le ‘centre d’homologie. Les
droites A’, B’ ayant pour correspondantes les droites A,
B, si I'on joint le centre S d’homologie aux points a, b
traces des droites A, B sur la droite I, les droites Sa, S&
sont respectivement paralléles aux droites A’ B, car le
point a est 'homologue du point &' situé a infini sur A’
et le point 4 est 'homologue du point &' situé a I'infini
sur B'.

1l résulte de 1 que I'angle de deux droites prises dans

(*) Nouvelles 4nnales, année 1851, p. 454.

Ann. de Mathémat., 29 série, t. XI. (Février 1872.) 6
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la figure F’ est égal a 'angle sous lequel on voit, du cen-
tre d’homologie, les traces sur la droite I (qui correspond
a l'infini de la figure I”) des cotés de I'angle homolo-
gique.

Tel est le principe qui nous sert pour la transforma-
tion des angles dans les figures homologiques. Les appli-
cations sont nombreuses.

Considérons, par exemple, un cercle et deux points
fixes sur le cercle; ces deux points sont vus d’'un point
quelconque du cercle sous un angle constaut. Sil'on fait
la figure homologique en prenant pour centre d’homolo-
gie le centre du cercle, on obtient le théoréme 413 que
j ai proposé en question (année 1857), mais si I'on prend
un centre d’homologie quelconque, on obtient 'énoncé
de M. Transon. Au reste, ce théoréme n’est lui-méme
qu'un cas particulier du suivant, que j'ai donné il y a
quelques années dans le Bulletin de la Société de statis-
tique du département de I'Isére. « On donne le foyer f
et I'un des plans directeurs d’une surface du second degré.
Sil’on prend deux points fixes sur une conique quelconque
tracée sur la surface et que 'on joigne ces points a un
point quelconque de cette conique, les traces de ces droi-
tes sur le plan directeur sont vues du foyer sous un angle
constant. »

Ce qui précéde montre que le théoréme tel qu’il est
énoncé par M. Transon n’est évident qu’autant que la
droite D ne rencontre pas la conique.

La démonstration directe du théoréme n’est pas diffi-
cile a donner, il suffit d’appliquer la proposition 171 de
la Géomeétrie supérieure.

Note. — La méme question a ¢été résolue par MM. Doucet, professeur

au lycée de Lyon; Lecornu, éléve du lycée de Caen; A. Pellissier, capi-
taine d’Artillerie.
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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 631
(voir »° série, t. I, p.383),

Par M. LE BESGUE.

Cette question doit étre posée ainsi, en y corrigeantune
errcur de copie et une faute d’impression,

Si Déquation x* = y* + ay®z* 4 b z* est résolue par
1 =14 at?u® + but, elle le sera aussi par

(A) a=r—(a*—4b)tfu’, y=1t'—bu', z=2rtu.

Voici la vérification directe.
Remplagant x et z par leurs valeurs, on trouve réduc-
tion faite,

[Ff 4+ (@ — 40)t ' = (y* + 2arcur ),
Prenant la racine carrée, il vient, réduction faite,
= —at?p — foeu,
Remplagant y par sa valeur, il vient, réduction faite,
(M —atwp=(1+bu')
Prenant la racine carrée, il vient
P==t 4 atu*+ bu'.

Cette derniére équation est la relation qui doit exister
entre r, ¢, u pour que les formules (A) donnent une so-
lution de
2=y + ay?z?+ bz,
6.
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Dans ce caleul, il y avait deux racines carrées a prendre;
les signes des racines pouvaient changer, ainsi la seconde
extraction aurait donné, en prenant le signe —,

r—alit——1t' — bu',
et, si la relation
Nn—=—t4attu’—but

pouvait &tre satisfaite, on pourait encore employer les
formules (A).
Si I’on prend pour application I'équation
p p Pp q

=y + 5y*a' + 32,
comme

donnent
P=rv+51n0+30" (P=r4+5Pu4 3u),
les formules (A) donnent une nouvelle solution

.Z':GS, Yy =2, z:6;
comme

r=—t - 50u — 3Ju

est satisfaite par
ret—u=—1,

les formules (A) dobnent encore la solution
r=12, y=—2, z==2.

Voici comment les formules (A) ont été trouvées. Dans
Iéquation x* = y* + ay®z® + b2*, ona fait z =2 z,,
d’ou 'on atiré

= (y*+2a3zl)*— f(a* — 4 b)z!,
ou bien encore

(r*+ 2422 —22=§(a* — 4 b) 2},
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puis on a décomposé 4(a* —4b)z| en deux facteurs,
'un que'ona supposé égal & y* 424z} + x, et I'autre
par conséquent égal 3 y* + 2az, — x. En posant z, =75
et prenant 27, 2 (a* — 4b)s* pour les deux facteurs
de 4(a*— 4b)z!, on a eu les deux équations

y+2anrs +z=2ar', »+2ars —z=2(a’—4b)s';
de 13, par soustraction, .
x=r'—(a*—4b)s,
et, par addition,
y*=r'—2ars +(a*—4b)s,

ou bien
r=(rr—as)— 455,

qui revient a

(P—ast +y)(1*—as*—y)=4bs"
En posant s = tu et décomposant 4bs* en 2t*, 2bu*, on
a fait

r—atu+4y=2t, r—attu*—y=—2bu,
d’ou ’on a tiré, par soustraction,

y==t — bul,
et, par addition,
rP==t4attu*+ bu'.
Comme R
2=—22,—=2rs—2rtu
et

z=r'"—(a*—fb)s' =r' —(a* —4b)ru,
I'équation
=yt +ay’z* 4+ bz
se trouve résolue par les formules (A), en admettant la

condition
=t 4+ attu?+ bu'.
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Nota.—La décomposition de 4bt*u*en —2t*, —2bu’
aurait donné la condition

o= — 8 4 attu? — but,

Ces décompositions donnent rarement des solutions
complétes; mais, dans certains cas, elles font reconnaitre
Fimpossibilité de diverses équations biquadratiques par
la méthode de non congruence qui consiste a trouver un
nombre entier m(module) tel que, les deux membres de
Péquation P = Q étant divisés par m, les restes supposés
positifs et inférieurs a m ne sauraient étre égaux.

Question 990
(voir 2°série, t. IX, p. 192);
Par M. Ernest PADOVA,

Eléve a I'Ecole Normale de Pise.

On donne un tétraédre A; A, Az A, el un point O.
Désignant parV, le volume OA, Ay A,, par V,le volume
OA A A,,..., on aura la relation

—1 —_— PN
S0A, V2 4-230A,04,¢c05A,04,V,V,—=o.
Les volumes V,V,,V;,V, doivent étre affectés d’un si-
gne tel que leur somme soit égale au volume dutétras—
dre donné. _ (H. Facre.)

Si I'on appelle zy, 34, 24, t, les perpendicalaires abais-
sées du point O sur les faces opposées aux sommets Ay,
A, A;, A,, respectivement, du tétraédre donné, et
x', y' 2’y t' les perpendiculaires abaissées de ces sommets
mémes sur les faces opposées, on aura
(1) VeA=zad, Vaia=y1y', Viia=13.:2, Viia=¢:t,

ou A représente le volume du tétraédre donné.
Du moment que U'on doit avoir

VI+V:+V3+Vt:A7
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il faut que l'on ait

Z,
7 -+ 2z ¢

X 24 L,
~

En substituant pour Vy,V;, V,, V, leurs valeurs dédui-
tes des équations (1) dans I’équation a démontrer, et en
divisant I'équation qui en résulte par A*, nous aurons

Ty

—2 2 — N
S0A, = + 2204,04;c084,0A; —— =o.
x zy

Pour démontrer cette nouvelle équation, il faut et il
suffitde montrer que, si & partir du point O, sur les droi-
tes qui de ce point vont aux quatre sommets du tétraédre,

. , \ Z,
on Cﬁupe des Segments I‘espectlvenlent egaux a OA( ;’

z ¢ s
OAQJ;,', OA;=, OA, 5, ces segments se font équilibre
Yy 2 ¢

entre eux quand on les considére comme des forces.

Pour ccla, il suffit de projeter ces droites sur les per-
pendiculaires aux faces du tétraédre, et de montrer que
toutes ces projections sont nulles. Or la projection sur
la perpendiculaire 4 la face A, A; A, donne

04, 3 cosxzOA, + OA,‘J;: cosx0A,

1 t .
+ 0A3:—, c0sz0A; - OA, 5 caszOA,,

ct puisque
OA coszO0A, = x, — &,
OA;cosz0A, = 0A, cosz0A, = 0A, cosx0A, = z,,

cette projection devient

T 2 4 t
-T|<_:+?-—;+—:+—;'-fl>)
Zz Y z t
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et par conséquent est égale i zéro. Donc les forces OA, =,
pe
z ¢ . .
04,2, 04, <+ OA, = se font équilibre autour du point
y z ¢

O, et la question est résolue.

Question 1039
(voir 2°* série, t. X, p. 384);

Par M. Wirriax MYNN PHORNTON,

Etudiant a V'Université de Virginie (Etats-Unis ).

Trouver I’équation du lieu des sommets des paraboles
inscrites & un triangle rectangle, celle du lieu des pieds
des normales issues du sommet de U'angle drott, et celle
du lieu des seconds points de rencontre de ces normales
avec les courbes. (H. Lemonnier.)

Prenant les cotés a et b du triangle pour axes, ’équa-
tion de la courbe est de la forme

(1) \/%—i\/é:l;

ct, pour exprimer qu'elle est aussi tangente & I'bypo-
ténuse, on a la condition

(2)

R

+b-—1
B

I. Observant maintenant que la perpendiculaire me-
née de l'origine a la corde focale

RIY

¥
+ = =1
B

passe par le foyer, et qu’une droite menée par le foyer

B

ct coupant l'axe des x sous un angle égal a arctang™
-4
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est Paxe de la courbe, on obtient aisément, pour I’équa-
tion de cet axe,

- x al — B2
3) - ""*“—=',—"'@,'

PR

Divisant I'équation (3) par I'équation (1), on a

7 JE =P

B + a o+ ﬁ’,
d’ou, par addition et soustraction avec I'équation (1), et
en tenant compte de I'équation (2),

3
2

r_Jy__ «p __(a.r%-{—b‘y%)“_(x%'%_),%)
PSRRI T gy
et enfin

2

1 Ly 2 2
ax® + by*= (13—|—y3) .

II. L’équation générale de la normale en un point
(z, 9) est -
(# —z)Vaz =(r"—7)VBr;

mais, puisqu’elle passe par I'origine,
axd == By3,
I'équation devient donc
, 1 1

(H el =By,

Pour trouver le lieu du pied de la normale, on élimine

P )

a et 3 entre les équations (2), (4) et I'équation de la

courbe
r T
Vi+yi=s

il vient




(90)

et enfin
ar’ byt = (z* + y* 2

III. Pour trouver le lieu des seconds points de ren-
contre, on élimine « et 5 entre les équations (2), (4) et
I’équation de la courbe

Vi~ Vai=y

axa_*_ b]a: (.r’ _J.z)'.'_

il vient ainsi

Note. — La méme question a été résolue par M. Gambey, professcur
au lycée de Saint-Etienne.

Question 1043
(voir 2° série, t. X, p. 556) ;
Par M. A. DUREL,

Eléve de Mathématiques élémentaires au lycée du Havre.

La différence des contours de deux polygones régu-
liers d’'un méme nombre de cités supérieur a cing,
Uun inscrit et l'autre circonscrit & un méme cercle, est
moindre que le coté du polygone inscrit.  (Lionver.)

Soient 7 le nombre des cotés des deux polygones, « le
¢oté du polygone inscrit et @’ celui du polygone cir-
conscrit : il faut démontrer que I'on a

na’' — na<a,
ou

(1) na' <(n +1)a.
Orona

, 27 T
a' — 2rtang—— frt 2/‘tang—,
2n n

. 2% . T
a=—2rsSln — —=27rSIn —;
a2n n
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I’inégalité peut donc étre mise sous la forme

T, .o
2nrtang;<(n+1)zrsm;,

ou

™

sin —
n .
<(n-+1)2rsin —
™ n

cos —

n

anr

.« . . T
et, en divisant les deux membres par 27 sin =

<n+1;
™
cos —
n
d’ou l'on tire
2) cos - ——
( ) > n -+ l
Or on a
7:7
cos - > 1 — 7,
. . 1re n .
ar suite, si l'inégalité 1— — > ——— est satisfaite
p ’ 2 n? > n—41 ’

P'inégalité (2) sera vraie, a fortiori,

> il < !
— » Ou - ’
2n? n—+41 2nt n—+1
2n?
2 2
< sy ou w .
n -1 < I
1+ —
n

Si n est égal & 6, I'inégalité subsiste; car n* est plus

. 2 2 N
petit que —— = 77— Or, 4 mesure que le nombre n des
L

cOtés augmente, le numérateur 27 augmente, le déno-
minateur diminue ; par suite, l'inégalité reste vraie.
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Question 1047

(voir 2° série, t. X, p. 557);

Par M. H. HELDERMAN,

Professeur de Mathématiques, ancien Eléve de ’Ecole Polytechnique
de Delft.

A, B, C étant les angles d’un triangle rectiligne,
on a
CcosA + cosB + cosC ”
sinBsinC = sinAsinC  sinAsinB ™~

(J.-Cu. Dupain.)

On sait qu'on peut déduire, par une simple substitu-
tion, des formules fondamentales

sin (A = B) = sin A cosB == cos A sinB,
cos(A=B)=rcosA cosB = sin A sinB,

les suivantes

sin (A + B + C) =+ sin A cos B cosC —+ sinB cos A cosC

() ~+ sinC cos A cosB — sinA sinB sin G,
sin (A + B — C) =+ sin A cos B cosC ~+ sin B cos A cosC
! — sinC cosA cosB - sinA sin B sinC,

(2) sin (A + C — B) =+ sin A cosB cosC — sinB cos A cosC
' —+ sinC cos A cosB + sin A sin B sinC,
sin(B + C — A) = — sin A cosB cosC —+ sin B cos A cosC
~+ sin C cos A cosB + sin A sinB sinC.

La somme des équations (1) et (2) donne

3) ~+4 sinA sinBsinC =sin(A 4+ B—C) + sin(A +C —B)
+ sin(B + C—A) — sin/A +B+C).

En ayant égard que la somme des angles d’un triangle
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rectiligne est égale a m, la formule (3) devient
sin2A + sin2B 4 sin2C = 4 sinA sinB sinC;
d’ou I'on peut déduire

2 sinA cosA 2sinB cosB 2 sinC cosG .,
—— T e v . . . . . . —_— )
2sinAsinBsinC 2sinA sinB sinG 2sinA sinBsinC

ou
cosA cosB cosC .
sinBsinC ~ sinAsinC  sinAsinB
C. Q. F. D.
Note. — La méme question a été résolue par MM. C. Guesnet, ¢léve

du lycée du Havre; H. Lez; Lecornu, éléve du lycée de Caen; A. Pellis-
sier, capitaine d’Artillerie; S. Dautheville; E. Kruschwitz, étudiant, a
Berlin.

GORRESPONDANCE.

Ayis. — Nous rendrons compte des Ouvrages, Mé-
moires et Journaux qu'on voudra bien nous adresser et
qui rentreront dans le cadre de notre publication.

1. Nous avons regu le premier cahier du tome V des
Annali di Matematica. 1l renferme, entre autres choses,
la solution de la question 252 proposée en ces termes
a la page 114 du tome XI des Nouvclles Annales :

En étant les doubles du jeu ordinaire du domino,
. . . .
i reste vingt et une preces. On peut ranger ces vingt
et une picces sur une seule ligne, conformément & la

régle du jeu. De combien de maniéres cet arrangement
est-il possible ?

Cette solution, due a feu M. le D* Reiss, de Francfort,
ne sera compléte que dans le prochain cahier.
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2. Nous avons recu de M. C. Bergmans, professeur
4 Gand, un Mémoire sur les applications d’une forme
particuliére de I'équation de la ligne droite ; cette forme
est la suivante :

.z'—a__)'—@__
T

ou a et [% sont les coordonnées d'un point fixe, et x et )
celles d’un point variable situé 4 une distance du point
fixe égale & p en grandeur et en signe. L’auteur traite
trés-simplement a P'aide de cette forme quelques pro-
blémes du cours, et exprime en terminant le désir de la
voir s’introduire dans I'enseignement de la Géométrie
analytique. Ce désir est depuis longtemps réalisé dans
nos classes de Mathématiques spéciales.

3. Nous avons regu de M. Arthur Boulangier, éléve
du lycée de Rennes, un Mémoire sur le mouvement
d’une figure plane qui glisse sur une autre en restant
semblable & elle-méme. L’auteur y reproduit, en les
géndralisant, les théorémes énoncés en 1866 (voir 2° série,
t. V, p. 480) par M. Julius Petersen, de Copenhague, et
démontrés en février 1867, par M. Robert Durand, él¢ve
du lycée de Caen. La démonstration de ces théorémes a
é1é reprise en mai 1867, dans les Annali di Mate-
matica, par M. Christian Wiener, de Carlsruhe, qui a
attribué a tort a M. Petersen une erreur de démonstra-
tion commise par M. Durand, et consistant a croire que
des triangles polaires réciproques de deux triangles sem-
blables sont semblables.

4. La question 979, dont la solution a paru en jan-
vier, a été également résolue par M. Moret-Blanc.

Cu. B.
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QUESTIONS.

—_—

1037. Enun point Md'un tore,on méne unedroite MT
située dans le plan tangent. Soient a et b les points ou
cette droite coupe la surface; menons les deux spheres
qui, passant par M, touchent la surface aux points a
ct b. Désignons par o et 3 les centres de ces sphéres, et
par I le point milieu du segment 3.

Cela posé, si, par le point M, nous menons une droite
paralléle & la droite qui joint le point I au centre du tore,
dirigée dans le méme sens et de longuecur double, le point
extréme de cette droite est le centre de courbure de la
section faite dans le tore par le plan normal passant
par MT. (Lacueree.)

1038. On donne une cyclide et une sphére; leur courbe
d'iutersection est une courbe du quatriéme ordre, par
laquelle on peut faire passer quatre cones. Deux des som-
mets de ces cones sc trouvent respectivement sur chacun
des axes de la surface (*); lorsque le centre de la spheére
cst fixe et que son rayon varic, ces deux sommets décri-
vent les axes: quel est le lien décrit par les sommets des
deux autres cones ? (LAcuerre.)

1039. Tout nombre entier est la somme d’un carré
et de denx nombres triangulaires. (LionneT.)

1060. Tout nombre cntier est la somme de deux
carrés et d'un nombre triangulaire. (LionweT.)

(*) Foir Maxxuem, Applications, ete. (Nouvelles Annales, t. X1X, p.73).
« Les axes de la cyclide sont les droites fixes par lesquelles passent res-
pectivement les plans des lignes de courbure de chaque systéme. »
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1061. Tout nombre impair est la somme de quatre
carrés dont deux sont consécutifs.
(Lroxxer.)

1062. Démont!‘er l,ide"lilé Suiva’ﬂte
1
-7

[t—2@+b+c+.)x4+(a+b+c+.. ) aN+ bB+cC+...)]

~ a*biet... e+t (p2— AN (22— B2 R (27— C)Y...
- 22’2 al Bloyl,, . ge+érrte dzotiti. ’
les sommations s'étendant i toutes les valeurs entiéres ct
positives de «, 3,7 et a! étant supposé devenir égal a 1,

quand « = o. (F. Dipon.)

1063. f(x,y) et o(x, y) désignent deux fonctions
entitres de x et de y; yyy ya,... sont les racines de
Péquation en y, f(x, y) =0, et xy, Ty,... les racines
de la méme équation, dans laquelle x est seule traitée
comme inconnue; enfin (ay, 1), (%3, 8s),. .. représen-
tent les solutions du systéme d'équations f(x, ) =o,
¢(x, ) =o.

Démontrer la relation

dy(z, y;)

S e =S
i (& — )y — fi) Gy — i 92 5j)
dy (rh )

I dy
+Z/,..t———.z‘/, o(znr)
(F. Dipon.)

1064. On a une courbe fermée, plane et convexe. Si da
désigne un élément superficiel infiniment petit extérieur
a la courbe, 6 I'angle sous lequel on voit la courbe de cet

élément, et t, t' les longueurs des tangentes a la courbe is-

Y214 .., dosing
suesde I'élément, la somme de toutesles quantités Pt

se rapportant  tous les éléments do du plan extérieurs a
la courbe, est égale a an®. (F. Dipon.)
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ETUDE D'UN COMPLEXE DU SECOND ORDRE

( suite, voir méme tome, p. 49);

Par M. PAINVIN.

11. La surface A, comme nous le verrons par I’ana-
lyse suivante, se compose de deux nappes distinctes, qui
viennent se raccorder en quatre points coniques réels.
1l est entendu, une fois pour toutes, que nous ne nous
occuperons, dans cette étude, que des solutions réelles.

Nous allons maintenant déterminer les valeurs du
paramétre p correspondant & chacune des deux nappes,
les coordonnées du point, et I'équation du systéme (C).

Nous avons déja dit que les quantités g, et g, pou-
vaient seules étre nulles; or les équations (17), (11), (12)
et (19) donnent immédiatcment :

1. 0. = 0.

(lo) PaT=——pPi» G1==P2—P1y O3=p2+pPi5

(2°)  Sy=¢. Go:va Hn:_{)f P25
PR Gt VA Gl
" Be
O L — (b‘_102)(b2+ )
@) { pi=— VTR,
(23) : !
! zg______(\c‘ —.P;)(C"_*_{)'—j_
Nappe | ! alb? ’
supérieure ]
l(le Alr (4°) xi+yi4-z2i=a+ bt po=e+p,;
[ (a4 p ) (" +p) (e + pi)
[ rx Yoy 2y2 2
X(ﬂzﬂ'—fh +[’1+P' +c'~'+ —l)
(57) < "

— (& —p ) (6" —p)(e"—p))

Z, z z
><< ’o.z‘ + Sy | % —1) =o0.
a’—p, b1~_f7| CZ—PI

Ann. de Mathém., 2¢série, t. X1. (Mars 1872.) 7
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I 7, =o.
; (\l“) pe="—pfn U|:PS—‘F’1) 62:{73+Pl;
E (2°) So=pa GD:P?’ Hﬂ:—PfPﬁ
N Gt DG O B
\ o= bie
, bt —0) (0 + pa
:’30) / Ye= (—-— 2)( P)
l[l
(24) ) )
g =l (@ +p)
Nappe o aib: ’
mfclrw:rc | (49) 2 4 yi4i =@ b gy = gy
ae
[ {4 p) (07 p) (¢ +p))
- < r,\r + Yo .:(,z —1)
a‘+Pl I)’+PI C""Pl L
(5°) . \
—(@*—p (b2 —p) (¢ —pi)
><<.,Zom + ;yoy + ﬁzoz -—1)2.
\ al—p  b'—p = —p

Comme py < ps, on voit, par les égalités (4°), que la
surface A se compose de deux nappes distinctes; les rela-
tions (23) correspondent a la nappe supérieure, 1andis
que les relations (24) correspondent a la nappe infé-
rieure de A.
Pour la nappe supérieurc, on a
S,<lo, et S;—G,=p;—p;<o0;

car, pour que x;, yi ct z; | équations (23), formules (3°)]
soient positifs, il faut, eu égard aux inégalités (13) et (14),
que py soit positif et compris entre a? et b%; et, comme
la valeur absoluc de p, est comprise entre ¢* et b2, il suit
de la

. Pz <lpi:

L’équation (16) nous montre alors que les deux plans du
systéme (C) sont réels.
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Pour la nappe inférieure, on a
S, <o, et S;—GB‘:pi—Pf>o;

car, pour que X, ¥ et %z} [équations (24), formules (3°)]
soient positifs, il faut, eu égard aux inégalités (13) et (14),
que p, soit positif et compris entre c* et b*; et, comme
la valeur absolue de p; est comprise entre a® et &%, il suit
de la
py>pie

L’équation (16) nous montre alors que les deux plans du
systeme (C) sont imaginaires.

Par conséquent :

Tatorime 1V. — La surface (A) se compose de deux
nappes distinctes renfermées entre la sphére (S) et
Uellipsoide (G); ces deux nappes se raccordent en
quatre points doubles coniques réels.

(Il y a douze autres points doubles imaginaires, dont
quatre a 'infini.)

Pour les différents points de la surface A, le para-
métre p, de Uellipsoide homofocal qui passe par ces
poinis est positif.

Pour la NAPPE SUPERIEURE, Ot @

br < p < a?;

le cone (C) se réduit a peux PLANS REELS, dont !’aréte,
normale @ U'hyperboloide homofocal & une nappe qui

passe par le point considéré, touche la surface A en ce
point.

Pour la nAPPE INFERIEURE, 072 a
c? < p, < b%

le cone (C) se réduit & prux PLANS IMAGINAIRES, dont
’ Pl \ . )
Uaréte, normale & Uhyperboloide homofocal & deux

7.
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nappes qui passe par le point considéré, touche la sur-

Jace A en ce point.

12. Avant d’aller plus loin, démontrons analytique-
ment que I'aréte du systéme de plans auquel se réduit le
cone (C) touche la surface A.

Nous voyons, par les équalions (23) et (24), que la
droite, intersection des deux plans auxquels sc réduit le
cone du complexe, est définie par les deux équations

[ =z, had) 22, (—o
\n’—l—p, b+p S 4p -
(25)
Ty XYY 22, _
1__ b1 — 2 —1=0,
a P P c b

ps étant le paraméire de Pellipsoide homofocal qui passe
par le point (xg, yo, 2o).
Les coordonnées d’un point quelconque de cette droite
peuvent se représentler par les équations
Az, P Az,
x =Ly + —[—\—, Y=Y+ —> Z2==2) + —>
1
A étant un paramétre arbitaire. Substituons ces valeurs
dans les ¢quations (25), et éerivons qu’elles sont véri-
fides, quel que soit 5 il vient

z, X4 W
Afa>+p)  B(b*~4p)  Clc+p)
z; Y n
b

apreés avoir remarqué que les quantités

T 25 ¢ % : :
; Tt —1 et -+t
a’+p, b2'+P| ci+py a’l—p, b'—‘Px 02'_P1

sont nulles.
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Si I'ons a égard aux formules (3°), équations (23), les
¢galités précédentes deviendront

ajl@i+p)a+p) b3 (6*+p)) (b+ps) N 03(6’+9n)(c’+p=):0,

A. B| Cl
aj(@—p)(@p) | 10 —p)(BPdp) | clle—p)(etp) _
A, B, C. ’

or ces égalités seront évidemment vérifiées, si 'on prend

A B, G
ap, bibp Epy)

ces conditions sont suffisantes et néeessaires. Par consé-
qucnl : .

Les coordonndées x, y, z d’un point quelconque de
laréte du systéme de deux plans auxquels se réduit le
cone (C) du complexe ayant son sommet en (x,, ¥y, Zo)
peuvent sc l'(fprésenler par

/

;I:’:.l:u-{——)“i"‘——,
a’—+p,
Jo
20)  (d) e A
( ) J Yot b2+P'I
2
Z o= D) 2
2y + Cz+{)4,

A étant un paramétre arbitraire. Les formules (26) cor-
respondent & un point situé sur la nappe supérieure
de Aj pour obtenir les formules correspondant i un
point de la nappe inférieure, il suffit d’y remplacer p,
par p;.

Les équations (26) nous montrent encore que la
droite (0) est normale en (Xoy ¥os 24) 4 la surface homo-
focale (p, ).

Ceci établi, remarquons que 'équation du plan tan-
genten un point (&g, yo, 2o) de la surface A est, d’aprés

Y
-

-

~

k3
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I'équation (21) et les notations (6,
n) | zzy(b2c* + AS, + Go) + yye(c’a* + BS, + Go)
| 4 zz(@*b'+ CS,+ G,) — (h + g S+ G, — Hy) =0,
avec la condition
(27 bis) S,G, + H, = o.

Or, si I'on exprime que la droite (26) est tout entiére
dans ce plan, on a, en égalant a zéro le coefficient de 2
ct le terme indépendant de A,

{ z2(b?c* + AS, + Gy ) + y2(c*a® + BS, + G,)
) { +z’(a’b’+CSo+Go)—(h+gSo+6Go—Ho)“—‘O,

7

(h*c* + AS, +G,) +7

s (c*a?+ BS,+ G,)
2

2

\a +P:
f

5o (@b €Sy Gy) =
c + P2
D’aprés les notations (6), I'égalité (1) devient
Hy+ A +Si(Go+g)+ Gy (So+¢) —(k+ &S+ ¢Gy— H, ) =0,
ce qui est visiblement une identité.
Quant a l'égalité (2°), si l'on y introduit les va-
leurs (3°), équations (23), elle devient
@@ — p2) (B2 4 AS,+Gy) + b7 (b5 — p?) (a? + BS,+Go)
+ cl(ct—p?)(a*b’+ CSy+G,) —o0;
ou encore, puisque S, = p, et G, = p?,
ajlat—pi (0% + Apat-p)) + b0 —pl) (@ +Bpa+p))
+ ci(e* —p?)(@*b*+Cp,+p})=o0;
on voit alors immédiatement que le coefficient de p; et
ceux des diverses puissances de p} sont respectivement
unls. La proposition énoncée est donc démontrée.

13. Nous allons donner encore une autre démonstra-
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tion de la méme proposition; elle nous fournira I'occa-
sion d'écrire plusieurs relations qui nous seront fort
utiles dans la suite.
Si I'on se reporte aux notations (5) du n° 35, oun con-
slate immédiatement les égalités suivantes :

Aa} + Bb} 4+ Cci=o,

Adial + Bbib: 4 Cefe? = o;

a’A*+ 6B+l CP=—albic?,
alat 4 D10+ clct =— alble?,
albict + b*crat + ¢ a*b? = — albict,

{28) @?’BC + bICA + c!AB = — atbicl,
atalA + 0*02B + ¢?eiC =+ a’blcy
«*atBC + 0*02CA + ¢*c! AB=—c.albic},
ata® + b2b8 + 28 == —e¢.alblc?,

@t AT+ b10*B + c*C? =+ c.alblcl,
I a; thict + bictat + alatbt=—g.alblcl,
“.. ala' A+ bO'B + ittt =+ g.a’blc?,
VT 10°c*BC + b3c*a’CA + c2a*b*AB = — g.alblcl.

Posons, en outre,

) \ E=pip*+ ep? +gp+ A,

(29) AN
F=pl +epiptgpi+ hpss

on constate de suite que

(a* —pi)(b*c* + Ap, +p}) =*E —F,

{30) (b*—p3)(c*a? + Bp, + p}) = b*E — F,
(¢* —p}) (@b + Cps + p}) = ¢’E — F;
(ﬂ’+9:)(b’0’+Apz+P)—E+A(p§~—p.)

(30bis) { (b + p.) (¢ + Bpa + p2) = E + B(pl — ),

(€ + p:)(@d'+ Cpy + p}) = E + C(p] —pl)s
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de la on conclut
(@' —p1)(b2c* + Apt+p}) =a*E—F +(a*—p) (pi —p1)s
(31) { (b'—p) (e*a? +Bpy+p}) = b E—F+(b'—p}) (p; —p1)s
(¢ —pi)(@ b+ Cpat+p3) = E—F+(c' —pl)(p3—p7)-
Ceci établi, substituons les valeurs (26) dans I'équation
SG+H=0
de la surface A; dauns ce but, calculons d’abord S, G, H.
On a, en substituant les valeurs (26) dans les espres-
sions (6), n® 5, de S, G, H,

[ e} y? z)
S:S‘,-{—'z)(2 fe ot
[ b‘—}—p, €+ p,

Y ‘ I Yoo _ %
(@ +p (Bl ()]
/ 2 2 N2
G :_-G" + 2)‘( A"'ll + Byu A(‘z'n >
a+p bps o
A By? Cz? -
e o + [ [
|_4 (@4 p)? (b2 p,)? + (c‘*—l—pz)"J’

.

H=H, + 23 (bzc’xf, ctaly? a’b’zf,)

+
Aoy bDp S +pe
bietrl caty? a*hiz? ]

—+ a2
@y T ey T ey

Si maintenant on introduit les valeurs (2°) et (39),
équations (23), n°11, et qu’on ait égard aux relations (28)
et (31), on obtient trés-facilement
1 S= pr + 2

)\2
T ETS CES s
G= 0} + 0.}
(32) 1 E
(@) (0 +p:) & )
H= —p i —2p0)

2

)(9';’ — £,

» 2,2 2
Tl e wey E el el
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Si l'on substitue ces derniéres dans ’équation SG+H =0
de la surface A, on est conduit au résultat trés-simple

W[ (p}+p3) (p1+ &) + 2(epi + k)pa]
(33) « T (p:(pi +8) +(ef(§j- ﬁ)]z)
P2 — P —
(» i [z'+ (a’+9a)(b’+9:)(0’+Pz)J =
On aura Péquation analogue relative a la nappe infé-
rieure en remplacant p, par ps.

On voit donc que I'aréte des deux plans auxquels se
réduit le cone (C) du complexe touche la surface A au
point (o, ¥o, 2,), €t qu’elle est une tangente ordinaire,
c’est-a-dire qu’elle n’y rencontre la surface qu’en deux
points coincidents. '

On peut se demander si le coefficient de A* peut étre
nul, c’est-a-dire si la droite (26) peut étre une tangente
inflexionnelle de A.

En égalant a zéro le coefficient de 2* dans I'équa-
tion (33), on trouve

(pi+8)pi+2(ep] + h)p+ pi(pi + ) =0,

ou encore

lp:(rl + &) + epi + AP +pl(pl + g — (epi + &) =,
ce qu’on peut écrire entin
(1°) (ppi+epi+gpt+h)—(a' —o) bt —pl)(c‘—p])=o0.

Or, pour la surface A, p, est positif et compris entre
a® et b* pour la nappe supérieure, entre b* et ¢ pour la
nappe inférieure (théoréme IV, n° 12). On voit alors
que I'équation n’admettra pas de solution réelle en p,
pour la nappe inférieure, mais elle admettra une solu-
tion réelle en p, pour la nappe supérieure. Seulement il
est facile de constater que la plus grande des valeurs
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absolues de g, est supérieure a b2, et que la plus petite
de ses valeurs absolues est inférieure 4 ¢*. Il n’y a donc
pas, en définitive, de points réels pour lesquels I'aréte
d’un systéme du complexe serait une tangente inflexion-
nelle. Ce résuliat pourrait d’ailleurs se conclure de la
forme supposée connue de la surface A.

Remarque. — Les droites () [équations (26), n° 12 ],
qui sont les arétes des systémes du complexe, forment
une congruence que j'étudierai dans un autre Mémoire.
Pour I'instant, je me contenterai d’énoncer Ja propriété
sulvante :

Dans i:n plan, arbitrairement donné, il y a quatre
droites () ; par un point, arbitrairement donnée, passent
quatre droites (0).

La démonstration analytique en sera donnéc dans le

y IV

14. Nous préciserons encore mieux la position des
droites du complexe en énongant la proposition suivante:

Tutoriwe V. — Les droites réelles du complexe pas-
sent toutes entre les deux nappes de la surface A, sans
jamais pénétrer dans Uintérieur de la nappe inféricure;
les positions limites de ces droites sont des tangentes a
la surface A.

En cffet, une droite réelle (D) ne peut pas pénétrer
dans la nappe inférieure de A; car, si cela pouvait arri-
ver, elle rencontrerait cette nappe en un certain point I;
pour ce point I, le cone (C) du complexe se réduit a deux
plans imaginaires dont I'aréte touche A en I; mais la
droite (D), qui passe par le point I, doit alors appartenir
a ce systéme de deux plans, et, comme elle est réelle, elle
ne peut que coincider avec leur aréte: Phypothése faite
vst done inadmissible.
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Supposons maintenant la droite (D) réelle et exté-
rieure a la surface A; menons alors un plan par cette
droite et le centre O de D'ellipsoide; ce plan coupera la
nappe extérieure de A suivdnt une certaine courbe 0’}
les cones du complexe, dont les sommets sont sur J’, se
décomposent en des plans réels, dont les intersections
par le plan considéré seront autant de droites réelles du
complexe situées dans ce plan. D’un autre c6té, nous
verrons, dans le paragraphe suivant, que les droites du
complexe situées dans un plan enveloppent une conique
dont le centre est le pied de la perpendiculaire abaissée
du centre O de lellipsoide sur le plan. Dans le cas actuel,
le centre de la conique est le point O lui-méme; la conique
‘est réelle, puisqu’il y a des droites réelles du complexe
dans le plan en question; la conique ne peut pas étre une
hyperbole, car on pourrait alors lui mener des tangentes
des points situés dans le voisinage du point O, et il y
aurait des droites réelles du complexe pénétrant dans
Pintérieur de la deuxiéme nappe de A, ce qui est con-
traire a la premiére partie de la proposition. Cette coni-
que, qui est unc ellipse, doit toucher la droite (D); or,
si cette droite (D) est extérieure a la surface A et, par
suite, a la courbe d’, I'ellipse interceptera sur cette
courbe d' une certaine portion d’arc; mais les divers
points de cet arc donnent lieu & des droites réelles, issues
de ces points, qui devraient toucher Pellipse, ce qui est
impossible. Il y a donc contradiction tant que la droite (D)
est extérieure a la courbe 0'; par conséquent, il ne peut
pas exister de droite réelle extérieure a la surface (A).

M. Darboux, en appelant mon attention sur le lieu
géométrique énoncé au commencement, m’avait signalé
cetle propriété, sans m'en communiquer la démonstration.

{La suite prochainement. )
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MEMOIRE SUR L’EMPLOI DES IMAGINAIRES DANS LA GEOMETRIE
DE L’&SPACE

( suite, voir méme tome, p. 14);

Par M. LAGUERRE.

7. La facon dont j’ai défini au n° 5 les surfaces anal-
lagmatiques, au moyen de leurs sections circulaires,
s’étend d’clle-méme au cas ou ces surfaces ont un plan
de symétrie; dans ce cas, I'une des sphéres principales
s¢ réduit a un plan, ainsi que la surface du second degré
correspondaute, et les définitions que j’ai données précé-
demment, la définition comme enveloppes de sphéres et
la définition par points, deviennent illusoires. Mais,
avant d’aborder ce sujet, il est nécessaire d’exposer quel-
(ues considérations trés-simples sur la transformation
dcs' figures par rayons vecteurs réciproques.

Etant donnés un point quelconque a, réel ou ima

gt-
naire, et le cone isotrope ayant ce point pour sommet, il
cst clair que, par une transformation quelconque par
rayons vecteurs réciproques, ce cdne isotrope se trans-
forme en un autre cone isotrope ayant pour sommet le
point qui correspond au point a. Si donc on a deux
points quelconques @ et b, au cercle (a, b) correspondra
aprés la transformation le cercle («, §), « et 3 désignant
les points qui correspondent aux points a et &.
Imaginons une surface anallagmatique comme le lieu
des différents cercles (a, a'), (&, '), (c, ¢'),... détermi-
nés par les points ou les génératrices d’une surface du
second ordre aa’, b¥', cc’,... s’appuient sur un biqua-
dratique sphérique F, et effectuons sur cette figure une
transformation par rayons vecteurs réciproques, La
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courbe F se transformera en une autre biquadratique
sphérique P ; sur cette courbe @, aux points a, a’, b, ¥, ...
correspondront des points a, o'y By B5..., et la sur-
face transformée de la surface donnée sera le lieu des
cercles (2, '), (B, f),-... D’out I'on peut, en passant,
tirer cette conséquence, que les droites aa’, 33/, yy/,...
sont, comme les droites aa’, b¥', cc/,..., les génératrices
d'une méme surface du second ordre.

Considérons maintenant une biquadratique sphé-
rique F ‘et une surface du second degré quelconque A,
passant par cette courbe. Toutes les génératrices d'un
méme systéme de A, telles que aa’, peuvent étre obte-
nues en choisissant arbitrairement une génératrice ss’ de
Pautre systéme et en menant des plans par cette derniére
génératrice. Ces divers plans couperont la sphére suivant
‘des cercles passant par les deux points fixes s et s/ et
chacun de ces cercles coupera la courbe F' en deux points
variables a et a’ situés sur une méme génératrice de A ;
le lieu des cercles (@, a') est I'anallagmatique définie par
la surface A et la focale I ; on peut donc énoncer la pro-
position suivante :

Si, par deux points fixes s et s’, d'une biquadratique
sphérique F, on méne un cercle variable rencontrant la
courbe F aux deux points a et a', le lieu des cercles
(a, a’) est une surface anallagmalique ayant F pour
focale.

Transformons maintenant la figure précédente en pre-
nant le péle de transformation sur la sphére qui contient
la courbe F'; la surface anallagmatique donnée se trans-
forme en une surface anallagmatique ayant pour plan de
symétrie le plan qui correspond a la sphére. La focale F
se transforme en une anallagmatique plane & sur laquelle
se trouvent les deux points ¢ et ¢’ correspondant aux
points s et s'; et ’on obtient la proposition suivante :
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Si, par deux points fixes ¢ et ¢’ d'une anallagmatique
plane @, on méne un cercle variable coupant la courbe
aux points « et a’, le lien des cercles («, «') est une sur-
face anallagmatique ayant pour plan de symétrie le plan
de la focale ®.

Le second systéme de sections circulaires appartenant
a la focale ® s’obiiendrait facilement : en effet, étant
mené par ¢ et par ¢’ un cercle quelconque coupant la
focale en deux poiuts « et '; si, par ces deux points, on
meéne un cercle variable rencontrant ® aux points p et p/,
les différents cercles tels que (p, p’) constitueront ce se-
cond systéme de sections circulaires.

Les plans des différents cercles tels que (2, ') ont
pour traces, sur le plan de la focale P, les perpendicu-
laires élevées sur les segments a2’ en leurs points milieux.
Toutes ces perpendiculaires, il est facile de le voir, en-
veloppent une conique ayant pour foyers les foyers sin-
guliers de I'anallagmatique @ (*). D’ou 'on peut con-
clure que, quand une série de surfaces anallagmatiques a
pour focale commune une anallagmatique plane, les
traces des cylindres enveloppés par les plans des cercles
de ces surfaces appartenant & cette focale, sur le plan de
symétrie, sont des coniqques homofocales ayant pour foyers
communs les foyers singuliers de la focale.

8. La proposition précédente n’est, du reste, quun
cas particulier d’un théoréme relatif aux anallagma-
tiques en général et que I'on peut établir trés-simple-
ment.

Considérons une surface anallagmatique quelconque R,
ayant pour focale une biquadratique sphérique F. Les

(*) Voir, dans les Comptes rendus de I’ Académie des Sciences (janvier
1863), ma Note intitulée : Théorémes généraux sur les courbes, etc.
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plans des divers cercles de la surface, appartenant a cette
focale, enveloppent un céne ayant pour sommet le centre
de la sphére S, sur laquelle est située la focale; et ces
plans sont perpendiculaires aux diverses génératrices de
la surface du second degré A passant par la focale qui
détermine la surface R. Pour trouver les droites focales
de ce cone, je rappellerai que ces droites sont les inter-
sections des divers plans isotropes qu’on peut lui mener
tangentiellement. Or, les perpendiculaires 4 un plan iso-
trope touchant I'ombilicale en un point donné w sont les
diverses droites isotropes passant par ce point correspon-
dant aux plans isotropes tangents au cone ; donc des géné-
ratrices isotropes de A, et réciproquement. Une généra-
trice isotrope de A doit percer le plan de l'infini en un
point de 'ombilicale, et aussi en un point de la trace de
la surface A sur le méme plan. Soit  'ombilicale et
a, b, ¢, d les quatre points ou cette courbe rencontre la
focale F; la surface A passant par cette focale, sa courbe
d’intersection avec le plan de l'infini est une conique
passant par les points @, b, ¢ et d, et il est clair que les
génératrices isotropes de A sont les huit génératrices pas-
sant par ces quatre points. Les traces, sur le plan de
I'infini, des quatre plans qui leur sont perpendiculaires
ct qui passent par le centre de la sphére, sont les quatre
droites menées tangentiellement a Pombilicale par les
quatre points a, b, ¢ et d; les focales du cone sont donc
les six droites conjuguées deux 4 deux qui joignent le
centre de la sphére aux divers points d’intersection p, ¢,
r, ¢, 1y u des quatre tangentes. On voit que ces focales
sont complétement déterminées par la focale F et ne dé-
pendent en aucune facon de la surface particuliére A. On
peut donc énoncer cette proposition :

SiYon considére une série de surfaces anallagmatiques
homofocales, et si, pour chacune de ces surfaces, on
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construit le cone enveloppe des cercles appartenant a
I'une de ses focales, tous les cones ainsi obtenus sont
homofocaux.

Y ajouterai que les focales de ces cones sont les focales
singuli¢res des cones ayant pour base la focale de la sur-
face anallagmatique considérée, et, pour sommet, le centre
de la sphére sur laquelle cette courbe est située. Mais,
pour abréger, je laisse de c6té la démonstration de ce

point de détail (¥).

9. Je reviens maintenant au mode de description des
surfaces anallagmatiques a plan de symétrie, donné au
n® 7, pour montrer comment il s’applique aux surfaces
du second ordre. Ces derniéres s’obtiennent lorsque la
focale, qui, en général, est unc courbe anallagmatique
plane, se réduit & une conique. Soit donc une conique
quelconque C réelle (ou du moins ayant une équation
réelle) et a, a’ deux points fixes pris sur cette conique.
Par ces deux points, menons un cercle quelconque cou-
pant la conique en « et en &'; d’aprés ce qui a été dit
ei-dessus, le lieu des cercles tels que («, o') est une sur-
face du second ordre ayant pour focale C. D’aprés un
théoréme élémentaire bien connu, toutes les droites telles
que aa’ ont une direction fixe. On peut donc énoncer
la proposition suivante qu’il serait trés-simple, d’ailleurs,
d’établir directement :

S8t Lon méne, dans le plan d’une conique, une série
de droites paralléles a une direction fixe D, en désignant
par a et a' les deux points d’intersection de la conique
avec une quelconque de ces droites, le lieu des cercles

(*) Foir, dans le Bulletin de la Société Philomathigue, le n° § de ma
Communication du 23 mars 1867 : Sur les courbes résultant de Uinter-
section d'une sphére et d’une surface du second degré.



(113)
tels que (a, a') est une surface du second ordre ayant
pour focale la conique donnée.

Supposons que C soit une ellipse; imaginons toutes les
droites réelles paralléles 4 une droite fixe D et extérieures
a Y'ellipse; chacune de ces droites rencontre Pellipse en
deux points imaginairement conjugués, représentés par
un cercle réel; tous les cercles réels ainsi obtenus, quand
la droite se déplace, constituent I'un des systémes de
sections circulaires d'un hyperboloide 4 deux nappes
ayant pour focale I'ellipse donnée. Si le systéme des
droites considéré était paralléle & une droite D’ faisant
avec le grand axe de I’ellipse un angle supplémentaire de
I'angle que fait D avec ce méme axe, les cercles repré-
sentatifs des points d’intersection de I'ellipse avec ces
diverses droites constitueraient le second systéme de
sections circulaires de I'hyperboloide mentionné ci-
dessus.

Si nous imaginons linfinité d’hyperboloides & deux
nappes qui ont pour focale Dellipse C, leurs diverses
sections circulaires représenteront tous les points imagi-
naires situés sur cette ellipse. D’ott I'on peut conclure le
théoréme suivant :

Pour qu'un cercle réel, donné dans Uespace, repré-
sente un couple de points imaginairement conjugués,
situés sur une ellipse donnée, il faut et il suffit que ce
cercle soit une section circulaire d’un hyperboloide &
deux nappes ayant cette ellipse pour focale.

De méme :

Pour qu'un cercle réel, donné dans lespace, repré-
sente un couple de points imaginairement conjugués,
situés sur une hyperbole donnée, il faut et il suffit que
ce cercle soit une section circulaire d’un ellipsoide ayant
cette hyperbole pour focale.

Ann, de Mathémat., 2¢ série, t. XI. (Mars 1872.) 8
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10. 1l existe, relativement au systéme de deux cercles
situés sur une méme sphére une propriété trés-simple,
qui a de fréquentes applications dans la géométrie de
la sphére ct dans la théorie des surfaces anallagmatiques.
Je vais Y'exposer briévement, en en supprimant la dé-
monstration, d’ailleurs trés-facile a suppléer.

Soient deux cercles C et D situés sur une méme sphére,
ct par conséquent se coupant en deux points. Le cercle C
représente deux points de I'espace ¢ et ¢/, qui sont ré-
ciproques par rapport a la sphére et que I'on pourrait
désigner par la notation (C); le cercle D représente de
méme deux points réciproques d et d’. Les quatre points
¢, ¢’y d et d' sont d’ailleurs dans un méme plan passant
par le centre de la sphére. Cela posé, par les deux cer-
cles donnés, on peut faire passer deux cones, et les som-
mets de ces cOnes sont les deux points’de rencontre res-
pectifs des droites cd ct ¢'d’ et des droites cd’ et ¢'d.

Supposons les cercles C et D réels; supposons-les, en
outre, décrits dans un sens déterminé, en sorte que cha-
cun d’eux représente un point imaginaire ct un sculj le
point ¢, par exemple, étant représenté par le cercle C et
le point d par le cercle D. La droite imaginaire cd est
imaginairement conjuguée a la droite ¢'d’; ces deux
droites étant dans le méme plan se coupent en un point
réel, que 'on peut définir comme étant le point réel
situé sur cd; et, d’aprés ce que jai dit plus haut, ce
point est le sommet d’un cone passant par C et D. Mais
ici I'on peut ajouter qu’un spectateur, dont 'ceil serait
placé au sommet du cone, verrait les cercles C et D dé-
crits en sens inverse; en sorte que si le mobile qui est
censé décrire 1'un d’eux lui parait se mouvoir dans le
sens des aiguilles d’une montre, le mobile qui est supposé
décrire I'autre lui paraitra se mouvoir dans I'autre sens.

Cette derniére remarque est souvent utile pour fixer
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le sens que l'on doit affecter a4 un cercle représentant
un point imaginaire.

Considérons maintenant une surface anallagmatique R,
définie par la surface du second degré A et la focale F
située sur cette surface, et les deux systémes de généra-
trices circulaires de I’anallagmatique appartenant a cette
focale. Soit C un cercle fixe de 'un de ces systémes, re-
présentant deux points ¢ et ¢’ de la focale; soit D un
cercle quelconque de I'autre systéme, représentant deux
points d et d’ de la focale. Les cercles C et D sont situés
sur une méme sphére, et l'on sait d'ailleurs que les
droites cc’ et dd’ sont deux génératrices, de systémes dif-
férents, de la surface A. D’aprés ce qui a été dit plus
haut, les sommets des cones qui passent par les cercles
C et D sont les deux points 7 el s, ou se coupent respec-
tivement les droites cd’ et ¢’d d'une part, les droites cd
et ¢’d’ d’autre part. Le lieu décrit par les sommets de
ces cones, lorsque, le cercle C étant fixe, le cercle D se
déplace sur la surface R, est donc I'intersection des deux
cones ayant pour base la focale I et pour sommets les
points ¢ et ¢/. Ces cones sont du troisicme degré; leur
intersection, qui est du neuviéme degré, se compose
d’abord de la génératrice cc’, de la focale et du lieu
cherché; ce dernier est donc du quatriéme ordre.

D’ou l'on peut conclure la proposition suivante :

Etant pris, sur une surface anallagmatique, un cercle
quelconque appartenant & une focale F de cette sur-
face, par ce cercle et par un cercle quelconque D du
second systeme circulaire appartenant & cette focale, on
peut faire passer deux cones; le lieu décrit par le som-
met de ces cones, lorsque, le cercle C étant fixe, le
cercle D se déplace sur la surface, est une courbe du
quatriéeme ordre faisant partie de Uintersection des
deux cones, qui ont pour base commune la focale F et

8.
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pour sommets les deux points de cette focale que re-
présente le cercle C.

11. Dans ce qui précéde, j’'ai montré comment on
peut déterminer les conditions géométriques auxquelles
un cercle doit satisfaire pour représenter un couple de
points situés sur une biquadratique sphérique donnée,
en groupant deux a deux les divers points de cette courbe
de fagon qu’a ’ensemble de tous les couples de points
corresponde 'ensemble des génératrices circulaires d’une
surface anallagmatique. Chaque mode de groupement est
défini par une surface du second ordre, de telle sorte que
deux points quelconques de la courbe, qui se correspon-
dent, se trouvent sur une méme génératrice de la surface.

Soit, en général, une courbe gauche géométrique quel-
conque G; imaginons une surface réglée V, telle que
chacune de ses génératrices s’appuie en deux points sur
cette courbe. Soient aa’, b¥, cc’,... les génératrices con-
sécutives de cette surface; les cercles (a, a’), (b, '),
(¢, ¢),... engendreront une autre surface, que je dirai
dérivée de la courbe G. D’une méme courbe donnée, on
peut ainsi déduire une infinité de surfaces a génératrices
circulaires, et chacune de ces surfaces dérivées correspond
a un certain mode de groupement des points de la courbe,
défini par la surface réglée V.

Lorsque la courbe G est plane, les droites, telles que
aa', bl,..., qui joignent les points conjugués de cette
courbe, ne forment plus une surface gauche, mais enve-
loppent une courbe plane, qui peut aussi servir a définir
le groupement des points. Dans ce cas, et lorsque la
courbe G est d’un degré supérieur a deux, chacune des
tangentes a I'enveloppe plane rencontrant G en plus de
deux points, il est nécessaire de fixer ceux des points de
rencontre que l'on doit grouper ensemble. Pour éviter
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cette difficulté, il est alors généralement préférable de
définir chaque couple de points par d’autres considéra-
tions ne donnant lieu a aucune ambiguité, comme je I'ai
fait au n° 7, en traitant des surfaces anallagmatiques a
plan de symétrie.

On peut toujours, d’ailleurs, sauf dans le cas trés-
particulier o la courbe plane G est un cercle, effectuer
une transformation par rayons vecteurs réciproques, de
facon que cette courbe devienne une courbe gauche sphé-

rique (¥).

12. D’une courbe gauche donnée, on peut, comme je
I'ai montré, déduire une infinité de surfaces a généra—
trices circulaires, dérivées de cette courbe.

Réciproquement, étant donnée une surface quelconque
a génératrices circulaires, on peut toujours la considérer
comme une surface dérivée d’une certaine courbe gau-
che G. En désignant par C, C’, C”,... les diverses géné-
ratrices circulaires de la surface, cette courbe est le lieu
des points (C), (C’), (C”),...; et la surface réglée V, qui
détermine le mode de groupement des points de la
courbe, est le liea des axes des différents cercles.

(La suite prochainement.)

(*) Poir, comme application de ces considérations, mon Etude géo-
métrique sur la cyclide. Journal UlInstitut et Bulletin de la Société Phi-
lomathique, novembre 1871.
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SUR LA METHODE DE BRISSON
pour intégrer les équations différentielles & coelficients constants,

a propos d’une question de licence;

Par M. P. MANSION,

Professeur a I’'Université de Gand.

Trouver Uintégrale générale de Iéquation

d* {?
dy _ Ly

dzx’ Cd?

+y = Ae*+ Be 7+ Csinz + D cosz.

1. Cette question a été résoluc par MM. Graindorge et
Moret-Blanc (Nouvelles Annales, p. 111 et 3215 1871).
Le premier a employé la méthode de la variation des
constantes arbitraires, ce qui le conduit a des calculs
assez compliqués. Le second devine la forme d’une solu-
tion particuli¢re, ce qui lui permet d’arriver a la solution
d’'une manicre trés-expéditive.

M. Michaélis a montré ( Mémoires de la Société des
Sciences du Luxembourg, t. VIII) qu’il existait une
régle générale pour découvrir une solution particuliére
semblable dans tous les cas analogues; mais son travail,
enfoui dans un recueil peu répandu, ne semble pas avoir
été connu des auteurs des derniers traités de calcul in-
tégral, de M. Serret, par exemple.

Il existe une méthode d’intégration des équations li-
néaires a coefficients constants, qui conduit, d’'une ma-
niére plus simple que celle de M. Michaélis, 4 la méme
régle générale. Cette méthode est due au géométre frangais
Brisson. Cauchy en a signalé la fécondité (Exercices de
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Mathématigues, t. 11, p. 175), et elle est trés-connue en
Angleterre, ou elle a é1é réinventée par Boole (A Treatise
on differential equations, 2° édition, p. 391; 1865). Dans
une petite Note, imprimée dans les Mémoires in-8° de
Bruxelles, t. XXII, nous avons démontré, au moyen de
cette méthode, la régle générale dont nous parlions
tantot; autrement dit, nous avons donné la forme de
Pintégrale générale des équations linéaires a coefficients
constants, dont le second membre est une somme d’ex-
pressions de la forme

c”"(A—‘;—Bx%‘—C.r’—I—...),

m étant réel ou imaginaire. Cette méthode étant trés-peu
connue, nous allons I'exposer sur le cas particulier dont
MM. Graindorge et Moret-Blanc ont donné la solution ;
comme elle est extrémement simple, chacun rétablira
aisément la théorie compléte.

2. Notations. Au lieu de

dy dy dy  d*y dy
L = 4 - — — g - b
dz’ dz ars d?’  dx? “ dx o

nous écrirons, quand a et b sont des constantes,
Dy, (D+a)y, D, (D*—+ aD—+ b)y.

Les expressions
D-+a, D*+aD -+ b

seront appelées facteurs symboliques; une multiplica-
tion symbolique sera 'opération que I'on doit faire sur y,
au moyen des facteurs symboliques

D+a, D*-+aD+b,
pour en déduire

Dy + ay, D'y +aDy—+by.
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Il est clair que, par convention, la multiplication sym-
bolique se fait absolument comme une multiplication
ordinaire. On a aussi, k étant constant,

(D+a)kz=Dkiz+akz=k(D+a)z.

Donc on peut intervertir ou changer de place un fac-
teur constant k et un facteur symboliqgue D + a. Puis

(D +a)(ri+2:—r)=(D+a)yi+ (D +a)y,— (D+a)y.
La multiplication d’une somme par un facteur sym-
bolique se fait comme une multiplication ordinaire.
3. D’aprés ce qui précéde, on comprend la signification
des expressions suivantes
(D—a)(D—b)y, (D—a)(D—>b)(D—c)y,....

On indique simplement par la que I'on doit effectuer
successivement plusieurs multiplications symboliques. Il
est clair que ces multiplications se font encore comme les
multiplications ordinaires, puisqu’il en est ainsi de cha-
cune en particulier. Ainsi, on aura

(D—a)(D—Db)y =[D*—(a+b)D+ab]y.
Réciproquement, une expression
(D*~+ AD -+ B) 5
pourra se décomposer, comme en algébre, en facteurs,
(D—a)(D—b)y,
si @ et b sont les racines de ’équation

D'+ AD +B =0,
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ou D est 'inconnue, A et B étant donc tels que
A——a—b, B=ab.
4. Cela posé, I’équation donnée en téte de cet article
se met sous la forme
(D*— 2D +1)y =X,
X désignant le second membre; ou encore

(D+1)(D+1)(D—1)(D—1)y=X.

Posons

(1) (D—1)y =y,
(2) (D'—I))ﬂ:]’h
(3) (D41)y2=y3;

elle deviendra successivement

(D+1)(DP+1)(D—1)y, =X,
(D4+1)(D+1) 3. =X,
(4) D+1)y, =X.

Les équations (4), (3), (2), (1), toutes linéaires et du
premier ordre, donnent sans peine successivement ¥, ¥,
Y V.

" Toute équation linéaire a coefficients constants peut
ainsi se ramener a un systéme d’équations simultanées
du premier ordre.

Brisson a inventé une seconde méthode d’intégration
encore plus ingénieuse que la précédente. Elle se
trouve aussi exposée dans Cauchy et dans Boole.

Gand, 2 janvier 1872.
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MEMOIRE SUR LA THEORIE GEOMETRIQUE DES COURBES
DU TROISIEME ORDRE

{sulte et fin, voir méme tome, p. 66);

Pax M. KOEHLER.

XI. Courbe hessienne. — Imaginons le faisceau des
polaires coniques de tous les points d'une droite; aux
points a, a’, a”,... correspondent sans ambiguité des
coniques C, C’, C’,.. ., et réciproquement. La série a,
a'ya’,. .. etlasérie C, C’, C",... sont homographiques,
ou, en d’autres termes, le rapport anharmonique de
quatre points d'une droite est égal & celui de leurs quatre
polaires; on aura donc facilement les trois points cor-
respondants aux trois coniques formées par les couples
de cOtés opposés et par les diagonales du quadrilatére,
basc du faisccau (il suffira pour cela de déterminer les
polaires de trois points quelconques de la droite). On
conclut de la que le licu des points dont les polaires
coniques se réduisent & des systémes de deux droites est
une courbe du troisiéme ordre, puisque sur une droite
quelconque il y a toujours trois points du lieu. Cette
courbe cst la hessienne de la cubique donnéej; elle la
coupe en scs points d'inflexion et au point double, s'il
existe.

Les points d’inflexion d’une cubique sont aussi des
points d’inflexion de sa hessienne. — Menons la corde
de contact d'un point d’inflexion I, et soient a, b, c les
points ou cette corde rencontre la courbe. Si un point P
parcourt abc, ses conjugués relatifs a a, b, ¢ forment une
série de segments en involution; soient m, 7’ les positions
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de P qui correspondent aux points doubles. 1l est évident
que les droites 17, In’ sont des tangentes a la hessienne.
Si I'on cherche, en effet, les deux points autres que I
situés sur une de ces droites, on trouvera deux points
confondus en un seul, parce que les cordes communes
des polaires de tous les points de I ou In’ ne constituent
plus que deux sysiémes distincts, savoir : la droite It,
tangente d’inflexion, et la corde abc d’une part, de I'autre
les deux droites issues de p (on de p'), et formant deux
groupes de cordes communes confondus en un seul.

La tangente d’inflexion I¢ est aussi une tangente a la
hessienne, car les polaires de tous les points de cette
droite la touchent en I et passent par deux points situés
sur abc; on a donc encore deux systémes de cordes com-
munes coincidents, et par suite deux points de la hes-
sienne confondus en un seul. Considérons enfin la droite
I, axe des moyennes harmoniques de Iz par rapport a
Ia, 15, Ic;on voit facilement que les polaires de tous les
points de It/ sont tangentes en ¢ & la droite Iz (*); elles
ont un autre point commun sur abc, et ne peuvent en
avoir en dehors de cette droite, puisque les poles harmo-
niques de toute droite passant en I appartiennent a la
polaire (I¢, abc) de ce point. Elles ont donc un contact
du second ordre en t, suivant Iz, et n’ont qu'un seul sys-
téme de cordes communes, savoir 1 et zabc. Donc sur la
droite It' on n’aura qu'un point de la hessienne : ce sera
le point I, qu’on sait déja lui appartenir, et I’ sera une
tangente d’inflexion.

Remarque. — 1 et ¢ sont les points doubles de I'invo-
lution déterminée sur 17 par les polaires des points de
abe. Si I'on considére un point quelconque du plan, sa

(*) Le point ¢ est Pintersection de la tangente d’inflexion et de la
corde de contact.
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polaire coupera It suivant un des segments de I'involu-
tion. Ainsi la polaire d'un point quelconque intercepte
sur une tangente d'inflexion un segment qui est divisé
harmoniquement par le point d’inflexion et par le point
ou cette tangente coupe la corde de contact. Une pro-
priété analogue existe pour la corde de contact; les
points 7, n’ divisent harmoniquement le segment inter-
cepté par la polaire d’un point quelconque. Ces points
sont d’ailleurs imaginaires quand a, b, ¢ sont réels.

XII. Faisceaux de cubiques passant par neuf points.
— Lorsque plusieurs cubiques ont neuf points communs,
les polaires d’un point quelconque forment un faisceau
de coniques passant par quatre points. Soit @ un des
points d’intersection des polaires d’un point P par rap-
port a deux des cubiques du faisceau considéré; il est évi-
dent que, si I'on méne deux transversales 2B, 2 C passant
par deux des neuf points communs, les cubiques inter-
cepteront sur ces transversales deux séries de segments
en involution bby, b'Y, b"b",. .., ccy, c'c,, ", ...
Prenons les centres des moyennes harmoniques de @ par
rapport aux groupes Bbb,, Bb'b',. .., et par rapport aux
groupes Ccey, Cc'c),.. ., et soient 3, B/, B7,..., 7, 7/,
7”5+ .. les deux séries de points ainsi obtenus : ces deux
séries sont homographiques.

Mais, si 'on considére celle des courbes qui passe en a,
le centre des moyennes harmoniques correspondant sur
chaque transversale est le point a lui-méme; donc les
droites 3y, £'y’, £"y",. .. qui joignent les points corres-
pondants des deux divisions se coupent en un méme
point. C’estle point P, intersection des axes des moyennes
harmoniques de a relauif aux deux cubiques considérées.
P est donc le centre des moyennes harmoniques de a sur
la droite aP par rapport a toutes les cubiques, ou, en
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d’autres termes, a est un point commun i toutes les po-
laires de P, ce qu'il fallait prouver. Les polaires de P
formant un systéme de coniques circonscrites a un qua-
drilatére, les axes des moyennes harmoniques de ce point
forment un faisceau de droites convergentes.

11 résulte de ce qui précéde que les cubiques d’un fais-
ceau déterminent sur toute transversale une division par
groupes de trois points telle, que les conjugués d’un point
quelconque de la droite par rapport a tous les groupes
forment un systéme en involution. Cette propriété peut
servir de définition a ce mode de division par groupes de
trois points, sans faire intervenir les faisceaux de courbes
du troisi¢éme ordre, absolument comme !'involution
ordinairc se définit indépendamment des faisceaux de
coniques.

Lorsqu’on connait deux groupes (a, a’, a”), (b,%', b"),
toute la division est déterminée, et I'on peut construire
les points ¢’, ¢”, qui doivent compléter un groupe quel-
conque dont on donne le premier point c. Prenons les
conjugués (e, a’), (3, ') de ¢ par rapport a (a, a’, a"),
(b, %'y b"); comme ¢ coincide avec un de ses conjugués
relatifs a (c, ¢', ¢"), il suffit de chercher le sixiéme point y
de 'involution déterminée par o', B3’ et ¢ pour avoir le
second conjugué, et ce point y sera le conjugué harmo-
nique de ¢ par rapport a ¢’c”. Qu’on prenne ensuite un
point quelconque P sur la droite et ses conjugués o, ),
B, 0, relatifs aux groupes (a, a', a”), (b, &', b”); on
cherchera ses conjugués relatifs a deux groupes (c, d’, d”),
(c, €'y €"), choisis de telle sorte que d’d”, e’e” divisent
harmoniquement cy. Soient 99, ec’ ces deux couples de
conjugués. On cherchera le segment xy appartenant a la
fois a l'involution «,x,, 3,6, et a I'involution 39", e¢’;
x,y seront les conjugués de P relativement a (c, ¢/, ¢”).
Dés lors on trouvera facilement ¢’c”; car la série de seg-
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ments d'd”, e'e”,... eninvolution est homographique a
la série 99’, ez/,.... On prendra trois segments d'd’,
e'e’, f'f" de la premiére involution, et’on déterminera
¢’c” par la condition

rapport anharmonique(d'd”,¢'e”, ' f”,c'¢" ) = (30", &', og’, zY ).

Les divisions par groupes de trois points que je viens
de considérer admettent quatre points doubles, c’est—
a-dire qu'il existe quatre groupes tels, que deux de leurs
points soient confondus en un seul. Soient, en effet,
aa’a’, bb'b" deux groupes donnés; az’, ' les conju-
gués d’un point P de la droite par rapport a chacun
d’eux; o, o, 3, %, ceux d’un point P,. Tout point double
est tel qu’il se confond avec un des conjugués d’un point
quelconque par rapport au groupe auquel il appartient.
11 suffira donc de chercher les segments des deux involu-
tions az’, £f',. .., 0,2, B,(,,. .. qui ont une extrémité
commune.

Ces deux séries se correspondent anharmoniquement;
la solution du probléme exige seulement la connaissance
de trois segments homologues de chaque série, et elle se
raméne ensuite & lintersection de deux coniques (voir
le Mémoire de M. Chasles sur la construction des racines
des équations du troisicme et du quatriéme degré). 11y
a donc quatre points doubles, comme je I’avais annoncé.

On conclut de 14 que, parmi les cubiques d’un faisceau,
il y en a quatre qui touchent une droite donnée; il faut,
pour les construire, chercher les points doubles de la
division par groupes de trois points que le faisceau déter-
mine sur la droite.
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NOTE SUR LES ELEMENTS DE GEOMETRIE;
Par M. COMPAGNON,

Professeur au collége Stanislas.

Sur la bissectrice d’'un'angle et sur les bissectrices des
angles d'un triangle.

Euclide, dans le premier Livre de ses Eléments
(prop.IX), donne le moyen de mener la bissectrice d’'un
angle et, a partir de la, il n’est plus question de bissec-
trice que dans le quatriéme Livre (prop. IV), lorsqu’il
s’agit d’inscrire une circonférence dansun triangle donné.
Or, ce dernier probléme laisse a désirer, en ce quEu-
clide n’établit pas qu’on ne peut inscrire dans un triangle
qu'une seule circonférence.

Legendre ne résout les deux problémes précédents
qu’a la fin de son second Livre (probl. V et XV); mais il
ne démontre pas non plus que dans un triangle on ne
peut inscrire qu’'une seule circonférence.

M. Blanchet (qui a augmenté et modifi¢ les Eléments
de Legendre), a voulu éviter cette lacune, en démontrant
dans le premier Livre (prop. XXI, 1™ édit.) que la bis-
sectrice d’un angle est le lieuw géométrique des points
situés dans Uintérieur de cet angle, qui sont également
distants de ses cotés. Pour cela, il démontre d’abord
une proposition directe, puis la proposition contraire et,
au moyen de ces deux propositions, il peut conclure le
lieu en question. Seulement, dans la démonstration de la
proposition contraire, il emploie deux droites perpendi-
culaires 4 un méme coté de ’angle considéré et il n’éta-
blit pas que ces deux droites ne peuvent pas se rencontrer.
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D’ailleurs, il ne s'occupe pas du cas ou I'angle proposé
est obtus, ce qui rend encore sa démonstration incom-
plete.

Dans sa 7° édition (Liv. I, prop. XX), je vois que
M. Blanchet a laissé la proposition contraire et qu’il lui
a substitué la proposition réciproque; mais, lorsque
I’angle proposé est obtus, si d’un point pris dans l'inté-
rieur de cet angle on abaisse sur les cotés deux perpen-
diculaires, dont I'une tombe au sommet de I'angle ou sur
le prolongement d’un c6té au dela dusommet, et que 'on
suppose ces perpendiculaires égales, la démonstration de
la réciproque est tout a fait en défaut. A la vérité, il serait
facile d’établir d’abord que ces deux perpendiculaires ne
peuvent étre égales; encore serait-il bon de le faire voir.

Le mieux, ce me semble, est de démontrer d’abord la
proposition directe, puis la proposition contraire, en
rejetant ces propositions aprés la théorie des paralléles,
soit & cause des deux perpendiculaires 3 un méme coté
que j’ai signalées ci-dessus, soit parce que ces deux pro-
positions et le lien géométrique qui en résulte condui-
sent naturellement 4 se demander ce qui arriverait si
les cotés de I'angle étaient remplacés par deux droites
paralléles.

Ce n’est pas sans hésitation que je me décide a publier
cette Note, i cause de son peu d’'importance; toutefois,
comme mes observations s’adressent également a tous les
auteurs qui ont imité Legendre ou qui ont rédigé des
éléments de géométrie, conformes aux programmes offi-
ciels (ce qui revient a trés-peu prés a avoir imité Legen-
dre), j'ai cru utile de les faire connaitre. Du reste, ces
observations s’appliquent aussi aux éléments de géomé-
trie, publiés a I'étranger, que j’ai entre les mains.
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES
DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 57
(voir 1™ série, t. I, p. 521);
Pax M. H. BROCARD,

Capitaine du Génie, a Biskra.

Etant données sur un plan les projections cylindriques
ou coniques, ABC, A'B'C/, des intersections d’un céne
quelconque par deux plans, et la projection O du sommet
du cone, menez un rayon vecteur quelconque OBB' et les
tangentes en B, B'. Ce rayon tournant autour de O,
quel sera le lieu du point X d'intersection des tangentes?

(Finck.)

La construction du point X étant projective, lelieu de
ce point peut étre défini : la trace sur un plan quelconque
de la tangente a4 une section plane quelconque. Or cetle
tangente se trouve toujours dans le plan de la section : sa
trace est donc sur celle du plan sécant; en d’autres ter-
mes, le lieu du point X est une droite.

Question 139

( volr 1™ série, t. V, p. 672);
Par M. J. DE VIRIEU,

Professeur & Lyon.

Connaissant le dividende, le diviseur et le résidu
d'une division, ‘comment trouve-t-on les chiffres du
quotient de droite @ gauche?

Ann. de Mathémat., 2° série, t. X1. (Mars 1872.) 9
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1. Cette question se raméne 4 la suivante : trouver,
de droite & gauche, les chiffres du quotient de deux entiers
divisibles I'un par ’autre.

2. Quatre cas se présentent; le diviseur est terminé :
1° par un chiflre pair significatif;

2” parun 5;

3° par un zéro;

4° par un chiffre impair autre que 5.

3. Le premier et le deuxiéme cas se raménent au qua-
triéme, en divisant les entiers donnés par la plus haute
puissance, soitde 2, soitde 5, qui divise exactement le
diviseur.

4. Le troisiéme cas se raméne a un des trois autres, en
divisant les entiers par la plus haute puissance de 10 qui
divise le diviseur.

8. On peut donc toujours supposer que le diviseur est
terminé par un chiffre impair autre que 5.

6. Les produits des dix nombres d’un seul chiffre par
un méme chiffre impair autre que 5 sont terminés par
des chiffres différents.

7. Les chiffres des unités d’un dividende et d’un divi-
seur divisibles I'un par I'autre suffisent pour déterminer
le chiffre des unités du quotient, lorsque dans le diviseur
ce chiffre est impair et autre que 5.

8. Si deux entiers sont divisibles 'un par l'autre, le
chiffre des dizaines du quotient est le chiffre des unités
du quotient d'une division ayant pour diviseur le divi-
seur donné et dont le dividende s’obtient en supprimant
un zéro a la droite de la différence entre le dividende
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donné et le produit du diviseur par le chiffre des unités
du quotient correspondant.

Exemple.
Chiffres
Dividende. Diviseur. du quotient.

470 790 806 200 ooo 6 637 587 500 »
4 707 9o8 062 ooo 66 375 875 »
37 663 264 496 531 o009 8

3‘7 659 016 44 » 2

37 648 396 3 » 9

37 170 490 » o

37 170 49 » 7

Le quotient est 70928

Question 444

( voir 1™ série, t. XVII, p. 262);

Par M. C. MOREAU,

Capitaine d’Artillerie, a Constantine.

On a n urnes renfermant chacune les m premiers
numéros. On tire un numéro de chaque urne; quelle
est la probabilité que la somme des nombres sortis
1° soit égale & un nombre donné, 2° soit comprise entre
deux nombres donnés.

1° Il est clair que la probabilité p;, que la somme des
numéros sortis soit égale 4 un nombre donné k, sera

égale au coefficient de ¢* dans le développement de la
fonction

m i = (r— o)

<t+t’+t‘+...+tm>" 1

Or, sil'on désigne en général par C; le nombre des com-

9.



(132)
binaisons de a objets 5 4 b, on a
(1— t)r =1 —CLem + Crem — C o+
(1—ty"=14+Ct+C_ 2.  +Chongnyp .,

n-4g

b

On trouvera donc

Pr= (C/fj’n_Cxcln—n—m_'_CZC/c—n—nn “');
m"

k-1 —m k~1—a2m
ce qui peut s’écrire aussi

= S(Crmr—crepsr, +C G -

m" k—1—m k—1—2m

Il est & peine nécessaire d’ajouter qu’on s’arrétera,
dans le calcul de ces formules, dés qu'on arrivera a un
terme nul.

2° Soit p;; la probabilité que la somme des numéros

sortis soit égale au moins & k et au plus 4 A+ /, on aura
Pr ot = Pk =+ Phat . o o= Phyre

Mais, pour faire cette addition, on peut remarquer

que I'on a en général

C!:+C£:~;-1+C1,:+z+"'+cb —CIILI Cf)z+‘)

a+c a+Cc+1

il viendra alors

—[( a )_C (C/+l—m C:———l_m)

m
+C’I\K ';\‘-k—l——-nn'- C?;_‘__“n) — . .].

Question 959

(voir 2* série, t. VIII, p. 480);

Par M. WILLIERE,

Professeur a Arlon.

Une ellipse de grandeur constante se déplace en
restant toujours tangente a une droite fixe HA en un D
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point déterminé A. Dans chacune de ses positions on
lui circonscrit un rectangle HDCF ayant sa base
sur HAD.

Trouver le lieu géométrique :

1° Des foyers;

2° Du centre;

3° Des sommets C, F du rectangle circonscrit;

4° Des points de contact E, B, G de ses cétés avec
VUellipse;

5° La courbe enveloppe du grand axe.

(Brocarp. )

Supposons qu'une ellipse, d’abord rapportée a ses
axes, tourne d’'un angle ¢, et que son centre soit trans-
porté en un point («, 3), 'équation de la courbe de-
viendra

() { b*[{zx — a)coss + (y — B)sing]?
1
| +a[{y —B)coso —(z — «)sing == a?62.

Les points d’'intersection avec I'axe des x sont déter-

minés par I’équation
(x — a)(b’cos’p + a*sin’p) + 2c*B(z — a)sing cosg
—+ 82{b*sin’p + a’cos’y) — a*b?’= o.

Les deux valeurs de x — «, et, par suite, celles de x
seront égales si 'on a
(2) B?= b*cos’y + a’sin’g,
et elles seront nulles, si de plus

a(b?cos’y + a’sin’g) = Bc?sing cosyp,
ou hien
c’sing cosy

(3) &=t
2 2 2 gin?
v b*cos’o 4 a’sin’g
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1° Lieu des foyers. — Aprés le double mouvement,
on a, pour les coordonnées du foyer,

(4) T = a -+ ccosg,
(5) ¥y = B + c sing.

En multipliant les équations (2) et (3), on a

afl = ¢*sinyp cosg.
Des équations (4) et (5) on tire
af = (x — ccosg)(y —csing);

d’ou I'on déduit
(6) casing + cy cosg = xy.

D’un autre coté, la valeur (5 == y — csing, substituée
dans I’équation (2), fournit
y'— 2cysing = b?;
d’out
)’2 - [)2
2¢y

sin o=
et, en vertu de I’équation (6),

x(y14 b?)
COS(P:: — 2(,‘)’: .

Donc I'équation du lieu est

'\’)’2—— [)2)2 " -T’(J’z"“ bz): .
40’_}'7 4C2J“ -

(@ +y2) (*+ b= fa’y,

ou

et en coordonnées polaires
psin’w(za — p) — b2,

2° Lieu du centre. — Pour avoir le lieu du centre.
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il suffit d’éliminer ¢ entre les équations (2) et (3). La
premiére donne

. \/gz_ b2
sing — —

et, par suite, en vertu de I’équation

af = ¢*sing cos g,

on a
«p
COoSg — o
f cy/pr— b
d’ou
ﬁz_ bz azﬁz .
ct +cz(ﬁz__ bz)_‘l'

Mettant x et y a la place de « et {3, 'équation devient
1.2},2_'_ (‘},2___ a?) (]2_ bi) — 0.

3° Lieu des sommets C, F. — D’abord, il est clair
que P’équation d’une tangente paralléle a 'axe des x est

(7) y =28

D’autre part, pour qu'une droite x = k soit tangente
a Dellipse, il faut que l'on ait

cfsin?g cos?y (A — a}?
= {b*sin’g + a*cos’y ) (b*cos’p + a*sin’e) (A — a)?
— a*b*(b*sin*g + a?cos?y) = o,
ou
k= o ==\ Fisin'y T a ooy,

Donc I'équation d’une tangente paralléle a I'axe des y
est

(8) x — a =/b*sin?y + a?cos’y.
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Eliminant (3 entre les équations (2) et (7), il vient

2
14- = b*+ ¢*sin’y,
ou
sin*p — —.7‘2—“ 4527
C‘)
d’on ¢
coS2o — _4.a_2—_}/j .
11 4C2

De méme, éliminant « entre les équations (3) et (8),
et remplagant sin®*q et cos®¢ par leurs valeurs, il vient

y[22 — Vf(a*+ b1)— y* ] = fc*sing cose.

D’ou, en élevant au carré et remplacant encore sin®¢
et cos*¢ par leurs valeurs, on a

.l‘7}’7—!— 40’1)’: x‘},z \‘:/! /\“lz_§_ b”') —‘_}'77
et 'équation du lieu est

(J:’]’z—i- 4azb:)7: .r’_y‘[4(a2—’.— bz) _J,z]’
ou

iyt (x4 ¥ — fa* — 4 b*) + 8arb ) + 164 b* = o.

4° Lieu des points de contact. — Je commence par’
chercher le lieu du point de contact de la tangente pa-
ralléle & Vaxe des x.

11 est clair qu'il faut éliminer «, 3, ¢ entre les équa-
tions (1), (2), (3) et (7).

Pour cela, il suffit de prendre les valeurs de « et {3
dans les équations (2) et (3), les substituer dans I’équa-
tion (1), puis remplacer sin*¢ et cos*¢ respectivement
par

r—4v o da—y

4ot G’
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ce qui conduit trés-facilement a I'équation du lieu

zyt 4yt — 4y (@t + b*) + 1622 b2 = o
ou
).z(xz_,f_},z_ 4(1’—- 4br)+ 16a2b2— o.

Pour avoir Péquation du lien des points de contact
des tangentes paralléles a 'axe des y, il faut éliminer «,
B, o entre les équations (1), (2), (3) et (8).

Si d’abord on élimine x — a entre I'équation (8) et
I’équation (1), on trouve

¢*sing Cos g
y—pm= Y
Vbsin’y + a?cos’y

(9)
équation qui peut remplacer 'équation (1).

En ajoutant I’équation (8) a I’équation (2), on trouve
(10) (z — o)+ pP=a*+ b2

D’autre part, si Pon multiplie ’équation (9) par
I’équation (8), puis I'équation (2) par P’équation (3), il
vient

(x —a) (y — B) =c*sing cosg,
af = ¢*sing cosg;
d’ou
(ll) xy —ay — Bxr =o.

On tire immédiatement des équations (10) et (11)
/ ’ \/az+ b
r—a—=x —
(12) x4 y?

. at-+ b?
p =Y 12"*‘)’2 :

Mais si nous éliminons ¢ entre les deux équations

B?= b%cos’p + a’sin’y
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et
«B = ¢’sing cosg,
nous trouvons

B (a?+ B*— a*— b*)+ a*b*= o,
ou, en vertu de I'équation (10)
P o2a —z)+ a’b*=o.
Enfin, si nous substituons dans cette derniére les va-

leurs de « et de tirées des relations 2 nous avons
)
pour l’équation du lieu

(@) [ 2yiad + 0?) + a*b 4+ (22 + y?) P =4 &'y (a*+ a2 .

5° Enveloppe du grand axe. — L’équation du grand
axe est
. . Sincp .
J p o COS? (2‘ a)’
ou, en remplacant o et $ par leurs valeurs tirées des
équations (2) et (3),

b*cosg

) cosg — x sing = - —— .
y/b2cost + a’sin’g
11 faut donc éliminer ¢ entre cette derniére équation et
I’équation dérivée
a*b*sing

ysing +xcosp = ——————LT .
(yb*cos?g + a*sin’g)’

Posant
yb*cos’y + a*sin’¢ =R,

la question revient a éliminer R cntre les deux équations
R‘(.z" —l—_}”) . R“b’]‘ - Razbz]. —+ azb‘:: 0,

R‘(x’—*—y’)— 2R36"'}’
+ R (b — a’y*— b*z?) + 2Ra*b’y —a*b= o,
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dont on déduit facilement
Ribty — R b'— aty?— b2a?) — 3Ra?by + 2a%bi = o,
2R (2 +y?) — B3RPy + R(b' —a’y? — b2z*) +a*b*y =o;

ce qui conduit a I’équation

2 U Z— 3b%y? — by (C'+6aZ?) by — 42?)
b2y (U'+6a22?) 8a'b'y*+4a’0'Z:+TU*  y(66°—TU') |=o,
arbr(yr— 422) — a’y (664 —UY) — 3a’y*+-21U")
€en posant
x4yt =27
et

b'— ary?*— brx* = U“.
C’est une équation du dixiéme degré.

L4
Note.— Nous avons re¢u deux autres solutions de la question 959: I'une
de M. Guébhard, étudiant en médecine, a Paris ; ’autre de M. R.Blondlot,
éléve de Mathématiques spéciales au lycée de Nancy.

Question 996
(voir 2° série, t. IX, p. 288);
Par M. GENTY,

Ingénieur des Ponts et Chaussées, a Sidi-bel-abbés.

On donne une surface du second degré et un té-
traédre abed; sil'on désigne par A, B, C, D les faces
de ce tétraédre opposées aux sommets a, b, c, d, et par
A, B, €', D' les plans polaires de ces sommets, la

somme
2 cos{A, A’)
—7?
{a, A} (0, A"}

dans laquelle o est le centre de la surface, est constante,
quel que soit le tétraédre abed. Donner la valeur de la
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constante. (On désigne par (a, A) la distance du

point a au plan A, etc.) (H. Faure.)

Soient x,, ¥y, z, les coordonnées du point a; x,, ys,
z, celles du point b5.. ., et

ax?+ by +czt-d=o
Péquation de la surface du 2° degré.
Désignons par A le déterminant :
l I S TR |
Ty Yt oz,
X3 )i 23

Xy Vi 2 I

-

b

-

!
I
!
|
|
i

qui représente six fois le volume du tétraédre abed;
par (M,,) le mineur obtenu en supprimant dans ce dé-
terminant la ligne et la colonne qui contiennent x; etc.
L’équation du plan A sera
z(Ma) +y (M) + 2 (M) ... = 0,
et celle du plan A’

azx, + byy, + czz, + d = 0;
donc on aura
az, (M. ) + by (M, ) + c3,(M,,)

Cos(A,A') = e : .
vaizi + by ozt (My)t =+ (M) + (M, )?

On a d’ailleurs
. A
(@A) = ——————
VML) (M2 + (M., )2
d

- - - »'7
Vatx? —- byl + 'z}

(0, Ay =

donc

cos(A,A')  ax (M) + by (M) + cz (M)
{a,A)(0,A") da
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En ajoutant a cette expression les trois résultats ana-
logues obtenus en considérant successivement les autres
sommets et les autres faces du tétraédre, on voit que le
coefficient de a, dans la somme, sera

x,(M,,) + 73, Mg) = 23 (M) + 2, (M) _1I
da T d
Donc on a
cos(A,A')  a-+b+c
(a,A) (0, A"} d

Le second merabre représente la somme des inverses des
carrés des axes de la surface donnée.

Note. — M. Genty nous a envoyé également une solution de la ques-
tion 990.

CGORRESPONDANCE.

M. Burnier, de Lausanne, nous communique I'énoncé
de ce théoréme de Géométrie élémentaire :

8i, du sommet de l'angle droit d’un triangle rectan-
gle, on abaisse une perpendiculaire sur U'hypoténuse,
les cubes des c6tés de langle droit sont entre eux comme
les projections des segments de Uhypoténuse sur les
mémes cotés.

On peut ajouter que :

Si l'on projette sur I'hypoténuse les projections dont
il s’agit, on aura deux droites qui seront entre elles dans
le rapport des quatriémes puissances des cotés de 'angle
droit du triangle rectangle considéré; que si ces nouvelles
projections sont projetées elles-mémes sur les cotés du
triangle rectangle considéré, il en résultera deux droites
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qui seront entre elles comme les cinquiémes puissances
des c6tés de I'angle droit, et ainsi de suite. Cette construc-
tion réitérée donne deux droites proportionnelles a des
puissances m*™ des cotés de 'angle droit; et, de la, la
solution de ce probléme: Trouver deux droites qui soient
entre elles comme les puissances m*™** de deux droites

données. (G.)

Extrait d’une Lettre de M. Louis Saltel & M. Catalan.

Soient, dans un méme plan, une figure quelconque Z,
trois coniques S,, S,, S; et un point P. Si, sur la
droite Pm qui joint le point P 4 un point quelconque m
de Z, et qui coupe S, S,, S; en ay, i, &2, B2, o3, Bs,
on prend le point m’ homologue a m dans les deux
séries homographiques définies par ces trois couples de
points, le lien &’ du point m’ sera 'hyperdésargue-
sienne de Z.

Cette transformation générale renferme, comme cas
particuliers : la transformation homographique, la
transformation homologique, la transformation homo-
thétique, la transformation perspective, la transforma-
tion par rayons vecteurs rc'ciproques, et la tramforma-
tion désarguesienne. . ..

Presque tous les théorémes de la Géométrie supérieure
de M. CuasLes peuvent étre immédiatement démontrés
et transformés. . ..

La question 990 a été résolue par M. Henri d’Ovidio,
professeur a Naples. Les questions 965 et 1047 ont été
résolues par M. A. Chervet, éléve en Mathématiques
spéciales aulycée de Moulins; la question 1047 I'a été
également par M. Gambey, professeur au lycée de Saint-
Etienne.
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QUESTIONS.

1065. On donne une conique et deux points A et B
dans Iespace. Par ces deux points, on méne un plan qui
rencontre la conique en deux points A’ et B'. Trouverle
lieu du point M d’intersection des couples de droites
(AA’, BB’) et (AB’, BA’). Cas particuliers.

(H. Brocarp.)

1066. Quelque valeur entiére et positive que 1'on
donne d a etd m, on a

al{a +1)(2a +1)(3a*+ 3a +1)"
2.3

av+s < < (a 1)+,

(S. Reawss.)

1067. Parmi toutes les ellipses qui passent par quatre
points, trouver celle dont I’aire est minimum.
(T. Dovucer.)

1068. Désignons par #; la longueur de la tangente
commune a deux cercles i et j. Il faut et il suffit, pour
que quatre cercles 1, 2, 3, 4 soient tangents 3 un méme
cercle, que 'on ait

Loty TE by Uy TE 8y by = O

Application aux quatre cercles inscrits et exinscrits a
un triangle.

1069. Si trois coniques ont deux a deux un foyer com-
.mun, leurs cordes communes concourent trois a trois.

Cas particuliers. (E. Lemoine.)
, . 17/ s
1070. L’équation ﬁ = {1+ au? + but définit une

fonction «, sil'on donne la condition u = o, pour xr=o.
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) fonction impaire d d dévelop-
C’est une fonction impaire de x, et, dans son dévelop

pement suivant les puissances de x, le coefficient de
x'ﬂl-‘-l

— " estde la forme
1.2.3...(2n+1)

at -3 @b 4+ ), a4 - Ay a" b . ...

On a
. 3w+ __ 3 _ f’_'f
T 16 2
52n+1_5+32n+3~33+$—<—?’_ﬂl:2 39>
256 64 8 32 16

P

Tous ces nombres A, A,, %;,... sont entiers. Démon-
trer les résultats précédents. (F. Dipon.)

1071. Les deux circonférences menées par les foyers
d'une conique, et qui touchent une tangente de cette co-
nique, se coupent toujours sous le méme angle.

(H. Fauze.)

1072. Une sphére de rayon constant se déplace en
restant tangente a une droite et a un cylindre de révo-
lution donnés ; trouver le lieu du point de contact sur le
cylindre. (MANNHEIM.)

1073. L’équation

_bEr g, p(dp) (2= pp(4p)

3
z 3 2.3 ‘ 2.3

dans laquelle 0 <p < 1, a une racine « comprise entre
zéro et 'unité, et 'on a

«
f 7P (1 — z)P~' dz
0

2-3.4 /"‘-“Tl—kp(l R—Pd
x — r—_=
(2—p)(r—p)pa+p;J, ®) sinpr

(S. ReaLis.)

™
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SUR L'INTEGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES ;
Par M. HERMITE.

Le procédé élémentaire d'intégration des fractions
F.(x)
F(x)
que la résolution de 'équation F'(x)= o ne soit plus
nécessaire pour le calcul de la partie algébrique de I'in-
tégrale, mais seulement pour en obtenir la partie trans-
cendante. Dans ce but, on mettra d’abord le dénomina-
teur, au moyen de la théorie des racines égales, sous la
forme suivante :

rationnelles peut étre présenté sous une forme telle,

F(z)= A*H B! LM+,

A, B,..., L éiant des polyndmes tels, que I’équation
AB...L==0 n’ait que des racines simples, et I'on fera
ensuite

F,(m)_ P Q
F(z) T Ao+ + BF+ +e...+ =+

P, Q,..., S étant des fonctions entiéres.

A¢+l
nous effectuerons sur A et sa dérivée A’ les opérations du
plus grand commun diviseur, de maniére a obtenir deux
polyndmes G et H, satisfaisant a la condition

< R TT Pdz . s
Cela posé, l’mtegralef—— se traitera comme il suit:

AG —A'H =1.
Nous formerons ensuite deux séries de fonctions entiéres :

VM Vn'--, Vm—l,
P, Py, Py,

Ann. de Mathémat., 2% série, t. XI. (Avril 18752.) 10
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par ces relations, ou les polyndmes Q, Q,, Q,,. .. sont
entierement arbitraires, savoir :

«V, = HP — AQ,
(@ — 1)V, = HP, — AQ,,
(2 — 2) V, = HP, — AQ,,

Va.—-l — Hpa—\ - AQrp-n

P, =GP — A'Q —V,
P, =GP, —A'Q, —V/,
Pa = Gpu.__l - A,Qa-l - Vlu‘l'

Maintenant je prouverai qu’en faisant

V=V, AV, + AV, . . .+ A"V,
U=~p,

on a l'égalité

P U ( A% )’
=— 4+ |3
At A A“
d’on

Pdx Udz v
— = -+ —
- Aﬂ'i‘l . A A'l

de sorte que KV‘“ est la partie algébrique de I'intégrale pro-

. Udzx .
posée, et | —— la partie transcendante.
A cet effet, j'élimine G et H entre les trois égalités
AG—A'H=1,

(a — {)V; = HP; — AQ,,
P,:._. == GP. - A,Qi - v;a
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ce qui donne

AP, , =P;+ (a —i)A’V, — AV].
Or on peut écrire cette relation de la maniére suivante :
Pi Pi+‘ . Vi !
am e = \ae)

En supposant ensuite i1=0,1,2,...,a—1 €t ajoutant
membre 3 membre, nous en conclurons

P P, (vn v, va_‘>f
-_— 2

— +...+
Aa. Az—-l A

\

A TA
ce qui fait bien voir qu'on satisfait 4 la condition pro-
posée

P U vy
A TR (1‘« )
par les valeurs

V=V, + AV, + AV, ...+ A"V,
U=P,,

comme il s’agissait de le démontrer.

J'ai dit que les polyndmes Q, Qy, Q;,. . . étaient arbi-
traires; on pourra donc en disposer de maniére que les
degrés de V,, Vy, Vy,... V., soient moindres que le
degré de A; on pourra aussi les supposer tous nuls, ce
qui donnera, par exemple,

2V, —= HP,
a(e — 1)V, = H[(«G — H')P — HP'],

Ces deux suppositions se concilient dans le cas de I'in-

, dr . .. ..
tégrale f e que je choisis comme application

10.
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de la méthode. Nous aurons alors

A=2*+1, Al=o2u2,

x
G=1, H=-,
2
puis successivement
x
aVy=—= —»
' 2
20 —1 T
(a —I)V.Z —
22 2

(2 — 1) (22— 3) x

(0 —2)Vy = 20(2a — 2) 2’
_(2a—1)(2a—3)(2a —5) «
(@« — 3)Vy= 20(22 —2)(2a —§) 2’
v __(n—n(z«-f” 5.3 2
a—1 = (2a—2 6 4 ;’
P=1,
2a¢ — 1
Po= 20
p,— 2e—n(2a—3)

2a(20 — 2)

_;(20!'—1)(20:—-—3)...3.1
P.= 2a(2a —2)...4.2 ‘

Nous retrouvons ainsi la relation bien connue, a laquelle
on parvient ordinairement au moyen de 'intégration par
parties, savoir :

dz l.3.5...(2az—1)arm .

= angx e e——

(2% <= 1)t 2.4.6...2a J 2(x? + 1)

2a—1 241 (22a—1)(2a2—3) (z*+1)?

><[ + ( (e, .

20 a—1 20¢(2¢ —2) a-—2
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SUR LE NOMBRE DE NORMALES REELLES QUE L'ON PEUT
MENER D’'UN POINT DONNE A UN ELLIPSOIDE
{ suite, voir méme tome, p. 8 );

Par JOACHIMSTHAL.

V.

Soient & et 3 les carrés des demi-axes de la section
diamétrale de ’ellipsoide paralléle au plan tangent a cette
surface au point (x,, yo, Z,)3 On a

(a—b)(a—c)’
. . b(b—a)(b—B)

.’ g cle—a)(e—B)

T (e —a)(c — b)

(wz:a(a—a)(a—ﬁ)

b

Les rayons de courbure principaux en ce point sont

o
~ et E; de plus, on a
T T
nlaf = abe.

En désignant par (X, Y, Z) un des centres de courbure,
on a

X — &, Y —y. 1 — z,
= = —=—a ou —f§
+o Zo 2,

I b <
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et, par suite,

[ g2 la—u)(a—w)
X T a(a -——b)(a—c)’
(18) vy (b—ap(b—w)

T b(b—a)(b—c)

2 e (e —uy(e— w),
cle —a){e—1b)

formules ou 'on doit poser soit u =a et w=/_0, soit

w =70 et w =g, suivant celui des centres de courbure

que ’on consideére.

Lorsque I'on fait varier « depuis a jusqu’a b, pendant
que w varie depuis b jusqu’a ¢, le lien du point (X, Y, Z)
est une surface F,, qui est le lieu des centres de courbure
principaux maximum; si, au contraire, on fait varier u
debacetwdeaab,lelieu estune seconde surface Fy,
qui est le lieu des centres de courbure principaux mi-
nimum ; F, et T, sont les deux nappes d’'une méme sur-
face, lieu des centres de courbure principaux de Iellip-
soide, dont I'équation s’obtiendrait en éliminant « et w
entre les équations (18).

Toute droite menée par lorigine des coordonnées
rencontre I, (et de méme F,) en deux points également
distants de cette origine.

En effet, si I'on pose

X Y Z
{
{,m et n désignant des constantes, u et w sont détermi-
nées par les équations suivantes

, teie gt @ W a—w) (b—up(b—w) (c—u)(c—w)
o) S e b= a)(b—e) * efe—a)e— 0
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d’ou I'on déduit
al’ bm? . cm?

( (a —u)  (b—u) v (c—u)*z

{20)

Un mode de discussion bien connu fait voir immédia-
tement que cette équation n’a que deux racines réelles,
I'une comprise entre « et b, 'autre comprise entre b et c.

De I’équation (19) on déduit qu’a toute valeur réelle
de u, comprise entre a et b, correspond une valeur réelle
de v comprise entre b et ¢, el qu’a toute valeur réelle
de u comprise entre b et ¢ correspond une valeur réelle
de v comprise entre a et b. Par suite, F, et F, sont des
surfaces fermées.

Cherchons maintenant 4 déterminer les intersections
de la normale a I’ellipsoide au point (x,, y,, 2,) avec les
surfaces F, et I,.

X, Y, Z désignant les coordonnées d’un des points
d’intersection, outre les équations (18), on doit encore
avoir les équations

X — Y —y, Z — z,
el T e O

o 2o Zo
a b ¢
Si nous tirons de la les valeurs de X, Y, Z pour les porter
dans les équations (18), u, w et v seront déterminés par
les relations
(e —uy(a—w)=(a—vp(a—a)(a—B)
(21) < (b—up(b—w)=(b—v)(b—a)(b—B)

(¢ —uPlc —w)=(c—o)*{c —a)(c —B).

Pour u == a, la premiére de ces équations donne v = a,
et les deux autres

—w—a— g e

(a—a)(e—B)

—_—w=—a — a—
a— f P
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résultats qui impliquent une contradiction, puisque
(a —a) et (a —fB) sont différents de zéro; le méme
fait a lieu lorsque I’on pose

u—5b et u—c.
Des équations (21) on tire les relations suivantes

(a—v)(a—a)(a—B)
(a—w)(a—b)(a—c)

N

(22) ere—ale—t
c—voPc—a)(c—

+(b—u))’(c——a)(c-—b‘—1:o’
(a—vpla—a)a—P) (b—of(b—a)(b—p)

(a3 | O PR =0 (= wp G —a)b—e)
(e—vle—n)e—p) _
( :

Réciproquement, de ces deux relations on peut dé-
duire les équations (21); car {a — b), (b —¢), (¢ — a),
étant différents de zéro, on peut toujours mettre trois
grandeurs arbitraires y, 7' et 7/, sous la forme suivante

g =¢+:da-a,
g = b - b
=+ e+ et

Nous pouvons maintenant écrire les relations (22)
et (23) sous la forme suivante

’ ”
i

7 7 _
b—a)b—c) " (c—a)e—b)_

(a —b)(a—c)

Bl

et

4 I

(6—c)b—u
7I/ 1 _
(c—a)(c—b) c—a o

7 I 7
(a—b)(a—c)a—tt+(b—a)
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Si nous donnons a y, y' et %" les valeurs précé-
dentes, on voit que ¢” est égal & 1, et que 7,7 et "
doivent étre respectivement égaux a (@ — u) (@ — w),
(b —u)(b—w), (c—u)(c—mw).

Remarquons maintenant que z, étant une racine
double de l'équation f(z) = o, qui n’annule pas la
fonction entié¢re F (z), on a a la fois

2 L)
S(z) F(z) _ .
F(z)—o et 2 —= 0;

d’aprés cela, on doit prendre pour v les valeurs pour
lesquelles 'équation (22) acquiert des racines égales, et
pour u la valeur commune a ces racines, a I'exception,
toutefois, des valeurs a, b et c.

L’ equauon (22) ne différe pas de I'équation (5), que,
d’aprés les considérations exposées aux §§ I et II, on peut
écrire de la facon suivante

(6 —oP(u—a)(u—B)
(e —a)(u—0b)u—c)

I I 1 I 1 2
< -+ -+ — — - — ):0,
w—u u—~b w—c t—oa u—p wu—v,

ou encore

(e —v)

(6 —a)p(e—b)(u—c)
X [W(u—v)—2(e—a)(u—b)(u—c)(u—a)(e—B)]=o0.

Pour que cette équation ait une racine double, il faut
que 'on ait u =y (alors on a u = « ou u =3, puisque
Pon exclut les valeurs @, b et ¢), ou bien que lc second
facteur ait une racine double.

On a, dans ce cas,

1 I I 1 1 2

+ + — - —
u—a w—b u—c u— a w—p w—v
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et

NP N 1 i 2
(u—a)y  (e—by: (e—e) (w—a) (e—P) (u—v)

—o0;

on est ainsi ramené a la considération de I'équation (10)
déja traitée.
Les équations (22) et (23) ont les six solutions com-
munes
o:p, Oiy Vay &y Vg, O

=20, wy, My, u, s, W

A chaque couple de valeurs de u et v correspond, d’apreés
I’équation (21), une valeur réelle de w, qui cst comprise
entre a et b, si u est comprise entre b ¢t ¢, ct récipro-
(uement.

La normale au point (x,, y,, 2o) de Vellipsoide ren-
contre la surface F, aux trois points désignés par (z),
(vs) et (vi) dans le § IV, et la surface F; aux trois points
désignés par (3), (vy) et (vs).

La normale a, avec chacune de ces surfaces, un nombre
impair de points communs, parce qu’elle les touche toutes
les deux, a savoir : F en («) et en F, (). Pour le voir
analytiquement, on peut se reporter aux formules (18),
on remarque immédiatement que le discriminant de (5)
ou de

(e —e)[W(u—v)—2(u—a)(e—>b)u—c)u—a)(a—B])

contient évidemment les facteurs quadratiques (v — x)*
et (v—B)"

Mais comme cette circonstance importe peu dans la
présente recherche, nous n’insisterons pas sur ce point.

Les résultats obtenus dans le § IV peuvent s'énoncer
de la facon snivante:

Toute normale a Pellipsoide qui n’est pas dans le plan
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d’une section principale rencontre chacune des nappes
F, et F, de la surface lieu des centres de courbure, abs-
traction faite des centres de courbure principaux () et (£)
relatifs 4 la normale considérée, en deux autres points
(vs) et (v.), et {v;) et {vs). Chacune des cordes interceptées
sur la normale par les nappes F, et F, contient un des
points () et (8); de plus, ces deux cordes sont con-
tignés, c’est-a-dire qu'elles ont une partie commune, ou
bien que 1'une renferme l'autre.

D’un point donné, on peut mener i Iellipsoide un
nombre de normales réelles égales a six, quatre ou deux,
suivant que le point se trouve a I'intérieur des surfaces F,
et Fy, a l'intérieur de 'une et 4 I’extérieur de lautre,
ou enfin a I'extérieur de ces deux surfaces.

Remargue. — Pour compléter ces résultats, il faut
encore considérer le cas ot le point donné se trouve dans
le plan d’une des sections principales.

Le plan des (xy) coupe les surfaces F, et I, suivant
les courbes

(24) @zt + (by*) = (@ — b,

(26) ax L b
(a—c)* " {b—c)

Des pieds des normales passant par le point (£, 7),
quatre sont situés dans le plan des (xy), et leur réalité
dépend dela position du point par rapport a la courbe (24).
Les deux autres sont en dehors du plan des (xy) et leur
réalité dépend de la position du point par rapport a la
courbe (25).
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SUR LES PROPRIETES DES SECTIONS CONIQUES
QUI SE RATTACHENT
A L'INTEGRATION DE L’EQUATION D’EULER;

Par M. LAGUERRE.

1. Tous les géométres connaissent, depuis les décou-
vertes de Poncelet et de Jacobi, les liens étroits qui
rattachent entre elles la théorie des fonctions elliptiques
et les propriétés des polygones qui sont a la fois inscrits
dans une section conique et circonscrits a une autre co-
nique.

Bien que cette question soit mainténant parfaitement
connue, je crois cependant, pour les lecteurs des Nou-
velles Annales, devoir la développer dans tous ses détails.

2. Etant donnée une conique dont I’équation soit
Sz, y)=o,

J appelle puissance d'un point par rapport a cette conique
la valeur que prend le polynéme f(x, y), quand on sub-
stitue a x et a y les valeurs des coordonnées de ce point;
et je m’appuierai principalement sur les deux lemmes
suivants, dont le premier est une conséquence immédiate
d’un théoréme bien connu de Newton, sur les transver-
sales des courbes algébriques.

Lemme I. — Soient M et M’ deux points situés dans
le plan d’une conique, et o, 3 les deux points ou la
droite MM/ coupe la conique; cela posé, les puissances
des points M et M/, relativement a cette courbe, sont
proportionnelles aux produits

Ma.MB et M .M.
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Lemme II. — Soient M et M’ deux points situés dans
le plan d’une conique; si, par ces deux points, on ménc
un cercle quelconque qui coupe la conique en a, b, ¢, d,
les puissances des points M et M’, par rapport ala conique,
sont proportionnelles aux produits

Ma.Mb.Mc.Md et Ma.Mb.Mc.Md (*).

3. Cela posé, considérons un cercle et une conique
se coupant aux points a, b, ¢ et d. Imaginons une tan-

ST
@ by
I., | 0'\
d,

gente mobile qui roule sur la conique; soit T le point
ou elle touche cette conique, et M, M’ les deux points
ou elle coupe le cercle.

Nous supposerons, pour plus de simplicité, le rayon
du cercle pris pour unité, et nous fixerons fa position de
chaque point du cercle par I'angle que fait la droite, joi-
gnant le point donné a un point fixe O pris sur le cercle,
avec la tangente O w menée au cercle en ce point.

La tangente mobile occupant une certaine position,
déplacons-la infiniment peu; ¢ et ¢’ désignant les angles

(*) Voir, Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, janvier 1865, ma
Note sur les propriétés générales des courbes algébriques, et, Nouvelles
Annales, 2¢ série, t. IX, p. 188, une Note de M. Grant intitulée : Démons-
tration d’un théoréme de géométrie.
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qui fixent les positions des points M et M’,

ado et odg’
mesureront les arcs décrits par ces points, et I'on aura
évidemment ‘

MT M'T

Désignons, pour un instant, par
x(M) et = (M)
les puissances des points M et M’ relativement a la co-

nique; on a, en vertu du lemme I,

=(M) _ MT

=(M) T wr

d’autre part, en vertu du lemme II,

(M) Ma.Mb.Mc.Md
(M) Ma.MbMeMd

d’ou I'on déduit
MT _ yMa.Mb.Mc Md

MT (MWaMbMcMd

et, par conséquent,
 de _ do’
VMa.Mb.Mc.Md (Ma.Mb6.Mc.Md

(1)

4. Désignons par
a B, 9, ¢

les angles qui fixent les positions des points a, b, ¢, d
sur le cercle ; nous aurons

Ma=2sin(o— «), Ma=2sin(¢'—a),...;

et 'équation précédente deviendra, en développant et
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dtangy

vitge —tga )(tgp — 1gR) (e — tgy) (tge — tgd)
d tango'

divisant par cos®¢,

V(tge'— tga)(1ge’— 1gB) (1’ — tg v ) (189’ — tgd)
ou encore, en posant pour abréger
tangg =z, tangy =y, tangz=A, tangB=B,...,
dx
|\ Vz—Aa(r—Br—C)(=—D)
dy .
i k]
V(r—A)(r—B)(y —C)(y —D)
c¢'est I'équation différentielle dont I'étude sert de base a
la théorie des fonctions elliptiques, et qui a été intégrée
pour la premiére fois par Euler.

5. Les considérations géométriques qui précédent
donnent immeédiatement cette intégrale. On satisfait
évidemment, en effet, a I'équation précédente [ou a I'é-
quation (1)], si I'on suppose que les angles ¢ et ¢’ cor-
respondent a deux points M et M/, tels que la corde MM’
enveloppe une conique passant par les points a, b, cet d;
comme ’équation des coniques qui passent par ces points
renferme une constante arbitraire, on voit que l'on a
I'intégrale générale de I'équation.

Considérons trois points quelconques a, b, ¢ communs
au cercle et a la conique; on sait que, MT désignant une
tangente quelconque a cette conique, et (a), (b), (c)
désignant les distances a cette droite des points a, &, c,
on a, quelle que soit la tangente, la relation

w(a) + py(6) +vyle)=o,
ou 2, u, v désignent des quantités constantes pour la
méme conique , mais qui renferment une quantité arbi-
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traire, si 'on considére toutes les coniques qui passent
par les points a, b, ¢ et d.
Joignons aux points M et M’ les points a, b et c; les
aires des triangles MaM’, MbdM’, McM’, ayant méme
base, sont entre elles comme leurs hauteurs

/

(a), (b, (c);

les aires de ces triangles, dont les angles aux sommets
sont égaux, sont entre elles comme les produits

aM.aM';, bM.bM', cM.cM';

on a donc
(@) . (b) (¢)

aM.aM — bM.bM  ¢M.cM

D'on

)\/aM.aM’ + @ \/bM.bM’ “+ v \/cM.cM' —o,

et nous avons la l'intégrale générale des équations (1)
et (1').

En introduisant les angles o, 9/, o, . .., ou plutdt leurs
tangentes y, x, A, ..., clle prendra la forme connue (*)

\W(y—A)(z—A)+py(r —B)z—B) +»y(y—C)(z—C)=o.

6. La forme précédente de l'intégrale, bien qu’élé-
gante, a le défaut de ne pas mettre en évidence la con-
stante arbitraire qui y entre ct de ne pas contenir symé-
triquement les quantités A, B, C, D.

Pour trouver une autre forme de I'intégrale, je prendrai
pour point de départ la proposition suivante :

TutoreEME. — Soit une conique passant par quatre
pointsa, b, cet d d’un cercle ; une tangente mobile roule
sur cette conique. Si Uon désigne par M et M’ les deux
points oit, dans une de ses positions, cette tangente

(*) DarBoux : Recherches sur les surfaces orthogonales (Annales scien-
tifiques de I’ Ecole Normale, t. 11.)
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coupe le cercle, et si U'on partage d’une facon quel-
congque en deux groupes a et b, c et d, les quatre points
communs au cercle et & la conique, le rapport

VMa.Mb.M'c.M'd — \/Mc.Md.Ma.M b
MM’

reste constant, lorsque la tangente se déplace tangen-
tiellement & la conique.

1l résulte de 1a que K désignant une constante arbi-
traire, I'intégrale de I'équation d’Euler est

VMa.Mb.Mc.M'd — \Mc.Md.Ma. M b=K.MM,

ou encore, en introduisant les quantités x, y, A, B,...,

V(z — A)(z —B)(y—C)(y — D)
—V(r—A)(y—B)(z—C)(z —D) =K (x —y).

7. Le résultat précédent, qui est peut-étre nouveau,
peut se mettre sous la forme suivante :

Etant donnée l’équation

dx dy

Vi@ Vi)

ou f(x) représente un polynéme du quatriéme degré
en x, sil’on décompose d’une maniére arbitraire le

polynome f(x) en deux facteurs du second degié, en
posant

Sflz)=10(z)9(z),

l’intégrale générale de cette équation est

VO(@) 9 () — Va(r)e(®) —x
zr—y

>

K désignant une constante arbitraire.

Ann, de Mathémat., 2 série, t. XI. (Avril 1872.) 1
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REMARQUES SUR UNE FAMILLE DE COURBES PLANES;
Par M. ALLEGRET,

Professeur de Mathématiques a la Faculté des Sciences de Clermont.

Le théoréeme énoncé dans les Nouvelles Annales
(1. IX, 2¢ série, p. 31) vient de donner lieu a quelques
recherches de M. Nicolaidés, insérées dans la seconde et
la troisiéme livraison de ses Analectes, ouvrage qu'il
public & Pimprimerie nationale d’Athénes. Ce tra-
vail, aprés avoir rappelé mon attention sur le méme
sujet, me fournit Poccasion de présenter quelques obser-
vations qu’(m ne trouvera peut-étre pas dénuces de tout
intarét.

Y ai fait voir, dans Particle cité. que le cercle oscula-
teur en un point de la courbe

(1) rm—a™ cosmf

iniercepte, sur le rayon mené du pdle au point de con-
tact, une corde qui est toujours avec ce rayon dans le
rapport constant de 2 a 1 -+ m, ct J’ai ajouté que cette
propriété ne convient qu’aux courbes précédentes. On
obtient, en eflet, pour I'équation diflérentielle qui dé-
termine en coordonnées polaires toutes les courbes qui
y satisfont (Zoc. cit.),

" dr\?

ri— <@> B o

{ — .
(2) . <dr>2 dxr 1+ m
r: 42 —r —

b do?

Cette équation, aprés avoir été mise sous la forme

d ( dr N dr \?
—_ — m _— —
dd \ rdf ) o _l + rdf i
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s’intégre sans difficulté en prenant pour variable auxi-
. . dr k] : ’ 2 ’ ’
liaire — et ’on trouve pour intégrale générale, en dé-
r
signant par g et k deux constantes arbitraires,
(3) rm— gcos(mb — h),

qui est identique avec (1), sauf un changement insi-
gnifiant dans la direction de I'axe polaire et dans 'unité
de longueur.

M. Nicolaidés, aprés avoir fait remarquer dans ses
Analectes (p. 65) que la spirale logarithmique jouit
aussi de la propriété précédente, pense que son équation
ne rentre pas dauns la forme (1) ou dans la forme équi-
valente (3). On peut néanmoins démontrer que cela a
licu pour les valeurs infiniment petites de ’exposant m.
On aura en eflet alors, en négligeant les infiniment
petits du second ordre par rapport a m,

X

r=[gcos(mb — k)" = (g cosh -+ mg sin ko)™,
et, en prenant pour unité de longueur g cos’ et remar-
quant que, d’aprés un théoréme connu,

:
(1 + km)™ = ¢*,

il vient, pour équation de la courbe (3), r= e'"™*, qui

est celle de la spirale logarithmique.

Au reste, 'exception signalée par M. Nicolaidés se
rapporte évidemment au cas tout particulicr de m = o,
et, comme I'équation (2) a pour intégrale la spirale lo-
garithmique et que 'intégrale (3) prend alors la forme
r=17, il estnaturel de considérer la courbe (3) comme ren-
fermant encore cette spirale a la limite, suivant |'usage
ordinaire, et c’est une remarque que j’ai faite dans mon
cours, il y a deux ans, pour prévenir I'objection précé-
dente, qui est d’aillears fort nawurelle.
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Cette explication donnée, en méme temps que la mé-
thode méme quim’afaitdécouvrirle théoréme en question,
je dois maintenant faire un aveu que I'équité exige, c’est
que ce théoréme n’est point nouveaun, comme je 'ai cru
tout d’abord. I a été énoncé sous une forme trés-peu
différente par le célébre Colin Maclaurin, dans le pre-
mier volume de son Traité des fluxions, édité & Edim-
bourg, en 1740 (prop. XXXIV du chap. XI). Le méme
savant a aussi fait connaitre et a appliqué dans plusieurs
endroits du méme ouvrage la méthode ingénicuse qui
consiste 4 faire correspondre les points M et L de deux
courbes planes AM, AL (*), en établissant entre les
rayons vecteurs SM = r, SL = r,, menés d’'un pole S, et
les angles MSA — 8 et LSA = 6,, formés avec le méme

axe polaire, les deux relations
rn==nm, 0, =mo,

en prenant pour m un nombre quelconque. Si 'on dé-
signe par p ct p, les rayons de courbure en M et L, par
n et n, les normales MV et LV,, déterminées par les
perpendiculaires SV et SV, élevées en S aux rayons
vecteurs SM et SL, et qu’on retranche du premier rayon

—n . ,
de courbure © = h, Maclaurin démontre qu’on aura
m
la proportion
_——{p—0n
n, h n, e m (e ) I n
—_ = - ou _—-—— =1 — — I— — ]y
P P I p m

qui, mise sous cette forme

n ( n‘)
——a=m{1— —
p P

(*) Le lecteur est pri¢ de se reporter a la figure 173 de 'ouvrage de
Maclaurin ou de tracer lui-méme la figure, ce qui n’offre aucune difficulté.
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coincide avec 1'équation trouvée de son ¢61é par M. Ni-
colaidés, a la page 59 de ses Analectes. On en déduit
sans difficulté, comme M. Nicolaidés I’a fait, en prenant
pour la premicre courbe AM un cercle passant par le
pole S, le théoréme que jai donné dans les Nouvelles
Annales, et qui forme le corollaire IV de la proposition
citée de Maclaurin.

Je ferai une autre observation sur les courbes (1). La
lemniscate de Jacques Bernoulli (qui y rentre dans le cas
de m = 2) a été imaginée par ce géometre pour repré-
senter par I'are de cette courbe 'une ou Pautre des deux
transcendantes

/" a?dz
Jab
J yat—z

on Prenant POul' vuriab]e z l(: rayon vecteur de ]a ]em—

niscate ou son inverse (voir Opera Jac. Bernoulli,
L. L, p. 611). Les efforts de ce géométre et de ses succes-
seurs ne me paraissent pas avoir été aussi hcureux dans
la représcntation analogue de la transcendante

[ 2% dz

qui exprime, comme on sait, 'ordounée de la courbe
élastique dont I'abscisse serait z.

Maclaurin a démontré, dans son Traité des fluxions
(t. I, chap. v, n® 927), que si I'on abaisse du centre
d’une hyperbole équilatére une perpendiculaire sur les
tangentes, el qu'on mesure ensuite la distance inter-
ceptée sur la tangente, depuis le pied de la perpendi-
culairejusqu’au point de contact, ainsi que I'arc d’hy-
perbole du sommet au méme point, on aura la courbe
¢lastique, en prenant pour abscisse la perpendiculaire
précédente, et pour ordonnée I'excés de la tangente sur
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l'arc considéré. Cette construction ne me semble pas
apporter un perfectionnement important a celle que
Jacques Bernoulli avait proposée lui-méme (Opera, t. 1,
p- 612), en faisant dépendre 'ordonnée de la courbe
élastique de la rectification d’une ellipse et de celle de la
lemniscate. Car on peut considérer la portion de la
tangente a I'hyperbole, dans le théoréme de Maclaurin,
comme équivalente, en réalité, a l'arc indéfini d’une
courbe algébrique rectifiable, en sorte que I'ordonnée de
la courbe élastique dépend de deux rectifications diffé-
rentes dans 'une et I'autre des deux méthodes.
On peut faire servir la rectification de la courbe

. . 20\3
r—a COS —- | »
3

appartenant a la famille (1) (m =2£) pour résoudrele méme
probléme. On obtient en effet, pour la différentielle de
Parc s de cette courbe en fonction du rayon vecteur r,

2
a®dr

B i
a 3 — rﬁ
3

s1 'on fait ensuite 7 = —» en premant z pour variable

ds =

- auxiliaire, il viendra
3z° dz

Va'

. 20
donc, en prenant pour abscisse 3z = 3« cos = et pour

ordonnée I’arc s correspondant a ’angle 6 de la courbe
précédente, on obtiendra la courbe élastique.

Ce théoréme se rattache a un ensemble de recherches
que j’espére pouvoir publier bientét, au moins en partie,
dans un Mémoire spécial. En abordant certains cas assez
étendus du probléme de la rectification inverse, je suis

ds —

-
— 2
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parvenu i démontrer qu’en transformant une épicycloide
quelconque par les rayous réciproques menés du centre
du cercle fixe, on obtient une courbe dont I'arc indéfini
représente exactement la fonction clliptique de troisiéme
espeéce, a deux parametres arbitraires (savoir le module
ct le paramétre proprement dit). Dans quelques cas par-
ticuliers, cet arc est égal a un arc de cercle, ou a un arc
d'hyperbole, ou eucore a la fonction elliptique de pre-
miére espéce. On retrouve ainsi, dans le dernier cas, les
courbes étudiées autrefois par M. J.-A. Serret, et dont ce
géométre a donné une construction moins simple, re-
produite a la page 272 de son récent T'raité de Calcul
intégral. Mes propres résultats vont d’ailleurs bien au
dela de ceux qui sont consignés dans les divers Mémoires
du savant académicien sur cctte matiére; car ils mon-
trent la possibilité de construire une infinité de courbes
algébriques différentes dont I'arc représente exac-
tement la fonction elliptique de premiére espéce et
de module donné égal a la racine carrée d’'un nombre
commensurable quelconque. Ces théorémes, ainsi que
beaucoup d’autres, sont démontrés dans le Mémoire que
Jannonce, et dont j’ai adressé la premiére partie au
ministére de I'Instruction publique, en attendant un édi-
teur qui veuille bien se charger de I'impression.

DEMONSTRATION DU THEOREME FONDAMEXTAL
RELATIF AU POLE ET A LA POLAIRE DAXS LE CERCLE;
Par M. COMPAGNON,

Professeur au collége Stanislas.

Cettedémonstration est fondée sur une proposition qui,
je pense, n'a pas encore él1é remarquée et qui est un co-
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rollaire de ce théoréme : Si une droite AB est divisée
harmoniquement par deux points C et D, la moitié de
cette droite est moyenne proportionnelle entre les dis-
tances de son milieu E aux points conjugués.

Fig. 1.

Voici ce corollaire : 8 une droite AB est divisée har-
moniquement par deux points C et D, le produit des
distances de l'un de ces points aux extrémités de cette
droite est égal au produit des distances de ce méme
point au milieu de la droite et au second poznt conjugué.
Caron a

DA > DB == (DE + AE)(DE — AE)
—DE — AE
—DE — DE x FC
= DE < DC.

On aurait de méme

CA < CB = CE < CD.

Cela posé, nous allons démontrer le théoréme en ques-
tion.

TrtoriME. — S, par un point D pris dansle plan
d’un cercle O, on méne une sécante quelconque DBA

Fig. 2.

-,

et quon détermine le conjugué harmonique C du point
D par rapport i AB, le lieu géométrique du point C.
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lorsque la sécante tourne autour du point D, est une
ligne droite perpendiculaire au diamétre ab qui passe
par le point D.

Déterminons le point ¢ du lieu situé sur le diamétre
ab, c’est-a-dire le conjugué harmonique du point D par
rapport & ab; menons la droite Cc et abaissons OF per-
pendiculaire a la corde AB. Puisque le point E est le
milieu de la droite AB divisée harmoniquement par les
points C et D, on a

DA < DB =— DE < DC.
De méme,

Da ><XDb=DO0 X Dec.
Mais .

DA X DB=DaxDb;
done

DE < DC = DO X De.

De cette égalité il résulte que le quadrilatére OECec
est inscriptible et, comme I’angle OEC est droit, I’angle
OcC Yest parcillement; donc le lieu géométrique du
point C est la droite Cc perpendiculaire a DO et pas-
sant par le point ¢ conjugué harmonique du point D par
rapport au diamétre ab.

Je laisse au lecteur le soin de démontrer ce théoréme
dans le cas ou le point D est situé a 'intérieur du cercle.

DEMONSTRATION ELEMENTAIRE DES FORMULES RELATIVES
A LA SOMMATION DES PILES DE BOULETS;

Par M. H. BROCARD,

Capitaine du Génie, a Biskra.

Dans tous les cours de Mathématiques spéciales, on
fait précéder la solution de ce probléme de la recherche
de la formule qui donne la somme des puissances sem-
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blables des tcrmes d’une progression arithmétique. Cette
méthode peut étre simplifiée par une considération élé-
mentaire.

Assimilons la pile de boulets 4 un prisme dans lequel
chaque élément constituant serait une sorte de rhom-
boédre qui tiendrait la place de chaque boulet, mais qui
aurait 'avantage de pouvoir former, avec des éléments
égaux, des tranches du prisme dont chacune renferme-
rait, par suite, autant de rhomboédres qu’il y aurait de
boulets. L’assimilation de la pile 4 un prisme est donc
possible et, dés lors, la sommation se réduira a la re-
cherche du volume d’un prisme oblique. Une déformation
de ces thomboédres ne changera pas leur nombre; on
peut donc appliquer & ces prismes obliques la formule
qui convient & un prisme droit, c’est-a-dire que 1'on re-
gardera le nombre de boulets d'une face oblique comme
représentant la surface de la section droite.

Cela posé, la formule générale sera dés lors
_a4-d +a"
X = 3—
F désignant le nombre de boulets renfermés dans une face
triangulaire oblique; a, a/, a”, les nombres de boulets
formant les trois arétes aboutissant 2 cetie face (¥).

Nous allons appliquer cette formule aux différents cas

de la pratique et vérifier qu’elle conduit bien aux mémes
résultats.

F,

1° Pile triangulaire :

n(n—+1
F:l—i—2+3-f—...+n.—_-A( ; -),

a=1, a =1, a’"=n,

n(n—+1)(n—+2)

._——is——————'

(*) Cette formule se trouve, comme résultat empirique, a la page 197
des Eléments d’ Algébre de M. RouckE. (Cn. B.)
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2° Pile quadrangulaire :

n(n—+1
G
a=n, a =1, a’"=n,
n(n -+ 1)(2n +1)
Y S

3° Pile rectangulaire. — Les cdtés de la base renfer-
ment m et n boulets. L’aréte supérieure est donc composée
de (m — n + 1) boulets. Ainsi

nin-—+1
F:__._‘—( —)7
2
—_— L /A
a=m, 4 —m—n—+1, a =—=im,

n(r—+1)(3m—n-+1)
T = 6 .

4° Pile rectangulaire a retour d’équerre. — Soientm, m'
n les nombres de boulets des deux grands cotés extérieurs
etdupetit coté. L’ensemble peut éire regardé comme formé
d’une pile rectangulaire dont la base a pour cotés m et n
boulets, sur laquelle s'appuie une pile prismatique dont

(r+1)

. m R
la base oblique a — boulets, chaque aréte en ren-

fermant (m’' — n). Mais celle-ci peut étre placée sur le
prolongement de la prémiére, et alors on forme ainsi
une pile rectangulaire dont la base a (m +m' —n) et n
boulets. Le nombre total sera donc

nin4+1)(3m~+3m —fn+1)
xX = 6 .

On passera facilement au cas de la pile & retour d’é-
querre figurant un T, ou un double T, ou une croix, ou
divers cotés d'un périmétre rectangulaire.
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L.a méthode précédente est, comme on voit, trés-sim-
ple, et facile & retenir ct & exposer.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES
DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 41
( voir 1™ série, t. XVII, p. 187 );
Par M. C. MOREAU,

Capitaine d’Artillerie, 2 Constantine.

Le produit de plusieurs nombres consécultifs ne peut
étre unc puissance parfaite lorsqu'un de ces nombres
est prenuer absolu. (MaTHIEU.)

Cette propriété est une conséquence immeédiate du
postulatum de M. Bertrand.

Il résulte, en effet, de ce postulatum que, pour a2 2.
il y a au moins un nombre premier entre a et 2a.

Or, pour que le produit de plusieurs nombres consé-
cutifs puissc &tre une puissance parfaite, il faut évidem-
ment, si 'un d’eux est un nombre premier absolu p,
que son double 2p s’y trouve aussi; mais, d’aprés ce qui
a été dit plus haut, le nombre premier ¢ immédiatement
supérieur a p est toujours compris entre p et 2p : il fait
donc partie du produit ; et, en continuant le méme rai-
sonnement, on voit que le produit considéré devrait con-
tenir tous les nombres premiers supérieurs a p, ce qui
est impossible puisqu’il est forcément limité. Donc, etc.
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Question 953
( veir 2* série, t. VIII, p. 336);
Par M. MORET-BLANGC,

Professeur au lycée du Havre.

1° Trouver deux entiers n et p(n <p) tels, qu’on ait
1+2+...+2=(r+1)+...4+p.

Ce probléme revient a l'un quelconque des deux sui-
vants :

T'rouver un entier tel, que son carré augmenté de 1
soit égal au double d’un carré; ou

Trouver deux entiers consécutifs tels, que la somme
de leurs carrés soit égale a un carré.

2° Trouver deux nombres entiers n et p tels, qu’on ait

I+2+...+n=p.

Ce probléme revient a U'un quelconque des deux sui-
vants :
Trouver un entier tel, que son carré diminué de 1
souit égal auw double d’un carré ; ou
Trouver deux entiers consécutifs tels, que la somme
de leurs carrés soit égale a un carré augmenté de 1.
(Larsant.)

1° Exprimant que la somme des deux membres de
I’égalité est double du premier, on a

plp+1)

5 =n(n+1) ou p'—+p=—2n’+ 2n.

Multipliant cette derniére égalité successivement par 4
et par 2, et ajoutant 1, il vient

(2p +1)t=2(2n+1)'—1,
P (p )= (2n ),
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a{n +1)=2p' ou n*4n==2p.
Les mémes opérations donnent

(2r+1)=2(2p)*+1,
rP+(n + 1) =4p*+1.

On reconnait les divers énoncés des deux questions.
Revenons a la premiére, et considérons I'équation

22724+ 12—1=(2p +1)},

ou, pour abréger, nous poserons 27 +~1=x, 2p+1=3%;
ce qui donne

(1) 22— 1=y?

oa x et ¥ devront étre des nombres entiers impairs.
On apercoit immédiatement une solution, x =1, y =1.

Bien qu'elle soit étrangére a la question qui nous
occupe (elle donne » =0, p = o), nous allons voir que
toute solution de I'équation (1) en fait trouver une se-
conde, celle-ci une troisi¢éme, et ainsi de suite indéfi-
niment.

En effet, soit x =%, y =k une solution de 'équa-
tion (1), en sorte que

2kt — 1= A%
Retranchant cette égalité de (1), il vient
2(.1.‘2—- h'z) __:J,z_ kz
ou
2(x +h)(x — k) =(y + k)(r — k).
Multiplions les deux membres par 7s, r et s étant deux

indéterminées ; on a

a2rs(x + h)(x — k) =rsiy + k) (¥ — k),
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équation a laquelle on peut satisfaire en posant
2r(x — k) =s(y + k),
(o + h) == r{y — k);
d’ou Pon tire

(272+ s?)h + 2rsk (2r* =+ )k + 4rsh
r= ., y= : .

27— ¢ 27— g?

Ces valeurs seront en général fractionnaires ; mais, si
Pon pose
27?4 s? 2rs

ori—s?

_— —
2r?— st ?

les valeurs de x et y deviendront
x=hu+ ke, y=—=2kv+ hu;
u et v devant satisfaire seulement a la condition
(2) u'— 20— 1;
x et y seront des nombres entiers, si 'on prend pour u

et v des entiers satisfaisant a I'équation (2). Or une so-
lution s’apercoit immédiatement

«=3, v=2.

Remplagant u et v par ces valeurs dans les expressions
de x et y, on a

(3) x=23h+ 2k, y:4h+3/r.

Remplacant & et k d’abord par 1, puis successivement
par les derniéres valeurs trouvées pour x et y, on ob-
tient les séries de valeurs suivantes :

z=1|5]| 29| 169 | ¢85 | 5741 | 33461
y=1 |17\ 41 {239 | 1393 | 8119 | 47321

d’ott 'on tire pour 7 et pour p les séries de valeurs
n=o|2| 14| 84| 492 | 2870 | 16730 |
p=o013]20} 119|696 1 4059 | 23660
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Remarque. — Chaque valeur de x ou de y, a partir
de la troisi¢me, est égale a 6 fois la précédente, moins
I’antéprécédente. Cette loi, qu’on peut vérifier sur les
valeurs précédentes, est facile a démontrer.

Soient x’, x”, x" trois valeurs consécutives de x;

"o . "
y's¥", y" les valeurs correspondantes de y. On aura

m//:3x/+2]1’ )’”:4.1"—{—3]',
xl/’: lel+ 2.},!/, VY”,: 411/_!_ 3y/’.

Eliminant successivement entre ces quatre équations les y
et les x, on trouve

2" =6x"— ', y'=6y"—
Résolvons maintenant I’équation
(2r +1)*=12(2p)'+1,
ou, en posant 272 +1=), 2p = X,
yr=o2x*+1.

Elle est identique 4 I’équation (2). On en connait donc
une solution
y=3, xz=n2,

et la formule (3), qui est encorc applicable 4 ce cas, per-
mettra d’en déduire d’autres.
On trouve ainsi

=2 | 12 4o8 | 2375 | 13860 | 80782 |
y=3|171(99]| 57| 3363 l 19601 | 114243 ’
d’
n=1 l 49 | 288 | 1681 | g8oo | 57121 )
p=116 l 204 | 1189 | 6930 | 40391

La loi de formation des valeurs de x et y est la méme
que dans le cas précédent.
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Remarque. — La substitution d'un autre des systémes
précédents de valeurs de x, y au systéme 2 et 3 dans les
valeurs attribuées a « et a v ne donne pas des valeurs
différentes de celles que nous avons obtenues.

Question 915

(voir »° série, t. VIII, p. 563 );
Pir M. A. GUEBHARD,

Etudiant en Médecine.

Etant donnés une surface du second ordre etun plan
quelconque, trouver sur cette surface un réseau de
courbes conjuguées (c’est-a-dire telles que les tangentes
a ces courbes en un point soient conjuguées relative-
ment & Uindicatrice) se projetant sur le plan suivant un
réseau orthogonal. (RiBAucour.)

Si nous posons, d’aprés la notation habituelle,

dz = pdx + qdy,
dp = rdz + sdy,
dg — sdx + tdy,

les cosinus des angles que font avec les axes coordonnés
deux tangentes conjugucées sont proportionnels a

dz, dy, pdr-qdy,
dp, —dq, pdq—qdp.
Par conséquent, si nous prenons pour plan des xy le

plan donné, 'équation différentielle du résecau orthogo-
nal, projection du réseau conjugué cherché, sera

dy _dp’
dr dq’

ou

dy? —td
(1) AN kb AR

- 4+
dx? s dx
Ann de Mathémai., 2¢ série, t. X1 (Avpil 18792, 12
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Soit la surface proposée
Art 4+ A"y + A2
“+2byz-+2B'2z +2B"1y +2C2+2Cy +2C"2+D=—o0.
Si ce n’est point une surface cylindrique, elle a pour con-
tour apparent sur le plan donné une certaine conique
réelle ou imaginaire dont nous pouvons prendre un foyer
pour origine et I'axe focal pour axe des x. Les coeflicients
de V'équation de la surface vérifieront alors les relations
BB — A’B” — o,
BC’ — C'A” = o,
(B'C” — CA” )+ 2t — A"D)[B*—A'A" — (B — AA")] =0
et, si 'on dPP(’“C A Vinvariant

AA’A” — AB*— A’B" — A”B"* + 2BB'B” (*),
qui se réduit ici a

(B AI/)(BIJ_ A”)

et 7 la quantité

(B""—_AIA”)KA” B/C )
AI/

2

on trouve poul I CXPICSS]OI] fort Sln]l)l(’

(22 —y%)A — 29
Ty A=y
Si A = o, la surface donnée étant un paraboloide, y ne
peut étre nul, et I'équation différentielle (1) se réduit a

(*Y Voir Nouvelles Annales de Mathématiques, 2° série, t. 1X, p. 119
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clle peut s'écrire

L 2 2
142+ 4,
\/.r- —+ 9!

et donne un systéme de paraboles
y*=2Px + P,

toutes homofocales a celle du contour apparent, et qui
sont a elles-mémes leurs trajectoires orthogonales, lors-
qu’on donne au paramétre des valeurs de signes contrai-
res.

Si A n’est pas nul, nous pouvons appeler ¢ I'excentri-

cité % de la conique du contour apparent, et I'équation a
intégrer devient

d 2 r—Cc)P 4y —c d'
[ ly ]+(T ey —e ly

d(x —c) (z—c)y d{x— c)

— 1 ==0.
On y reconnait immédiatement I'équation des trajectoi-
res orthogonales d’un systéme de coniques homofocales &
celle du contour apparent,

(x—c)? y?
PZ
On sait que ces trajectoires sont clles-mémes les coniques
homofocales aux premicres et d’espéce différente repré-
sentées par I’équation

PQ__(&—

Dans le cas des surfaces coniques, ¢ = o, ct Ie réseau
orthogonal se réduit & un systéme de cercles concentri-
ques et de droites passant par le centre commun, qui est
la projection du sommet du cone : résultat facile a pré-
voir a priori, puisque, dans toute surface développable,

12.
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la caractéristique rectiligne en un point est la conjuguée
de toute tangente & une courbe quelconque tracée sur la
surface par ce point (¥).

Mais tous les calculs qui précédent deviennent illu-
soires si A” = o, c’est-a-dire si la surface donnée admet
une direction asymptotique perpendiculaire au plan
donné; le contour apparent se réduit alors a deux points
réels ou imaginaires situés sur une droite toujours réelle
que 'on peut prendre pour 'un des axes coordonnés si
elle est située a une distance finie, c’est-a-dire si B et B/
ne sont pas nuls en méme temps : on retrouve alors les
mémes systémes orthogonaux que dansles cas précédents,
ellipses et hyperboles homofocales si A n’est pas nul,
paraboles homofocales si A est nul.

Si B et B’ sont nuls en méme temps que A”, le réseau
s¢ réduit a deux systémes orthogonaux de droites paral-
léles, sauf le cas ol la surface serait un paraboloide de
révolution autour del’axe des z, car alors B =0, A = A’
et le réseau conjugué sur la surface se confond avec le
systéme orthogonal des paralléles et des méridiens ou des
lignes de courbures, et se projette sur le plan donné sui-
vant un systeme de cercles concentriques et de droites
passant par le centre commun.

Il ne reste plus, pour compléter la question, qu’a
examiner le cas d’une surface cylindrique. Si nous pre-
nons le plan des zx paralléle 4 la direction des généra-
trices, nous trouvons 7 = o, § = o et le réseau se réduit
en projection a un double systéme orthogonal de droites
paralléles; résultat facile a prévoir sans calculs, car,
d’apres la définition méme des tangentes conjuguées (*¥),
la tangente A une courbe quelconque tracée par un point

(*) Voir J.-A. Serrer, Cours de Caleul différentiel et intégral, § 677.
(**) Voir J.-A. Serrer, Cours de Calcul différentiel et intégral, § 317.



(181)
de la surface du cylindre a toujours pour conjuguée la
génératrice qui passe en cepoint : les génératrices forment
donc, sur la surface, I'un des systémes du réseau conjugué;
I'autre sera formé par les sections planes perpendicu-
laires a la projection de ces génératrices sur le plan
donné.

Si le cylindre est perpendiculaire au plan donné, le
réseau conjugué se confond a la limite avec le systéme
orthogonal des génératrices et des sections droites; mais
il n’y a plus alors, & proprement parler, de réseau en
projection.

Note. — La méme question a été résolue par M. Moret-Blane, profes-
seur au lycée du Havre.

Question 976

( voir »° série, t. VIII, p. 563 );

Par M. O. CALLANDREAU.

Etant donnés sur un plan deux cercles et un point,
mencr par le point une sécante telle, que ses parties inté-
rieures aux deux cercles soient entre elles dans un rap-
port donné. (Construction géométrique de la sécante.)

Soit O le point donné; soient C, C’les centres des deux
cercles donnés; soit enfin ABDE la sécante menée aux
deux cercles par O : AB est la partie de la sécante inté-
rieure & la circonférence C, DE la partie intérieure a la
circonférence C’. On doit avoir, d’aprés I'énoncé, en
supposant le probléme résolu,

AB_ _m

DE  n
Soient R et / le rayon de C et la perpendiculaire
abaissée de C sur la sécante, R’ et 2/ le rayon de C’et la

perpendiculaire abaissée de C' sur la sécante, on doit
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aussi avoir
R? — A2 m?
R/

nht — mh'? = n?R?* — m*R’%.

b

Désignons, pour abréger, n*R* —m*R"” par K?,

nth?* — m*h'? = K3,

(rh 4+ mhk' ){nh — mh' ) =K>.

Si, a partir de C, dans un sens contraire 3 CO, on porte
(n—1) fois CO, la perpendiculaire abaissée de P'extré-
mité de cette ligne sur ABDE sera égale a nh; de méme,
si 'on porte, a4 partir de C’, dans un sens contraire a
C’0, {(m —1) fois la longueur C’O, la perpendiculaire
abaissée de 'extrémité de cette ligne sur la sécante sera
égale a mh'. Cela aura lieu quelle que soit la position de
la sécante.

Comme les extrémités des lignes peuvent étre détermi-
nées par les données. on voit que le probléme est ramen¢
au suivant :

Par un point donné O, mener une sécante telle, que
le produit de la somme par la différence des perpendi-
culaires hy, hy, abaissées de points donnés Oy, O, sur
la sécante, soit égal & une quantité donnée.

Ce probléme, si je ne me trompe, a déja été résolu
par Lamé dans son ouvrage : Examen des différentes
méthodes employées pour résoudre les problemes de
géoméirie. Ainsi le probléme proposé serait a la rigueur
résolu; mais, pour compléter la démonstration, je vais
reproduire & peu prés la solution que Lamé donne du
probléme auquel j’ai ramené le proposé.

Si, a partir de O, ct dans le sens de OO,, on méne une
longueur 0,0, égale a O0,, la perpendiculaire abaissée
de Oy sur la sécante représentera ki, -+ ks si les perpen-
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diculaires sont d’un méme c6té de la sécante, i, — h, si
elles sont de cotés différents.

Si, a partir de O, et dans un sens contraire a OO, on
porte une longueur 0,0, égale a 00,, la perpendiculaire
abaissée de O, sur la sécante représentera hy —h, ou
Iy + 5, suivant que les perpendiculaires seront ou ne
seront pas d’un méme coté de la sécante.

Mais, dans tous les cas, le produit des perpendiculaires
abaissées de Oy et de O, (points déterminés) sur la sécante
est égal & (hy — hy) (hy—+ hy) ou a K2,

On pourrait répéter le méme raisonnement en prenant
pour point de départ O,.

La question est donc de résoudre ce nouveau probléme:

Parun point donné O, mener une sécante telle, que le
produit des perpendiculaires abaissées sur elles de deux
points donnés Oy, O, soit égale d une quantité donnée K*.

Or ce probléeme, comme il est facile de le voir, revient
a mener par le point O des tangentes a Tellipse ayant
pour foyers O, O,, et pour petit axe K.

Ce probléme étant un de ceux qu’on sait résoudre, le
probléme primitif est résolu.

Il admet deux solutions ou n’en admet aucune, suivant
que le point O est extérieur ou intérieur a Pellipse.

Dans le cas trés-particulier ou le point O serait sur
Iellipse, il n’y aurait qu’une solution.

Sur la question 990

(voir méme tome, p. 86) ;
Parx M. H. D’OVIDIO,
Professeur a Naples.
Dans une Note publiée daus le Giornale di Matema.
tiche de Naples (¥), J’ai donné des formules qui permet-

(*) Vol. VL, p. 241, Nota su’ punti, piani e rette in coordinate omogenec.
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tent de démontrer et méme de généraliser la ques~

tion 990.

. Soient A,,...,A,les sommels d’un tétraédre; ay,..., a,
les faces; V le volume; x, ..., x,, les distances d’'un
point arbitraire A, aux faces; D, (ou Dy,) la direction
positive de la droite qui joint les points A., Ag;
Jos(=—0z.) la distance des points A,,As. La question
peut alors s’exprimer par I’équation

(1) 2 ZopLasAr8304ar 00 €OS(Dapy Do) = 0,

rs

rs désignant un arrangement binaire des indices 1, 2,
3, 4, et la somme s’étendant & tous les arrangements
avec répétition.

Mais on a, plus généralement, pour deux points A, Ag:

(2) 2 Zapdys@r @04, 05, €OS(Dyr, Dg,) = 0,

rs

cest-a-dire

(2 bis) 2 A,A, A A, cos (A A, AGA, )V, Ve, =0,

rs

appelant V... les volumes des tétraédres A,A,A5A,,...,
avec des signes convenables.

Pour démontrer I'équation (2), je supposerai connue
la relation suivante (*):

‘ 81V40,; 05, cos(Dag, Diy)

(3) l e 2 L Egk Zam T un @i @ A @S ikOmn €OS (Digy Drma )5

ih,mn

ou ik, mn sont deux arrangements binaires, égaux ou

(*) Loco citato, équation (164).
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différents, des indices 1, 2, 3, 4. Si 'on change B, A, g
enr, 3, s, et si 'on remarque que

3V pour i=r 3V pour n =3
Yy OpZy —

ALy = . ”
o pour kZr o pour nZs

cette relation devient
9 v26¢1‘ 39: Ccos ( Dar) DB:)
(4) '-———2 waixﬁmaiumairams COS(D,’;, Dm:)'

im
Etsil'on substitue la valeur de 9,0, cos (D,,, D;,), don-
née par I'équation (4), dans la somme (2), celle-ci se ré-
duit a
1
9V

Z i Lo Ly Lo A0y B0 i Oms €OS( Diry Dy ).
ir,ms
Or, d’aprés I'équation (3), cette expression équivaut a
9 V284,04 €08 (Daa, D),
qui est nulle, car 0,, = 0y = 0. Ainsi I’équation (2) est
démontrée.

Voici une autre relation, qui a de I’analogie avec la
relation (2). En désignant par X,...,X, les plans des
faces ay,...,a,; par Xq, X; deux plans quelconques ; par
D,,D,,... les droites X.X;, X, X,,...; par £,,... les dis-

tances des sommets A,,... au plan X,, etc.;on a

(5) 2 EurEpsara sin ( Xq, X, ) sin(Xg, X,) €os(Dar, Dy,) = o.
rs
On déduit cette nouvelle équation de la suivante (*) :
81V¢sin(X,, X;) sin(Xy, X, ) cos(Dqg, Dy, )
:2 Eui Egl Exm gpnaiakaman Sin(xi, Xl‘) sin (Xma X-n) COS(D,'[;, Dmu)~

ik,mn

(*) Loco citato, équation (165).
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On pent établir I’équation (2 bis) d’uve autre maniére.
Si Py,...,P, désignent des forces appliquées aun point O,
R leur résuliante, P’ ,..., P, des forces appliquées a un

autre point O/, et R’ leur résultante, on a

(6) ' PP, cos (P,,P,) = RR’ cos(R,R'),
rs
rs étant un arrangement binaire des indices 1, 2,...,n.

Or si 'on pose, en conservant la notation employée
par M. Padova,

11
P, = OA, :’;-,‘,--., P, =045 V,=ttr.0AAA,. ..,

r ¢, ,
P,=0A—y--+s P, =042, V =tétr.0'A,AA,,...,
.IT, 4 t, 1

on aura, comme il a été démountré par M. Padova,
R—=o0, R =o;

par conséquent larelation (6) deviendra

2 OA, O'—A,cos'\a{,,b—’—;)v, Vi =o,

rs

(ui équivaut a I'équation (2 bis).

Un procédé semblable nous conduit a une nouvelle
démonstration de I'équation (5).

Remarquons d’abord que la formule (6) subsiste pour
des systémes de forces agissant dans un méme plan, mais
non appliquées & un méme point. Or si, suivant les droi-
tes D, ,...,D,,, on fait agir des forces proportionnelles
aux produits

(7) (1|Ea‘ Sin(xaa Xi)se ooy ”tga.‘ sin(Xa, xd),

on trouve aisément que la somme des moments de
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ces forces par rapport au pied de la perpendiculaire

Fui(i=1,2,3,4) estE a k2, ) indignant la dis-
r

tance de ce pied au plan X,. Et comme on sait que cette
somme est nulle, on conclut que les forces (7) se font
équilibre.
Cela posé, sil’on applique I’équation (6) au systéme
(7) et au systéme
a,By, sin (X, X ). .., aiy, sin(Xp, X,),

qui est aussi en équilibre, on retombe sur I'équation (5).

Question 1023
(voir 2° série, t. X, p.192);
Par M. GAMBEY,

Professeur au lycée de Saint-Etienne.

Le triangle ABC et le 1riangle A’B'C!, formé en joi-
gnant les pieds des hauteurs de ABC, ont leur axe
d’homologie perpendiculaire & la ligne qui joint le
point de concours des hauteurs au centre du cercle cir-
conscrit. (LeEmoinE.)

Soient «, 3, 7 les points de concours des cotés
(BC, B’C’), (CA,C'A'), (AB, A'B'),

I le centre d’homologie,

M, N, P les milieux des cotés BC, CA et AB;
on sait que les trois points «, (3, y sont situés sur I’axe
d’homologie des triangles ABC, A'B'C.

Pour démontrer la proposition, il suffit de faire voir
que la droite a3y est ’axe radical des circonférences cir-
conscrites aux deux triangles, car on sait quc le cercle
circonscrit a A'B/C’ (cercle des neuf points) a son centre
au milieu de OL



( 188)

Considérons le point a par exemple. Je dis que
aB.aC=aM.aA'.

En effet, le faisceau (C’/, BA’Ca) étant harmonique, on
a, abstraction faite du signe des segments,
A’'B  «B N .
e a0 d’od A’B.2«C—=A'C.xB;
mais
AB=u«B —aA’ et A'C=axA’ —aC;

donc, en substituant, effectuant les calculs et trans—
posant,

2¢B.2C = (2B + «C).zA/,
puis

aB.«C = caA'—aM.zA’.

(«B + «C)
—_—
Le point « est donc d’égale puissance par rapport aux
deux cercles.
On répéterait la méme démonstration pour le point 3,
par exemple.
Donc af3y est I'axe radical des deux cercles.
C. Q. F. D.

Note. — La méme question a été résolue par MM. Moret-Blanc, pro-
fesseur au lycée du Havre; A. Pellissier, capitaine d’artillerie 2 Douai;
0. Callandreau, candidat i ’Ecole Polytechnique; et H. Lez, a Lorrez.

GORRESPONDANCE.

1. Nous avons recu les ouvrages suivants, dont nous
rendrons compte dans un prochain numeéro :

Cours d’ Analyse infinitésimale, par M. Pn. GiLBErT,
de Louvain.
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Traité élémentaire de calcul différentiel, contenant
la théorie des courbes planes avec de nombreux exem-~
ples, par M. Bensamin WiLriamson, de Trinity College
Dublin.

Questions de trigonométrie, methodes et solutions,
avec plus de foo exercices proposés, a l'usage des
candidats aux Ecoles et de MM. les officiers de I’armée
et de la marine, par M. A. DesBovEs, agrégé et docteur
¢s sciences, professeur au lycée Condorcet.

2. C’est par méprise qu’on a inséré comme énoncé de la
question 1066, et avec des restrictions inutiles, un lemme
incident qui n’avait pour but que la démonstration d’une
proposition sur les nombres entiers. Cette proposition
nous avait été communiquée par M. Realis dans les
termes suivants :

« Quelque valeur entiére que I'on donne a a, I'ex-
pression

ala—+1)(2a +1)(3a*+ 3a+1)"
2.3" ’

dans laquelle m est un entier positif, ne peut devenir la
(2m + 3)%m puissance d’'un nombre entier.

» On excepte, bien entendu, les valeurs a = o, et
a =—1, qui annulent I'expression considérée. »

3. M. Gambey, professeur au lycée de Saint-Etienne, et
M. A. Pellissier, capitaine d’artillerie &4 Douai, nous font
observer que la question 1068 est résolue p. 163, 165
et 188 du Traité de Géométrie analytique de G. SaLmon
(édition francaise), ce qui nous dispense d’en insérer la
solution.
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QUESTIONS.

1074. Etant donné un polygone plan et convexe dont
deux cotés consécutifs quelconques font un angle con-
stant, on sait que le lieu du point tel qu'en projetant ce
point sur les cotés du polygone et joignant les projections
consécutives par des droites, on forme un polygone d’une
aire donnée, est une circonférence. Quand la valeur de
Paire varie, on obtient diverses circonférences qui ont
toutes méme centre O. Démontrer que ce point O est le
centre des moyennes distances des sommets du polygone
primitif, ou, plus généralement, des points qu’on obtient
en prenant les centres de tous les couples de deux cotés
séparés par un méme nombre £ de cotés; ce point O est
aussi le centre des moyennes distances de ses projections
sur les cotés du polygone. Voir ce que deviennent ces
théorémes quand ces c6tés deviennent infiniment petits,
et que le polygone se transforme en une courbe plane et
convexe. On retrouvera en particulier une proposition
bien connue de Steiner, relative au centre de gravité de
masses appliquées aux différents ares infiniment petits
égaux de la courbe, et inversement proportionnelles aux
rayons de courbure correspondants. (F. Dipon.)

1075. Le nombre des nombres premiers compris entre
un nombre entier positif A et son double est moindre que
celui des nombres premiers non supérieurs a A.

(LionneT. )

1076. Etant donnés une droite et un point, on méne
par le point deux cercles tangents a la droite et se cou-
pant sous un angle donné, puis la seconde tangente com-
mune a ces deux cercles. Le lieu du point symétrique
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du point donné par rapport a ceute tangente décrit un
limagon de Pascal, qui a pour 'un de ses foyers le point
donné. L’autre foyer est le point symétrique donné par
rapport a la droite donnée. (H. Fauge.)

1077. Appelant projections d'un point sur une courbe
les pieds des normales abaissées de ce point sur la courbe,
on demande:

1° Quel est le lieu des projections d’'un méme point
sur toutes les droites qui passent par un point donné ?

2° Quel est le lieu des projections d’'un méme point
sur toutes les circonférences qui passent par deux points
donnés ?

3° Quel est le lien des projections d’un méme point
sur toutes les paraboles qui passent par trois points
donnés ?

4° Quel est le lieu des projections d’un méme point
sur toutes les coniques qui passent par quatre points
donnés ?

5° Peut-on dédunire de la solution de cette derniére
question les solutions des questions précédentes ?

(MANNHEIM.)

1078. On donne une courbe plane quelconque et la
tangente at au point @ de cette courbe. On méne la
corde bc parallélement a la tangente at. Lorsque bc se
rapproche indéfiniment de at, en restant paralléle a cette
droite, on demande :

1° La limite des positions de la droite ae qui joint le
point @ au milieu e de la corde bc. On obtient ainsi a la
limite la droite que M. Transon a appelée axe de dévia-
tion de la courbe en «;

2° La limite des positions du point de rencontre des
axes de déviation de la courbe en b et ¢;

3° La limite des positions des droites qu’on obtient en
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joignant le point a aux points d’intersection des cercles
osculateurs de la courbe donnée en b et c;
4° La limite des positions du point de rencontre de la
corde commune a ces deux circonférences et de la tan-
gente at. (MaNNEEIM.)

1079. Montrer que pour toute valeur entiére et positive
du nombre m la suite terminée

2 22 22 2 \
Tm—-l-gm(m——l)—!——l--3-5-M(m—l)(m-—2;
2222
a pour valeur
2m
2”3—".

(Haron pE LA GoOUPILLIERE.)

1080. Montrer que pour toutes les valeurs entiéres et
positives des deux nombres m et n la suite terminée

1 1 n(n—1) 1 n(rn—1)(n—2) 1
—_——— + —_
m 1m-+1 1.2 m—+2 1.2.3 m—+ 3
n(n—1)(rn—2)(rn—3) 1
+ 1.2.3.4 m+4

a pour valeur
1.2.3.4...(m—1)
(r+1)(n+2)...(~+ m)
(HaTon pE LA GOUPILLIERE.)

1081. Trouver l’enveloppe de la corde commune i
une ellipse et & son cercle osculateur; trouver le lieu des
milieux de ces cordes (*). - (E. Lemoine.)

(*) La recherche de V’enveloppe de la corde commune a une parabole
et a son cercle osculateur fait Yobjet de la question 644, t. 1I, 2¢ série;
elle est résolue page 416. C’est une parabole.
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ETUDE GEOMETRIQUE SUR LE MOUVEMENT D'UNE SPHERE
PESANTE GLISSANT SUR UN PLAN HORIZONTAL;

Par M. H. RESAL.

Il in’a paru intéressant de chercher a arriver géomé-
triquement aux curieuses propriétés, toutes géométriques
d’ailleurs, du mouvement d’une bille qui glisse sur un
plan horizontal, propriétés auxquelles Coriolis est arrivé
par une belle analyse, peut-étre un peu difficile a suivre
a cause du grand nombre de notations qu’elle comporte.

J'ai été conduit a un certain nombre de théorémes qui
avaient échappé aux investigations de Coriolis.

Je suppose que la sphére soit composée de couches
concentriques homogénes, et je néglige le frottement de

roulement, eu égard & sa faible importance relative de-
vant le frottement de glissement, ce qui revient a consi-
dérer la réaction normale du plan comme passant géo-
métriquement par le point d’appui.
Soient ( fig. 1) :
G le centre de figure de la sphére, qui est en méme
temps son centre de gravité;

Ann, de Mathémat., 2¢ série, t. X1. (Mai 1872.) 13
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A son point de contact avec le plan horizontal zy ;

M sa masse;

R son rayon;

K*MR? son moment d'inertie par rapport & un dia-
métre quelconque, K étant égal 4 2 si la spheére
est homogeéne;

F le frottement de glissement:

Gw, Ga les axes respectifs de la rotation instan-
tanée » et de I'accélération angulaire a : nous
supposerons que le sens positif pour w et a est
celui pour lequel ces deux rotations ont lieu de
la droite vers la gauche pour I'observateur couché
suivant oG et 2 G, en ayant les pieds en G

9 Paccélération de G paralléle & F et de méme sens.

D’aprés un principe connu, on a
(1) F = Mpy.

La force d’inertie d’'un point quelconque m de M
dans son mouvement autour de G considéré comme fixe
est, comme on le sait, la résultante des forces semblables
dues a P'accélération angulaire « et a la force centrifuge
de m, résultant de la rotation w autour de Gw.

Les forces centrifuges s’entre-détruisant, et n’ayant ainsi
aucune influence sur le mouvement de M autour de G, il
est permis d’en faire abstraction. Les forces d’inertie dues
a I'accélération angulaire ont pour moment — K*MR?¢,
dont 'axe est Go, et qui, ajouté ‘géométriquement a
celui de F, doit donner un résultat nul, ce qui exige que

— K*MR’« + FR = o,
ou

(2) K*MR = F,

et ce (llli (TXPI‘ilﬂ(‘ (Il](‘ .
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1° L'axe de U accélération angulaire est perpendicu-
laire au plan GAF;

Et comme conséquence que :

2° La composante de la rotation instantanée autour
de la verticale est constante.

Cette composante ne jouant aucun réle au point de
vue du glissement, et méme sous celui du roulement,
nous pouvons en faire abstraction et supposer horizontale
la droite Gw. :

Les équations (1) et (2) donnent, par I’élimination
de I,

(3) — K*Ra +o0=o0.

Portons verticalement au-dessus de G la longueur
GB = K*R, et considérons le point B comme appartenant
a la verticale du centre de gravité au mouvement duquel
il participe. Le point B suivra une courbe (B) identique
a la trajectoire de G, mais comprise dans un autre plan
horizontal.

Dans le mouvement de la sphére, I'accélération de
celui m de ses poinls qui se trouve en B se compose de
'accélération horizontale ©® —aGB, qui est nulle d’aprés
équation (3), et de 'accélération verticale w>GB. Or la
premiére de ces accélérations est la résultante de I'ac-
célération tangentielle et de la composante horizontale
de Paccélération centripéte de m sur sa trajectoire; et
comme ces deux composantes sont rectangulaires, il faut
que chacune d’elles soit nulle. Il suit de la que, en
projection horizontale :

3° Le point m décrit sur sa trajectoire deux chemins

élémentaires égaux dans deux éléments égaux et suc-

cessifs du temps, et qui sont en ligne droite, ce qui

exige quen B la trajectoire présente en général un
13.
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point d'inflexion, et que la vitesse atteigne un maxi-
mum ou un minimum ;
4° Le plan osculateur de cette trajectoire en B est
vertical, et ['accélération centripéte correspondante
a pour expression

»’GB = w?K?R.

Soient ( fig. 2) :

m’B, Bm" les deux ¢léments consécutifs décrits par m
avant d’avoir atteint le point d’inflexion B et au
dela de ce point;

B’ la position de B au bout du temps dt;

m, le point qui passe par B’ quand m est en m";

m,, nt’ les positions de ce point contemporaines de
celles m', Bdem;

n', ' les projections de m, et m' sur la tangente
en B’ i la trajectoire de m;,.

Fig. 2.

Comme la distance mm, reste invariable, on a, aux
termes prés du troisiéme ordre que nous négligerons,

U " "
m' !, =Bm', =m"B' =m'r', =B,
et
’ ” " 4 r
B, =Rn=n' m" =0 .

La vitesse de m, en B’, étant maximum ou minimum,
ne différe de celle qu'il posséde en m'| et m! que des
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termes du second ordre; nous avons donc 2’ n', = n’, B’,
aux termes prés du troisiéme ordre. Il résulie de la que
B'm", Br',, m'n', sont paralléles; qu’il en est de méme
de m”m' et B'n, et enfin que B'm’ = Bm".
Donc :

50 Les points décrivants de la courbe (B), considérés
comme appartenant a la sphére, ont une witesse con-
stante en grandeur et en direction, et qui ne dépend
que des conditions initiales du mouvement.

On a aussi le théoréme suivant :

6° Si Uon fait abstraction de la composante centri-
péte autour de Gw, U accélération d’un point quelconque
est celle qui résulte de l’accélération angulaire trans-
portée en B autour d’un axe Ba' paralléle @ Ga. Ce
théoréme n’est qu’une conséquence immédiate de la com-
position de ¢ et «, considérés respectivement comme une
translation et une rotation.

On déduit de 1a (fig. 1), en ayant égard a I'équa-
tion (3), que:

7° La composante horizontale ¥ de laccélération
du point de contact A a pour expression

(4) \y:aBA:?(le,),

et qu’elle est dirigée dans le sens de la force Y.

Les propriétés ci-dessus énoncées du mouvement de la
sphére sont complétement indépendantes de la nature de
la force F.

Avant de supposer que cette force est proportionnelle
au poids du corps ou qu’elle est constante, nous établi-
rous le théoréme suivant, qui parait presque évident, et
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qui peut permettre de simplifier certains problémes rela-
tifs au glissement d’un corps sur un plan :

8° 8i un solide terminé par une surface continue se
meut de telle maniére qu'une série d’éléments consé-
cutifs de cette surface glissent successivement sur un
plan, la vitesse de glissement w sera & chaque instant
égale et paralléle a la vitesse d’un point géométrique ¢
se mouvant en vertu de la wvitesse initiale de glisse-
ment w et de U’accélération du point de contact estimée

dans le plan.

Considérons, en effet, deux éléments consécutifs p, p’

de la surface du corps qui viennent successivement se
mettre en contact avec le plan, et soit (@) leur aréte
commune. La vitesse w’de chacun des points de () au
bout du temps dt sera, en employant une notation
connue (¥),

P—— -+ ﬁ,

puisque les points appartiennent a w. Mais les mémes
points de I'aréte (@) doivent alors avoir la méme vitesse
translatoire que I'élément u’ auquel elle appartient :
donc il suit que w' devient la vilesse de glissement
de p', et ainsi de suite.

Ainsi la variation géométrique de la vitesse de glisse-
ment au bout du temps dt est la méme en grandeur et en
direction que celle d’'un point fictif ¢, animé primitive-
ment de la vitesse w,, et dont I'accélération serait con-
stamment ¥, ce qu’il fallait établir.

Corollaires. — Désignant par (¢) la trajectoire du
point g, on reconnait sans peine que :

(*) Foir mon Traité de Cinématique pure pour ce qui est relatif aux
sommes géométriques.
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9° La courbe (q) sera une parabole du second degré
si U'accélération du point de contact est constante en
grandeur et en direction ;

10° Le liew (q) sera une droite si la direction de I’ ac-
célération ¥ coincide a chaque instant avec celle de la
wvitesse de glissement. Dans le cas ot 'accélération ¥
est constante, la wvitesse de glissement suit la loi du
mouvement uniformeément varie.

Revenons au cas de la sphére, et appelons f'le coefli-
cient de frottement de glissement, et g I'accélération de
la pesanteur; nous aurons, puisque 'inertic n’influe en
aucune facon sur la pression exercée sur le plan,

‘= Mgf;
d'on

/ 1 F I ;| I

Mais la force F, et par suite 'accélération ¥, est dirigée
en sens inverse de la vitesse de glissement w, ce qui
prouve que (¢g) est une ligne droite et que la direction
de w ou de F est constante (10°). Donc :

11° Le frottement de glissement reste paralléle &
une direction constante qui ne dépend que des condi-
tions initiales du mouvement;

12° La vitesse de glissement suit la loi du mouvement
uniformément retardé, et est représentée par la formule

(5) w:wo——fg<l+ ——lé;) t,

w, étant sa valeur initiale ;

13° Le temps i’ auw bout duquel cette vitesse est nulle,
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qui définit U’époque a 1a¢juelle commence le roulement,
est donné par l’équation

(6) 0= (*):
I
/g (‘ + K—’)

14° Pendant le glissement, le centre de la sphére,
par suite le point de contact géométrique, décrit une
parabole du second degré [théorémede J.-A. Euler (**)],
ce qui n’est qu’une conséquence de ce que 'accélération ¥
est constante en grandeur et en direction.

Equation de la trajectoire parabolique. — Soient u,
la vitesse constante en grandeur et en direction des points
de la sphére qui se succédent en B; v la vitesse du centre

de gravité G. Nous allons chercher & exprimer v en fonc-
tion de u, et w.

Nous avons
’ =0+ oGB =v + wK?R,
( w :;—wm:;—wﬁ;

(7)

d’ou, en multipliant la seconde équation par K* et I'ajou-
tant a la premiére,
8 - we+Kre
= —
(8) 1+ K*?
Soient maintenant A, la projection horizontale de la
position initiale de G; A,x, Aoy les paralléles aux direc-
tions de u, et w,, v, la valeur initiale de v. Nous avons

2 , -
(*) En supposant K* = 3 on tombe sur un résultat obtenu par Coriolis

par une méthode indiguée plus loin.

(**) Jean-Albert Kuler, fils du célébre Léonard Euler, né a Saint-
Pétershourg en 1734, mort en 1800. Il entra & 'Académie de Berlin a I'age
de vingt ans, fut professeur de physique a Saint-Pétersbourg ct secrétaire

, de I'Académie des Sciences de cette ville. Ses principaux Mémoires ont été
publiés dans les Recueils de Berlin, de Munich et de Gittingue.
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va plus haut que ¢ est constamment dirigée en sens
inverse de A y.
Les composantes de v, suivant A,x et A,y étant, d'a-
prés la formule (8),

u, K?w,

+K’ 1+K

on a, en appelant x, ¥ les coordonnées de la projection
horizontale A de G au bout du temps ¢,

u, K?w, ; gt K2w,t 2

9) == l—i—K’[’ y=

1+ K? PR S AR
d’ou, par I'élimination de ¢, pour I'équation de la trajec-
toire de A,

_ Ky (1+ K?) 2*

(’0) Yy = _‘fo

u, 2 u}

Des équations (8) et (9) on peut déduire facilement
la valeur ¢’ du temps au bout duquel le glissement cesse;
car la premiére de ces équations donne, en supposant
w=o,

u,
1+ K

ce qui exprime que v devient paralléle 4 A,x, ou que

dy A .
=0 La seconde des équations (g9) donne, par suite,
K’“’o — ot
1+K: T 78 ?
d'on
W,

T
1
s <' + f’>
et I'on retombe ainsi sur la formule (6), que nous avons
établie d’'une autre maniére.
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Les coordonnées de I'extrémité de la trajectoire para-
bolique ou correspondant 4 la valeur ci-dessus du temps
sont

K2u,w, o K¢ w .

S+ K1) 28

Le rayon de courbure p en B de la trajectoire du point
de la sphére qui passe par ce point au bout du temps ¢
peut facilement se construire. Nous avons, en eflet,
d’apres le théoréeme (4),

== w?K?R.

|8

Mais de la premiére équation (7) on tire

dzx K?
RKR—wy — — —= ——— 1,
1% u, R e 15
d’ou

1\
o= (l-l— K"') u,.

Ce rayon est donc constant.

ETUDE D'UN COMPLEXE DU SECOND ORDRE

(suite, voir méme tome, p. 97);

Par M. PAINVIN.

§ IIL

153. Si, dans Iéquation (3), n° 3, on regarde u,, vy, w;
comme des coordonnées variables et qu’on supprime les
indices, on a 'équation suivante :
| A (g0 — 0qo0)2 + B (g o —ww, 1) ++ C (0o e — 14, 0)?

(r) (34) !

— (e — " - (0 — o) = (& — o) =0,
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laquelle représente une conique, enveloppe des droites
du complexe situées dans le plan II(u,, vy, w,); nous
dirons que c’est une conique du complexe, et nous la
désignerons par T'.
Cette équation développée peut s'écrire

[ 10(Cof 4Bl — 1) + o*{Awi + Cuf —1)
“+ w(Bul + Ao —1) — 2A0, a0
(35) 0 !

— 2Bayuywu — 2Cuyvuw + 20,

L “+ 20,0 4+ 2wq — (0l + 0l 4+ w?) =o0.

Le centre de cette conique, ou le pole du plan de linfini,
a pour équation

36) Uglt 4 0,0 4+ wew — (12 -+ 02 + wl)=o0;
[ 0 ]

ses coordonnées xy, ¥y, 2, sont

x z 1
(36[)/&) —‘:—Jj:—'-:-—T———_——j

u, 0, w, Uy —+ 05 4w
on voit que ce sont les coordonnées du pied de la perpen-
diculaire abaissée du centre O de lellipsoide sur le plan

(tgy w0y #4) OU & + 0,y —+ wyz — 1 =0.
Donc:

Trtoreme VI. — Les droites du complexe, situées
dans un plan fixe 11, enveloppent une conique I' dont
le centre est le pied de la perpendiculaire abaissée du

centre O de Uellipsoide sur le plan II.

On voit, par I'équation (35) ou les valeurs (36 &is),
que la conique I' n’est jamais une parabole, tant que le
plan TI n’est pas a I'infini, puisque cette conique ne peut
pas étre touchée par le plan de infini.

Quand le plan I1 est & I'infini, la conique I" devient le
cercle imaginaire de Vinfini.
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16. L’équation tangentielle générale des surfaces ho-
mofocales de I'ellipsoide donné est

37) a@*uw?+ b*0* + c*w? — 1+ Mw? + v + o) = o,

A éiant un paramétre arbitraire.
Si Pon exprime que la surface (37) touche le plan
(19 Yoy W,), ON 2

atul 4 bt 4 c'w? — 1
(38) e = — L : ¢ ;

wy 05+ wh
3, sera le paramétre tangentiel de la surface unique
homofocale touchant le plan II.

Soit J le point de contact; par le point J passent trois
surfaces homofocales dont une touche le plan IT en J;
une des normales, JC, a ces surfaces, sera perpendiculaire
au plan II, et les deux autres, JA et JB, seront dans ce
plan. Si I'on imagine le cone du complexe ayant son
sommet en J, les axes de ce cone seront les droites JA,
JB, JC; le plan 1T coupera le cone suivant deux généra-
trices tangentes a la conique I', dont le centre est le pied I
de la perpendiculaire abaissée du centre O de lellipsoide
sur le plan; JA et JB seront les bissectrices de ce systéme
de tangentes. Ajoutons de suite que JA et JB ne peuvent
pas ¢tre paralléles aux axes de la conique I'; car, s’il en
était ainsi, JA, par exemple, par le centre I de la conique,
et le plan AJC, qui est un des plans tangents aux surfaces
homofocales passant par J, contiendrait le centre O de
Dellipsoide, ce qui est évidemment impossible.

Le point J est le seul point du plan IT pour lequel
deux des axes du cone du complexe, ayant son sommet
en ce point, sont dans le plan IT lui-méme; car il n’y a
qu’une scule surface homofocale touchant le plan I1.

On peut se proposer de chercher quels sont les points
d’un plan 11 donné pour lesque]s un des axes du cone du
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complexe correspondant a ces points se trouve dans le
plan IL. Le lieu est une courbe du 3° ordre.

7. L'équation (35) de la conique peut s’écrire

202 4 wl)(atu? + b2 4 rat —1)
(3q ’ a‘uo-é—b’vﬁ—i—c’wﬁ—x)(uz+v’+w‘)

( —2 (Ut —+v, 0w, w) (@t u—+b2 0y 0+ w— 1) =o0.

Or les deux premiers groupes de termes de cette équation
donnent, en égalant I'ensemble i zéro, une surface homo-
focale dont le paramétre tangentiel est égal et de signe
contraire a celui de la surface homofocale touchant le
plan donné; d’ailleurs

atugit + b0 + ctawyw —1=o

est le pole du plan I1 par rapport a Pellipsoide donné;
I’équation
ol 4+~ Vo0 + Wyw — O

est celle du point a I'infini sur une perpendiculaire au
plan IL. D’aprés cela, I'équation (39) met en évidence la
proposition suivante :

Tutorime VII. — La conique T’ du complexe, située
dans un plan 11, est inscrite dans un céne ayant pour
sommet le pole du plan 11 par rapport a ellipsoide
donné et circonscrit a une surface homofocale dont le
PARAMETRE TANGENTIEL est égal et de signe contraire a
celui de la surface homofocale qui touche le plan 11;
elle est également inscrite dans un cylindre perpendi-
culaire au plan 1I et circonscrit a la méme surface
homofocale que le cone précédent.

18. Déterminons maintenant les longueurs des axes
de la conique T" représentée par I'équation (35). Je rap-
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pellerai d’abord les formules suivantes, démontrées dans
ma Géométrie de Uespace, p. 425 :
Si P’équation tangentielle d’une surface du 2° ordre est

( { A+ A'v’ + A"w? 4~ 2Bow + 2B wu + 2B" uo
? +2Cu + 2C¢+ 2C"w 4+~ D =o,

I'équation aux carrés, p*, des longueurs des axes sera

| Dip+ DD (A + A"+ A”) — C* — C* — C"]p*
+D[D(A’A”—B*+A”A—B'*+AA’'—B"?)
+2(BC/C” + B'C"C + B"CC')
—C(A'+ A”) — C"*(A” + A)
() — €' (A + &)y’
A B B C
B A B ¢
, Tl B oar ol
i cC ¢ ¢ D

La direction des axes étant définie par les équations

COS o coS cos

(111) _ SosB__ cosy,
12 v w

les quantités u, v, w seront déterminées a I'aide des équa-

tions

(A — Ku+ B" -+ B'ow + C=o,

‘ B”u-+(A"— k)o 4+ Bw 4+ C=o,
(IV) 4 " "
? B'# -+ Be -+ (A" —hw +C"=o,
\ Cu+Cv+C'w-+D=o;
A —k B” B’ C ;
B A — k B c’ E
—o.
(V) B B A — b :

C C’ c” D



(207)
19. Appliquons ces formules & I'équation (35) de la
conique T
Nous poserons :

S = u? 4 v 4 a2, cercle imaginaire de I'infini;

G=BCu’+CAv’+ABw?, section de la surface G par
(40) le plan de Vinfini;
§=a*u*+b*v*+c*w’—1, ellipsoide donné;

§ = o est I'équation tangentielle du cercle imaginaire de
I'infini; = o est I’équation tangentielle de la section
de la surface G par le plan de 'infini; § = o est I'équa-
tion tangentielle de I’ellipsoide donné.

Nous poserons encore

M=-e§, + 50 — 1,
(41) e
N—So(do_eso_"So-

Les équations (I) et (V) deviennent alors respectivement,
la premiére (I) :
(42) 85p' — So(€8o + 5o — ‘)PZ + (80G, — €80 — &) =o,
ou
(42 bis) 850 — M8’ + N=o0;
la seconde (V) :
(43) & —(e8y+ 8§ — 1)k + (8:Go — €8y — §) = o,
ou
(43 bis) k* — Mk +N=o.

Ainsi léquation (42), ou (42 bis), donne les carrés
des longueurs des axes de la conique T, située dans le
plan (u,, v,, wo) 5 U'équation (43), ou (43 bis), donne la

quantité k, qui permettra, & l’aide des relations (1II)
et (IV), n° 15, de déterminer les directions de ces axes.
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Le calcul qui conduit aux équations (42) et (43)
n’étant ni long ni difficile, je me dispenserai d’en écrire
les détails.

20. Avant de tirer de ces formules les propriétés fon-
damentales qu’elles renferment, je vais compléter ce
premier calcul en déterminant la direction des axes de la
conique T'.

Aprés y avoir remplacé les coefficients A, A’,... par
ceux de I'équation (35) de la conique T', les trois pre-
miéres équations (IV), n° 18, peuvent s’écrire

‘ (Go—A(k=+1)]u + Auy=u,[ BCuytt 4+ CAoyo+ABw,w],
%) « [go—B(k—i—l)]v —+ Bo,= ¢, [BCu,u + CAv,0+ABw,w],
[g,—C(l'+I)]w+ Cw,—=w,[BCu,t: + CAvyo+ABw,w);

d’ou 'on déduit

“@~AM+M§+A [Go—B(k+1)] +B

(2°)
( =[Go—Clh +1)]= +c

En désignant par p la valeur commune des rapports (2°),
on en tire

p—A
\H—MW—AM+H

p—B
/

0 — ’.—
—B(l—)—x)
( smc

Go— Clk+1)’

w __wo

si I'on substitue ces valeurs dans les équations (1°), on
constate qu’elles se réduisent a des identités, ce qui de-
vait étre.

Substituons alors dans la quatriéme des équations (1V),
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n° 18, qui n’a pas encore été utilisée, et qui est, dans le

cas actuel,
Ul == 00 ++ yw — § — 0

on trouve que, eu égard a I'équation (43 &is), le coeffi-
cient de p, savoir :

2
ug

+
G—A(f+1) G —B(A+1)  G—Chir1)

2 2
0o wo

est nul; on a donc
p=ow.

Or, d’aprés les équations (III), n° 18, on a

cosa[Go—A(A+T1)] _ cosB[G,—B(k+1)] _ cosy[Go—C(k+1)]
4(p—A) o (- —B)  wm(p—C)

Introduisons dans ces égalités la valeur p.—= o, onen
conclut que les angles a, 3,y de la conique (T') avec les
axes sont déterminés par les équations

‘ cosa[g_{i.— Ak 1)) _ cosB[ Gy — Bk =+ 1)]

u, A

(44)

?

? ' __cosy[Gy— C(% +1)]

,
ot k est une des racines de I’équation (43).

On peut encore déterminer les axes de la conique (T')
par les équations suivantes :

[ UgZ 0y (g3 —1=0,
\ @ (G —A(k+1)]12 4+ 62[G —B(k+1)] 2
(44 bis) « "1t ' u, by "
2z
+ [G— C(k+1)]— =o.
\ 0
La premiére de ces équations représente le plan de la
conique; la seconde est celle d’un plan perpendiculaire

Ann, de Mathémat., 22 série, t. X1, (Mai 1872.) 14
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a celui de la conique et paralléle i la direction (=, B, 7)
des axes de la conique.
Dans ces équations, k désigne une des racines de I'é-
quation (43), savoir :

(43) # — (8 + 5, —1)k + (80Gy — 350—50)20.

On vérifie aisément que les deux plans bis) sont per-
q I p
pendiculaires entre eux, ce qui doit avoir lieu d’aprés le

théoréme VI, n° 15.
(La suite prochainement.)

DEMONSTRATION DE DEUX THEOREMES DE GEOMETRIE;
Par M. Ernvest PADOVA,

Eléve & 'Ecole Normale de Pise.

Si I'on représente par les deux équations
Xz +Yy-+2'z-+Tt=o,

X”l‘—i— Y”y-—l—Z”z—l—T”t:o,

une droite, on peut prendre pour coordonnées de la
droite les quantités

J=Y72"—72Y, G=2X'—-X'7Z", H=X'Y"—-Y'X’,
) = X! T”—~ Tr X.”, M= YITI/__ T/ Y”, N — ZIT// _lel/’
entre lesquelles a lieu la relation

JL +~ GM 4+ HN = o,

parce que les rapports de cinq de ces quantités a la
sixiéme déterminent complétement la position de la
droite.
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On pourrait prendre aussi, pour coordonnées de la
droite, les six quantités

f:)//z//___ Z']’”, g =z — z'z R e x'_y‘”—]"l‘”,

=2 —tdz’y, m=y't"—ly", n=2z1" —1¢2"
entre lesquelles a lieu la relation
Sl +gm —+ hn=o,

ou x/,y’, z', t' et x", y", 2", t" représentent les coor-
données de deux points de la droite donnée.

1. Recherchons maintenant ’expression de la distance
de deux points Xy, ¥y, 25, t; €L Xz, Y2, 23, [, au moyen
de ces coordonnées f, g, h, I, m, n.

Pour cela, commengons par observer que la distance
entre deux points en coordonnées quadrilinéaires peut se
mettre sous la forme

- —_12 —_—2
) abed AB AC
Pt [ e A S
AD BC’
o (B @) — ) — (i —)(a— 2)

422 e — e+ D ez tz)]a

ou a, b, c, d sont les faces du tétraédre fondamental, ou
AB, AC, CB, AD, BD, CD en sont les arétes, et ou V en
est le volume.

Pour transformer cette équation en coordonnées de
droites, il convient de prendre pour coordonnées, non
pas les simples distances x,y, z, ¢ des points de quatre
plans fixes, mais quatre autres variables qui sont lies a

14.
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celles-ci par les relations

£— a z o b ) _c d
=3y H Ty =3y h TEayh

et nous appellerons alors f}, g, hyy 1y, my, 0y les quan-
tités composées avec les £,1,¢, T comme les quantités f;,
S I, I, m, n1'éaient avec x,y, z, t.
Nous aurons alors
4G4 n=1, Li-twun+§-+n -1,

ct, par conséquent,
=Bz —g+ 1, n—n=— he + fi - my,
G— =g —Lfi+n, nn—1,=— 1 —m—n,

ct, en substituant dans la précédente expression de 72,

110Us aurons

,,z.:_.ngC: —|—llf:§—B7+ffBC2 —+ lf-A_IS: —'r—mfl—S—Dz —!—nfa)r

+23g,/,AC.AD cosDAC

O,

+gm(AB —AD —BC +CD )

+/:,11,(Abl-)2+ B—Cz—EQ—-B—DI)

+ 4,/ (aC +BD — 4B —cD ),
ou, pour bien entendre comment va é&tre étendu le
signe Z, il faut supposer & chacune des coordonnées de
la droite attaché un coté du tétraédre (avec un signe
déterminé), et que I'on fasse ensuite toutes les combinai-
sons possibles deux a deux des coordonnées de la droite,
(qui sont attachées a deux cdtés du tétraédre qui se ren-
contrent.

Pour voir ce que représentent les trois derniers termes

de la précédente expression, projetons le triangle ABD

sur la droite CD; on aura

AB cos(AB, CD) = AD cosADG + DB cos BDC.



(213 )
Mais ‘
2AD.CD cos(ADC) = AD +CD — AC ,
2BD.CD cos(BDC) = BD -+ CD — BC .

Nous aurons donc
2AB.CDcos(AB, CD) = AD — AC —BD +~BC ,
et semblablement

2AC.BD cos(AC, BD) = AB — AD — BC ~-CD ,

——2

——u — —
2AD.BCcos(AD, BC) == AC — AB — CD ~+ BD ,
de fagon que la derniére équation devienne

P =f1BC + giAC - IiAD +(3AD < miBD
+ DG -+ 23 f, g AC.BC cos (AC, BC),

ou maintenant le sigue & s’étend & toutes les combinai-
sons possibles des coordonnées de la droite, prises deux
a deux.

2. Déterminons maintenant I'expression du volume de
la pyramide qui a pour sommets les points (xyzt),,
(xyzt)s, (xy21)s, (xyzt)ss

Soient G, H, J, E ces quatre points, et indiquons par
KQ, KP, MQ, OM les traces des plans HGE, EGJ, HGJ,
HIJE sur le plan fondamental BCD, et soit N le point de
rencontre des traces KP et OM. Le point N sera, par
conséquent, latrace de la droite JE sur le plan BCD. 1l est
facile de voir, en regardant la figure, que parmi les pyra-
mides formées par les plans du téiratdre JEGH et le
plan BCD existe la relation

JEGH = JNPM -+ GKQP — HOQM — EKON,
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ou, ce qui est la méme chose,

JEGH = ! (x, KQP —+ 2, NPM — 2, KON — 2,0QM)
= 1[KQP(z,— x;) + NPM (2, — 2,) — KON (z, — ,)].

Pour avoir les coordonnées du point P de rencontre
de la droite JG avec le plan BCD, observons qu’en les
appelant yy, zp, fp, on a

Ys—Jp Z, 2; — 3, Z3 ty—1, T

e I R —

Y —JXp Xy 2y — Zp k! t,— 1, o Iy

= ———y oy =y I, —m——— g
e ry — Ty e Xy — Ty L

ct'on pourrait avoir de méme les coordonnées des autres
points ou les arétes de la pyramide EJGH percent le
plan BCD. Si maintenant on considére les points du
plan BCD par rapport au triangle BCD pris comme
triangle fondamental d’un systéme de coordonnées trili-
néaires, ils auront pour coordonnées

- k2 , z , t

— =y = ——
sinCD’ z sinBD’ sinBC’

1
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ot CD, BD, BC représentent les angles diédres qui ont
pour arétes CD, BD, BC respectivement. L’aire du
triangle PQK est alors représentée par (SaLmon, Sec-
tions coniques)

Jp % b

BD.DC.BC o
84?sinBD sinDC sin BC Yo fofe
Y & Ik

Mais on a aussi, si X est I'ordonnée x du point A,

_X.BD . X.DC . X.BC
~ snBD’ ~ sinDC’ ~ SinRC’

de fagon que

Y32 )s L3 — I3y Lry—L

abed 1
27V @) (o) (e

PQK=

YiT—2, Y3 53X, X2, L, —HT
Yl —ZY 1 5T — X3 L — Ly

T SR TR

I
v (
__abcd —JL“’I Ty Y2 B2 b {

—_27V3 (.r,—.ra)(xz—.r,)(.r,——x‘) T3 Y T3 U

Ty )y 3 L

De méme, on aurait

o 4 4
abed 2 x 3,

NPM = 8 S T B R
27V (IS—x'/(‘t?#'—"r?)(xft—"x‘J Ty Yy Wb
Xy Yy I U

Xy Yo oz 4 !

KON — abccf x? T Y % 4 )
27V (& — &) (3 — x4 ) (2 — 74 Ty ¥y Zy &
Ty i 4
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On aura donc

3JEGH = ”b"d[ i
29 V3 | (zy—a,) (23— x)
i x} N 2! ]
(21— zy) (2, — x) (21— 2) (23 — =)

lro ¥y oz 4 P U TR

N T yr 3 h| fﬁ[ Xy Y2 3 b
2,y oz 6| 27V oz oy oz g ’

7R PR TR 71 Xy Ys %

expression qui donne immédiatement la condition si

connue pour que quatre points se trouvent sur un méme
plan.

REMARQUE SUR UN THEOREME DE M. A. PELLISSIER;

Par M. E. DE HUNYADY,
Professeur i I'Ecole Polytechnique de Bude.

M. A. Pellissier a démontré, méme tome, p. 44, le
théoréme suivant :

Si, par le foyer d’une conique, on meéne des droites
Jaisant avec les tangentes un angle constant, le lieu
des rencontres de ces droites avec les tangentes est un
cercle.

Le cercle, étant le lieu du point M, touche la conique
en deux points; tous les cercles appartenant aux diffé-
rentes valeurs de I'angle « enveloppent la conique donnée.

Non-seulement le lieu du point M, mais aussi le lieu

. FM’ , .
du point M’ ayant oL = 7 en désignant par 2 un
nombre quelconque constant, est aussi un cercle dont le
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. . FH
centre est sur la droite OF en un point H ayant Fo ="

, . na .
et le rayon du cercle est égal a = L’équation du cercle
o

mentionné, en désignant tanga par k, est la suivante

e g

= B

[z + (r—1)c]P+ (y—i—-’-’;)z'— mar(1+ #)

si la conique est donnée par I’équation

'}f —+ l’. —1
a6
L’enveloppe de tous ces cercles, appartenant aux diffé-
rentes valeurs de I'angle «, est une conique de la méme
espéce que la conique donnée. L’équation de I'enveloppe

en question est la suivante

[z+(r—1)cf 7 _
nta? T bt

GORRESPONDANCE.

Extrait d’une lettre adressée & la rédaction.

Permettez-moi de vous adresser quelques réflexions au
sujet de divers articles récemment publiés dans votre
excellent recueil. Jespére que, trouvant dans ces obser-
vations une preuve de l'attention avec laquelle je lis les
Nouvelles Annales, vous les accueillerez avec plaisir.’

I. Mes premiéres remarques se rapportent a une ana-
lyse, fort intéressante, de I’ouvrage de M. Schlémilch :
Compendium der hoheren Analysis (*). Cet ouvrage est

(*, Nouvelles Annales, 2¢ série, t. IX, p. 385.
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fort bien fait, et mérite les éloges de M. Houél; mais,
pour cette raison méme, jaurais désiré que certains

points défectueux fussent signalés & l'attention de I'au-
teur et du lecteur.

Ainsi, M. Schlémilch donne (t. I, § 15) une démons-
tration inexacte de I'équation bien connue

axf  df
Hd}‘“ dydx.

11 fait remarquer d’abord que si ’on change x en x +-7,
on a
fle+byy)=f(z7) +hfe(z+ k),

et il admet que, y restant constant dans cette opération,
6 est indépendant de y (aus demselben Grunde hingt 6
nicht von y ab). Cela posé, il démontre sans peine, en
faisant varier y sans faire varier 8, que I'on arrive au
résultat cherché. Or ce point admis sans démonstration
en exigerait une, ou plutdt ce lemme est erroné, et 0, en
général, est une quantité dépendante de y. Géométrique-
ment, sil’on prend x, y pour coordonnées horizontales
et f(x,y) pour ordonnée verticale d'une surface, le pos-
tulat reviendrait & ceci : prenons deux sections de la
surface paralléles au plan XZ, et, sur chacune d’elles,
Parc compris entre les plans x, x —+ h; les points de ces
deux arcs ou la tangente est paralléle a la corde qui joint
les extrémités de I'arc répondent a4 une méme valeur
x + 0% de I'abscisse. Il est visible que ce théoréme est
1nexact,

L’erreur a été signalée, -au reste, récemment par
M. Lindelf, et admise par I'auteur d’un article du Bul-
letin des sciences mathématiques (*). Mais je ne saurais
partager l'opinion de ce dernier sur la légitimité des

(*) T. 1, p. 275.
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démonstrations du méme théoréme qui sont fondées sur
ce lemme : Si F(x, «) est infiniment petit en méme
temps que o, quel que soit x, il en sera de méme de
D.F (x, a). « Cette proposition, dit-il, qui se vérifie sur
toutes les fonctions continues que I'on rencontre, nous
semble étre une hypothése que I'on doit admettre au
méme titre que ’on admet, pour toute fonction continue
d’une seule variable, l'existence d’une dérivée, c'est-
a-dire que I'on exclut d’avance les fonctions discontinues
ou oscillantes qui ne jouiraient pas de cette propriété. »
Il me semble qu’il y a entre les deux cas une différence
assez sensible. L’existence de la dérivée d’une fonction
continue f(x) en général, c’est-a-dire abstraction faite
de valeurs isolées et exceptionnelles de la variable, est
une propriété qui découle de la continuité de la fonction
et s¢ démontre & priori. De méme, je ne vois aucun
inconvénient & admettre, dans une démonstration, la
continuité de la dérivée D, f(x), en général; non plus
qu'a admettre, pour la démonstration du théoréme qui
nous occupe, que la dérivée DD, f'(x, y) est une fonc-
tion généralement continue de x et de y, parce que ces
diverses propriétés résultent de la continuité des fonc-
tions primitives, et ne cessent d’étre vraies que pour des
valeurs particuliéres des variables, qui ne peuvent se
succéder sans intervalle. Mais il en est autrement du
lemme indiqué ci-dessus, qui suppose en réalité la con-
tinuité de la fonction D, I (x, &) dans le voisinage d’une
valeur particuliére, « = o, de la variable «. Aussi, bien
loin qu'il se vérifie sur toutes les fonctions continues,
peut-on citer un bon nombre de cas dans lesquels il est

. . X . . .
en défaut. Telle est 1a fonction o sin = qui est infiniment
74

. . . e z
petite avec @, quel que soit x, tandis que sa dérivée cos—
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ne tend alors vers aucune limite déterminée. Or, comme
dans 'application que I'on fait d’ordinaire de ce lemme
a la démonstration de I'équation

af af
drdy - 47}:_(17',

Ia fonction F (x, &) n’est autre que

Sz +ay)—flx,y)

-3

—Silzy ),

fonction qui nous est profondément inconnue dans sa
nature intime, rien ne nous donne le droit de supposer
que la dérivée de cette fonction par rapport & x, lorsque
a tend vers la valeur particuliére zéro, ne devient pas
clle-méme indéterminée.

La démonstration de I'équation
af(x)

Ax? T
par M. Schl8milch (t. I, § 11) souléve des difficultés du
méme ordre.

Enfin signalons un passage (t. I, §108) relatif aux

solutions singuliéres des équations du premier ordre.
D’aprés 'auteur, une telle équation ne peut renfermer

lim

()

de solution singuliére, 4 moins qu’elle ne soit au moius
dy .
du second degré par rapport a — (die vorige Bemerkun
gré par rapport a — ( g g

zeigt nun augenblicklich dass eine singulire Losung
nur dann existiren kann, wenn die gegebene Gleichung
wenigstens vom zweiten Grade ist). 1l n’en est rien,
comme le montre immédiatement I’équation

dy

d"‘r———l_(f'—"-') ’

|-

qui admet la solution singuli¢re y = x. M. Schlémilch
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fonde cette conclusion sur ce que la solution singuliére
représente foujours 'enveloppe des intégrales particu-
liéres, auquel cas il faudrait, en effet, que celles-ci se
coupassent généralement deux 4 deux. Mais la solution
singuliére peut étre le lien des points de rebroussement
(c’est le cas dans 'exemple cité) ou des points d’in-
flexion des intégrales particuliéres, et alors le raisonne-
ment tombe.

II. Dans le numéro d’octobre 1870 (2° série, t. IX,
p- 457), M. Ruchonnet se propose de déterminer la dis-
tance ¢ d’un point M’ d’'une courbe gauche, a la sphére
osculatrice correspondant a un point infiniment voisin M.
Les considérations dont il fait usage sont assez compli-
quées : il arrive a ce résultat

. endsdS
T~ 2R’

¢ étant I'angle de contingence en M, v 'angle de torsion,
ds 'élément de la courbe, dS celui de I’aréte de rebrous-
sement de la surface polaire au point correspondant, R le
rayon de la sphére osculatrice. On peut écrire aussi, en
désignant par r et T les rayons de premiére et de seconde

courbure,
_ ds?dS

~ 24rRT’

Je posséde des formules générales, trés-commodes pour
ce genre de recherches, qui me donnent, pour ainsi dire
sans calcul,

ds' e’ ds?

0= 4R~ T %R’

L’unde ces résultats, évidemment, estinexact. J'ai quelque
confiance dans mes formules, qui se vérifient de diverses
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maniéres et sont d’ailleurs d’'une démonstration assez
simple. J'incline donc & penser qu’une erreur se sera
glissée dans les déductions un peu longues de M. Ru-
chonnet, mais il faut quelque temps et quelque attention
pour la découvrir.

III. Le numéro des Nouvelles Annales de juillet 1871
renferme (2° série, t. X, p. 318) un article, signé un
Abonné, qui a pour objet la détermination du rayon de
courbure en un point de rebroussement d'une courbe
plane,etdont les résultats ne sont pas exacts. Pour mettre
cela en évidence, je vais ici exposer cette théorie telle que
je la donne dans mes lecons, puis comparer les résultats
que j'obtiendrai avec ceux de 'auteur de cet article.

Soit F(x, y) = o 'équation d’une courbe plane; (a, b)
un point M de cette courbe, « I'inclinaison de la tangente
en M sur I'axe des x. Du centre M avec un rayon infini-
ment petit p, décrivons un cercle, et soit M’ un point ou
ce cercle est coupé par la courbe; 6 I'angle que fait le
rayon MM’ avec I'axe des . Enfin, soient R le rayon de
courbure en M et M'P une perpendiculaire abaissée du
point M’ sur la tangente en M. On a, d’aprés une expres-
sion bien connue du rayon de courbure,

MM’ 2
R=Ilim—— —lim —F
m P M s — )
ou encore
(1) R=lim——f,

2(9 — «)

puisque, évidemment, sin (6 — «) est infiniment petit en
méme temps que p. C’est par la formule (1) que nous

déterminerons le rayon de courbure dans les différents
cas.
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Si I'on pose

dF\? dF\?
— = _ -
nesy/ (@)~ (&)
on démontre facilement (¥) que, pour les points de la
courbe situés sur le cercle, p et 6 satisfont a équation

(2) Hsin(0 — a) -+ pf(0) + p*£i(8) + p*[/2(8) + 0] =0,

£(6), f1(6),... étant des fonctions entiéres de sin0, cosf,
que Pon forme trés-facilement, soit en développant
F (a-+p cosB, b+ p sinf) par la formule de Taylor; soit,
ce qui est plus simple lorsque I'équation F(x,y)=o0
est algébrique, en remplagant dans cette équation x et y
par a—+p cosf, b~ p sinf, réduisant par F(a, b) =o, et
ordonnant les termes suivant les puissances de p.
On tire de ’équation (2)

p H

sin(0 —a)  FO) +pfi(0) ...

d’ou, p tendant vers zéro et 6 vers «,

p H H

Telle sera la valeur du rayon de courbure en un point

quelconque de la courbe. Remplagant H et f(o) par leurs
valeurs, on aura la formule connue

L VEE

‘P, d'F . d’F . °
7472*005 a = 2dadbsmoccosm+ ‘%Tsma

Supposons maintenant qu'il s’agisse d’un point sin-

(*) Poir mon Cours d’Analyse infinitésimale, p. 180 et suiv.
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gulier. On sait qu’un tel point est caractérisé par les

équations
dF _  dF

da =% db =@

et, par suite, H=o0. Mais comme, dans ce cas, les valeurs
de « qui déterminent les directions des tangentes au point
singulier sont les racines de I'équation f(«) = o, le rayon

de courbure se présente sous la forme -g, et il faut cher-
cher sa valeur autrement. L’équation (2) se réduit ici a
(3) S(0) +pfi(0) +p[f2(0) + 0] =05
d’autre part, on a
F(O)=F(a)+ (0 = &)/ () + <],
¢ tendant vers zéro en méme temps que p. Donc
(0 — @) [f"(2) +e] +pfi(0) + p’[f2(0) + 0] =0,

d’ou

b Sw)s
b —« Si(0)+ el Aa(0) + o]
et enfin

Cette formule donnera les rayons de courbure des deux
branches qui se croisent en un point double, en y sub-
stituant successivement les valeurs de « qui répondent
aux deux branches. Ainsi, pour la courbe

(y*— 2*) — a'sinzr —=o,
i int doubl (x:’—r =o0),ona
qui a un point double \ ot Y ’

t.mgz ===y

I3
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ct les deux branches ont méme rayon de courbure

7’ 3
R = <ITE> .

Si le point (a, ) est un rebroussement, les racines de
I'équation f(«) sont, comme on sait, égales; f'(a) est
donc nul, et, par conséquent, si f(a) est différent de
z¢ro, auquel cas le rebroussement est de premiére es-
pece (*), R=o. Le rayon de courbure est donc nul,
en général, en un point de rebroussement de premiére
espéce.

Si, au contraire, il s’agit d'un rebroussement de seconde
esplee, fi(«) = o3 R prend de nouveau la forme %a etil

faut recourir a I'équation (3). Comme f(a), f'() et
fi(a) sontici nuls, on a

) — 2)
70y = """ ) e A= 00— @)L @)+,
¢ et ¢’ tendant vers zéro avec p, et 'équation (3) devient,

aprés substitution et division par (6 — a)?,

o

L) + e_i_o;f"(a) -+ (—g—i-;}f,(e)ﬁ— ©, =0,

w, désignant une quantité infiniment petite en méme
temps que p. Passant a la limite et remplacant —'— par
psquep plagant -—— p
2R, on obtient I'équation
"o iy,
(5) O L )
2fi(«) 8/s ()

équation du second degré qui détermine les rayons de
courbure des deux branches au point de rebroussement.

—= 0,

(*) Ouvrage cité, p. 186.

Ann. de Mathémat., 2° série, t. XI. (Mai 1872.) 15



( 226)
Ainsi, en général, ces rayons de courbure sont in-
égaux (¥).

Il est facile maintenant de se rendre compte de I'er-
reur que renferme I'article cité. Représentant par u=o
I’équation de la courbe, et admettant que I'on ait pris le
point singulicr pour origine et la tangente commune aux
deux branches pour axe des x, ce qui entraine les rela-

tions
d*u dn od3u
- 0 — == _ o=
da? [, ’ drdy ), 0 dx? [, %

si le rebroussement est de seconde espéce, 'auteur arrive
4 une ¢quation que I'on peut écrire ainsi :

‘)R d*u N d*u o
§ (/.wx."’d)f o —(E‘-’— 0_0,

clle est donc du premier degré seulement. Mais cela tient
a ce que, dans le développement de u(%, k) suivant les
puissances de % et de & par la formule de Taylor, 'auteur
anégligé certains termes du quatriéme ordre, négligeables
en effet dans les cas précédents, mais non dans celui-ci,
ot I'on divise I'équation par A, Rétablissant ces termes
et corrigeant une petite crreur de calcul (a laquelle est
due la présence du dénominateur 3 dans I'équation pré-

cédente), on trouvera, d’aprés les notations de l'auteur,

1 (d*u d*u T ((/‘11
——) =) R+ = | — R’:==o,
2 (({)"‘ >(,_’— ((lx"(l))o 24 dat >04 0

\
équation identique avec notre équation (5) quand on fait
. — ) . . ’ J/N !
dans cclle-ci a == 0, aprés avoir remplacé f"(a), f, («)
et f,(a) par leurs valeurs développées.
Jobserverai, en terminant, que M. Painvin s’est oc-

(*) La formule (5) est indignée, comme exercice, dans mon Cours
d’Analyse, p. 215,
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cupé de la courbure en un point de rebroussement : je
ne connais de son travail que les indications qui se trou-
vent dans les Comptes rendus (séance du 18 janvier

1869).

Louvain, le 22 mars 1872.
Pu. Giierr.

BIBLIOGRAPHIE.

Cours d’ Analyseinfinitésimale, par Pu. GiLserT, profes-
seur a I’'Université de Louvain. Partie élémentaire.

L’auteur a condensé dans ce volume, formant la Partie élé-
mentaire de son cours, les notions de calcul différentiel et de
calcul intégral qui sont la base nécessaire de la science de
I'ingénieur, en sorte qu’il convient parfaitement aux éléves
de I'Ecole centrale de Paris, par exemple. En outre, la riguear
n’ayant point été sacrifiée dans 'exposition des principes fon-
damentaux, cenx qui, aprés la lecture de ce volume, auraient
pris gout 4 Analyse, pourraient compléter Teurs études par la
lecture d’un ouvrage plus étendu, les Eléments de Caleul infi-
nitésimal de Duhamel, le Cours de Calcul différenticl et intégral
de M. Serret, ou le second volume que I’Auteur espére publier.
De cette maniére, le nombre des personnes qu'intéresse la géo-
métrie pourrait s’accroitre et donner & notre enseignement su-
périeur des auditeurs plus nombreux.

Questions de trigonométrie, méthodes et solutions avec
plus de 4oo exercices proposés, & l'usage des candi-
dats aux Ecoles et de MM. les officiers de I'armée et
de la marine; par M. A. DEsBovEs.

On trouvera dans cet ouvrage les plus belles questions
qui ont pu étre extraites des auteurs étrangers, et une grande

15.
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variété d’autres. C'est en considérant la trigonométrie comme
trés-propre a exercer 2ux raisonnements rigoureux et suivis,
que 'auteur a eu la pensée d’offrir ce livre 4 la jeunesse intel-
ligente de nos armées, comme une préparation aux études
vraiment sérieuses. D’ailleurs, nos jeunes officiers trouveront
peut-étre, dans les exercices proposés, quelques problémes
dont la recherche leur fera oublier les ennuis des garnisons et
des longs calmes en mer.

An elementary Treatise differential Calculus, contai-
ning the theory of plane curves, with numerous
examples ; by Benyamin WirLiamson, A. M., fellow
and tutor, Trinity College, Dublin.

L’auteur a pris, comme base de son Trait¢, la méthode des
dérivées, sans se priver néanmoins des ressources dela méthode
infinitésimale et de celle des différentielles. Toute discussion
métaphysique a élé soigneusement ¢cartée comme plus propre
4 obscurcir qu’a éclairer Vesprit des jeunes gens. Enfin chaque
théorie a été enrichie de nombreux exemples, de maniére & ne
laisser & celui qui les aura résolus aucun doute sur ’application
des procédés et des méthodes.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES
DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 980
(voir 2° série, t. IX, p. 92);
Par M. SANGUINEDE,

Eléve du lycée de Montpellier.

Une ellipse de grandeur constante est mobile autour
de son centre, tandis qu'une droite passant par un point
Jixe demeure constamment paralléle au grand axe.
Trouver le lieu des points d’intersection de la droite et
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de Dellipse. Déduire analytiqguement cet énoncé de
l’énoncé 933. (A. Gusnarp.)

Soit O le point fixe et C le centre de la conique; je
prends le point O pour pole et OC pour axe polaire.
Soit P le point ou la paralléle au grand axe menée par O
coupe le petit axe, et M le point correspondant du lieu.
J'ai, en posant OC =d,

p=OP=EPM, OP=dcoss, PM =7 yb— disin‘e;

d’ou

a e
p == dcosw == A Vo — d*sin’a,

ou, en coordonnées rectilignes,
b* (2 + 5y —de) — @b { 2P+ y?) + a*d?y? = o.

On voit que le lieu obtenu ne différe pas de celui de
la question 933. En effet, il est facile de voir que les
énoncés des deux problémes reviennent I'un a I'autre.

Soit une position quelconque de 'ellipse considérée
dans I’énoncé 980, et M I'un des deux points du lieu
correspondant; je transporte lellipse parallélement a
elle-méme, de maniére que son centre C vienne en M.
Dans cette position, elle passe par le point C, et son
grand axe passe par le point Oj elle satisfait donc aux
conditions de I’énoncé 933, ct le lieu des centres de
cette nouvelle série d’ellipses est le méme que le lieu con-
sidéré.

La construction de la courbe obtenue ayant été donnée
dans les Nouvelles .Annales, je n’y reviendrai pas. Je
ferai seulement observer qu’on peut remplacer ellipse

par une hyperbole (il suffit, dans les résultats obtenus,

de changer b en by/—1) et qu'on peut mener par le
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point O des paralléles 4 I'un quelconque des deux axes.
La construction des courbes n’offre pas de difficulté.

Note. — La méme question a été résolue par M. F. Revel, éléve du
lycéc de Douai.

Question 985
(voir 2* série, t. 1X, p. 144 );
Par M. G. DUCUING,

Eléve du lycée de Toulouse (classe de M. Forestier).

Soit K la courbe d’intersection d’une surface du
second ordre et d’une sphére ayant pour centre un point
d’un plan de symétrie de la surface; désignons par C
la projection orthogonale de K sur ce plan de symétrie,
et par C' le lieu des points ot ce méme plan est coupé
par les normales élevées aux différents points de K;
C et C' sont deux coniques ayant leurs axes paralléles,
et si l’on désigne respectivement par a® et a'?, b* et b'*
les carrés des axes paralléles, on a la relation

a*a'r== b2,

(LAcuErrE.)
Soient

(1) Ma? -+ Ny? 4~ P22 =1

I’équation d’une sarface du second degré rapportée a ses
plans principaux, et

(2) (z—a)+(y —By-+2==~R
celle d’une sphére ayant pour centre un point du plan
des xy par exemple.

Pour avoir I’équation de C, projection sur xoy de 'in-
tersection de ces deux surfaces, il suffit d’éliminer z entre

leurs équations. Multipliant la seconde par P et la retran-
chant de la premiére, cela donne

(M —P)x? + (N—P)y? + 2Puz - 2PBy

(3) :P(u’+§2—32)+1-
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Cherchons maintenant I'équation de C’. Les équations
de la normale en un point (x, y, z) de la surface sont

X—xr Y—y Z-—2
Mx = Ny = Pz

.

Pour Z = o, cela donne

P— 0l
X:——I"—.Z‘,
P—N
Y —=—+ y;
P Y3
d’ou
P
P — X,
P-—-M
P
o _IT) NY-

Il suffit maintenant de porter ces valeurs de x et y dans
les équations (1) et (2), et d’y éliminer z; ou, plus sim-
plement, de porter x et y dans I’équation (3), qui est le
résultat de I’élimination de z entre (1) et (2).

Cela donne, pour I’équation de C’,

!
—- [

x? Ly? 202 2By o'+ B—R2 1
@ LA L

M—P N—P M—P N—P P p

On voit donc que C et C’ sont des courbes du second
ordre.
Elles ont leurs axes respectivement paralléles & I'axe
des x et 4 ’axe des y, et par suite paralléles entre eux.
Reste & montrer que, si 'on désigne respectivement
par a® et a’®, b? et b, les carrés des axes paralléles dans
C et C/, on a la relation

a*a* = b* b’

En effet, si nous transportions les axes paralléelement
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a eux-mémes au centre de la conique C, son équation
prendrait la forme

(M —P)x? 4 (N ——P)y’:l-,

ce qui donne

a® —=

M—_p’
A.
N_p

b2 == .
De méme, si nous portions les axes au centre de la co-
nique C’ parallélement 4 eux-mémes, son équation pren-

drait la forme

N
x? :y'.’ ,
- - == 4’

M—P N-—P
d’on
" = K (M—P),
b2 k(N — P).
Il en résulte
ata> = kK, b0’ = kK.
Donc
117(1’2 —- [}: b'z’
ce (u’il fallait démontrer.

Note. — La méme question a été résolue par M. E. Fournier, sapeur
du Génie, & Montpellier.

Question 987
(voir 2° série, t.IX, p. 15 );
Par M. H. RUMPEN,

Etudiant & Bonn.
Trouver la somme de la série

T

5 c0s’3o +. ..

cos’y -—%cos’?up +%cos~"3’?——

(Larsant.)
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On a la suite d’égalités
4 cos’9 = cos3g —+ 3cosg,
4 cos’39 = co0s3%9 —+ 3 cos3y,

4 cos*3’9 = cos3'9 —+ 3 cos3’,

4 c08*3"¢ == cos3"+'p + 3 cos 3"
Je multiplie la premiére de ces égalités par 1, la seconde

1 L I ieme T
par — 3> la troisiéme par ETAREE la n*éme par — et
(—3)
J'ajoute; j’aurai alors, en désignant par S, la somme des
n premiers termes de la série proposée,

4S, =3 cosg —I— 3)" cos3"+'g
Si l'on suppose maintenant qu’on fasse croitre 7 indé-
PP q

finiment, le second membre de I'égalité précédente aura
pour limite 3 cosg; donc la série donnée est convergente,

3
eta pour somme Z COos (P.

Note. — La méme question a été résolue par MM. Moret-Blanc, Prosper
Pein, H. Brocard et I. Viala.

M. Catalan a donn¢, méme série, t. IX, p. 201, une solution de cette
question, déduite d'une formule plus générale.

Question 1019
. (voir 2° série, t. X, p. 191);
Par M. L. DESMONS,

Professeur au lycée de Reims.

Trouver le maximum de l'angle sous lequel une
ellipse donnée est coupée par le cercle de courbure.
(Wrirworta.)

Soit V I'angle formé par les tangentes a Iellipse et au
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cercle au point v ou la corde commune au cercle de
courbure et 4 P'ellipse rencontre l'ellipse (on ne consi-
dére que I'angle formé par les parties des tangentes si-
tuées au-dessus du grand axe); si ¢ et ¢, désignent les

angles de ces tangentes avec la partie positive du grand
axe, on a

(1) V=9—n.
L’ellipse étant rapportée a ses axes, et « désignant le pa-
ramétre angulaire du point de contact M, la condition

pour que quatre points dont les paramétres sont o, [3,
¥» 0, soient situés sur un méme cercle est

-+ B-+q-+d=o.

Cette condition devient, dans le cas actuel ou «, 3, 7
sont égaux,

(2) 0= — 34z,

d désignant le paramétre angulaire du point N. Or le
coeflicient angulaire de la tangente en un point () est

— —cot x,
a
done
b
3 tangg — —m—-
(3) o atang 3«

D’ailleurs la corde du cercle osculateur et la tangente au
point de contact sont également inclinées sur le grand
axe; en désignant par » l'inclinaison de cette corde sur
le grand axe, on voit facilement que

h
(4) tang w — —)—‘ 9= 3w.

atanga

Soient ¢’ et ¢, les dérivées de ¢ et 9,, on devra avoir

¢ — ¢ =o.
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Or la relation (3) détermine ¢ :

o —b 3 —3b

== = - — 9
cos’p  atang?3x cos?’3x  asin’3«

, —3b a*sin?3« — 3ab
(5) ¢ = =

a a’sin?3a—+ b2cos?3a a?sin?3a—+b*c0s*3a

Les relations (4) déterminent de méme ¢, :

, , © — b
¢, =30, —— = =)
COS"w asin®a

' — 3ab
(6) ¢, = 2

T a’sine + bicos’a’

oy )1z . .
de sorte que la condition ¢/ = ¢/ équivaut a
(7) a’sin?a -+ b*cos’a — a?sin?3 2 4 b*cos? 3z,

ce qui signifie que les diamétres conjugués des deux
rayons OM, ON doivent étre égaux. En développant la
condition (7), on obtient

sin?a — sin* 3 x,

ou
(8) sin « == sin 3,
{9) sin @ == — sin 3a.

Les relations (8) et (9) donnent

o ] .3 3=

o= 7= —y %=y %= ——»
= A
3n 5n nw

@, @ == — @ —y a= L.
4 4

La deuxiéme série de valeurs correspond au maximum,
car ¢’ — ¢, est de la forme

¢ — ¢, = K2 (sin? 3z — sin’«x),
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. ki .y - .
etsia<l 7 le deuxiéme membre est > o0 il est au con-

. . ™ .r 7
traire < 0, sl a > T La premiére série de valeurs cor-

respond au minimum de V (en ne considérant que la va-
leur absolue de ¢—g,).

Les deux extrémités de la corde commune doivent
donc coincider avec les extrémités de 1'un des diamétres
conjugués égaux.

Pour obtenir I'expression de la tangente de I'angle
maximum, on a

b
tang vV — e : _— -
8 1+ tango tang:p.’ tang e a’

tango. —- 3tangew — tange  b(3a*— b?)
89— " 3tang’e  a(a*— 38?)’

d’ou
— 4abe?

tangV— ——————
=] 64_4a2b2

Cet angle cst aigusi a<<b(y/2+ 1), obtussia>b(y/2+ 1).
Il a une relation simple avec I’angle maximum 6 de deux
diamétres conjugués ; cette relation est

V 4~ m =26.

Note. — La méme question a été résolue par M. Moret-Blanc, profes-
seur au lycéc du Havre.

Question 1025
( voir 2° série, t. X, p. 192) ;
Par M. E. KRUSCHWITZ,

Etudiant a Berlin.

Trois cercles quelconques passent par un méme
point. On méne les cordes d’intersection des cercles pris
deux a deux, et on les prolonge de maniére qu’elles
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coupent chaque fois le troisiéme cercle. En joignant les
points d’intersection des cercles & ces points nouveaux,
on forme un hexagone. Démontrer que le produit des
cotés de rang impair est égal au produit des cotés de
rang pair (¥). (CALLANDREAU.)

Soit O le point commun aux trois cercles, et By le se-
cond point d'intersection des cercles C, et C,, B, celui
de C,; et C;, B, celui de C; et C,. Les trois autres som-
mets del’hexagone sont A, sur le cercle C,, A, sur le cercle
C,, et A; sur le cercle Gy 5 de telle sorte que les sommets
se présentent dans 'ordre suivant : A; By A, B; Ay B,.

En joignant By, B,, B;, nous obtenons les trois trian-
gles semblables :

A/ B;B:, B/B;A;, B/ AB,
car on a les égalités d’angles suivantes :

AB;B,— A 0B,—= A,0B,— A, B; B,

— 0B;B, + OB;B,— OA; B, -+ OA,;B, = B, A; B,,
et

B,A B,—OB,B; +0B;B, =B;0A,—=B;B, A,
— B, 0A; =B.B,A;.

De la similitude des triangles, il résulte

A/B;.A;B,=B,B;.B; A,
B/ B;.B,A;,=B;A,.B A,
d’ou
AB;.A;B,.A;B,—=B;A,.B,A;. B, A,
C. Q. F. D.

Note, — La méme question a été résolue par MM. A. Pellissier, capi-
taine d’Artillerie a Douai, et H. Lez, & Lorrez.

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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Question 1041

( voir 2° série, t. X, p. 479);

Par M. T. DOUCET,

Professeur au lycée de Lyon.

On donne deux surfaces fixes du second ordre qui se
raccordent suivant une droite uniqgue AB.

1° Les péles d’un méme plan P, par rapport aux
deux surfaces, sont sur une droite A qui rencontre la
ligne AB.

2° Lorsque la droite A décrit un plan fixe passant
par AB, le plan P tourne autour d’un point fixe égale-
ment situé sur AB.

3° Lorsque le plan P tourne autour d’une droite fixe,
la droite A décrit une surface du second ordre passant
par la ligne AB. (L. Painvin.)

1° La droite A rencontre AB, car ces deux droites
sont situées dans le plan qui touche les deux surfaces au
point d’intersection du plan P avec AB.

2° Soit Q le plan fixe passant par AB. Un point se
mouvant dans ce plan, son plan polaire par rapport a
P'une des surfaces doit passer par le point ou le plan Q
touche cette surface. Tel est donc le point fixe de AB,
autour duquel tourne le plan P.

3° Soit D la droite fixe. Elle a deux conjuguées par
rapport aux deux surfaces. La droite A s’appuie sur
ces deux conjuguées et sur AB; elle engendre donc une
surface du second ordre passant par AB.

Note. — La méme question a été résolue par M. Moret-Blanc, pro-
fesseur au lycée du Havre.
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Question 1065

( voir 2° série, t. XI, p. 143 };

Par M. E. DEWULF.

On donne une conique et deux points A et B dans
l’espace. Par ces deux points, on méne un plan qui
rencontre la conique en deux points A’ et B'. Trouver
le lieu du point M d’intersection des couples de drottes
(AA', BB') et (AB’, BA'). Cas particuliers.

(H. Brocaro.)

Le lieu des points M appartient & I'intersection des
cones qui ont pour sommets les points A et B et la coni-
que donnée C pour base commune. Or ces cones se cou-
pent suivant une premiére courbe plane, la conique C;
ils se coupent donc suivant une seconde courbe plane,
une conique qui est le lieu des points M. Les cas parti-
culiers sont ceux de l'intersection d'un cone du second
degré par un plan.

De ce théoréme, on peut déduire de nombreuses con-
séquences ; J’en citerai quelques-unes,

1° Projetons les points A ct B paraliclement a une
droite donnée K sur le plan de la conique C en a et b.
Soient S le point ou la droite AB rencontre ce plan, m la
projection de M. Le sommet m du triangle A'B'm, dont
les trois cOtés passent par des points fixes @, b et S en
ligne droite, tandis que les sommets A’, B’ glissent sur
une conique donnée, décrit une conique C,.

2° Les points a et b restant fixes, si le point S parcourt
la droite ab, le lieu des centres des coniques C, qui cor-
respondent a chacune des positions de S est une ligne
droite L.

3° Si les points a et b se déplacent, la conique C res-
tant fixe, & chaque position de la droite ab il correspond
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une droite L, toutes les droites L se coupent en un méme
point,

Ces deux derniers théorémes peuvent s’énoncer de la
maniére suivante :

Si les sommets A et B des cones qui ont pour base
.commune la conique C parcourent chacun une droite
paralléle a la droite K, & chacune de leurs positions cor-
respond une conique X lieu des points M, toutes les coni-
ques X se projettent parallélement & K sur le plan aC,
suivant des coniques dont les centres sont sur une méme
droite L.

Si les droites A et B se déplacent parallélement a K,
a chacune de leurs positions correspond une droite L,
toutes ces droites concourent en un méme point.

Note. — La méme question a ¢té résolue par MM. Gambey, professeur
au lycée de Saint-Etienne, ct Moret-Blane, professeur au lycée du Havre.

QUESTION.

1082. Montrer que pour toutes les valeurs entiéres et
positives des trois nombres m, n, p (en supposant bien
entendu p > m ~+ n) lasuite terminée
m(m—+1)(m—4-2)...(m+n)

+{m-+1)(m—+2)(m-+3) .. (m-+n-+1)

“+(m+2)(m - 3)(m +4).. (m -+ n—+2)

+(m—+3)(m 4+ 4)(m+5)...(m+n-+3)

+t(p—n)(p—n—+1)(p—n+t2). p—2)(p—1)p
a pour valeur
(p+0)p(p—1)p—n)—(m=+ n)m+n—1)...m(m—1)

n-++2

.

(Haton pE LA GOUPILLIERE.)



MEMOIRE SUR L’EMPLO! DES IMAGINAIRES DANS LA GEOMETRIE
DE 1’ESPACGE

(voir méme tome, p. 108);

Par M. LAGUERRE.

13. Parmi 'infinité de surfaces dérivées d’une courbe
gauche G. se trouve en particulier la développable iso-
trope, circouscrite a cette courbe; j'entends par 1a la
surface développable circonscrite a la fois 4 'ombilicale
et a la courbe donnée. Tous les plans qui lui sont tangents
sont, par conséquent, des plans isotropes, et ses gé-
nératrices, comme nous allons le voir, sont des droites
isotropes.

Soit m un point quelconque de G; pour construire les
génératrices de la surface développable isotrope qui pas-
sent en ce point, menons la tangente a la courbe en m, et
soit ¢ le point ou cette tangente perce le plan de l'infini.
Menons par ¢ les deux tangentes i 'ombilicale Q et soient
a et b leurs points de contact. Les plans tma et tmb sont
deux plans isotropes tangents a la courbe G, et les gé-
uératrices correspondantes de la développable sont les
droites isotropes na et mb. Remarquons maintenant que,
la droite ab étant la polaire du point ¢ par rapport a
Pombilicale, le plan mba est perpendiculaire 4 la tan-
gente mt; les génératrices de la développable, qui pas-
sent au point m, sont donc les deux droites isotropes
passant par ce point dans le plan normal a la courbe.

J'imagine maintenant une droite passant par le point
m et par le point m’, pris sur la courbe G, 4 une distance
infiniment petite de m. Les cones isotropes ayant ces
deux points pour sommets se coupent suivant un cercle,

Ann de Mathémat., »® séric, t. X1. (Juin 1872.) 16
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dont le plan, perpendiculaire 4 mm', passe par le milieu
de ce segment, et dont le rayon, égal & mm', est par
conséquent infiniment petit. Le point m' venant a se
confondre avec le point m, le plan du cercle d’intersec-
tion devient normal a la courbe au point m, le rayon de
ce cercledevient nul et ce cercle se réduit a deux droites
isotropes. Donc, quand une droite est tangente a une
courbe gauche, le cercle, correspondant aux deux points
de la courbe, qui sont réunis au point de contact, se
compose des deux droites isotropes qui passent par ce
point dans le plan normal a la courbe.

D’out cette conclusion : la développable isotrope, cir-
conscrite a une courbe gauche, est la surface dérivée de
cette courbe, lorsque la surface réglée, qui fixe le grou-
pement de ses points, est la développable formée par les
tangentes a la courbe.

Appliquons ces résultats a la recherche de la focale
d’une courbe sphérique quelconque H;; ou sait, d’ailleurs,
que cette focale est la ligne double de la développable
isotrope circonscrite a H.

En désignant par S la sphére qui contient cette courbe,
pour qu'un point donné m soit situé sur une surface X
dérivée de H, il est nécessaire et suffisant que le plan,
associé au point /m par rapport a la sphére (*), coupe la
courbe H en deux points situés sur une génératrice de la
surface réglée 7, qui détermine le groupement de points
correspondant a la surface X. Si 'on considére en parti-
culier la développable isotrope, qui correspond a la dé-
veloppable ayant H pour aréte de rebroussement, pour
qu'un point m soit situé sur cette développable isotrope,
il faut et il suffit que le plan associé au point m soit tan-
gent a la courbe H.

(*) Sur U'expression « plan associé 4 un point », voir n® 5.
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Si m est un point de la focale, c’est-a-dire de la ligne
double de la développable isotrope circonscrite a H, le
plan associ¢ 4 m est doublement tangent 4 H.

On peut donc énoncer la proposition suivante :

La focale d'une courbe sphérique est le lieu des
points associés {par rapport a la sphére qui contient la
courbe) aux divers plans doublement tangents & cette
courbe.

14. En particulier, supposons que la courbe donnée
soit une biquadratique sphérique; on a, dans ce cas,
quatre systémes de plans doublement tangents a cette
courbe et qui correspondent aux quatre cénes du second
degré sur lesquels on peut la placer. La focale se com-
pose donc de quatre biquadratiques sphériques. Pour les
construire, considérons un de ces cones K et son som-
met O ; la biquadratique correspondante est le lieu des
points associés aux plans tangents a ce cone. Ces plans
tangents passant par le point fixe O, la courbe est située
sur la sphére ayant ce point pour centre et coupant or-
thogonalement la sphére S, et elle est Pintersection de
cette sphére par le cone supplémentaire du cone K dont
le sommet est le centre de S.

Si la biquadratique donnée est une focale d’'une sur-
face anallagmalique, les quatre autres biquadratiques
que l'on en déduit ainsi constituent avec elle la focale
ordinaire de cette anallagmatique. On sait d’ailleurs que
ces cinq courbes sont situées sur cing surfaces du second
degré homofocales ; les trois coniques focales communes
4 ces surfaces constituent la focale singuliére de I’anallag-
matigue.

15, Remarques sur la transformation par rayons

vecteurs réciproques. — Lorsqu’une surface passe par
16.
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P'ombilicale, sa focale compléte se compose généralement
de deux courbes distinctes (dont chacune peut elle-méme
se décomposer en plusieurs autres). Les plans isotropes
tangents 4 la surface, dont le point de contact est & dis—
tauce finie, enveloppent une développable dontla ligne
double est la focale ordinaire dela surface; la dévelop-
pable circounscrite le long de I'ombilicale a pour ligne
double la focale singuliere.

Pour prendre Pexemple le plus simple, on voit que la
focale ordinaire d’une anallagmatique se compose de
cing biquadratiques sphériques qui ont entre elles les
relations que j’ai indiquées plus haut, et que sa focale
singuli¢re se compose de trois coniques.

Une surface du second degré n’a généralement pas de
focale singuliére et sa focale ordinaire se compose de
trois coniques; une sphére n’a qu'unc focale singuliére
qui se réduit a son centre.

Quand on transforme une surface par rayons vecteurs
réciproques, on voit facilement que la focale ordinaire de
la transformée est la transformée de la focale ordinaire
de la surface primitive.

Mais il n’en est pas de méme relativement a la focale
singuliére. Pour voir ce qui a lieu dans ce cas, je ferai
remarquer que tout point (réel ou imaginaire) de I'espace
situé a distance finie est représenté par un cercle de P'es-
pace dout le rayon est fini ct dont le centre est situé éga-
Jement a distance finie.

Généralement, un point situé a I'infini n’est pas sus-
ceptible de mode de représentation, le cercle qui le re—
présenterait étant alors rejeté entierement a linfinij; il
faut le définir par I'une quelconque des droites qui s’y
croisent.

Lorsque le point considéré dans le plan de I'infini se
trouve sur 'ombilicale, le cercle qui le représente se ré-
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duit a une droite dont la direction seule est déterminée.
Un point de Pombilicale n’a donc pas, a proprement par-
ler, de représentation ; mais, si on le considére comme
appartenant a une nappe d’une surface donnée, la droite
qui le représente est alors déterminée; c'est la droite
réelle du plan tangent a la nappe de la surface au point
considéré.

Une sphére ayant une nappe unique, on voit que cha-
que point de 'ombilicale (considéré comme appartenant
a la sphére) est représenté par une droite unique passant
par le centre de cette sphére, si on suppose ce centre
réel, en sorte que tous les points de Pombilicale serout
représentés par le systéme de toutes les droites qui rayon-
nent autour de ce point.

Une surface anallagmatique ayant deux nappes qui se
coupent suivant 'ombilicale, chaque point de cette courbe
est représenté par deux droites réelles; ensemble de
toutes les droites que I'on obtient ainsi forme une con-
gruence qui représente Pombilicale.

Les considérations qui précédent permettent d’établir
facilement la proposition suivante :

S8ilon transforme une surface S en S’ par unc trans-
formation par rayons vecteurs réciproques; au moycn
d’une sphére décrite autour d’un point O comme centre
avec un rayon égal a R,

1° La focale ordinaire de S a pour transformée la
Jocale ordinaire de S';

2° Pour obtenir la focale singuliére de S' considé-
rons le céne isotrope ayant pour sommet le point Oj; il
coupe S suivant une courbe & double courbure, a la-
quelle on peut circonscrire une infinité de plans dou-
blement tangents enveloppant une surface dévelop-
pable Z.

La courbe polairc réciproque de celte surface, par
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rapport & la sphére décrite du point O comme centre
avee —R—_-_ comme rayon, est la focale cherchée.
2

16. Si, en particulier, on considére une surface anal-
lagmatique S,le cone isotrope ayant pour foyer le point O
coupe I'anallagmatique suivant une biquadratique. La
développable doublementcir conscrite a cette courbe se
compose de trois cones du second degré, qui ont pour
polaires, relativement a la sphére dont je viens de par-
ler, les trois focales singuliéres de S'. '

I1.

PROPRIETES DES NORMALES AUX SURFACES
ANALLAGMATIQUES {¥).

Proposition fondamentale.

17. Je rappellerai d’abord quelques notions impor-
tautes relatives aux surfaces anallagmatiques.

On peut définir une surface anallagmatique X comme
le licu des points associés, par rapport a une sphére fixe
S,, des divers plans qui touchent une surface du second
degré (ou quadrigue) A,.

L’intersection de S, et de A, est une biquadratique
sphérique F, qui constitue 'une des focales ordinaires
de 2.

On sait, d’aprés M. Moutard, que la méme surface est
susceptible de quatre autres modes de génération sem-
blables, au moyen de quatre autres quadriques A,, Aj,
A., A;, et de quatre sphéres correspondantes S, Ss,

S., Ss.

(*) Foir, a ce sujet, Bulletin de lu Socicté Philomathique, janvier 1%68,
ma Note sur quelques propriétés des surfaces anallagmatiques.



(247 )

Les quatre bigquadratiques Iy, Iy, F,, I suivant les-
quelles se coupent respectivement ces quadriques et ces
sphéres, constituent avec F; la focale ordinaire compléte
de Z, et toutes ces courbes sont reliées entre elles de la
facon que j’ai indiquée dans le chapitre précédent.

Des nombreuses relations qui ont lieu entre ces diverses
surfaces, je rappellerai seulement les suivantes, dont
J’aurai besoin dans ce qui suit.

En désignant respectivement par O,, O,, O;, O, et O
les cinq centres des sphéres :

1° Quatre quelconques d’entre eux forment un tétra-
édre conjugué par rapport a la sphére qui a pour centre
le cinquiéme point et par rapport a la quadeique corres-
pondante; ainsi le tétraédre 0,0,0;0, est conjugué
par rapport a S; et a Ay,

D’ou il suit que Oy est le pointde rencontredes hauteurs
du étraédre 0,0,0;0,, ou encore que la droite O, 04
est perpendiculaire au plan 0,0,0;.

2° Deux quelconques des cing sphéres se coupent sui-
vant un plan qui contient les centres des trois antres.
Ainsi, le plan radical des sphéres S, et Sy, que je dési-
gnerai par la notation Py,, est le plan 0,0,0;.

L’axe radical des trois sphéres S,, S, et S;, que je dési-
gnerai par la notation D, est la droite O, 0Oy.

18. Ceci posé, soient S, et S;deux sphéres principales
de I'anallagmatique Z, et A, A; les (uadriques corres-
pondantes.

M désignant un point quelconque de X ct (M) le céne
isotrope dont te point est le sommet, le plan associé 4 M
par rapport & S; touche A; en un point m; que 'on peut
appeler le point correspondant de M sur A;; ce plan est
d’ailleurs le plan radical de S; et de {M) considéré comme
une sphére de rayon nul. De méme, le plan associ¢ a M
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par rapport a S, touche A; en un point m; correspondant
aussi & M, et ce plan est le plan radical de S; et de (M).

D’aprés un théoréme connu, ces deux plans radicaux
se coupent sur le plan radical P; des deux spheéres S;
et S;.

On peut donc énoncer la proposition fondamentale
suivante :

Trtorime L. — 8i lon désigne par m; et m; deux
points correspondants sur les quadriques A; et A;, les
plalzs tangents en ces points se coupent suivant une
droite E situce dans le plan P;;. La droite m; m; est nor-
male & I'anallagmatique Z, et le pied de la normale est
situé dans le plan mené par Dy, perpendiculairement
a E.

Comme l'on a dix plans P;;, on voit, d’aprés le théo-
réme précédent, que le systéme des normales a une
anallagmatique donnée peut étre engendré de dix facons
différentes, au moyen de deux quadriques homofocales.
De 1a résultent encore d’autres modes de génération de
ces droites, au moyen de trois ou de quatre quadriques.

Ce sont ces diverses conséquences que je me propose
d’étudier et de développer dans les paragraphes qui
suivent.

Génération du systéme des droites normales & une méme
surface anallugmau'que au moyen de deux quadri-
ques homofocales.

19. De la proposition qui précéde, on déduit facile-
ment le théoréme suivant :
Tueorime II. — Ftant données deux quadriques

homofocales A, et A, et un plan arbitraire Py,, si, de
chaque droite E de cc plan on méne des plans tangents
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aux deux quadriques, et si l'on joint deux & deux les
points de contact appartenant & des surfaces diffé-
rentes, toutes les droites ainsi obtenues sont normales &
une méme surface anallagmatique .

Jajouterai que la surface T est le lieu des points d'in-
tersection de chacune des normales ayec le plan mené
par la droite, qui est le licu des péles du plan P,, par
rapport aux surfaces homofocales a A, et A,, perpen-
diculairement & la droite E correspondant a la nor-
male. On a ainsi un mode simple et direct de génération
de la congruence de droites formée par les normales a
une anallagmatique; et, comme je I'ai fait remarquer,
cette congruence peut étre engendrée, de la méme fagon,
de dix maniéres différentes.

Tout ceci se rattache a I’étude de deux complexes de
droites remarquables, que 'on peut définir ainsi qu’il
suit :

Etant données arbitrairement deux quadriques, et m,
m' désignant deux points pris respectiverent sur cha-
cune de ces surfaces, le premier complexe est composé
des droites mm’ telles, que les plans tangents en ces points
se coupent sur une droite fixe. Le deuxiéme complexe
(réciproque du premier) est composé des droites d'inter~
section des plans tangents en m et en m’ quand la
droite mm' s’appuic sur une droite fixe.

20. La construction précédente donne, pour chaque
point m de A,, deux des normales a £ qui s’y croisent;
comme ces deux droites doivent étre symétriques par
rapport au plan tangent a ce point, on en déduit la pro-
position suivante :

Tatorkme IIl. — Si, par une droite D, prise arbitrai-
rement dans l'espace, on méne des plans tangents a
deux quadriques homofocales Ay, A, ct qui la touchent



( 250 )
respeclivement en p,, 4y et ps, ¢, la normale mence
en p, & la quadrique A, est dans le plan des deux
droites p\ p, et p, ¢,, et fait avec elles des angles égaux.

Si I'on considére le quadrilatére p, ¢, ps ¢s, on voit
que deux cotés consécutifs quelconques de ce quadrila-
tére, py ¢, et g, ps par exemple, sont également inclinés
sur la normale en ¢, et que leur plan contient cette
normale ; d’ou cette conséquence curieuse :

Tatorkme IV (*). — Etant données deux quadriques
homafocales quelconques, si un rayon lumineux, mené
d’une facon quelconque dans Uespace, se réfléchit
une premiére fois sur la premiére surface, une seconde
Sois sur la deuxiéme, une troisiéme fots sur la pre-
miére, et enfin une quatriéeme fois sur la deuxicme,
aprés ces quatre réflexions, il reprend la méme route,
en sorte que, quel que soit le nombre de réflexions ana-
logues qu'il éprouve, il parcourt constamment les quatre
cotés du méme quadrilatére.

En s’appuyant sur la théorie bien connue des causti-
ques, on déduit de la la proposition suivante, qui s’ap-
plique également aux coniques homofocales (**) etdonne
alors comme cas particulier la propriété focale qui sert de
définition a ellipse et a I'hyperbole.

Tatorime V. — Etant donnés deux quadriques ho-
mofocales quelconques, si, par une droite prise arbi-
trairement dans lespace, on méne des plans qui tou-
chent respectivement ces surfaces aux points py, ps et
G15> §1, la somme de deux cités consécutifs du quadii-

(*) 1 est bien clair que I'on doit choisir d’'une fagon convenable les
points de réflexion; de plus, on peut remarquer que deux des rayoms
réfléchis sont virtuels.

(**) Il est presque inutile de dire que tous les théorémes énoncés dang
ce Mémoire s'appliquent également aux anallagmatiques ¢t aux coniques
planes, ainsi qu'anx courbes sphériques analogues.
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latére forné par ces quatre points est égale i la somme
des deux autres, en sorte que l'on a

PG g pr = pr g+ G Py

21. Aux propositions précédentes se rattache un mode
de transformation de droites dans I’espace, qui mérite
d’étre signalé. 4

Etant données deux quadriques homofocales A et B et
une droite quelconque D, considérons un des points ou
cette droite rencontre A, el soit a ce point; soit de
méme b un des points on la droite coupe B, les plans
tangents en a et en b se coupent suivant une droite par
laquelle on peut encore faire passer un plan tangent a A
et un plan tangent a B; A désignant la droite qui joint
leurs points de contact, je dirai que D et A sont des
droites vorrespondantes conjuguées.

A une droite quelconque de 'espace D correspondent
quatre droites Aj si un rayon lumineux est dirigé suivant
la droite D, aprés s’étre réfléchi successivement sur cha-
cune des deux quadriques, sa direction coincidera avec
celle d’une des droites conjuguées A, et 'on obtiendra ces
quatre droites en choisissant, de toutes les fagons pos-
sibles, les points ou se fait la réflexion.

Du théoréme de Malus, il résulte d’ailleurs que si un
systéme de droites D est normal & une méme surface, il
en est de méme des systémes des droites conjuguées.

22. Le systéme des droites normales a une anallagma-
tique T étant défini comme je I'ai fait dans le § XIX au
moyen des deux quadriques homofocales A, et A, et
du plan fixe P,;,, on peut se proposer de déterminer
tous les autres éléments qui définissent Z.

En conservant les notations du § XX, si {'’on désigne
en outre par K! la conique suivant laquelle le plan P



( 252)

coupe la quadrique A, on obtiendra facilement les pro-
positions suivantes :

Les centres O, et O, des sphéres correspondant aux
quadriques A, et A, sont respectivement les poles du
plan Py, par rapport a ces surfaces. Les centres des
trois autres sphéres sont les points de rencontre des
diagonales du quadrilatére complet formé par les quatre
points d’intersection des coniques K} et K:.

8i Uon circonscrit une surface développable a la
quadrique A, et & la conique K3, les trois autres coni-
ques doubles de cette surface sont les coniques K3, K
et K}, et la développable est circonscrite & la sphére S,.

De la résulte, en particulier, une construction trés-
simple des diverses quadriques Ay, A,, As,. .., lorsque
la surfacc anallagmatique est définie par I'une d’elles et
la sphére correspondante.

Tutorime VI. — Une surface anallagmatique étant
définie par une surface du second degré et unc spheére,
la développable circonscrite @ ces deux surfaces a
quatre lignes doubles qui sont des coniques. D’aprés
un théoréme di & M. Chasles, par chacune de ces co-
niques on peut faire passer une quadrique homofocale
a la premiére; les cing quadriques ainsi déterminées
sont précisément celles au moyen desquelles on peut
engendrer la surface.

23. Le systéme des normales a une surface anallagma-
tique X peut étre en général engendré de dix maniéres
différentes par le mode de construction que j'ai indiqué
ci-dessus.

Si la surface a un plan de symétrie, quatre de ces
modes de génération ne peuvent étre généralement appli-
qués et deviennent illusoires.
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On peut, en eflet, définir cette surface au moyen d'une
quadrique et d’une sphére S ayant son centre dans un
des plans de syméiric H de cette quadrique; les centres
des autres sphéres principales de I’anallagmatique sont
les sommets des cones passant par l'intersection de la
quadrique et de la sphére S. Dans le cas considéré, I'un
de ces centres étant a I'infini, la sphére, la quadrique et
le plan fixe correspondant se confondent tous les trois
avec le plan de symétrie H; la proposition fondamentale
ne peut done plus s’appliquer, et il est nécessaire d’é-
tudier directement ce cas spécial.

Mais avant d’aborder cette étude je dois encore faire
une remarque sur un cas singulier qui semble présenter
quelque intérét.

24%. Les normales a une surface anallagmatique ayant
trois plans de syméirie peuvent étre considérées comme
le lieu des diverses droites qui joignent les points de deux
quadriques homofocales pour lesquels les plans tangents
sont paralléles.

Considérons maintenant deux quadriques homofocales,
et soit H un de leurs plans de symétrie; prenons une
droite quelconque E située dans ce plan, et menons par
cette droite des plans tangents a ces deux surfaces; les
droites qui joignent les points de contact situés sur I'une
des surfaces aux points de contact situés sur I'autre sont
toules normales 4 une méme série de surfaces paralléles
pour lesquelles on saura méme déterminer les lignes de
courbure.

Dans le cas général (celui ou le plan H n’est pas un
plan de symétrie), on sait que, parmi ces surfaces paral-
léles se trouve une anallagmatique; dans le cas singulier

que je considére, cette anallagmatique est rejetée a
Pinfini.
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Je remarque, en effet, que le lieu des poles du plan H,
par rapport aux quadriques homofocales aux quadriques
données, est Y'axe Oz perpendiculaire au plan de sy-
métrie H; les points de contact des plans menés par E
aux deux quadriques sont situés sur un cercle dont le
plan est perpendiculaire 4 E, et, par conséquent, paral-
léle au plan mené par Oz, perpendiculairement a cette
droite. Il en résulte, d’apreés la construction donnée dans
le n°® 16, que tous les points de 'anallagmatique sont re-
Jetés a l'infini.

(La suite prochainement.)

SIMPLES NOTES

1° Sur la limite des racines; — 2° Sur un théoréme de Canchy;
— 3° Sur une question de licence ;

Par M. Aser. TRANSON.

1. Limites supérieures des racines d’une équation
donnée. — Pour élablir les régles de Maclaurin quel-
ques calculs sont nécessaires, et ces calculs, quoique
fort simples, ont embarrassé quelquefois a ’examen des
candidats qui pourtant n’étaient pas sans valeur.

Je crois donc utile de rappeler d’abord une indication
donnée autrefois par Terquem.

« Il semble qu'on n’insiste pas assez, dans I'exposi-
tion de la numération, sur une propriété trés-importante
et qu'on ne saurait trop tot inculquer aux éléves : c’est
que, dans tout nombre, une unité d’'un ordre quelconque
est plus grande que la somme de toutes les unités qui la
snivent, et cela dans un systéme quelconque. Cette pro-
priété est le fondement de la division et des extractions
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de racines, et se retrouve méme dans la théorie des équa-
tions. Ainsi, étant donné le polynéme

Ayz™ 4+ A 2™ 4. . .+ Aps

A, étant le plus grand coefficient, A, (A, + 1)™ est plus
grand que la somme des termes qui suivent le premier,
parce gu’alors le polyndme devient un nombre écrit dans
le systéme dont la base est A, + 1. » (NVouvelles Annales,
1™ série, t. I, p. 51.)

Par ce moyen, on établira la premiére régle de Ma-
claurin sans calcul et d’une facon en quelque sorte in-
tuitive. Or on peut ramener au méme principe la dé-
monstration de la formule 1 + yN, dans laquelle N est
le plus grand des coeflicients négatifs pris en valeur ab-
solue, et n I'excés du degré de I’équation sur I'exposant
de I'inconnue dans le premier terme négatif.

Il s’agit alors de trouver pour x un nombre qui satis-
fasse & la condition

2" > Nam4 N 4. ., + N.

A cet effet, considérons un nombre écrit dans la base b
et de la forme suivante

(2) "+ (b—1)b" ' (b —1)b" 4. ..+ (b—1).

D’aprés le principe indiqué par Terquem, le premier
terme de ce polyndme a une valeur supérieure a la
somme des termes qui le suivent; on aura donc « fortior:i

B> (b—1)bm—" bt (b —1) br= b=t - (b —1) b,

car on a conservé, mais en changeant seulement leur
forme, les m — n + 1 premiers termes qui suivent 5™
dans (2); et 'on a supprimé tous les autres.

On aura donc, par un nouvel & fortiori,

> (b—1)r b4 (b — ) b L 4 (b — 1)
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Et alors, pour satisfaire & la condition demandée, il
suffit de prendre pour x une valeur de b qui satisfasse &

1a condition
(b - ‘)"Z Na

ce qui donne r2 1+ VN.

On connait la régle de Lagrange : soient — A x™-7,
—Baxmr, —Cx™,..., les termes négatifs de I'équa-
tion proposée; on a une limite supérieure des racines
positives en additionnant les deux plus grandes des
quantités VA, VB, VC,....

M. Pury a donné une démonstration de cette régle
dans les Nouvelles Annales, 17 série, t. I, p. 243 ; mais
il y a une régle de Cauchy beaucoup moins connue,
souvent plus avantageuse que celle de Lagrange, et dont
la démonstration est trés-simple.

Soit I'équation proposée

"+ a, 2" - a2 4, L+ apy =0,

et soient a,, a,, a,,... les coefficients négatifs en nom-
bre K; on a une limite supérieure en prenant le plus
grand des nombres suivants

1

1 1
(Ka,)?, (Ka )", (Ka),....
En effet, écrivons les inégalités suivantes

b>(Ka,)?P, dou b >Ka,

¥

b>(Ka,), don b >Ka,

b> (Ka)?, doa & >Ka,

esesesrs s s et s e ey

et ajoutons les termes de la seconde colonne, qui sont en
nombre K, aprés avoir multiplié la premiére par 5™,
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la seconde par 5™, la troisiéme par 5™, . .; il viendra,
aprés avoir divisé par K,

b > a, b™F + 4, b™" + a, bt

e

de sorte que le nombre b rend le premier terme de
I'équation supérieur a la somme des termes négatifs.
Donc, etc.
Pour comparer ces régles, appliquons-les a ’équation
suivante
z* — Az’ + x — 27000 =0,

dans laquelle A est un nombre positif quelconque infé-
rieur a 19. La régle de Maclaurin donne 27 oor; celle
de Lagrange donne A + 3o, et celle de Cauchy donne 37.

IL. Sur un théoréme de Cauchy. — « La racine m#*m*
» du produitde m nombres est plus petite que la moyenne
» arithmétique entre ces nombres. »

M. Boutroux a démontré ce théoréme par un calcul
que Terquem déclare peu différent de celui que Cauchy
avait donné dans son Cours d’analyse (p. 457; 1821),
et en méme temps (*) Terquem mentionne une démons-
tration de Lobatto et Bobillier, dans la Correspondance
mathématique de Quetelet (t. IV; 1828); enfin, plus ré-
cemment, on a reproduit, dans les Nouvelles Annales(*¥),
un autre calcul de M. Schlomilch pour établir que la
moyenne géométrique est moindre que la moyenne arith-
métique et supérieure 4 la moyenne harmonique. Quant
au théoréme de Cauchy, ne suffit-il pas de remarquer que
le produit de m nombres, dont la moyenne arithmétique
est donnée, est le plus grand possible lorsqu’ils sont tous
égaux entre eux; or leur moyenne géométrique, c’est-

(*) Nouvelles Annales, 1*¢ série, t. 1, p. 368.
(**) Nouvelles Annales, 17¢ série, t. XVIII, p. 353.

Ann. de Mathémat., 2¢ sévie, t. X1. (Juin 1872.) L]
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a-dire la racine m“™* de leur produit, est alors précisé-
ment égale 2 leur moyenne arithmétique; donc elle lui
est généralement inférieure, et alors il est trés-facile
d’établir I'ordre de grandeur relative des trois moyennes
M,,M,, M,.

On a, par définition

1
m:;+-b-+ ..+‘l';+79
d’ou
m__Z(ab .lr).
M (Mg)" ’

le numérateur du second membre est ici la somme des
m produits m — 1 4 m —1 des nombres a, b,..., k, L.
Or la moyenne arithmétique de ces produits est, en vertu
du théoréme de Cauchy, supérieure a leur moyenne géo-
métrique, qui est elle-méme égale 4
my s
v (Mg)mim=)s
d’ou I'on conclut aisément
M, < M,.

II. Sur une question de licence. — M. Besant, du
collége de Cambridge, donne, sous le n°® 17 de ses Exer-
cices, les propositions suivantes : :

« Si un arc donné d’une courbe roule, d’abord exté-
rieurement, puis intérieurement, sur le méme arc d’une
courbe fixe, la somme des arcs des roulettes d’'un méme
point est indépendante de la courbe fixe. La méme in-
dépendance existe aussi pour la somme des aires com-
prises entre les lignes joignant le point entrainé au point
de contact. » (Foirles énoncés de M. Besant, Nouvelles
Annales, a° série, t. X, p. 475.)

Dés 'année 1868, M. Gigon a donné la démonstration
de ces deux propositions dans les Nouvelles Annales
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(2° série, t. VI, p. 463, et il fait smivre sa démons-
tration de la remarque suivante : « Ces deux propo-
sitions remarquables sont dues a M. Hennig; mais la
démonstration qui précéde est différente de celle que
cet auteur a publiée (Journal de Crelle, année 1865). »

D’aprés cela, on voit que MM. Hennig et Gigon ont
ignoré que, dés I’année 1845, dans une Note sur la théorie
des épicycloides, insérée au quatriéme volume des Nou-
velles Annales (1*° série, p. 83), lesdeux théorémes dont il
s’agit ont été démontrés a 'aide d'une de ces considéra-
tions que Terquem appelait intuitives, et qui n’a exigé
que quelques lignes de texte sans calcul ni figures. Les
conséquences relatives a la rectification et a la quadra-
ture soit des épicycloides et hypocycloides ordinaires ou
allongées et accourcies, soit de quelques roulettes remar-
quables, sont présentées dans la méme Note et de laméme
maniére que les propositions principales. Mais il faut
observer que la Note énonce ces deux propositions avec
une circonstance dont ’omission dans les énoncés de
M. Besant et dans la démonstration de M. Gigon (et dans
celle de M. Hennig?) infirme la généralité des deux
théorémes.

Voici ce qui en est : il y a le roulement intérieur que
M. Gigon caractérise trés-clairement en disant que les
centres de courbure de la courbe fixe et de la courbe
mobile sont alors d’'un méme c6té par rapport au point
de contact ; mais, dans ce roulement méme, il faut distin-
guer le cas ou le rayon de courbure de la courbe mobile
est plus petit que celui de la courbe fixe du cas o il est
plus grand. C’est seulement au premier des deux cas que
répond I'énoncé de Besant, et, pour I'exaciitude, il faut
dire avec la Note :

... La soMME ou LA DIFFERENCE des deux arcs décrits
par un point guelconque du plan de la courbe mobile

7.
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sera indépendante de la nature de la courbe fixe : la
somme, si le rayon de courbure de la courbe fixe est,
en chacun des points de contact, plus grand que celui
de la courbe mobile; la différence, dans le cas con-
traire... (et une méme distinction pour la somme ou la
différence des aires correspondantes).

On comprendra la nécessité de cette distinction, en ob-
servant que si, a partir de la circonstance ou la courbe
mobile aurait, en chacun des points de contact, une cour-
bure plus grande, c’est-a-dire un rayon de courbure
moindre que celui de la courbe fixe, on angmentait la
courbure de celle-ci en diminuant ses cercles osculateurs,
I'arc et I'aire correspondante produits par le roulement
extérieur augmenteraient jusqu’a atteindre et ensuite dé-
passer les valeurs relatives au cas ou, les deux courbes
étant identiques, le roulement intérieur devient impos-
sible et ne concourt plus a former les sommes fixes dé-
finies par les deux théorémes.

La Note se terminait en proposant aux lecteurs des
Nouvelles Annales l1a question de savoir s'il existe pour
la sphére un théoréme analogue a celui de Cardan, d’aprés
lequel, sur le plan, tout point d’un cercle roulant inté-
rieurement sur un cercle de rayon double décrit une ligne
droite. Je ne sache pas qu’il ait été répondu dans ce Re-
cueil a cette question; mais M. Paul Serret I'a résolue
habilement dans sa Théorie géométrique et mécanique
des lignes & double courbure, p. 54. J’ajoute qu’en 1855
le méme auteur, daus son savant traité Des méthodes en
Géométrie, avait emprunté aux Nouvelles Annales les
deux théorémes proposés plus tard par M. Besant, et en
avait donné (p. 136) une démonstration détaillée.
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THEORIE DES INDICES PAR RAPPORT A UNE COURBE
ET UNE SURFACE DU SECOND DEGRE;

Par M. FAURE,
Chef d’escadrons d’Artillerie.

Indice d’un point par rapport & une conique.

I. Derinimion. — &, par un point m, on méne une
transversale rencontrant aux points a et b une conique
donnée, le rapport du produit ma.mb au carré du
demi-diamétre paralléle & la transversale est lindice
du point m par rapport a la conique.

L’indice est négatif ou positif, suivant que le point m
et le centre de la conique appartiennent 4 la méme région
de la courbe ou a des régions différentes. Ainsi, dans
Pellipse, I'indice d’'un point extérieur .est positif, mais
il est négatif dans I'hyperbole. L’indice d’un point de la
conique est nul, et celui du centre est égal & — 1.

L’indice du point est susceptible de se définir d’un
grand nombre de maniéres, de sorte que tout théoréme
relatif aux indices en donne immédiatement plusieurs
autres, d’énoncés souvent trés-différents. Nous indique-
rons, sans démonstrations, quelques-unes de ces défini-
tions : les unes, comme on le verra, sont spéciales au cas
d’un point extérieur i la conique ; d’autres, au cas d’un
point intérieur ; enfin les premiéres, plus générales, s’ap-
pliquent aux deux cas indifféremment :

1° L'indice d’un point est égal et de signe contraire
au rapport des distances de ce point et du centre de la
conique a la polaire du point.

2° La polaire du point m rencontrant en n I'un des
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axes de la eonique, on fait passer un cercle par le point 1
et les foyers (réels ouimaginaires) situés sur I'autre axe.
L’indice du point m est égat & la puissance de ce point
par rapport aw cercle, divisée par le carré du demi-axe
de la conique qui contient les foyers employés.

3° Si, du point m, on abaisse une perpendiculaire mp
sur la polaire de ce point et que ’on prolonge cette per-
pendiculaire en ¢, ou elle rencontre I'un des axes de la
conique, on obtiendra I'indice du point m en divisant le
produit mp .mgq par le carré du demi-axe qui ne passe pas
au point q.

4° La racine carrée de I'indice du point m est égale a
P'aire du quadrilatére déterminé par les tangentes menées
du point m a la conique et les rayons menés du centre
aux points de contact, divisé par le produit des demi-
axes de la conique.

5° La racine carrée de I'indice du point m, par rap-
port & une ellipse, est égale & la tangente de la demi-
différence des angles d’anomalie qui déterminent les
points de contact des tangentes menées du point m a la
conique.

6° Laracine carrée de I'indice du point m est égale au
produit des distances du point m aux foyers de la coni-
quwe, multiplié par le sinus de I’angle sous lequel la co-
nique est vue de ce point, et divisé par le double du pro-
duit des demi-axes de la conigue.

7° Laracine carrée de I'indice du point m est égale a
la puissance de ce point, par rapport au cercle lieu des
sommets des angles droits circonserits a la conique, mul-
tiplié par la tangente de I'angle sous lequel la conique
est vue de ce point, et divisé par le double du produit
des demi-axes de la conique.

8° La racine carrée de I'indice du point m est égale au
produit des demi-axes de la conique, divisé par le double
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du carré du demi-diameétre qui passe au point m, multi-
plié par le sinus de 'angle formé par les tangentes me-
nées du point m i la conique, et divisé par le produit des
sinus des angles que forment ces tangentes avec le dia-
métre qui passe au point m.

9° La racine carrée de I'indice du point m est égale au
sinus de I'angle formé par les tangentes menées du point
m & la conique, divisé par le produit des sinus des angles
que forment ces tangentes avec ladroite menée du point m
a l'un des foyers, multiplié par le rapport du demi-axe
qui contient les foyers imaginaires, a I'autre axe,

10° Le point o étant le centre de la conique, par le
point m menez le demi-diamétre oa, et la corde b¢ paral-
léle au diamétre conjugué de oa; I'indice du point m,
pris en signe contraire, est égal au carré de l'aire du
quadrilatére obac divisé par le carré du produit des demi-
axes de la conique.

11° Dans lellipse, 'indice du point m, pris en signe
contraire, est égal au carré du sinus de la demi-diffé-
rence des angles d’anomalie qui déterminent les points b
et ¢ de la construction précédente.

Indice d’une droite par rapport & une conique.

II. Derinirion. — L'indice d’une droite est égal a
Dindice du point ol cette droite est rencontrée par le
diamétre conjugué a sa direction, divisé par le carré du
demi-diamétre paralléle & la droite.

Les théorémes suivants peuvent aussi servir de défini-
tion a I'indice d’une droite :

1° L’indice d’une droite est égal au produit des dis-
tances de cette droite aux tangentes de la conique paral-
leles a la droite, divisé par le carré du produit des demi-
axes de la conique;
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2° L’indice d'une droite est égal au produit des dis-
tances du péle de la droite et du centre de la conique a
cette droite, divisé par le carré du produit des demi-axes
de la conique;

3° Si I'on prend un point arbitraire surla droite don-
née, I'indice de cette droite sera égal au produit des di-
stances de ce point aux foyers de la conique, multiplié
par le produit des sinus des angles formés par les tan-
gentes menées a la conique par le point arbitraire, avec
la droite donnée, divisé par le carré du produit des
demi-axes de la conique;

4° Sil'on prend un point arbitraire sur la droite don-
née, I'indice de cette droite, pris en signe contraire, sera
égal au produit des sinus des angles formés par la droite
avec les tangentes menées a la conique par le point arbi-
traire, divisé par le produit des sinus des angles formés
par ces mémes tangenles avec le diamétre qui passe par
ce point et par le carré du demi-diamétre de la conique
qui coincide avec cette direction

5° L’indice d’une droite est égal au carré de la distance
du centre de la conique a la droite, divisé par le produit
des carrés des demi-axesde la conique, diminué del'inverse
du carré du demi-diamétre paralléle a la droite donnée.

6° L’indice d’une droite est égal a la puissance du pied
de la perpendiculaire abaissée de 'un des foyers sur la
droite, par rapport au cercle décrit sur 'axe focal comme
diamétre, divisé par le produit des carrés des demi-axes
de la conique.

Les définitions suivantes sont spéciales au cas o la
droite donnée rencontre la conique :

7° L’indice d’une droite, pris en signe contraire, est
égal au carré de la demi-corde déterminée par cette
droite dans la conique, divisé par la quatriéme puissance
du demi-diamétre paralléle & la droite;
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8° Sil'on méne, par le centre o de la conique, une pa-
ralléle & la droite donnée, rencontrant au point a la tan-
gente menée en un quelconque des points d’intersection
de la droite avecla conique, I'indice de la droite, pris en
signe contraire, est égal a I'inverse du carré de la lon-
gueur oa;

9° L’indice d’'une droite, pris en signe contraire, est
égal au carré du sinus de la demi-différence des angles
d’anomalie qui déterminent les points d’intersection de
la droite avec la conique, divisé par le carré du demi-
diamétre paralléle a la droite.

Remarquons que I'indice d’une droite est nul lorsque
cette droite touche la conique, et que I'indice d’un dia-
métre est égal au carré de l'inverse de la longueur du
demi-diamétre, pris en signe contraire.

Indice d’un point par rapport a une surface du second
degre.

III. DérinirioN. — 8, par un point m, on méne une
transversale rencontrant aux points a et b une surfase
du second degré, le rapport du produit ma.mb au carré
du demi-diamétre paralléle a la transversale est l'indice
du point m par rapport & la surface.

De méme que pour le cas des coniques, 'indice d’un
point par rapport 4 une surface du second degré est néga-
1if ou positif suivant que le point et le centre de la sur-
face sont dans la méme région de cette surface ou dans
des régions différentes. L'indice d'un point de la surface
est nul, et celui du centre est égal & — 1.

L’indice d’un point par rapport a une surface se dé-
duit aisément de l'indice de ce point par rapport a.une
conique. Menons, en effet, par le point m un plan arbi-
traire coupant notre surface suivant une conique. On
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voit de suite que I'indice de ce point par rapport a la sur-
face sera égal a l'indice du point par rapport a la coni-
que, multiplié par le rapport de I'aire de la conique a
celle de la section diamétrale paralléle au plan arbitraire.
En particulier, I'indice d’un point par rapport a la sur-
face sera égal a I'indice du méme point par rapport a une
section diamétrale passant par ce point. A l'aide des va-
leurs indiquées pour l'indice d’un point par rapport a
une conique, on obtiendra des valeurs correspondantes
pour l'indice d'un point par rapport a une surface. Nous
citerons les suivantes :

1° L'indice d’un point par rapport a une surface du
second degré est égal et de signe contraire, au rapport des
distances de ce point et du centre de la surface, au plan
polaire du point;

2° Si, du point m, on abaisse une perpendiculaire mp
sur le plan polaire de ce point, et qu’on la prolonge en ¢,
ou elle rencontre le plan déterminé par deux des axes de
la surface, I'indice du point m sera égal au produit
mp .mgq, divisé par le carré du troisieme demi-axe;

3° Par le point m, menons une tangente ma a la sur-
face; désignons par o le centre de cette surface, par b
I'extrémité du diamétre conjugué au plan oma, et par V
le volume du parallélépipéde construit sur le tétraédre
omab. La racine carrée de I'indice du pointm sera égaleau
volume V, divisé par le produit des demi-axes principaux
de la surface;

4° Par le point m, menons la demi-corde ma conju-
guée avec om; désignons par b Iextrémité du diaméire
conjugué au plan oma, et par V le volume du parallélé-
pipéde construit sur le tétraédre omab. L'indice du point
m, pris en signe contraire, sera égal au carré du volumeV,
divisé par le carré du produit des demi-axes principaux
de la surface.
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Indice d’une droite par rapport a une surface

du second degre.

IV. Dsrsrrion. — L'indice d’une droite par rapport
a une surface du second degré est égal & Uindice du
point ou cette droite est rencontrée par le plan diamé-
tral conjugué a sa direction, divisé par le carré du demi-
diamétre paralléle a la droite.

On voit aisément que sil’on méne par ladroite un plan
arbitraire coupant la surface suivant une conique, 'in-
dice de la droite par rapport a la surface sera égal a I'in-
dice de cette droite par rapport a la conique, multiplié
par le carré du rapport de Vaire de la conique a I'aire de
la section diamétrale paralléle. A I'aide des valeurs indi-
quées pour I'indice d’une droite en géométrie plane, on
obtiendra des valeurs correspondantes pour I'indice d’une
droite dans la géométrie de I'espace.

1° L’indice d’une droite est égal et de signe contraire
au carré de la demi-corde déterminée par cette droite
dans la surface, divisé par la quatriéme puissance du
demi-diamétre paralléle a la droite;

2° Sil’on méne par le centre o de la surface une paral-
lele 4 la droite donnée rencontrant en a le plan tangent
mené & la surface en un des deux points ou clle est coupée
par la droite, I'indice de cette droite, pris en signe con-
traire, sera égal a 'inverse du carré de la longueur oa;

3° On méne par la droite un plan tangent a la surface;
la racine carrée de I'indice de cette droite est égale a la
distance du point de contact a la droite, divisé par le pro-
duit des demi-axes de la section diamétrale paralléle au
plan tangent;

4° La racinc carrée de I'indice d’une droite est égale
au sinus de I'angle que font entre eux les plans tangents
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menés par la droite, divisé par le produit des sinus des
angles formés par ces plans avec celui qui passe par la
droite et le centre de la surface, et multiplié par le rap-
port du produit des demi-axes de la surface au double
du produit des carrés des demi-axes de la section diamé-
trale qui passe par la droite.

5° L’indice d’une droite est égal au produit de la plus
courte distance de cette droite a sa polaire par le sinus
de I'angle de ces droites, par le demi-diamétre de la sur-
face paralléle 4 la polaire, et par la distance du centre a
la droite donnée, divisé par le produit des demi-axes de
la conique diamétrale qui passe par cette droite et par
celui des demi-axes de la surface donnée.

Nota. — L’indice d'une droite qui touche la surface
du second degré est nul, et si une droite passe par le
centre, son indice est égal et de signe contraire a 'inverse
du carré du demi-diamétre qu’elle détermine.

(La suite prochainement.)

NOTE SUR LES ELEMENTS DE GEOMETRIE;
Par M. COMPAGNON,

Professeur au collége Stanislas.

Sur les mesures de la pyramide, du tronc de pyramide
et du tronc de prisme triangulaire.

Pour établir la mesure d’une pyramide triangulaire
SABC, on construit ordinairement un prisme ABCDSE,
ayant pour base ABC, et pour I'une de ses arétes l'une
des arétes de la pyramide, BS par exemple, on méne le
plan SDC, et il s’agit de démontrer que la pyramide
SABC est le tiers du prisme (voir fig. 3 ci-apres).

Les auteurs, a partir d’Euclide, ont donné dc cette
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proposition des démonstrations plus ou moins longues et
difficiles, et quelquefois des démonstrations dont la ri-
gueur était loin d’étre satisfaisante.

Aujourd’hui la marche, qui est assez généralement
adoptée et qui est suffisamment simple, consiste 4 dé-
montrer d’abord deux théorémes qu’on peut regarder
comme des lemmes, savoir :

Lemume 1. — 8¢ l’on coupe une pyramide par un plan
paralléle a sa base,

1° Les arétes et la hauteur de cette pyramide seront
divisées par ce plan en parties proportionnelles ;

2° La section sera un polygone semblable & la base
de la pyramide.

Lemume II. — Si deux pyramides de méme hauteur
ont leurs bases situées sur le méme plan et qu'on les
coupe par un plan paralléle au plan des bases, les sec-
tions seront entre elles comme les bases.

Ensuite, se fondant sur le principe des limites ou em-
ployant une démonstration par la réduction a I'absurde,
on fait voir que deux pyramides triangulaires de méme
hauteur et de bases équivalentes sont équivalentes. En-
fin, on passe & la proposition principale quel’on a en vue.

Or cette marche est-elle la plus naturelle? Est-elle de
la plus grande simplicité possible? — Je ne le pense pas.

Elle n'est pas la plus naturelle, en ce qu'elle n’est pas
indiquée essentiellement par une analyse trés-attentive
de la question. Car, aprés avoir décomposé un prisme
triangulaire en trois pyramides triangulaires, on voit que
deux de ces pyramides forment ensemble une pyramide
quadrangulaire ayant pour base un parallélogramme, et
qu'en réunissant I'une de ces deux premiéres pyramides
a la troisiéme, on obtient encore une pyramide dont la
base est un parallélogramme. Alors on est conduit a dé-
montrer que, si par deux arétes opposées d'une pyra-



(270)
mide ayant pour base un parallélogramme on méne
un plan, la pyramide quadrangulaire sera divisée en
deux pyramides triangulaires équivalentes.

De cette maniére, on évite les lemmes I et I ci-dessus,
et, par conséquent, la marche suivie aujourd’hui n’est
pas la plus simple.

A la vérité, ces lemmes servent aussi a passer de la
mesure du tronc de pyramide triangulaire a la mesure
du tronc de pyramide quelconque; mais on peut arriver
autrement a cette derniére mesure.

Aprés ces réflexions sommaires, nous allons entrer
dans les détails et exposer comment on arrive a la mesure
de la pyramide triangulaire.

Lemue. — 80 Lon divise en parties égales la hauteur
AT d’une pyramide triangulaire SABC, et qu'on méne,
par les points de division x, y, z, des plans paralléles
@ la base ABC, puis que l'on construise des prismes

DEFA, GHKD, LMNG, intérieurs ala pyramide, ayant

chacun pour base l'une des sections et pour aréte l'une
des parties égales AD, DG, GL: de l'une des arétes SA,
par exemple, le volume de la pyramide est la linite vers
laquelle tend la somme des prismes, lorsque le nombre
des divisions de la hauteur augmente indéfiniment.
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En effet, si 'on construit les prismes ABCD, DEFG,
GHKL, LMNS qui sont extérieurs i la pyramide, on voit
d’abord que la pyramide SABC est plus grande que la
somme des prismes intérieurs et plas petite que celle des
prismes extérieurs.

Ensuite, le premier prisme intérieur DEFA et le se-
cond prisme extérieur DEFG sont équivalents, comme
ayant méme base et des hauteurs égales, et, par la méme
raison, les prismes GHKD, LMNG sont respectivement
équivalents aux prismes GHKL, LMNS. Donc, la diffé-
rence entre la somme des prismes extérieurs et celle des
prismes intérieurs n’est autre que le premier prisme ex-
tériear ABCD, qui a pour mesure

ABC X Ax ou ABC X 4,

en représentant Ax par k.

Maintenant supposons que le nombre des divisions de
la hauteur AT augmente indéfiniment et qu’on répéte
successivement les mémes constructions; en désignant
toujours par % I'une des divisions de AT, on aura con-
stamment, pour la différence des deux sommes de prismes,

ABC X< A.

Or & peut devenir moindre que toute quantité donnée,
et il en est de méme de la différence ABC ></; donc, la
pyramide SABC est comprise entre deux sommes de
prismes dont la différence peut devenir aussi petite qu'on
voudra, et, par conséquent, elle est la limite vers laquelle
tend la somme des prismes intérieurs, ainsi que la
somme des prismes extérieurs, lorsque le nombre des
divisions de la hauteur AT augmente indéfiniment.

Ainsi le lemme est démontré.

Tutonime I. — Le plan, mené par deux arétes oppo-
sées d’une pyramide ayant pour base un parallélo-
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gramme, divise cette pyramide en deux pyramides trian-
gulaires équivalentes.

Soit la pyramide SABCD, dont la base ABCD est un
parallélogramme, et par les arétes opposées SD, SB me-
nons un plan; jedis que les pyramides SABD, SBCD sont
équivalentes.

Fig. 2.

S~ S
P R Vs

A B

Divisons I'aréte SD en quatre parties égales, par exem-
ple, et par les points de division menons des plans pa-
ralléles 4 la base ABCD, qui déterminent les sections
EFGH, KLMN, OPQR. Ces sections seront des parallé-
logrammes ; car les droites EF, HG sont paralléles comme
étant respectivement paralléles aux cotés AB, DC, et de
méme EH est paralléle a FG, etc.; donc le plan SDB di-
vise chacune de ces sections en deux triangles égaux.

Cela posé, dans la pyramide triangulaire SABD, con-
struisons le prisme EFHD qui a pour base EFH et pour
aréte HD, ainsi que les prismes KLNH, OPRN, et con-
struisons dc méme dans la pyramide SBCD les prismes
FGHD, LMNH, PQRN. Alors les deux prismes EFHD,
FGHD sont équivalents comme ayant des bases et des
hauteurs égales; de méme, les prismes KLNH, OPRN
sont équivalents aux prismes LMNH, PQRN chacun a
chacunj; donc, en désignant par s la somme des prismes
intérieurs a la pyramide SABD, et par s' celle des prismes
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intérieurs 4 la pyramide SBCD, on a

s=y4.

Maintenant supposons que lc nombre des parties
égales de SD augmente indéfiniment et que I'on répéte
les constructions précédentes ; en représentant toujours
par s et s’ les deux sommes de prismes, on aura constam-
ment s =s', et, si 'on remplace dans cette égalité les
quantités variables s et s’ par leurs limites, il s’ensuit que
les denx pyramides SABD, SBCD sont équivalentes.

Remarque. — On peut démontrer ce théoréme sans
se fonder sur le lemme précédent.

En effet, supposons que les deux pyramides SABD,
SBCD ne soient pas équivalentes et que SBCD soit la
plus grande; alors, aprés avoir fait les mémes construc-
tions que ci-dessus, imaginons en outre les prismes
BCDH, FGHN, LMNR, PQRS extérieurs a la pyramide
SBCD et désignons par s”la somme de ces prismes, par
s la somme des prismes intérieurs a la pyramide SABD,

on aura
s” > SBCD > SABD > .

Mais on verra facilement que la différence entre s” et s
n'est autre que le premier prisme extérieur BCDH, qui
a pour mesure BCD >< %, en représentant par / la hau-
teur de ce prisme. D’ailleurs, en supposant que le nom-
bre des parties égales de SD augmente indéfiniment, le
produit ABC >< . peut devenir moindre que toute quan-
tité donuée; donc les pyramides SBCD, SABD, comprises

entre s” et s, sont nécessairement équivalentes.
Tutorime lI. — Une pyramide a pour mesure le tiers
du produit de sa base par sa hauteur.

1° Soit la pyramide triangulaire SABC. Je construis
le prisme triangulaire ABCDSE, ayant pour base ABC

dnn. de Mathém., 2¢€ sérvie, t. X1, [Juin 1872.) 18
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et pour aréte I'une des arétes BS de la pyramide, et par
les droites SC, SD, je méne un plan qui coupe la face
ADEC suivant {iC,

Le prisme est ainsi décomposé en trois pyramides trian-
gulaires SABC, SACD, SDEC, que nous désignerons
par P, P/, P”; or P et P’ forment ensemble la pyramide
quadrangulaire CABSD qui a pour base le parallélo-
gramme ABSD; donc les pyramides P et P’ sont équiva-
lentes. De méme, P’ et P” forment ensemble la pyra-
mide SADEC, dontlabase ADEC est un parallélogramme

donc les pyramides P’ et P” sont équivalentes.

Donc la pyramide SABC est le tiers du prisme
ABCDSE, et, par conséquent, elle a pour mesure le tiers
du produit de sa base par sa hautcur.

2° Si une pyramide P a pour base un polygone quel-
conque, on peut décomposer ce polygone eun triangles et
la pyramide P en pyramides triangulaires, ayant pour
bases ces différents triangles et pour sommet commun
celui de la pyramide proposée; d’ou il résulte que la
pyramide P a aussi pour mesure le tiers du produit de
sa base par sa hauteur.

Cororraire I. — Deuwx pyramides de méme hauteur
et de bases équivalentes sont équivalentes comme ayant
méme mesure.

Deux pyramnides de méme hauteur sont entre elles
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comme leurs bases, et deux pyramides qui ont des bases
éqlu'valentes sont entre elles comme leurs hauteurs.

CororLrare II. — Le plan, mené par deux arétes
opposées d’une pyramide ayant pour base un trapéze,
divise cette pyramide en deux pyramides triangulaires,
qui sont entre elles comme les bases du trapéze qui leur
correspondent. Car ces pyramides triangulaires, ayant
méme hauteur, sont entre elles comme les triangles qui
leur servent de bases, et ces triangles sont entre eux
comme les bases du trapéze.

Remarque. — Comme on peut le prévoir, aprés avoir
groupé les pyramides qui composent un prisme triangu-
laire pour en former des pyramides quadrangulaires, j’ai
cherché s'il ne serait pas utile de grouper aussi les pyra-
mides qui composent, soit un tronc de pyramide trian-
gulaire, soit un tronc de prisme triangulaire. De la le co-
rollaire 11 qui précéde et qui va servir & démontrer les
deux théorémes suivants :

Tatorime III. — Un tronc de pyramide a pour me-
sure le tiers de sa hauteur, multiplié par la somme de
ses bases et d’une moyenne proportionnelle entre ces
deux bases.

1° Soit le tronc de pyramide triangulaire ABCDEF,
et menons les deux plans EAC, EDC.

Le tronc est ainsi décomposé en trois pyramides trian-
gulaires EABC, EADC, EDFC, que nous désignerons
par P, P, P, et représentons par B, b les bases ABC,
DEF du tronc, et par & sa hauteur. La premiére et la
troisiéme de ces pyramides ont pour bases ABC, DEF, et
pour hauteur celle du tronc; donc

P=1BX/k et P'=1bXh

D’ailleurs, P et P’ forment ensemble la pyramide qua-
18.
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drangulaire CABED, qui a pour base le trapéze ABED,
car les droites AB, DE sont paralléles comme intersec-
tions de deux plans paralléles par un troisiéme ; de méme,

P’ et P” forment ensemble la pyramide EADFC, dont la
base ADFC est un trapéze; donc on a

P AB P AC

—_— = — t — = —-
P DE ¢ P T DF

Mais les triangles ABC, DEF sont semblables, comme

ayant leurs coOtés paralléles; donc AB = A—C, et, par
! DE DF ’
suite,
P P’ ' FTRVE Y
F:W d’olt PP=yP <P ::-‘/l\/BXb.

Donc, en désignant par V le volume du tronc de pyra-
mide proposé, on aura
V=14(B+ b+ VB X b),
c. Q. F. D.

2° Soit le tronc de pyramide quelconque
ABCDEabcde;

menons CF paralléle a la diagonale BD jusqu’a la ren-
contre en F du coté ED prolongé, et joignons BF. Les
triangles BDC, BDF seront équivalents.

Ensuite, la droite SF rencontrera le prolongement
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de e¢d en f, et si I'on joint ce point aux sommets c, b,
puis que l'on méne la diagonale &d, les droites cf, bd
seront paralléles comme étant respectivement paralléles

aux droites CF, BD et les triangles bdc, bdf seront aussi
équivalents. Ainsi, les deux troncs de pyramides trian-
gulaires BDC ddc, BDF bdf ont méme hauteur et des bases
équivalentes; donc ils sont équivalents.

Donc le tronc de pyramide proposé et le tronc de py-
ramide ABFEabfe sont équivalents, et, de plus, les bases
du premier sont respectivement équivalentes a celles du
second.

Maintenant, si 'on répéte successivement la méme
construction, on pourra transformer le tronc de pyra-
mide quelconque en un tronc de pyramide triangulaire
ayant méme hauteur que le premier et des bases équiva-
lentes. Donc le tronc de pyramide ABCDEabcde a aussi
pour mesure le tiers de sa hauteur, multiplié par la
somme de ses bases et d'une moyenne proportionnelle
entre ces deux bases.

Tatorime IV. — Un tronc de prisme triangulaire
ABCDEF a pour mesure le tiers de sa base ABC, multi-
plié par la somme des perpendiculaires L, b/, h" abais-
sées sur cette base des sommets E,D, F dela section DEF.
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Menons les plans EAC, EDC. Le tronc de prisme
sera décomposé en trois pyramides EABC, EADC, EDFC,

que nous désignerons par P, P', P”.

Fig. G.

La premiére a pour base ABC, et pour sommet le
point E; donc on a

=2} ABC X A.

Maintenant, si 'on désigne par e, d, f les pieds des
perpendiculaires 7, &', A" les trois triangles rectangles
EBe, DAd, FCf seront semblables, et 'on aura

KB h DA 4
pA~w® T R
Dailleurs, P et P’ forment ensemble une pyramide
quadrangulaire CABED, qui a pour base letrapéze ABED ;
de méme, P’ et P” forment ensemble la pyramide EADFC
dont la base ADEF est un trapéze ; done on a

P EB h P <X K 1
_—— e = — d’ot = = 2
b DA 7’ ou P 7 3 ABC < Ao
et
’ ! / h//
%:%: //zi"-, d’ou P":P—>/<7~:—;—ABC>< h”.

Donc, en représentant par V le volume du tronc de
prisme, on aura
V = LABC(h + I + 4"),
C. Q. F. D.
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CORRESPONDANCE.

1. Extrait d’une Lettre de M. Moret- Blanc. —
Dans un article inséré méme tome, p. 118, M. Man-
sion, en parlant de la méthode par laquelle j’ai intégré
I'équation différentielle

d'y dty V.
— 2 —— 4+ y—=Ae*+4+ Be*+ Csinx + D cosx
dr! da? -
s'exprime ainsi : « Le second devine la forme d’une so-

lution particuliére, ce qui lui permet d’arriver a la solu-
tion d’'une maniére trés-expéditive. »

Je ferai remarquer que la méthode que j'ai employée
n’exige aucune devination : la forme de 'intégrale par-
ticuliére est celle du second membre de I'équation diffé-
rentielle, sauf une légére diflérence dont je parlerai.

Il en est ainsi toutes les fois que, dans une équation
différentielle linéaire a coefficients constants, le second
membre est une expression, ou une somme d’expressions,
de la forme

€ (Ag+ Ar + A7+ A 2P,

m étant réel ou imaginaire, ce qui comprend les sinus
¢t cosinus.

En effet, ces expressions reproduisant par les différen-
tiations et les intégrations successives des expressions de
méme forme, elles ne peuvent provenir que d’une inté-
grale de cette méme forme, sauf le nombre des termes.

Ainsi, D'expression précédente ne peut provenir que
d’une intégrale ayant une partie de la forme

e*(By + Bz +...+ B2l +. ..+ By, aP¥"),

n étant 'ordre de Véquation différentielle; B, By,. ..
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sont des coefficients qu'on déterminera en identifiant
Péquation différenticlle déduite de D'expression précé-
dente avec la proposée, et dont quelques-uns pourront
étre nuls.

Quelques remarques permettent, dans certains cas,
d’abréger le calcul :

1° On peut supprimer, dans U'intégrale particuliére,
les termes ui seraicnt compris dans I'intégrale générale
de I'équation privée de second membre;

2 Les termes " (B, ¥ 4. ..+ B, x#*") ne font
pas nécessairement partie de I'intégrale; on peut ne les
y introduire que successivement jusqu’a ce qu’on ait au-
tant d’indéterminées que de coefficients 4 identifier.

Je doute qu’aucune méthode conduise plus rapidement
au résultat que celle-ci, dansles cas ou elle est applicable.

2. Nous avons recu plusieurs solutions de la ques-
tion 834, que nous ne jugeons pas a propos d’insérer.
Cetle question n'est en cilet, aux termes prés, que la re-
production de la question 461, proposée en 1859 par
M. Vannson, ctI'on en trouve la solution t. XVIII, p. 242
et 2935 1. XIX, p. 345 1. XX, p. 155,

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES
DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 32

Lvoir 1™ série, L 1, p. 394 )i
Par M. J, MISTER,
Répéliteur d’Analyse a I'Ecole du Génie civil de Belgique.
TreorEME. — a et b désignant les demi-axes princi-
paux d une ellipse, le périmetre de I ellipse est toujours
compris cntre © fa -+ b) et my2a® 42 6.
(J. BernowrLy.)
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On peut prendre pour coordonnées d’'un point de
Pellipse
z = asing, y = bcosyp,
et par suite

dx=acosedy, dy—= —b singdg, ds=\/a*cos’y+ b*sinpdy,

d’ou, pour un quart d’ellipse,

n .
2 v
s= Va*cos’e + b?sin’g dyp,
<0
ou encore

T T

7; T -4- e e .
s :f va*costg -+ bsin?g dy +f Va'sin'g + bicos’p dg.
(o] (4]

Si dans ces intégrales on donne a ¢ une valeur con-
stante ¢ = o, en appelant s, la nouvelle valeur de s, on

aura
T n
4
.vl:f ady +f4bdq>,
o 0

d’oul’on tire

k3

s—s,—_—f4(\/azcoszq:+b’sin’<;+\/a’sin2qa+b’cos’?—-a—b) dy.
o

Le multiplicateur de d¢ est une fonction de ¢ qui est
toujours positive. En effet, sa dérivée est égale a

(@*— b*)sin2¢ I 1
- ?
2 Vaisin’g + b’cos’y  \/a*cos’y -+ bisin’g

et comme

Va?sin’y -+ b*cos’g < \a? cos*y + b*sin’y,

cette dérivée sera positive, et comme la fonction s’annule
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pour ¢ = o, il en résulte que cette fonction sera toujours
positive. Par conséquent, on pourra écrire

T

il
[ 4
f4(\/a"sin‘<p+b’c05’qa+\/a’cos’q>+b’sin’<p)d9>f (a+b)dg,
o o

ou, E désignant le périmétre de 'ellipse,

E ™
‘4—>(a+b)z‘

Donc, 1°
E>r(a+b).
En second lieu, si dans la valeur de s on donne a I’an-
T
gle ¢ la valeur constante ¢ = -, en appelant s, la nou-

4

velle valeur de s, on aura

b
y —_—
:,:fl\/za‘+2b“d(p,
(o]

et par suite

V2a? + 2b* — \a*cos'g + b*sin*g— y/a’sin’g + bicoste) dy.

Le multiplicateur de dy est une nouvelle fonction de ¢
qui est encore positive. En effet, sa dérivée étant égale a
la précédente changée de signe sera toujours négative,
T™
Comme la fonction est positive pour ¢ = o, il en résulte

qu’elle sera constamment positive, et par suite on pourra
encore écrire

mais ne pourra s’annuler, puisque ¢ est plus petit que

n 4

g 4 . .
f V2a? + 2b1de >f (Va* costg + b?sin’g + ya’sin’g + b7 cos’y) dp
o ]
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ou
g«gm%

Donc 2°
E<wy2a2+ 2b°.

Note. — Voir, 17€ série, t. III, une solution de M. A, Peyronny.

Question 166

( voir 1™ série, t. VI, p. 394);

Par M. H. BROCARD.

Le lieu géométrique des projections orthogonales du
centre de la lemniscate de Bernoulli sur ses tangentes
a pour équation polaire

2 2
P’ = a? cos%w.

(W. Roserts.)
L’équation polaire de la lemniscate étant
r:=—a?cos20,
on en tire

r
tangV = — = — cot2 63

d’ou

V—26=2".
2

Mais, p et @ étant les coordonnées d’un point du lieu,
on a
p=rcos(w—0)
et
V=l g o— 0;
2

on déduit de la
w =230,
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et, pour I’équation du lieu,

p* = a* cos’ -2—w7
3
ou
LR |
3,3 2
p = a COS? w.

On trouverait de méme que le lieu des projections du
centre de cette nouvelle courbe sur ses tangentes, ou la
deuxiéme podaire de la lemniscate, a pour équation

ER
p* = a’® cosiw;
et d'une maniére générale que les podaires successives
des courbes
p" = a” cosmo

appartiennent a la méme famille (¥).

Question 977
(voir 2° série, t. VIII, p. 563 ), ‘
Par M. MORET-BLANC,

Professeur au lycée du Havre.

On donne une parabole et un point intérieur a cette
courbe; faire passer par le point donné une circonfé-
rence doublement tangente a la parabole. (Détermi-
nation graphique du centre et du rayon de la circonfé-
rence.)

Soient
(x) Y =2p=x

Péquation de la parabole, xy, y, les coordonnées du

(*) Poir, a ce sujet, I'exposé historique inséré au t. IIl de 1a 2¢ série,
p- 80. Poir aussi, méme série, t. IX, p. 30, et t. XI, p. 162, deux Notes
de M. Allégret relatives aux propriétés de ces courbes.
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point donné, / sa distance a I'origine et «, (3 les coor-
données inconnues du centre du cercle.
L’équation de ce cercle sera

(r—e)P+(r—PBr={(zi—a)l+(r —8)y,

ou
(2) 2+ y!—2axr —2By=1_0—20x, — 2By,

Son intersection avec la parabole sera déterminée par
les équations (1) ‘et (2). Pour que ce cercle soit dou-
blement tangent a la parabole, il faut que 1’équation
du 4° degré en y, résuliant de 1'élimination de x entre
ces deux équations, ait deux couples de racines égales,
et, par conséquent, que son premier membre soit un
carré. Cette équation est

Y 4Pty —hpay’ — 8p By — 4p* (' — 227, —2By)=o.

Le terme du 3¢ degré manquant, pour que le premier
membre soitun carré, il faut d’abord que § = o, ce qu'on
pouvait prévoir a priori.

Léquation se réduit a

Y bp(p— )y — 4pi(P— 222)=o.

Il faut ensuite que 'on ait

4pt(p— o) =4p* (202 — 1),
ou
(p—a)P=2az, — 03
a*—2(x, +pla+ 12+ p*=o,

a=uxz +pkyape —7i.

Le point étant 4 I'intérieur de la parabole 2p x; —y? >o,
le probléme admettra toujours deux solutions.

La construction des deux valeurs de « revient a ce
probléme de Géométrie élémentaire : construire deux
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lignes connaissant leur somme 2 (x; + p) et leur produit
12+ pt.

Joignant le point « au point donné, on aura le rayon.

On parvient plus simplement au méme résultat par
d’autres considérations.

Le centre du cercle devant se trouver sur ’axe, si I'on
nomme o sa distance au sommet, le carré du rayon ou de
la normale sera égal &4 p (24 — p); mais il est aussi égal
a(xy— a)*+y? =1*— 2ax, + a*; d’ou I'équation

@ —2(x, +pla—+12+p*=o.

Note. — La méme question a été résolue par MM. O. Callandreau;
J. Augier, éléve du lycée de Lyon; Aubry, éléve i Saini-Etienne; A. Morel,
répétiteur a Sainte-Barbe; A. Petot, éléve du lycée de Nancy; A. Luc;
E. Laclais et H. Lez.

Question 1048

(voir 2° série, t. X, p.557);

Par M. GAMBEY,

Professeur au lycée de Saint-Etienne.

A, B, C étant les angles d’un triangle rectiligne,
on propose de rendre minimum

sinA sin B sinC
sinB.sinC sinA.sinC sinA.sinB

(J.-Ca. Durarn.)

Par la relation des sinus, je transforme I’expression
proposée en celle-ci :

a? + b* 4 ¢?
28

’

.

dans laquelle a, b, c et S désignent les cotés et la surface
d’un triangle rectiligne.

La question, ainsi transformée, restera tout aussi géné-
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rale que la proposée, si j’établis entre les trois cotés a,
b, clarelation
a+ b+ c=2p — const.;

car avec le périmétre et deux angles pris arbitrairement,
pourvu que leur somme soit plus petite que deux droits,
on peut toujours construire un triang]e. )

Mais alors le numérateur devient minimum et le déno-
minateur devient maximum pour a = b = c; donc I'ex-
pression transformée devient aussi minimum pour cette
hypothése.

Ainsi la condition cherchée est A =B = C, ce qui
conduit a 2 \/3 pour le minimum demandé.

b c
", 3 ’ — — 3 ’
Remarque. — Si I'on pose =, - = B, etsil'on

remplace S par

;

Vp(p—a)(p—b)(p—c)= 4v[a+b)’—0’l[ — (@ — by},

il viendra, aprés avoir élevé au carré
4(1 + o + ﬁ’ 2
[+ ap—pJF —(1—a)]
En égalant a zéro séparément les dérivées par rapport
ao et 5, on arrive aux équations

a:(ﬁz _— 9:’) -+ @ —- 1 :0’
Bi(a — B)+ B*—1=o,
d’ou l'on tire
a=3=1; parsuite e=b=rc,
. L. . , .
comme ci-dessus. On vérifie aisément que c’est un mi-

nimum.

Note, — La méme question a été résolue par MM. A. Pellissier;
H. Brocard; S. Dautheville; Léon Lecornu, éléve du lycée de Caen;
C. Guesnet, €léve du lycée du Havre.
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QUESTIONS.

1083. On demande : 1° quel est le lieu du sommet
d’un angle droit dont chacun des cétés rencontre deux
droites données; 2° quelle est I'enveloppe du plan de cet
angle droit. ) (MANNHEIM. )

1084. Lesconiques, inscrites dans un quadrilatére fixe,
qui touchent une courbe de troisiéme classe donnée K,
sont au nombre de 12; les 12 points de contact, les
g points de rebroussement de K et les 6 sommets du
quadrilatére circonscrit sont situés sur une méme courbe
du cinquiéme ordre. (LacuEerre.)

1085. Un point matériel se meut sur une courbe
quelconque, et la force accélératrice est dirigée constam-
ment vers le centre de courbure de sa développée; I'aire
parcourue par son rayon de courbure est proportionnelle
au temps. Examiner le cas ou le point se meut sur une
développante de cercle. (N. Nicoraipks.)

1086. Si par le foyer commun F de deux coniques on
méne une droite quelconque, et qu’aux points ou elle
coupe les deux coniques on méne les tangentes aux coni-
ques en ces points, ces quatre tangentes formeront un
quadrilatére dont les diagonales seront les cordes com-
munes aux deux coniques.

La droite qui joint les foyers non communs des deux
coniques jouit de la méme propriété. (E. Lemoine.)

1087. Le produit des rayons de courbure d'une el-
lipse aux sommets d’un triangle inscrit, dont le centre de
gravité coincide avec le centre de Vellipse, est égal an
cube du rayon du cercle circonscrit au triangle.

(G. Foueer.)
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ETUDE D'UN GOMPLEXE DU SECOND ORDRE

_suite, voir méme tome, p. 202}

Par M. PAINVIN.

21. Pour que la conique I' se réduise a deux points
distincts, il faut et il suffit que la longueur d’un de ses
axes soit nulle.

Par conséquent, d’aprés I'équation (42), la condition
unique pour que la conique (I") se réduise & deux points
est

(45) 80y — €80 — §o = 0.

Donc la surface enveloppée par les plans II pour lesquels
la conique du complexe se réduit a deux points est

(46) T ~
ou
46 bis) (u’ + ¢* + a?) (BCu? + CAv? + ABa?)
( ) — e (1} 40"+ w?) — (APut+ b’ et —1) = o,
ou encore
(46 ter) { (&2 + 0* 4+ o?) (BCu? + CAv* + ABw?)
ter

[(B+Clu'+ (CH+A)+ (A+B)a*—1]=o0.

L’équation (46 bis) nous montre que la surface en
(uestion est inscrite dans la développable circonscrite a
ellipsoide proposé et au cercle imaginaire de I'infini.

L’équation (46 ter) nous fournit une remarque qui
sera utilisée plus loin, savoir : que tout plan (u, v, w),
tel qu’on ait

(47) B+ C)u’+ (C+ A)’+ (A + B)a*—1 Lo,

ne peut pas toucher la surface A; ce plan est extérieur a

Ann. de Mathémat., 2° sévie, t. X1. (Juillet 1872.) 19
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l’cl]ipso'l‘de

(B+C)u* + (C+ A)e*+ (A + B)a? — 1 = o,

ou
.z-‘l ]? z?

-+ —I1=o0

B+C C+ATAxB ’

lequel ellipsoide renferme tout entiére la sphére (S).

22. Démontrons maintenant que les plans qui tou-
chent la surface (46) touchent également la surface A,
n°® 8. Quoique cette proposition résulte du théoréme
analogue, démontré par Pliicker pour le cas d'un com-
plexe général du 2° ordre, il y a cependant quelque intérét
4 montrer comment nos formules se prétent 4 sa démons-
tration.

D’aprés I’équation (27), n° 12, nous voyons que les
céordonnées u,, v, w, d'un plan tangent a la surface A
sont
x, (b 4 AS, + Gy)

T h+gS, +¢G, — H,

Yo(c'a® + BS, + G,)

T+ gS,+ ¢G, —H,
o 2, (a?b* + CS, + Gy) .
T R gS, + eG,— H,

,

)

Yo

et si nous supposons le point de contact (x,, y,, z,) sur
la nappe supérieure de A, par exemple, les formules (23",
n° 11, transformeront ces expressions en les suivantes :

; Zo( b2 + Ap, + p})
110: 2 3 Y
h+gp.+epi+pip:
Yolc2a® + Bp, + p})
\‘") e = 2 2, 0
‘ h—+gp -+ epi+¢ip:
I\"

3(a?b? + Cp,+ pl)
i+ gp: — el +pip
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On a d’ailleurs

(a* —pi)ia® +p
> o

\ T
)+ p)
) (=
R L)

L ab?

Nous allons maintenant calculer en fonction de p, et
ps les quantités

Sp = ul+ 0l 4w,
(39) G, =BCu} + CAv} + ABw?},
He= a*u} + b%) + crw)—1,
en attribuant a u,, v, w, les valeurs (1.

Si P'on se reporte aux relations (28), (29), (30) et
(30 bis) du n® 13, on obtient trés-facilement

. 2 _ 2
SS":P' EPg,
. ek —F
(48) Q;o:*‘——"l_; ’
—_ 2__ 2 F
gﬁt‘:"“(PIEz Pz);,
ou
\ VB = g+ eplptgpl+ hpn

Les équations (48) établissent des relatious assez simples
entre les quantités 8,, Gy, 5, correspondant i un plan
tangent a la surface A et les paramétres p, et p, de son
point de contact.

On obtiendrait les formules correspondant a la nappe
inférieure de A en remplacant p, par ps dans les précé-
dentes.

19.
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Les formules (48) nous donnent

Seljo — €8y — 50 —= 0,

c'est-d-dire que les plans tangents a la surface A tou-
chent la surface (46).

Nota. — On peut encore démontrer que, lorsqu’un
plan II devient tangent & la surface A, la conique (T')
située dans ce plan se réduit a deux points, en supposant
que ce plan se déplace parallélement a lui-méme et en
remarquant que la conique T est imaginaire quand le
plan I est extérieur A la surface A, qu’elle devient une
hyperbole quand le plan II passe entre les deux nappes
de la surface A, puis une ellipse réelle lorsque le plan I1
pénétre dans la nappe intérieure de A. De la résulte
évidemment que la conique (T') se réduit 4 un systéme
de deux points quand le plan II vient toucher une des
nappes de la surface A.

Quant & la remarque sur laquelle s’appuie cette dé-
monstration, clle est une conséquence des théorémes V
et VI. On peut aussi I'établir comme il suit.

23. Les longueurs des axes de la conique (T') sont
données, n° 19, par I’équation
(42)  82p* — So(e8e+5Ho— 1)o7+ (8.G, — €3, — H,) = o,
ou
(42 bis) Sip' — MS,p?+ N=o,
aprés avoir posé

M=¢e§, +5H —1,
stugn“fso_ﬁo-

(41)

Il s’agit de rechercher directement quelle est la nature
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de la conique (I'). Nous avons déja remarqué qu’clle ne
pouvail jamais étre une parabole.

Déterminons le signe de la quantité N lorsqu'on y
regarde u, v, w comme les coordonnées d’un plan quel-
conque. Soient u,, v,, w, les coordonnées d'un plan
tangent a la surface A et paralléle au plan (u, v, w);
nous aurons alors

(19 u—cu,, v=—E¢v,, W=:zw,,
et la quantité N (46 ter), n® 21, deviendra

N =c¢'{au} + vl +w])(BCu} 4 CAv} + ABw])
—&[(B+Clul—+ (C+ A)el+ (A +B)w!] +1.

Mais le plau (u,, v;, w,) étant tangent a la surface 4,
on a

(w3 + 0} + w?) (BCu? + CAv? + ABw?)
=(B4+Clu?+(C+ A)el + (A +B)w] —1,

et, par suite, la quantité N pourra s’écrire
(29) Ne={e'm 1)} {(B-C)u] +(C+ A)? + (A+B)w? —1]—1.

Or nous avons déja remarqué (n° 21) que, si le plan
(u, v, w) était extérieur a Pellipsoide

(B4+C)w*+ (C+A)o* + (A +B)a? —1=o0,
c'est-a-dire si 'on avait
(B+Clu*+ (C+ A)*+ (A + B)w* —1 <o,

ce plan ne pourrait pas toucher la surface A; comme le
plan (uy, vy, w) est un plan tangent réel a cette surface,
on a donc ici

(3°) (B+C)u?+ (C+ A)o? + (A+ B)a?—1>o0.

Lorsque le plan (u, v, w) est extérieur a la surface 4,
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¢ est alors inférieur a 'unité, et on peut le supposer aussy
petit qu’on voudra en éloignant suffisamment le plan;
dans ce cas, on a N > o. Si le plan pénétre dans I'inté-
rieur de la seconde nappe, ¢ est alors supérieur a 'unité,
et on peut le supposer trés-grand en rapprochant le plan
suffisamment de l'origine; dans ce cas, on a N > o.

De 14 on conclut que la quantité N sera positive, quand
le plan (u, v, w) sera extérieur a la surface & ou lorsqu’il
pénétrera dans l'intérieur de la nappe inférieure; la
quantité N sera négative si le plan passe entre les deux
nappes de la surface. Ainsi :

Tatorime VIII. — Lorsque le plan (ug, vo, w,) est
extérieur a la surface A ou s'tl pénétre dans la nappe
inférieure, la conique (I') correspondante est une grrivsE
imaginaire ou réelle.

Lorsque le plan (uy, v, w,) passe entre les deux
nappes de la surface A, la conique (T') correspondante
est une HYPERBOLE.

On a une nyperBoLe EQUILATERE lorsque le plan
(1toy vo, w,) touche l'ellipsoide

(B+C)a*+ (C+ A)o*+ (A +B)a* —2—o0,

ou
.1-2 y'l zz
BxctCcxaTaxrs 3

= O.

Ce nouvet ellipsoide est renfermé entre la sphére (S) et

Uellipsoide (G).

24. Nous résumerons une partie des propriétés pré-
cédentes dans la proposition qui suit :
Tatonime IX. — 1° Les plans T (ug,y vo, wo), pour

lesquels la conigue (T') du complexe se réduit a deux
points distincts, sont les plans tangents a la surfaee A,
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lieu des points P(xqo, yo, 20), pour lesquels le cone (C)
du complexe se réduit & deux plans distincts.

La surface (A) est définie par 'une ou lautre des
équations
(? + y* + 2?) (Aa? + By? + Cz2?)
) —[A(B+C)2*+B(C+A)y*+C(A+B)z*| +ABC=o,

(u? + 0* + w?) (BCu® + CAo? + ABu?)

(1) % — [(B+C)u*+ (C+ A)o* + (A + B)a*] +1=o0.

2° Les points de la nappE surtrieure de A sont ceux
pour lesquels le cone (C) se réduit & deux plans réels,
et les plaus ltangents réels a cetle nappe sont cenx pour
lesquels la conique (T') du complexe se réduit a deux
points imaginaires.

Les points de la nappe INFERIEURE de A sont ceux
pour lesquels le cone (C) du complexe se réduit a denx
plans imaginaires, et les plans tangents a cetie nappe
sont ceux pour lesquels la conique (T') du complexe se
réduit a deux points réels.

3° Les plans réels auxquels se réduit le cone du com-
plexe touchent la nappe inférieure de A, et les plans
imaginaires touchent (imaginairement) la nappe supé-
rieure; et, réciproquement, toul plan tangent & la sur-
face A est un plan d’un des systémes de plans du
complexe.

Les deux points d’une conique (I'), réduite & deux
points, appartiennent & la surface A; et, réciproque-
ment, un point quelconque de la surface O appartient
& un des systémes de deux points constituant une co-
nique (I') réduite a deux points,

4° Le lieu des milieux des segments (réels ou ima-
ginaires) formés par la conigue (I') du complexe, re-
duite a deux points, est la podaire de la surface A
relative au centre O de ’ellipsoide.
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5¢ La surface (A) passe par Uintersection (imagi-
naire) de Uellipsoide donné avec la sphére lieu des
sommets de triédres trirectangles circonscrits a cet
ellipsoide; elle cst inscrite dans la développable cir-
conscrite a l'ellipsoide donné et au cercle imaginaire
de Uinfini.

6° La surface (Q) est la sunrace pEs onpEs relative
a Uellipsoide directeur

" a4 g
IK -+ ‘ZB— —+ é — == 0,
cest-a-dire qu'on l'obticnt en prenant, a partir du
centre, sur la perpendiculaire & chaque section centrale,
des distances égales aux longueurs des axes de Uellipse
quelle détermine.

Revenons sur les diverses parties de cette proposition
fondamentale qui renferme plusieurs propriéiés déja
énoncées.

La proposition (1°] a été démontrée aux n** 9 et 22,

Quant a la proposition { 2°), une partie se trouve dans
le théoréme 1V, n° 41 ; Pautre partie est une conséquence
immédiate du théoréme I1I, n® 23.

Pour la proposition (3°), nous pouvons ’établir ainsi.
Soit @ un point de la nappe supérieure; le cone du com-
plexe, ayant son sommet en a, se réduit a deux plans;
soit IT, I'un de ces plans. Puisqu’il y a dans ce plan une
infinité de droites qui passent par a, la conique T cor-
respondant au plan II, se réduit donc a deux points, et
a est un de ces points; il résulte de 1a que le planII,
touche la nappe inférieure de A.

Si maintenant on considére un plan II, tangent a la
nappe inférieure de A, la conique I' se réduit a deux
points; si @ est un de ces points, il y aura une infinité
de droites du complexe situées dans ce plan et passant
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par a; le cone du complexe, ayant son sommet en a, doit
donc se réduire a deux plans; par conséquent, le som-
met a appartient  la nappe supérieure, et le plan II, est
un plan d’un des systémes du complexe.

Le méme raisonnement est applicable a la nappe infé-
rieure. Plus loin, nous démontrerons toutes ces pro-
priétés par I'analyse.

La proposition (4°) est une conséquence évidente du
théoréme VI, n° 15.

La premiére partie de la proposition (5°) résulte de
I'équation (21 bis), n°® 8, et la seconde partie résulte de
I'équation (46 bis), n°21.

La proposition (6°) n’est que la reproduction du théo-
réme 111, n° 9, ,

(La suite prochainement.)

O PR [ J— 2

DES INTERSECGTIONS DES FAISCEAUX DE COURBES ET DES
PAISCEAUX DE LEURS POLAIRES INCLINEES ;

Par M. E. DEWULF.

I. Soient F (x, y)=o et f(x, y) = o les équations
de deux courbes de degré n, F(x, y) +Af (x, y) =0
représente un faisceau de courbes d’ordre n, pivotant
autour de n* points fixes.

Nous avons nommé (*) premiére polaire inclinée d'un
point P, par rapport A une courbe C*, le lieu des points
ou toutes les droites issues de P rencontrent la courbe
sous un angle constant, et coefficient d’inclinaison la
tangente k de cet angle.

Les premiéres polaires inclinées d’un point P, par rap-

™) Voir 1*¢ série, t. XVIII, p. 232.



(1298)

port aux différentes courbes d’'un faisceau F+ 2 f=o,
forment un faiscean © + Ap = o homographique au pre-
mier et de méme ordre. Le lieu  des intersections des
courbes correspondantes de ces deux faisceaux est repré-
senté par I'équation Fg — fn=o0 de degré 2n. Dési-
gnons cette courbe par ", k étant le coefficient d’in-
clinaison.

1I. Soient a, £ les coordonnées rectangulaires du
point P, le faisceau de ses premiéres polaires inclinées,
par rapport a F + 2 f= o, a pour équation

, dF  dF . [dF  dF
&ﬁ—])<dy+‘§;>+(“—1)(d—r—‘;l7>

d d d J
+)‘[(§—y) (ZJ; + k {;) =+ (« — ((1/7: (é)] o,
et l’équation de ;" est

‘ f =6 y—/f(«—x>]+~1£[a—r+/f(ﬁ |
(1)

—F}(—,;[p ot L famzrh (=)} =

Cette équation peut aussi étre mise sous la forme
ﬂ b= (F i) e (G 2]
A - )-r (G- )
| A F e+ Fe—a|-F[ L+ L]

é“jf[;’f(p ~e—a]- [ (-0~ F e |

On conclut de I'équation (1) que, quelles que soient

(2)

(3)

= 0.
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les valeurs a, (s et k, la courbe ;" passe parles n* points
Sfixes du faisceau F + X f=o0; et de 'équation (2) que,
quelle que soit la valeur de k, la courbe {;" passe par
le point P.
Cette équation (2) est aussi satisfaite, quelles que
soient les valeurs de «, 3, si 'on a

‘f d[« dF)—-F(£+Z'§é>:0,

dy
dF  dF af . df
(f(a:—‘d)—*’(dx i) =o
Ces équations peuvent s'écrire sous la forme
JF  _df ( df>
I A Y A
(») g Ty =AY
i dF _af df
|G -rE=+lg—*5)

qui fait voir qu’elles ne peuvent étre satisfaites simulta-
nément pour une méme valeur de & que sil'on a
dF df (lf

dF
(C) ;——F@-—O et f{l—.l‘_ B—.l—‘

et alors elles le sont, quelle que soit 1a valeur de 4.

Donc les courbes ¢;", qui correspondent a tous les
points du plan de F + 1 f=o0, et pour toutes les va-
leurs de k, passent par les (27 —1)* points d’intersec-
tion des courbes (c).

Remarquons que ces (2 — 1)* points se trouvent sur

df dF  df dF _ o, .
la courbe Gdr dndy =0 d’ordre 2(n—1), qui

passe par les points ou les courbes F =o et f=o0 se
coupent orthogonalement; nous trouverons plus loin la
signification précise de ces points.
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L’équation (1) est satisfaite aussi si 'on a simultané-
ment

dF dF |
F=o et - [p—ry—ha—a)+ zla—ethiB—r)=o,

ou

fe=o e %[g—;—k(aw)ﬁ%[«—H“P—ﬂ]:%

ou encore

18—y — ha— )|+ G la—r+ A=) =0

et
d, a
b=y —Ha— o)+ L fa— (sl =0,

c’est-a-dire que la courbe {;", qui correspond a un
point P, pour une valeur déterminée de %, passe : 1° par
les points d’intersection de F = o et de la premiére
polaire inclinée de P par rapport a ¥ ; 2° par les points
d’intersection de f—=o et de la premiére polaire in-
clinée de P par rapport a f; 3° par les points d’inter-
section des premiéres polaires inclinées de P par rap-
portaF=o et f=o.

L’équation (3) montre que : les courbes {;", qui cor-
respondent a un point donné P, forment, pour les va-
dewrs variables de k, un faisceau d’ordre 2n, dont les
4n* pivots peuvent étre déterminés par les courbes ;" et
. qui correspondent a k=oet k= .

IIl. Supposons maintenant que le point P parcoure
une droite L dont Péquation est y = Ax + B. Nous
aurons, entre « et 3, la relation 8 = A« + B; portons
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cette valeur de 8 dans I’équation (2), nous aurons

| Al Gz e (G )]

ol ) (i) |
o[

( if
LY
(g )]
g

x
A
df df>]
= o.
d: dy

Cette équation est satisfaite, quelle que soit la valenr
de o, si I'on pose simultanément

A[f(flf +A~d_F> _F("f H.i’/fﬂ

(d)

ﬂ

" dy iz
() R () =
o=/ (o) —F (54 %)

/) dF dF d d
.—xlrf((lr Ad) ) F(;’é—‘dﬁ)]:o

Ces courbes se coupent en 27 (2n —1) points pour
une méme valeur de k.

Donc, si un point P parcourt une droite L, les courbes
$}" correspondantes, pour une valeur constante de k,
Sorment un faisceau d’ordre 2n qui pivote autour de
an(2n —1) points fixes.

Si la droite L passe a I'infini, le nombre des pivots se
réduit & (2n —1)?, et ils sont déterminés par les équa-
tions

0 (i) r(g )=

(#) f(ﬂ--x‘g)—f‘<%—xd§>:o.
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Remarquons que les équations (g) et () sont précisé-
ment les mémes que les équations (a) ; elles se réduisent
donc aux équations (c), et les (2,7 — 1)* points d’inter-
section des courbes (c) ne sont autres que les points qui
correspondent 2 la droite de I'infini.

Remarquons encore que les équations (e) et (f) sont
satisfaites, quelles que soient les valeurs de A et B, quand
les équations (g) et (%) le sont; donc, les (22 —1)? points
qui correspondent 4 la droite de I'infini sont au nombre
des 2n (2n —1) points qui correspondent & une droite L.

Mettons les équations (e) et (f) sous la forme

[ ) e ()]

=~/ %) (&%)

s (G~ 1) -2 (G -4
——<r(E—7) T3}

et divisons-les membre 4 membre, nous obtiendrons

y —=Az +B,

c’est I'équation de la droite L; en la combinant avec
Péquation (e), elle détermine 21 — 1 points en ligne
droite qui appartiennent aux 2n(27—1) points qui
correspondent a une droite L.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

Quand un point P parcourt une droite L, les courbes

¥ qui correspondent & chaque position de P forment
un faisceau d’ordre 2 n qui pivote autour de an (2n —1)
points fixes, savoir: les (2n — 1)* points qui correspon-
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dent & la droite de l’ir{ﬁni, etan — 1 points situés sur
la droite L qui passent &l ’injini avec cette droite.

Des déductions du paragraphe I nous pouvons aussi
conclure que

Toutes les courbes {3 qui correspondent & tous les
points du plan du faisceau F + } f = o, et pour toutes
les valeurs de k, se coupent en n* + (2n —1)* points
fixes qui sont : les (an —1)* points qui correspondent
@ la droite de Uinfini, et les n* pivots du faisceau
F —+ lf:: 0.

Voyons maintenant ce que deviennent les 2n(2n —1)
points fixes qui correspondent 4 L pour une valeur
donnée de k, quand k varie de + o a — o . Pour cela,
éliminons k entre les équations (e) et (f); nous obte-
nons

qui se décompose en

dF df dF df
_)——A.Z""‘B et J(—i;_z; -d‘?.—o.

Donc, quand le coefficient k variede + o a — »,
2n —1 des points fixes qui correspondent a L, décrivent
la droite L, et les (2n — 1)* autres points qui correspon-

dent & L décrivent la courbe & 2= dr 2 =o
Supposons que le point P parcoure une courbe
M(z,y)=o,

et cherchons enveloppe des courbes §3* correspondantes
a chacune des positions de P, k restant constant.
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Nous avons

(1) M(«, B)=o0,
s <@~r>[f(d wig)-r (G ez

oo ) (G- )]

(2)

dM  dM dp
(3) Ao T dg dx
BAZ ) (18]
(4)

0.

df df
(dy+ dz
dF dF daf daf
(G —+7) T (&%

Eliminant ?—;E entre (3) et (4), et combinant la résul-
4

tante avec (2}, nous Lrouvons

(5) (8—) G5 + (= —n) G =

Pour obtenir I'enveloppe, il faut éliminer o et  entre
les équations (1), (2) et (5).

Cherchons aussi le lieu des 2n(2n — 1) points qui
correspondent a une tangente a M(x, y) = o, quand
cette tangente roule autour de la courbe.

x, y" étant les coordonnées d’un point de M, ’équation
de la tangente en ce point est

I‘iM !
(J’"‘)’);?""(‘”“x)dt,

Dans les équations (e) et (f) qui déterminent les
an(2n — 1) points qui correspondent a une droite, rem-
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l_i_M dM
placons A par — et Bpary’ + .z’ 73i [ous trouvons :
dy' dy’
aM dM
(6) (J’—J")—"*'(x_”')p:o»

o= [7(E ks~ (L4
? =) (F—15)—F (E-+E) | =

Pour trouver le lieu cherché, il faut éliminer y’ et 2’
entre les équations (6), (7) etM(x/,y') =o.

Or ces équations sont exactement les mémes que les
équations (1), (2), (5).

Donc ’enveloppe des courbes i qui correspondent
aux points d’'une courbe M est la méme courbe que le

lieu décrit par les 2n (2n — 1) points fixes des faisceaux
qui correspondent aux tangentes a M.

DE LA BEALITE DES RACINES
DE L’EQUATION DU TROISIEME DEGRE EN S :
A—S B” B’ l
B” A'—S B =o,
B’ B A"—S l

A=

ot B, B’, B” représentent des quantités différentes de zéro.

On a, en multipliant par B, B’, B” les éléments des
lignes horizontales,

(A—S)B BB” BB/
ABB'B"= | B'B" (A'—S)B BB/
BI BI/ BBI/ (Al/ —_ S) B//

Ann. de Mathémat., 2° série, t. XI. (Juillet 1872.) 20
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d’ou
(A—S)B—B'B” BB"—(A'—S)B' ) ;
ABB'B"= ) (A’—S)B'—BB”  BB'—(A” —S)B” |.
B'B” BB” (A”—S)B"— BB+ BB’

et, en divisant respectivement par B, B/, B" les élé-
ments des colonnes de rangs 1, 2, 3 de ce dernier déter-

minant,
B'B” BB” )
A=8)—F F =9 ° ;
BB” BB’
A= [§) (AI—S) __B-T_ B —(A”—-S) r
B'B” BR” ., BB’ BB
B v WS-y
En posant
BIB” BB” ’
A———ﬁ—za, A’—-ﬁ,—:a', A”-—%I,i/:a”,
il vient
a—S S—a o !
(1) A o a —S S —a” |
v W mw
B B/ * ” I

Actuellement, supposons que les quantités a, o', a”

soient inégales et qu’on ait, par exemple, a < a' <a".

Si I'on remplace successivement S par a, a', o, les

valeurs correspondantes de A, données par I'égalité (1),
seront : ’

B'B” BB” BB’

B (a—a')(@—a"), — — (a—a')(a’—a"), G

(a—a"){a'—a");



BB'B o BB'B” , BB'B”
i )

ou

"
((1——a }((7— ——17—
et, comme les produits (e — a') (a—a"), (a —a') ('— "),
(a — a") (a' — a”) sont positifs, on voit que les substi-
tutions de a et @’ & S-dans A donnent des résultats de
signes contraires, et qu’il en est de méme des substitu-
tions de a’ et a”; par conséquent, ’équation A = o0 a une
racine comprise entre a et a’, et une autre racine com-
prise entre a' et a”.

En outre, pour S=—ow , A=—+ %, et pour S=-+w
A = — o ; donc, suivant que le produit BB’B” est po-
sitif ou négatif, la troisiéme racine de I'équation A =o
est plus grande que a” ou plus petite que a.

Ainsi, dans ’hypothése de 'inégalité des quantités a,
a', a", les trois racines de 'équation A= o sont réelles
et inégales.

Si deux des quantités a, a’, a” étaient égales entre
elles, et qu'on eiit, par exemple, a = a’, I'égalité (1) de-

viendrait
{ 1 — 1 o |
! ‘
t —s  S—a
s=la—s)| 2 1 “ l
RBOBE LB
—_—— —_— a’ — ¢ _—
l B BI k B// l

Pune des racines de I'équation A= o serait a, et les
deux autres seraient données par la résolution de I'équa-"
tion du second degré

! 1 — 1 0
. { o a—S S — a” .
() | B'B” BB BB |
| —_— 7 8) A —
: B B/ / B' i

20.

-(a—a") (@' —a"),
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En remplagant successivement 'inconnue S par a et a”,

le premier membre de ’équation (2) prend les valeurs
<BB” BB\ BB’

w ) lem ) Fgrla—d),

ou

— BB'B (# + 1'T> (a—a"), +BB'B o (a—a’),
qui ont des signes contraires. Donc cette équation a une
racine comprise entre @ et a”. L’autre racine est plus
grande que a”, ou moindre que a, suivant que BB'B” est
positif ou négatif.

Donc, dans ce second cas, ’équation A= o a encore
ses trois racines réelles et inégales.

Enfin, lorsque @ = ' =a", I’égalité (1) prend la forme

1 —1 o l

A:(II—S)2 ° ! ! ‘-
B/Bl/ BBI/ } BB/
B ow TSty

L’équation proposée A = o a deux racines égales a a,
et la troisieéme, déterminée par 1'équation du premier

degré
] — 1 o) f
o 1 — 1 l — o,
B'B’ BB’ BB’
B ® T8y
B'B’ | BB’ BB
a pour valeur a + -t T

Il en faut conclurc que, dans tous les cas, 'équation
proposée A== o a ses trois racines réelles. G.
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SUR LES PERMUTATIONS CIRCULAIRES DISTINCTES ;
Par M. C. MOREAU,

Capitaine d’Artillerie, & Constantine.

Désignons respectivement par P} et par P¢ les permu-
tations rectilignes et circulaires de S lettres, et par I'abré-
viation k! le produit 1.2.3...k. Si les S lettres sont
toutes différentes, on a, comme on le sait,

Pr=S8! et Pi=(S—1)!

Cette derniére formule tient & ce que chaque permu-
tation circulaire, pouvant étre ouverte a chacune des
lettres qui la composent, donne naissance a S permuta-
tions rectilignes différentes, et que par suite

SP¢=P7.

Supposons maintenant que les S lettres ne soient pas
toutes différentes et que A, B, C,..., L représentent
respectivement les nombres des lettres a, b, ¢,..., [ qui
entrent dans chaque permutation, ayant d’ailleurs

A+B+C+...+L=8S;

dans ce cas,
S!

A'BICI...L!

P, =

Quant aux permutations circulaires, si les nombres A,
B, C,..., L n’ont aucun diviseur commun, on aura en-
core, par la raison déja donnée,

SPC=P.

Mais, si les nombres A, B, C,..., L ont des diviseurs
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communs, il n'en sera plus ainsi, parce que, parmi les
P¢ permutations circulaires distinctes de ces S lettres, il
s'en trouvera qui pourront se décomposer en groupes
égaux et qui, a cause de cela, ne donneront pas naissance
chacune 4 S permutations rectilignes différentes.

Soit donc d le plus grand commun diviseur des nom-
bres A, B, C,. .., L; supposons S = sd, et que, décom-
posé en ses facteurs premiers, on ait

— o, (/3 2. «,
d=pupEpy...pm

Désignons encore respectivement par P; et P, d étant

3 5
un diviseur de d, les permutations rectilignes et circu-
. I S A B C L S
laires distinctes de = lettresavec -, 4+ 5+~ +. .. 4+—-=x>»
) d ¢ 4 d 0
5
de facon que P; = s .
won q $T AB L
i B
¢ d )

Cela posé, les permutations rectilignes ou circulaires
distinctes des S lettres considérées comprennent :

1° Des permutations qui ne peuvent pas se décom-
poser en groupes égaux et dont nous désignons le nombre
par X;

2° Des permutations qui peuvent se décomposer en
P1s Pss Pase s« OU P, Groupes égaux, €n pypPs, PiPsse s -
ou p,_;p, groupes égaux. ...

Or, en supprimant pour le moment les indices supé-
rieurs, les nombres de ces derniéres permutations sont
respectivement

P,, P,,., P,
Pi P2 PiPs PuaiPn

e es st e s s s re 0 e0 ey
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et on voit, par un raisonnement tréssimple et trés-
connu, que l'on a

s b}

X,.—:P,—-E[’i—kZP, —232P  +...%=P

P1 PiPs PiP2Ps PiPaPs---Pn

les sommes Z se rapportant aux combinaisons 1 a 1,
242,343,...,nan des nombres premiers py, pa,..., p..
Au surplus, et pour enlever tout doute 4 cet égard, s’il
pouvait en exister, 'exactitude successive des termes de
cette formule tient a I'égalité évidente
m m(m—1) m(m—1)(m—2)

——+
1 1.2 1.2.3

+...E1=—1.

Maintenant chacune des X¢ permutations circulaires
restantes donne naissance 4 S des X] permutations rec-
tilignes restantes, puisque toutes celles qui peuvent se

décomposer en groupes égaux ont été écartées, et il en
résulte
$X¢ =X,
équation de laquelle nous allons déduire la valeur cher-
chée de Ps.
Pour cela, mettons en évidence les exposants a,, #,,
%3y .., @, C'est-a-dire posons

P3:Pa.,,a,,...,a,,; Pi—_—'Pal—:,a,‘..,,u,,y
P
P oy = Pasay1,05. .09 crcecrieeacenny
PipP2
P s :Pai—]r"i" Is~~~,°‘n"':

PiPse---Pn
la valeur de X, deviendra

X‘ - p“lv""i:»~n“u - zp"q"h%yu-a“n -+ zp“n-l“i‘l»m'“n + ...
+=P

Oy =1, ... By —1®

Considérons maintenant les fonctions génératrices de
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Pr et de P¢, c’est-a-dire deux fonctions des variables auxi-
liaires t,, ta, t5y. . .52,

Sty by o5 ty) et Se(ty tay. .oy t,),

telles que dans leurs développements, suivant les puis-
sances entiéres et positives de £y, %5,..., t,, les termes
en t}i.1f. . .th aient respectivement pour coefficients
P; i et Pi oy . il est elair que, d’aprés cette dé-
finition, X7 et X¢ seront les coefficients de .13, . .12
dans les développements des fonctions

Sty eyt (1 — 28+ 2ty —. . .01, . .0)
et
Seltnty. . ) — 26+ 206, —. .20 08),

ou, ce qui revient au méme, de

Srltot ooty (1—e)(1—8). .. (1 —¢)
et

Se(tosty. ) (1—t)(1—8)...(1—¢,),

et que, a cause de S = spps. . .pir, si, dans cette der-
niére fonction, on remplace ¢; par pyt,, t, par paty,. ..
ett, par p,f,, SX¢ sera le coefficient de #;'.23:. . .1%» dans
le développement de

Sfe(pitiy Patase ooy Paln) (U— pit) (1 — paty). . (1 — paty).
Cela posé, comme 'équation
SXe =Xr

est généralc et a été établie en dehors de toute hypotheése
particuliére faite sur les valeurs des nombres «,, a,,..., @,
et n, il en résulte que 'on peut écrire

sf;(ptl,--'qpntn‘<l-‘pttl\,--~(“-‘Puru>
=Sty ta)(1 ) (1 —1),
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puisque, dans les développements de ces deux fonctions,
les coefficients dgs termes semblables sont égaux. On aura
donc enfin

sf;(P't"Pﬂt?” . -7pntn)

:f;'(tUtl)---,t,,) (l_t')(l_tz)-o.(l—tn)

(T—pit) (1 — pats) . - (1— pata)

et il ne reste plus qu’a égaler dans les deux membres de
cette équation les coefficients de 13*. 122,450, . . 1}n

n*

Dans le premier membre, ce coefficient est

spps- - PP an = SP,

gy Ogy e eey

et, en remarquant que le coefficient de ¢f*¢}:. ..tk dans le
(1—e)(1—8)...(1— 1)
(1—=pit)) (1—pits).« . (1—pPati)

esté%lép"*(x—-l), ks (1_i>,..., P"(I——i>7
° ! P ? P2 " Pn

on voit que celui de '3, . .72, dans le développement
du second membre, sera la somme d'un certain nombre
de termes de la forme

pipl. . pl <I_l%> <1_1‘:‘> ('_;:‘> P:,—k.,...,a,.—k,.'
1 2 n

Or pftpl. . .pk est un diviseur quelconque ¢ de d,

1 1
phiphs. . .phe (I_;> <x—;) = 9(5)

développement de la fonction

représente combien il y a de nombres inférieurs a ¢ et
premiers avec lui, et P, _, . _; =DP7; donc on aura
s

SP; =24 (3) Py,

5
la somme X s’étendant i tous les diviseurs 0 du plus
grand commun diviseur d, v compris 1 et d, ¢(d) ayant



(314)

la signification usuelle indiquée plus haut et P’ étant le

3
. - - S
nombre des permutations rectilignes distinctes de 5 let-
3
tres, c’est-a-dire i
’ AB L
Ti5t s

La valeur de P¢ est donc

P_‘;:éZQ(S)P; :Z f%ﬁ

4

o2l v
sl w8

Ainsi, si 1, 9y, dy,. .., d sont les différents diviseurs
de d, on aura

s s
o s—=1)! ey \& ) (d) (71*'>!
P‘,:-——_—‘_L?‘ — +‘P B S A

1 o TA!§| I:l
shoy! SISt

THEOREME D’ARITHMETIQUE;

Par M. Disiré ANDRE.

Tntorime. — Si lon désigne par a et n deux
nombres entiers quelconques supérieurs a lunité, le
quotient

n(r—-1)(r+2)...(ra —1)

a®

est fractionnaire si a est premier, entier si a n'est pas
premier.
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Pour établir ce théoréme, nous distinguons deux cas,
suivant que a est premier ou ne I'est pas.
1° L’entier a est premier. Désignons par x le nombre
qui exprime combien de fois @ entre comme facteur au
numérateur. Ce nombre est, comme on sait, donné par
la formule

na — 1 (na — 1 (na — 1
.I.':( -+ - -+ \)+
. a a* at

(ﬂ——l) (Il—l\
_ (2=
a a

N /

dans laquelle chaque parenthése représente la partie en-
tiére du quotient qu’elle renferme.
Or on a évidemment

/na —1 (n—]

k» a ):
(=)

2
aé
et ainsi de suite.

Donc la formule qui donne x se réduit a

na —1
= | —— )
a

£r—=n—1.

-

s )
“| |

N
I

I3
Q
Q
I
N
I

ce qui donne

Ainsi le facteur ¢ entre n — 1 fois au numérateur. Il
entre 1 fois, ¢’est-a-dire une fois de plus, au dénominateur.
Donc le quotient est fractionnaire, et la premiére partie
du théoréme est démontrée.

2° Le nombre a n’est pas premier. Pour démontrer
que, dans ce cas, le quotient est entier, nous allons
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prouver que tout facteur premier de a entre alors au nu-
mérateur autant de fois au moins qu'au dénominateur.
Soit & I'un quelconque des facteurs premiers de a, et
8 son exposant. Nous aurons

a = biq,

ct b entrera 7 fois au dénominateur.
Au numérateur, ce facteur b entrera un nombre de
fois y donné par la formule

_ [nbtqg—1 nbtq —1

r= (=) - ()
nb*q — 1 nbtqg — 1

+< bi+i >+< pit+2 >+
n—1 n—1u
— ) (=) —
Or on a évidemment
<nb?q——l>><n—l>’
be+! - b

nbtg — 1 n—1
(=) (53
nb*q — 1 n—1
( bi+s >2< b )’

et ainsi de suite.
Donc la formule qui donne y se réduit 4

nbbg —1 ‘nbfq — 1 nbtqg —1\
() () s (91,

d’ou 'on tire

y>nbt—'q —1+4 nbf2q —1 4. ..+ ng—1,

et, par suite, y
i —

PRSI
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11 suffit donc, pour établir la seconde partie du théo-
réme, de vérifier que I'inégalité

nyq b

~— B> pn
est toujours satisfaite lorsque a et n sont supérieurs a
I'unité.
Pour faire cette vérification, nous distinguerons deux
cas, suivant que {3 sera égal ou supérieur a 'unité.
Silon a B =1, I'inégalité se réduit a

nqg —12>n,
ou bien A

1
> 14—
7= n

Il suffit que ¢ soit supérieur a I'unité. Or il en est
forcément ainsi; car, pour que ¢ fut égal 4 1 en méme
temps que 3, il faudrait que e fit premier, ce qui est
contraire a I’hypothése actuelle.

Sil'on a 8> 1, I'inégalité peut s’écrire

ng (b —1)> (n +1)(b —1)B,
ou bien, en posant b =1 ¢ (ce qui suppose ¢ entier et
supérieur a zéro), :

rg[(1+c)? —1]>(n +1)Be.

Développons (1 c)?, et divisons les deux membres
par c; nous trouvons

1

nq[p -+ w—zl—)c-!—...:IZnﬁ—!—ﬁ,

ou bien

B(B—1)

R .
1.2 ¢+ _n[3+[3

nqB —+ nq
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Or on a évidemment toujours

nqgB>np.

De plus, puisque (3 et n sont tous deux supérieurs a
I'unité, on a aussi
— 1
pB—1) >8.

nq ————¢C
7 1.2

Donc l'inégalité qui précéde est satisfaite, et la seconde
partie du théoréme est démontrée.

Remarque. — Il n’y a, dans la démonstration précé-
dente, qu'un seul point ou nous ayons eu besoin de sup-
poser n>1. Tout le reste subsiste donc pour n=r1.
Quant au point considéré, il revient a démontrer que,

pour B>1,l'on a

nq lﬂ[:————l—}- c> B,

.2 -
ou bien

ng(B—r1)c>2.

Si l'on suppose n =1, cette inégalité se réduit a
celle-ci
q(B—1)c=2,
qui est toujours satisfaite, excepté dans le cas unique
ou I’on a en méme temps

=2,
et
n—qg=—c=1I.

Ce cas unique correspond au quotient
o
1.2.3
qui forme une exception a la seconde partie du théoréme
lorsqu’on étend celui-ci au cas de n =1.
q

Y



(319)
Donc, en résumé, le quotient
1.2.3...(a—1)

a,

qui correspond au cas ou n =1, est fractionnaire lorsquea
est premier, entier lorsque @ n’est pas premier, excepté
dans le cas unique ot @ = 4; et, a cette exception prés,

le théoréme qui fait I'objet de cet article subsiste lorsque
n=I.

RECHERCHES ANALYTIQUES

sur la surface du troisieme ordre qui est la réciproque de la surface
de Steiner;

Par M. LAGUERRE.

I. — Détermination des lignes asymptotiques

de la surface (*).

1. La théorie de cette surface se rattache intimement.
comme je me propose de le faire voir dans cette Note, a
la théorie des formes biquadratiques simultanées.

Soient a, b, c, d et e cinq fonctions linéaires des coor-
données cartésiennes x, y et z, nous pouvons considérer
les valeurs que prennent ces fonctions en un point de
Pespace comme les coordonnées (pentaédriques) de ce
point; il est clair d’ailleurs qu’entre ces coordonnées d’un

(*) Les lignes asymptotiques de la surface de Steiner (qui sont réci-
proques des lignes que nous étudions ici) ont été trouvées pour la pre-
miére fois par M. Clebsch. (Journal de Borchardt, t. 68, p. 1.)

Sur la relation qui a lieu entre les lignes asymptotiques d’une surface
et celles de la réciproque, voir une Note de M. Mannheim (Bulletin des
Sciences mathématiques, t. 1, p. 198).
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point existe une relation linéaire, satisfaite identique-
ment, et que je mettrai sous la forme
(r) ac — b8 +6cy — 4dB + ca=o,
a, 3, 7,0 et e désignant des constantes numériques que
je rattacherai au polyndme du quatriéme degré

o =at' + 4B+ 698 + 43t +¢;
en posant

u=at*+ 468+ 6ct* + fdt +e,
on voit que la relation précédente exprime que I'inva-

riant quadratique simultané des formes u et ® est égal
a zéro.

2. L’équation u=o (*), si 'on y considére ¢ comme
un paramétre variable, représente un plan mobile qui
enveloppe une surface du sixiéme ordre, dont I'équation
est

(2) #— 2952 =o,

sil’on représente respectivement par zet par j P’invariant
quadratique et I'invariant cubique de la forme u. Les
équations de son aréte de rebroussement sont

i—o et j=o.

La surface que je me propose d’étudier est la surface
du troisiéme ordre X, dont I’équation est

>~

a c
j=1b d| =o.
e

S
& O

(*) Voir CAYLEY : On a certain sextic developpable {Quarterly Journal,
t. IX); Note sur quelques tores sextiques (Annali di Matematica, 3° série,
¢ 10).
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Si I’on désigne par § la surface du second ordre (ou qua-
drique) représentée par I'équation

i=ae— 4bd + 3¢*=o,

on voit, en considérant I’équation (2), que la surface
développable dont j’ai parlé plus haut touche 3 tout le
long de I'intersection de cette surface avec 8, c’est-a-dire
tout le long de son aréte de rebroussement.

D’ou la conséquence suivante :

La cubique X est coupée par la quadrique $ suivant
une de ses lfgnes asymplotiques.

3. 1l est facile de voir qu’en réalité les considérations
précédentes nous conduisent 4 la détermination compléte
des lignes asymptotiques de 9.

Considérons le systéme linéaire numérique

roq r
p/ q r
l)” ql/ r'

dont, pour plus de simplicité, je supposerai le détermi-
nant égal a I'unité, et le systéme composé suivant

p p a b ¢ P q r a b
q ql qn < b ¢ d < pr ‘/, Moo= " d.
r r’ r” o d e p// q;/ " ¢! d/ o'

Sil'on choisit les nombres p, g, r,. .. de telle sorte que
I'on aitc¢” = ¢, il est clair que 'on aura

a o a b c |
bV o d|l={b ¢ d],
d d e c d e

et I'équation de I s’obtiendra en égalant a zéro I'une

Ann. de Mathémat., 2¢ sévic, t. XL (Juillet 1872.) 21
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, . . ’ )
ou l'autre de ces deux expressions ; mais I'on n’aura pas
en général

a'e —4b'd + 3c'*=aec— fbd+ 3¢,

¢'est-a-dire
o

=1,

L’équation i’ = o représentera donc une nouvelle
quadrique coupant ¥ suivant une de ses lignes asympto-
tiques, et la question qui s’oftre 4 nous est la suivante :

Les nombres p, ¢, r,. . . étant choisis de telle sorte que
la relation ¢” = ¢’ soit satisfaite, trouver les différentes
valeurs que peut prendre I’expression

i"—a'e —4b'd + 3.

4. Femploierai dans la suite de ce chapitre les nota-
tions dont je me suis servi dans mon Mémoire sur le
calcul des systémes linéaires (*) ; une grande lettre repré-
sentera un systéme linéaire, la méme lettre affectée de
I'indice zéro ou de I'indice 1 le systéme réciproque ou

(*) Journal de U'Ecole Polytechnique, t. XXV.
Pour éclaircir ces notations par quelques exemples, soit

o B v
A= o g
all ﬁ” ,/Yl
et a la valeur du déterminant de ce systéme linéaire; on aura
da da da
. da dx' dx”
x®X o o
A g E R LA da da da
1= g e V= g2 Tgar gan
. i g dp
vor o da da da
Z d”/' d‘/’

d’ou, par suite,
A A=a=2a(A).
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le systéme inverse, et la caractéristique A la valeur du
déterminant du systéme linéaire qu’elle précéde.
Cela posé, en calculant les quantités ¢” et ¢/, on trouve
que, pour qu’elles soient égales, on doit avoir la relation

pra =+ (pr'—+rp" )b+ (pr" —+rp” 4+ 7' p')c
‘ +(pirll +,I,}Il)d +pllrl/e

) ' =q'a+299'b + (299" + q*ic

+29'q" d +q" e
cette relation doit étre identique et elle ne peut différer
que dans la forme de la relation (1). On en déduit, p dé-
signant une certaine quantité numérique, la série d’é-
galités

e _pr—q _plimp—299

2 - € - —4(3\
_p'//+ rpll +p’l” — 2({qll — qlq __P”'” + ’/pll_zqrqll
- 6y o — 4B
___P”//_q”’_ .

o

SiTon pose

o 0 1 e —20 v p g r
I— 0o0—2 o0, A=—2¢ 4-’ —28 et H= pl q 7,
1 0 [o] 7 —23 « AP” q” 2

on déduit facilement des égalités précédentes I'équation
(4) HIH, =p A + 01,

6 désignant une autre quantité numérique dont il est
inutile d’écrire la valeur. .
Réciproquement, si le systéme H est choisi de telle ma-
niére que le produit HIH, soit de la forme p.4 + 61, p et
6 désignant des constantes (systémes simples), les rela-

21.
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tions (3) sont satisfaites; et si nous faisons

b ¢
A=b ¢ d,
e e
et pOSOI’)S
HAH=A',

on voit que les systémes A’ et A sont de la méme forme.

La recherche des systémes de transformation que nous
devons employer est donc ramenée a la résolution de
P’équation (4), ou A et I désignent des systémes donnés et
ou I'un des nombres p et 6 peut é&iwre choisi arbitrai-
rement.

Ces deux nombres sont reliés entre eux par une relation
que 'on établira facilement en égalant les déterminants
des deux membres de I'équation (4).

On trouve ainsi

2=0(pA + 01) = 4jip* — 2i,p*0 + 26",

(4 2jop® — iap?0 + 3 =1.

Telle est 1a relation qui relie les nombres p et 65 j, et 4,
désignent respectivement l'invariant cubique et I'inva-
riant quadratique de la forme .

5. La valeur du déterminant que j'ai transcrite ci-
dessus se déduit immédiatement de la formule suivante,
facile & vérifier, et dont je me servirai dans ce qui suit

A[A(dx + 1y)—3z]

©) =—zz(iy+ 2 hay + k2 +j (G jor—2027y + 2)7).

Dans cette identité, ou x,y, z désignent des quantités
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arbitraires, j’ai écrit, pour abréger,

g d

_d dj dj
Iz_a—t;—i-[izl—)—i—'y +6(Zi ‘o

d de
cl

— k=4 (ac— b*)(ye — 0*) — (ad — bc) (e — 98) +...,

k désignant Dinvariant quadratique simultané des
hessiens de u et de w.

6. Ayant choisi 'une quelconque des solutions de
I'équation (4), ou les nombres p et 0 satisfont a la rela-
tion (4), on en déduira un systéme A’ de méme forme
que le systéeme A.

Les coordonnées a’, &', ¢/,. .. qui entrent dans ce nou-
veau systeme sont reliées par une identité de la forme

a'd — 40’ + 6y —4d' B+ €2 = o,

¢t je me propose d’abord de déterminer la valeur des
constantes qui entrent dans cette relation, ou encore le
svstéeme 4’ que 'on peut former avec elles et qui est
analogue a A.
A cet effet, je remarque que I'on a, d’aprés 'équa-
tion (5),
A(AA — 2)=— 2"+ kz 4+ 4 jjo,

et que, si le second membre de cette relation ne contient
pas de terme en z?, c’est précisément en vertu de
identité (1). '

Pour trouver 4, il faut donc le déterminer par la con
dition que le développement de I’expression,

AN A — 3}

manque du terme en z°.
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1l suffit pour cela de déterminer deux quantités A et p,
de telle sorte que I'expression

A’ =H,(A4 + pI) H,,

ait la méme forme que A (Cest-a-dire que le terme du
milieu soit le quadruple de chacun des termes de la dia-
gonale secondaire du systéme).

En effet, en remplacant respectivement A’ et 4’ par
leurs valeurs, on a identiquement

AA A —z)=A[H,AHH, A 4+pI) Hy —z]=A[A A L+pI)—2z],
expression dont la valeur, en vertu de la formule (5),

mangque bien du terme en z*.

7. Les nombres p, 6, A et n ayant été déterminés
comme je I'ai dit ci-dessus, en désignant par 7/, 2/, K/,...
les quantités analogues a i, &, k,. .., mais relatives aux
systémes A’ et 4', la formule (5) donne la relation
(6 (A[A (L' + 1y) — 2] = — &+ z({'y* + 2 W zy + Ka?)

) ) (fs— 2iiey + 277);
le déterminant qui précéde devient, si 1'on remplace
dans son expression A’ et A’ par leurs valeurs

AVHAH[B (04 + pl)Hoyz -+ Iy]— 2|,
ou, en effectuant les caleuls,

A(xH,A4H, + pxrH AIH, + yH AHI — z),

ou encore, en multipliant a droite par H; le systéme
compris sous le signe A et en le divisant ensuite a gau-

che par Hy,
A(hxAd + pwcAl -+ ) AHIH, — z),
ou encore, en vertu de la formule (4).

.\%A[(le%—p;}‘)d—*—(gx+9_7’)l]— zy.
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Si I'on développe ce déterminant au moyen de la for-
mule (5), on obtient I'expression

| —24zli(po+0y+2h(hr4p)x) (pr+0y)+ kA a-tpy)

(7 +j[4j,,()x+p3‘)3— 2i(Ar~+py P (px4-0y)+2(px+0y)2.

8. Les polynémes (7) et (6) doivent étre identiques,
quelles que soient les variables x, y, z; en identifiant ces
deux expressions, on obtient les relations contenues dans
le tableau suivant :

Tableau A.

2/,p% — {0p?0 + 03 =1,
600! — iop*p. — 20,2p8 + 38 = o;

ih = i,320 + 27)pp — 6,10 — 3p*6;

~

{ 2)0 = 2Jo0 — i Mp + pd,
‘ "'=6' + 200k + p'k,

(o5

¢ Iz':}l.el' —+ ()\9 -+ Py.)/l -+ )\P",
1 K = vli 4 2dph + N4,

Je laisse momentanément de colé ces relations, sur
lesquelles j’aurai a revenir plus tard ; je me contenterai
de faire observer que la premiére des équations (3) du
tableau précédent donne la solution de la question prin-
cipale que je m’étais proposée.

Toutes les quadriques fournies par I'équation

i = 0% + 296/1 -+ p’k =o,

ou le rapport% peut varier d'une fagon arbitraire, cou-

pent K suivant une de ses lignes asymptotiques ; et
comme par chacun des points de cette surface passent
deux de ces quadriques, on obtient ainsi le sysiéme com-
plet des asymptotiques cherchées.

(La suite prochainement.)
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CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE MILITAIRE
(ANNEE 1872).

Epure (3 heures).
Une pyramide triangulaire SABC a sa base ABC ap-
pliquée sur la partie antérieure du plan horizontal.
L’aréte AB est paralléle a la ligne de terre et le som-
met C en avant de 'aréte AB. On donne en millimétres
AB=AC=116, BC=147, SA=SB=SC=104. Cela
posé, on demande de construire : 1° les projections de la
pyramide; 2° les projections de la section faite par un
plan perpendiculaire a 'aréte SA, mené par le point de
cette aréte situé au quart de sa longueur, a partir du
sommet S; 3° les projections des points situés sur I'a-
réte SA, d’ou I'on voit 'aréte BC sous un angle droit.

Composition de mathématiques (4 hcures).

1° Démontrer que les surfaces de deux triangles sem-
blables sont entre elles comme les carrés des cdtés homo-
logues. Les surfaces de deux triangles semblables étant
dans le rapport de 5 4 14, calculer, & % prés, le rapport
de deux cotés homologues, sans employer les logarithmes.

2° Dans le triangle ABC, on donne le c6té a, les
angles adjacents b ¢t C, et I'on demande de calculer
la surface. Données : a = 542,27, B=67°28"47",
C =64°42"55".

3° On donne sur un méme plan deux paralléles, un
point extérieur P a ces droites, et 'on demande de placer
la plas courte distance de ces paralléles, de maniére
qu’elle soit vue de P sous I'angle maximum.

Nota. — On devra mettre sur la copie tous les calculs
qu’on aura faits.
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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 385

( voir 1" série, t. XVI, p. 183);

Par M. H. BROCARD.

Trouver 'équation de Uenveloppe de la droite qui
joint les extrémités des deux aiguilles d’une montre or-
dinaire.

La question proposée revient évidemment a la sui-
vante : Deux mobiles B, C, partant d’un point A d’une
circonférence OA de rayon a, parcourent cette circonfé-
rence dans le méme sens. L’un d’eux se meut douze fois
plus vite que 'autre. Trouver I'enveloppe de la droite BC
qui les joint.

Les coordonnées des deux points B et C, rapportés a
un systéme d’axes rectangulaires YOA, ont pour valeurs

z = cosw, ¥y =sina,
r—acosi2w, y=—asini2w,

w désignant I'angle BOA.
L’équation de la droite BC est alors

1 . 13 11
(1) Z €0S —— w = ¥ SiN — o == 4 €0S —- w.
2 2 2

L’élimination de » entre cette équation et sa dérivée par
rapport a w,

. 13 13 LI
(2) r3.z'sm—w—~l?)ycos—z—m:nasm—;—w,
> :

conduira, comme on sait, a 'équation de I'enveloppe
cherchée.
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Or les valeurs de x et de y que I'on en tire ont pour
expressions )

2 a
X — — acosSw - — cosS 12w,

13 13

2 . a .
j:-—3a51nm+~— SintI2w.
I

13

Ce sont précisément les coordonnées du point A de la

. , a , .
circonférence de rayon 3 roulant extérieurement sur la

. , 11
circonférence ayant O pour centre et — a pour rayon.
13

L’enveloppe cherchée est done 1'épicycloide ou épitro-
choide engendrée de cette maniére.
D’ailleurs, des égquations (1) et (2) on tire

R 13 (2? + y*) — 11%a*
cos* — o = - 3
2 48(1’
L 132 (@® — 2 — 9
smz—w:——,j_),
2 48 a*

ce qui montre bien que la courbe est renfermée entre les
deux circonférences concentriques

) . ‘11a\?
r—*—r:(—h—

x4y = a’.

et

L’enveloppe se compose de onze arcs égaux tangents,
en leurs milieux, a la circonférence x*+ y 2= a?. Ce sont

les sommets de la courbe. Ils ont pour coordonnées po-
laires

2km
B

Les points de rchroussement sont situés sur l'autre
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circonférence, et ont pour coordonnées polaires

1 (24 —1)

—_= —a W= — .
F=13"

1

En ces points, la tangente passe par l'origine.

Nota. — On aurait pu supposer les points B et C, a
Porigine du mouvement, surla ligne OA et sur deux cir-
conférences concentriques de rayons a et b. Ce cas gé-
néral n’offre aucun intérét, & cause de la complication
des calculs.

Question 857
(voir 2° série, t. VII, p. 189 );
Par M. Ep. WEYR,

Etudiant a Prague.

D’un point M situé dans le plan d’une courbe algé-
brique, on méne toutes les tangentes & cette courbe et
une droite quelconque MA. Aux points de contact des
tangentes issues de M, on construit les coniques ayant
quatre points confondus sur la courbe et tangentes a MA.
Si t désigne la distance comptée sur MA du point M
au point de contact de U'une de ces coniques, et R le
rayon de courbure de cette conigue en ce point de con-

R . s
tact, on az 7 =0 la somme s'étendant & toutes les
coniques. (A. RiBavucour.)

Soient C, C/, C”,... les points de contact des tan-
gentes issues du point M, et soient r, #/, 7”,... les rayons
de courbure de la courbe algébrique en ces points.
D’aprés un théoréme de M. Mannheim (wvoir 2° série,
Question 745, . VII, p. 181), 0n a

(l} 2;__’_;- = .
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Soient C, 1, 2, 3 quatre points consécutifs de notre
courbe et imaginons toutes les coniques qui passent par
eux; on sait qu’il y en aura deux qui coupent une droite
MA en deux points confondus. Mais le systéme des
droites C1 et 23, ou bien la tangente MC comptée deux
fois, constitue évidemment une de ces deux coniques,
en sorte qu’il n’y aura qu’une seule conique proprement
dite S qui passe par C, 1, 2, 3 et qui touche MA. Dési-
gnons par D le point de contact.

Ayant égard aux points C', C/,..., on construira de la
méme maniére les coniques ', §/,. .. qui touchent MA
en certains points D', D”,. .., ayanten C’, (,. .. avecla
courbe proposée un contact du troisiéme ordre.

Si 'on désigne par R, R’, R”,. .. les rayons de cour-
bure des coniques S, §', §7,. .. aux points respectifs D,
D/, D’,..., on a a démontrer 'équation suivante

R —
ENTE;-—O.

Le théoréme de M. Mannheim donne pour les coni-
ques S, 8, §”,. .. les relations
r R r’ R’
+

-+ — =0,

=3

= 04...,

3

: b 3
MC MD Mc. ™MD

d’ot1 I'on tire

:O,

”L'+Z’R

MG MD’
ou bien, en vertu de I’équation (1),

(2) E—R—~:o.

MD

Passons alors sur la droite MA du point M a un point
infiniment rapproché M, dont la distance 4 M soit 9. Si

I'on méne du point M’ a la courbe algébrique toutes les
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tangentes, leurs points de contact I', TV, T, ... seront
voisins des points C, C/, C”,..., et puisque les coni-
ques S, S, §”.... passent par quatre points consécutifs
de la courbe, ces coniques auront aux points I', T, T*
avec la courbe encore un contact dn second ordre. On
voit par la que notre courbe algébrique aura aux points
I, T, T” ... les mémes rayons de courbure p, p’, p’,...
que les coniques S, §', §”,.... On aura donc, en appli-
quant de nouveau le théoréme de M. Mannheim 4 ces

coniques,
2 R
= -+ —_— =03
ZM'T‘ ZM’D

en appliquant ce théoréme a la courbe proposée seule, il

vient
2: | —
.__5 - ()’

M'T

ce qui donne
R

M'D

3:0.

Mais on a
M'D = M'M + MD = & -+ MD,

d désignant une quantité infiniment petite; on aura donc

1 I d I 1 1
._3:—34—!?———[ ]::3——38:‘,

M'D MD dvp| Mp'| ™MD MD

d’ou il suit
R R R
2———3- :2: —362'—__-_—4 = 0.
M'D MD MD
Ayant recours a T'équation (2), on trouve

ZZRT‘:O'

MD
C. Q. F.D.
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Question 1003
i voir 2° série, t. IX, p. 132);
Par M. MORET-BLANC,

Professeur au lycée du Havre.

Les équations tangenticlles d’un cone dreit tou-
chant trois plans donnés (uy, vy, wy), (us, vs, W),
(us, vs, wy) sont, dans le cas des axes rectangulaires,

© o w1 0wyt et

wooe w1 Cuy v owy \/u‘f—i-Vf—i—Wf

[
2

|

i

|

|=0;
u, v, w, 1 i

u, v, ayn \/u§+0§+w§

u, 05 Wy 1

uy ey an \/u§+o§+w§;

les signes des radicaux sont indépendants; il y a quatre
solutions. (L. Painvin.)

Soit
(1) ux +¢y +wz+1=—o0

’équation du plan variable dont le cone est I'enveloppe;
pour que cette enveloppe soit déterminée, il faut qu’il
existe entre ses trois paramétres deux relations en vertu
desquelles deux paramétres soient fonctions du troisiéme,
seule variable indépendante. Or le plan devant coincider
successivement avec chacun des plans donnés, on a les
trois équations

(2) uzr+vy+wz+1=o,
(3) Uy X+ 03y + 0,2+ 1 == 0,
(4) Uy T+ 0,7 + w2+ 1-=0.

Eliminant x, v, z entre ces quatre équations, on aura la



premiére relation

u ¢ (33 1

-i,‘___ .__‘
=

!
|
| W v w1
i
7P O PR |
|
i

L TSI T

Soient £, 7, ¢ les coordonnées d’un point de I'axe. Ce
point devant étre équidistant de tous les plans tangents,
on aura les équations

ui4von +wlf+1 _ wlf+en+wi+1

T . - Ty e T
yu? 4+ vt 4 at Vui-+vid i

Up§ 03 G -1 U3 & — oym A w1 3
Vait vt Vi ot

On obtiendra une seconde relation en éliminant £,

7, { entre ces quatre équations; en supprimant le fac-
teur commun, il vient

u [ o \/u*-{-— o'+ w?
u, v, w, \/uz—f- v+ w?
U, ¢, uy \/u v —l—— w

Uy vy Wy \/u§+v§+4«v§

Chagque radical est susceptible du double signe ; mais si,
pour une valeur donnée A, on détermine les signes des
trois derniers radicaux, on en conclura ¢, v, ¢, et par suite
e signe du premier radical. a donc huit combinai-
le signe du p er radical. Il y a d huit b
sons de signes correspondant aux huit angles diédres
que forment les trois plans donnés. Ces huit combinai-
sons ne donnent que quatre solutions, parce qu’en chan-
geant tous les signes d’une colonne on ne change pas
I'équation.

En vertu des deux relations trouvées, deux paramétres,
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v et w par exemple, seront fonctions de u, et I'on ob-
tiendra en coordonnées ponctuelles I'équation du céne,
en éliminant « entre ’équation du plan variable et sa
dérivée par rapport a u, qui sera

dv_I dw
.r+y2; .—z-d——

12

Note. — La méme question a été résolue par M. O. Callandreau, can-
didat a I'Ecole Polytechnique.

QUESTIONS.

1088. Trouver 'aire de 'enveloppe de la corde com-
mune 4 une ellipse et a son cercle osculateur.
(L. Desmons.)

1089. Trouver le lieu des poles des cordes communes
ct la podaire du centre relative & 'enveloppe des cordes
communes. (L. Desmons.)

1090. Le triangle qui a pour sommet le centre de l'el-
lipse et pour base la corde du cercle osculateur en un
point de l'ellipse est équivalent au triangle qui a pour
sommet le centre de Vellipse et pour base la corde de
I'ellipse perpendiculaire au grand axe, menée au point
dont le paramétre angulaire est double de celui du point
de contact. Maximum de l'aire de ce triangle. Maximum
de la longueur de la corde commune. (L. Desyons.)

1091. Les faces d’un diédre droit doivent rester tan-
gentes a un ellipsoide donné et 'aréte de ce diédre doit
rencontrer deux droites fixes quelconques. On demande
le lieu de cette aréte? (MANNHEIM.)
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RECHERCHES ANALYTIQUES

sur la surface du troisitme ordre qui est la réciproque de la surface
de Steiner

( suite, voir méme tome, p. 319);

Pan M. LAGUERRE.

IL. — Propriétés des lignes asymptotiques.

9. Considérons une ligne asymptotique quelconque Z
de la surface & ; cette ligne est I'aréte de rebroussement
de la surface enveloppée par le plan dont 'équation est

u=at' + {6t + 6ct’t’+ fdtv* +- er* = 0,

t:7 désignant un parameétre variable.

Lorsqu’on donne a ce paramétre une valeur détermi-
née, I'équation précédente représente un plan oscula-
teur de Z et tangent a X, que j'appellerai simplement
plan (t). Fappellerai tangente (¢) la tangente a Z au
point ou le plan () lui est osculateur; ses équations

sont
du du

— =0 t — =
dt € dr

Enfin j’appellerai point (t) le point de contact de cette
tangente; ses équations sont

at?* 4 2btr -+ ctP =0,
bt + 2¢ctt + dv' = o,
ct’ + 2dtt + et = o,

Je dirai indifféremment que ¢:7 (ou t) est le paramétre
de ce point, de la tangente en ce point 4 I'asymptotique

Ann. de Mathérmat., 2° série, t. XI. (Aout 1872.) 22
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et du plan osculateur dont cette tangente est la caracté-
ristique.

Les relations précédentes et ’équation (1) permettent
d’exprimer les coordonnées d'un point quelconque de Z
en fonction de son paramétre; on obtient ainsi le tableau
suivant :

Tableauw B.
a = — fat’ti— 128870 — 1296 T — 407,
b= 3at't*+ 8B4+ 6yt — e7f,
¢ = — 2aldt — 4ﬁt“r’—i—- 49t + 26275,
d = att — Oytitt— 87— ettt
e= Bt° 129ttt <1288 ferdT.

10. Etant donné un point M, dont les coordonnées
soient a’, b’, ¢', d' et ¢', posons pour un instant
) 2 b )

a--xa’ b2 ¢ -+x

b--2b' ¢ X d-ad o by e 1303
¢+ d+4+2rd e-+)é |
d’aprés la méthode donnée par Joachimsthal, on obtient
I’équation du cone circonscrit a 3, et ayant pour sommet
le point M, en égalant a zéro le discriminant de la forme

cubique contenue dans le second membre de Iégalité pré-
cédente. Si le point M est sur Z, on a

j/ == 0,
et I'équation du cone circonscrit devient
‘o foeet
Jo — &4J]e=— 0.

On peut dans cette équation exprimer, en employant les
formules du tableau B, les coordonnées du point M en

(*) Pour éviter toute confusion, je ferai remarquer qu'ici j,, /), J
n’ont pas le méme sens que dans le paragraphe précédent.



(339)
fonction de son paramétre ¢, et je ferai remarquer qu’a-
prés la substitution les invariants j,, j, j, deviendront
des covariants des formes u et v,

Comme un covariant est déterminé par son terme du
degré le plus élevé en t, il me suffira, pour calculer cha-
cun des covariants dont je viens de parler, de supposer
a'y b’ et ¢’ égaux a zéro, et de remplacer respectivement
d' et e’ par at® et 43t°. 1l viendra ainsi

Jo=[4B(ac — b*) — 2a(ad — bec)]t¢ ...,

d’ot Pon voit que j, est égal & — 2]y, J, désignant le
jacobien de et du hessien de u, en sorte que

Joo= [a(ad — be) — 2B (ac — b2)Jee - ...
On obtient de méme
Jozm—aatu't-- L
d’ou
j:w: _“):u;

par suite, I'équation du cone circonscrit a X et ayant
pour sommet le point () est

J; -+ wiju —-o.

11. Le coefticient du terme le plus élevé dans le cova-
riant J} + w®ju est
t”%[a(ad——bc)~—-2(3(ac——b’)]’+aa’(acc+2 bcdwadz—eb!—-c’);,
ou, en effectuant les calculs,

' (ac — b*j[a*(ae — ¢') — faB(ad — bc) -+ 4> (ac — b?)].

Si l'on désigne par H le hessien de u et par G le cova-
riant

[@(bd — c) — uf(ad — be) -+ B(ay — B)]6 . ..,
22,
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on voit que ’on a identiquement
3+ wlju = H(w?i -- 4(});

d’ou il suit que le cone circonscrit se décompose en deux
cones du second ordre, propriété caractéristique de la
surface réciproque de la surface de Steiner (¥).

Remarque. — Les deux cones ainsi obtenus se distin-
guent trés-nettement par la forme de leur équation; je
dirai que le cone dont I'équation est

®

H=—o

appartient @ [’asympltotique Z, et je le désignerai par la
notation %,; il est clair que le second cone appartient
a la deuxiéme ligne asymptotique qui passe par le
point (t).

12. Soient (1) et (¢') deux points de I'asymptotique Z
considérons le premier émanant de u,

(8) { C=t(ar®+3bt"* " + 3et'x'? + di'?)
4 ? “+ (0t + 3ct'?7 4 3de' 7"+ ex”).

L’équation € = o représente un plan passant évidemment
par la tangente (t'); si, laissant le point (z) fixe, on fait
varier le point (t'), ce plan enveloppe une surface du
quatriéme ordre ayant pour aréte de rebroussement une
cubique gauche.

L’équation de cette surface s’obtient en égalant a zéro
le discriminant de € (par rapport a t’ et 7'); comme ce
discriminant est un covariant de u et de w, il suffit de cal-

(*) Sur la surface de Steiner, voir Borcuaror, t. LXIII : CrEMONA, Sur
la surface du quatriéme ordre, ete., p. 315 et suiv. — BorcuarpT, t. LXIV :
KumMer, Ueber die Fldchen des wierten Grades; WEIERSTRASS, Note zur
wvorstehenden Abhandlung; ScurOTER, Ueber die Steiner’sche Fliche.
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culer son terme du degré le plus élevé qui est
[4(ac — b%) (bd — ¢*) — (ad — be)* 1,
ou encore )
[aj — (ac — B*)i)e. -
L’équation de la surface développable, que jappel-
lerai Z,, est donc

ju — iH —o.

13. Pour tous les points de l'aréte de rebroussement
de Z,, on doit avoir

at - br bt +-cx ct -+ dr

bt 4-cx ot + de di +et

ou encore

(ac — b))+ (ad — be)tr < (bd — ¢*)t* == 0,
(9) | (ad— be)t 2 (ac — ¢*)tr 4 (be — de)s* = o,
| (bd— ¢?) 2 -~ (be — cd)tT - (ce — d*)?== 0.

Le déterminant de ces trois équations est égal a j?,
ainsi qu'il est facile de le vérifier ; comme il est nul par
les points de la courbe, il en résulte qu’elle est située sur
la surface &,

Elle est également située sur le cone §,; I'équation de
ce cone peut en effet sc mettre sous la forme suivante :

e[(ac — b*) e - (ad — be)tx + (bd — ¢*)7%]
-+ tr[(ad - be)t* 4 (ac - ¢*)tr -+ (be — cd)7?)
+ 7{(bd — ) + (be — ed)tt + (ce — d¥)r*] =o.

D’ou cette conclusion :

L’aréte de rebroussement de la développable T, est
la cubique gauche, suivant laquelle la surface X est
touchée par le cone circonscrit a la surface, apparte-
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nant a Uasymptotique Z, et ayant pour sommet le
point (t).
De 13 on déduira facilement les propositions sui-
vantes :

Tatoreme . — Les cones du second degré circonscrits
a X, ayant leur sommet sur une ligne asymptotique 7
de cette surface et appartenant a cette ligne asympto-
tigue, touchent X suivant des cubiques gauches. Les
surfaces développables, dont ces cubiques sont les arétes
de rebroussement, coupent X swivant la ligne L.

Tatorime II. — Etant pris un point M sur la sur-
face K, le céne, circonscrit & la surface et dont ce
point est le sommet, se compose de deux cénes du
second ordre., Chacun d’eux touche K suivant une
cubique gauche; les surfaces développables, dont ces
cubiques sont les arétes de rebroussement, coupent X
suivant les deux lignes asymptotiques qui se croisent au

point M.

14. Les cones du second degré circonscrits a & et qui
appartiennent a 'asymptotique Z touchent cette surface
suivant des cubiques gauches que je dirai aussi apparte-
nir a 'asymptotique.

Toutes les cubiques appartenant A cette asymptotique
passent par les quatre points satisfaisant aux équations

ces points sont d’ailleurs les points de rebroussement de
I'asymptotique et les points coniques de X ; leurs para-
métres sont les racines de I’équation w == o.

Indépendamment de ces quatre points, deux cubiques
appartenant a V'asymptotique Z se coupent en un cin-
quiéme point.
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Ce point est le sommet d’un cone du second degré
qui contient les deux cubiques.

Pour démontrer cette proposition, je m’appuierai sur
le lemme suivant que ’on établira facilement :

Une surface développable du quatri¢me ordre (ayant
pour aréte de rebroussement une cubique gauche) étant
considérée comme l'enveloppe d'un plan mobile

S(V)=o,

f () désignant un polynoéme du troisiéme degré en 2, les
différents cones du second ordre qui passent par 'aréte
de rebroussement sont donnés par I'équation que l'on
obtient en égalant a zéro le covariant quadratique de
£,

Cela posé, la cubique gauche, suivant laquelle la sur-
face o est touchée par le cone du second ordre ayant le
point () pour sommet et appartenant a 'asymptotique Z,
est 'enveloppe du plan mobile défini par I’équation (8)
(#' étant considérée comme la variable). L’équation gé-
nérale des cones du second ordre passant par cette cu-
bique sera donc, en vertu du lemme précédent,

at + br bt -ct ot 4-dr
‘ bt —ct ¢t --dr At 4+ et | =0,

‘ e ' 7 2

ou, en effectuant les calculs,
‘ t2[(ac — b*)? -~ (ad — be) tr + (bd — ¢*)?]
(10) « -1’ (ad — be )£ -+ {ae — ¢ jtx - (be — cd) 7]
a <t [(bd — )2 -1 (be —- cd)tr -+ (ce — d*)T*] = 0.

Je remarque maintenant que cette équation est symé-
trique par rapport a ¢ et t's d’ot les propositions sui-
vantes :
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Tatorime IlI. — 8i de deux points (t) et (t') situés
sur I'asymptotique L, on méne les cones du second ordre
circonscrits a X et appartenant a cette asymptotique,
les deux cubiques gauches de contact sont situées sur un
méme céne du second ordre, dont le sommet est le point
d’intersection des deux cubiques distinct des quatre
points nodaux de X.

Remarque. — Ce cone est défini par 'équation (10).

Trtorkme 1V. — Etant donnée une cubique quelcon-
que passant par les quatre points coniques de X, la
surface développable, dont cette cubique est l'aréte de
rebroussement, coupe K suivant une de ses lignes asym-
ptotiques Z.

Si Uon considére les divers cones du second degré qu
contiennent cette cubique, ils coupent X suivant les di-
verses cubiques appartenant a Z, en sorte que les déve-
loppables dont elles sont les arétes de rebroussement
contiennent toutes 7, et que les développables circon-
scrites a K le long de ces cubiques sont des cénes du
second ordre dont les sommets sont situés sur Z.

15. 1l est facile d’étendre les résultats précédents a une

asymptotique quelconque Z, résultant de l'intersection
de X avec la quadrique

0% + 299/1 -+ P’k: 0.

A cet effet, j’établirai d’abord une formule trés-simple et
que j’aurai souvent occasion d’employer.

Soit, en conservant les notations du § I, le systéme
linéaire gauche



d’ou
72 o o T —tr
U= —tr o o X o ) 0;
4 o o o o o

le produit HUH, est aussi un systéme gauche que je ferai
égal a (¥)

o x
V= — x o z,
—Y —z O
en sorte que I'on aura
z o0 o s —y x
o= —Y 0 0 X o o o,
x o o o o (]
et par suite
L z
Hy o —tr = —y
t x

De ’équation (4) on déduit
H(I--U)H,—:pA 1-01-+-V,
d’on
A(I--U)=-A(pA 4 01+ V).

Représentons, pour abréger, par ¢(x, y, z) la forme
quadratique

x4+ 4yy?-- 2 40zy + 4Byx -+ 29 x2;

en développant la relation précédente, on obtiendra I’é-
quation :

(11) p9(*, ¥, 2) + 20(2z — y*) = o,

en sorte que, quand le rapport ¢:  prend toutes les va-

(™) Il est important de ne pas confondre ici le systéme linéaire H avec
le hessien de u que j'ai désigné par la méme lettre.
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leurs possibles, les variables x, y, z restent constamment
liées par la relation (11).

16. Cela posé, d’aprés ce que j’ai démontré plus haut,
Iéquation générale des cones circonscrits appartenant a
I'asymptotique Z s’obtient en égalant a zéro le hessien
de u; on peut donc I'écrire de la facon suivante :

a b ¢ T4 — it 2p
b ¢ d+ —1t ¢ —1 | —o,
c d e A — Tt t

ou simplement
A(A -+ Uo) T2 0.

1

Les cdnes circonscrits appartenant a I'asymptotique Z,
auront par suite pour équation
A(A'+U,) =~ A(H,AH +U,) = A(A + H, Uy H,) = 0,
ou encore
A(A -V, o,

ou enfin en développant
S (ac — b*)a*+ (ae — ¢*)y - (ce — d?)

-+2(be — cd)yz + 2(bd — ¢*)zx + 2{ad — bc)ry = o.

Telle est Uéquation genérale des cones du second
ordre circonscrits a % et appartenant a 'asympto-
tique Z,, les wariables x, y, z étant assujetties a satis-
faire a ’équation (11).

17. L’équation générale des cones du second ordre qui
contiennent les cubiques gauches appartenant a 'asym-
ptotique Z (Cf, n°® 14) peut se mettre sous la forme

S @ 0 o <2 =7 t")
ACA+ —7t 0 o0 X o o os—-_—o.

? o o 0 o o
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L’équation analogue pour les cubiques appartenant a
I’asymptotique Z, sera

7? o o T Y
AJHAH-+ —7¢t 0o o0 > o o o
t* o o o o o
‘ 7? o o 2 — gl \
—A<«A-+-H, —7t o o X o [s) o X H,},
t? o o o o o

ou encore, en vertu des relations que j’ai établies plus
haut,

! !

z

w

o o —y
ACA+ —3y o o X o o o } —==o.
o o o o

x o h

D’ou la conclusion suivante :
8i l'on désigne par x, y, z et x', y', z' deux sys-
témes de variables satisfaisant respectivement a l'équa-
tion (x1), 'équation générale des cénes du second ordre
qui contiennent les cubiques appartenant a [’asympto-
tigue Z, est
d d d
-t'—'i ~1—~)"—‘£ +z’—'—f:o.
dx dy dz
Je désigne ici par f la méme forme quadratique que dans
le numéro précédent.
Les équations des cubiques gauches elles-mémes sont

(ac — b*)x - (ad — be)y + (bd — c*)z =0,
(ad — be)x + (ae — c*) y + (be —cd)z= o0,
(bd — )z -~ (be —cd)y + (ce —d*)z=o.

(La suite prochainement.)
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METHODE DIRECTE

pour déterminer I'influence de la rotation de la Terre sur la chute
des graves;

Par M. H. RESAL.

A 'époque ot les expériences de Foucault sur le pen-
dule et le gyroscope fixérent d'une maniére spéciale I'at—
tention des géométres sur la dynamique des mouvements
relatifs, Poncelet me proposa de prouver géométrique-
ment, sans passer par le théoréme de Coriolis, les for-
mules se rapportant a la déviation des graves, tombant
sans vitesse initiale d’'une certaine hauteur, due a la ro-
tation de la Terre. Je lui adressai, & ce sujet, un travail
que j'avais complétement perdu de vue, lorsque, retrouvé
dans ses papiers, il me fut remis chargé de notes de sa
main. C’est la substance de ce travail que je vais repro-
duire dans ce qui suit.

Soient ( fig. 1) :

PP’ Taxe de rotation de la Terre supposée sphérique,
P étant censé le pole nord;

C son centre;

n sa vitesse angulaire de rotation, dirigée de la gau-
che vers la droite pour I'observateur couché suivant PC
et ayant les pieds en C; ’

R = PC son rayon;

B la position initiale du mobile m,dont la verticale BC
rencontre le méridien terrestre correspondant en A

BA = A la hauteur de la chute;

AN
A = go® — PCA la latitude du lieu;
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AD =R cos2 la perpendiculaire abaissée du point A
sur PP’, ou le rayon du paralléle passant par ce point;
BE = (R + %) cos la distance de B a PP’,

Au bout du temps t compté a partir de I'instant de la
chute, le point A a parcouru sur son paralléle 1'arc
AA'= AD.nt = nRcos).t, et le point B est venu en B';
mais, en appelant 6 I'angle BCB/, on a aussi AA’== R,
d’'ou .

6==ncosk.t.

Soient, au bout du temps 7, m, la projection du mo-
bile sur le plan BCB’; ¥/, & les intersections avec CB’, CB
du cercle décrit du point C comme centre avec le rayon
Cm,; F le pied de la perpendiculaire abaissée de m,
sur PP’.

Les distances telles que %, que nous pouvons atteindre
en hauteur ou en profondeur, étant trés-petites par rap-
port a R, l'angle décrit par le rayon CA pendant le
temps ¢ est lui-méme trés-petit; on peut donc, sans in-
convénient, supposer cosf =1, sind = 0, et considérer
b’ et b comme les projections de m, sur CB' et CB, et de
méme m, &', bb' comme des arcs de cercle appartenant au
paralléle du point m, de rayon Fm; = Cin, cosA.
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I1 est clair que Iécartement m, ¥, par rapport a CB/,
est dii a ce que la vitesse de B, qui est la vitesse initiale
absolue du mobile, est supérieure a celles des autres
points de ce rayon; de sorte que I’écart ci-dessus est de
méme ordre de grandeur que la différence des chemins
parcourus en vertu des vitesses de B et A, c’est-a-dire de

n(BE — AD) ¢ = nlk cosk.t. L’angle B'Cm, étant, par
PN
rapport 4 BCB =6, de I'ovdre %7 peut étre négligé rela-

tivement a ce dernier, et 'on peut, par conséquent, sup-
poser que la direction de la pesanteur en m ou m;, est pa-
ralléle 4 CB’.

La distance m, b, dont le mobile s’est éloigné dans le
temps ¢ de la droite CB considérée comme fixe dans Ies-
pace, est due a la vitesse initiale n.BE =n.BC cosA de ce
mobile, et 4 une accélération variable d’'une direction
opposée due a la pesanteur, et qui est, pour m;,

gsinf — g == ng cosl.¢.
La vitesse due & cette accélération au bout du temps ¢

4
, & A
etantf ng cosA.tdt = ng cos} .-, etle chemin parcouru
2
(4]

t
r £
correspondant f ng cosl.; dt = ngcos).z> on a

o 6
m, b = r.BC cos) - - ng cosk. f_;'
D’un autre c6té,
bb' == n.bC.cosh.t.
Si donc on pose y = m, ¥/, il vient
(1) )’:m,b—b’b::ncos).Bb.t—ngcosl.g-

Or D'espace Bb = B'd’, que nous représenterons par x,
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parcouru par le mobile parallélement & AB, étant di a
la composante g cosf ou g, on a
, gt
(2) Z==

Les longueurs x, y représentent les coordonnées de la
trajectoire apparente du point m, rapportée a la verticale
mobile B’C et ala tangente au paralléle de B. L’élimina-
tion de ¢ entre les équations (1) ct (2) conduit a la sui-
vante
(3) y:%nﬁcosl:%nzcos)\.\/?-
Quant a la déviation du mobile vers le nord, ou perpen-
diculairement au plan BCB’, elle est du second ordre
comme la composante correspondante de g, et doit par
cela méme étre négligée dans le mode d’approximation
adopté.

Pour obtenir I'écartement total e, vers 1’est, du mobile
arrivé au bas de sa chute, il suffit de supposer y =e,

x = h dans I'équation (3), et 'on obtient ainsi la for~
mule connue

¢ — 1 ntd cosh == 2 nhk cosh. —2—/f
3 3 g
On a
27
n= s
86400

et, en supposant h=158,5, 1 = 51°, on trouve
¢ = 0",0276,

chiffre qui differe peu de la moyenne 0,0283 des résul-
tats des expériences de Reech, dans les mines de Frey-
berg.
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SUR L’HYPERBOLOIDE DE REVOLUTION;

Par M. J. MISTER,
Répétiteur d’Analyse a PEcole du Génie civil de Belgique.

Démontrer géométriguement qu’étant données deux
droites non situées dans un méme plan, si U'une d’elles
tourne autour de ' autre, elle engendre un hyperboloide
de révolution, c’est-a-dire une surface dont la courbe
méridienne est une hyperbole.

M. Morel (voir 2° série, t. VIII, p. 273) s’est déja oc-
cupé de cette question; mais la démonstration qu'il en a
donnée suppose connues les principales propriétés de
cette surface; elle s’appuie en outre sur un théoréme qui
n’a é1é établi que par le secours du calcul intégral. Sa
démonstration est donc loin d’étre élémentaire et géo-
nétrique. Nous croyons qu’on peut lui substituer avanta-
geusement la suivante, qui ne suppose connue aucune
des propriétés de 'hyperbole ou de ’hyperboloide, et qui
se fonde simplement sur la définition géométrique de
cette courbe.

Soit OA (*) la plus courte distance entre les deux
droites. Pendant la rotation, cette droite décrira le cercle
de gorge dont nous représenterons le rayon par r. Con-
sidérons la droite AM dans une position quelconque;
soit ZOX le plan du méridien et M I'intersection de la
droite avec ce méridien; abaissons MP perpendiculaire
sur OX, la droite AM se projettera sur le plan de cercle
de gorge, suivant la droite AP tangente au cercle. Soit

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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« l'inclinaison constante de la droite AM sur le plan
du cercle de gorge; tirons la droite OC faisant avec OX
I'angle o, et menons CF, C'F’ tangentes au cercle. Joi-
gnons ensuite le point M aux deux points F et F/ ainsi
obtenus. Les propriétés élémentaires des triangles rec-

tangles OAP, OCF, MAP donneront -
(1) MF —MP + FP ,
MP — AP tanga — \/OP — r*tanga,
r r

et FP—=OP— OF =0P — .
cos« cosx

OF =

Substituons dans 1'égalité (1), elle devient

—a : oP.
MF = (0P — ) tang'a + OP + —— — 2 P.r
COS“ Cosa
ou
—2
— P 2
wE = O, . 20P.r (OP_>,
cos’x cosax cosa
et, par suite,
MF — opP _
CoSax

On aurait de méme
opP
MF — —— 4 r.
COoSx

On en déduit
MF —MF—=oar.

Le lieu des points M est donc une hyperbole dont F
et F/ sont les foyers, et dont I'axe transverse est égal
aar.

Ann. de Mathémat., 28 série, t. XI. (Aodt 1872.) 23
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NOUVELLE DEMONSTRATION DE LA LOI DE RECIPROCITE
DE LEGENDRE ;

Par M. ZOLOTAREFF,

Privatdoceht a I'Université de Saint-Pétersbourg.

Soit p un nombre premier impair. Etant donnée une
suite de nombres

(r) I, 2, 3,..., p—1,

si 'on y permute d’'une maniére quelconque les élé-
ments, on aura une autre disposition

(2) B B B

On sait que toutes les 1.2.3...(p— 1) dispositions
possibles se partagent en deux classes, contenant cha-

1.2.3...(p—1)
2
forment la premiére classe se déduisent de (1) au moyen

d’un nombre pair de transpositions, et celles qui forment
la seconde classe se déduisent de (1) au moyen d’un
nombre impair de transpositions. Nous dirons, pour
abréger, que le caractére de la disposition est égal a
+1 ou a — 1, suivant que cette disposition appartien-
dra a la premiére ou a la seconde classe.

Cela posé, nous allons démontrer la proposition sui-
vante :

cune dispositions. Les dispositions qui

Tatortme I. — Soitk un nombre entier quelconque
non divisible par p. Le caractére de la suite

3) ky 2k, 3k,..., (p—1)4,

sil’on y remplace les éléments par leurs résidus par
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rapport au module p qui se trouvent dans la série {1),
k
est égal & (—) .
J P

Démonstration. — Soit a I'une des racines primitives
du nombre p. La suite des nombres

(4) 1, a, a.. , aP~?,

si I'on y remplace chaque nombre par son résidu positif
moindre que p, aura les mémes éléments que la suite (1).
Posons
k=al (mod.p),

et considérons la suite des nombres

(5) al, alv, af*,. .., afr,

a laquelle s’applique aussi la remarque qu’on vient de
faire par rapport a la suite (4).

On peut évidemment passer de la disposition (4) a
celle-ci (5), au moyen de f substitutions circulaires
d’ordre p — 1. En remarquant que toute substitution cir-
culaire d'ordre p — 1 est équivalente a p — 2 transposi~
tions, on voit qu’on passe dela suite (4) ala suite (5) an
moyende (p— 2) ftranspositions_ Il s’ensuit qu’en faisant
lesmémestranspositions dansladisposition (1),c’est-a-dire
en permutant circulairement f fois les nombres de cette
suite congrus a 1,a,a®...,aP"% on arrivera a la dis-
position (3). En effel, aprés ces permutations, chaque
nombre sera remplacé par un autre égal au premier mul-
tiplié par a/=k (mod. p), c’est-a-dire que la disposi-
tion (1) sera remplacée par la disposition (3). En remar-
quant que p — 2 est un nombre impair, on conclut que le
nombre (p — 2) f sera pair ou impair, suivant que f sera
pair ou impair, ¢’est-d-dire suivant que k sera résidu on
non résidu quadratique de p. C. Q. F. D.

23.
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Laissant de coté les conséquences qui se déduisent du
théoreéme précédent, relatives au caractére quadratique
des nombres — 1 et 2, passons 4 la loi de réciprocité.

Soit ¢ un autre nombre premier impair. Concevons
qu’on déduise de la disposition

(6) 1, 2, 3,..., py pH+I,..., gp—1
une nouvelle disposition

MWp+1, hp+2, yp+3,..., p, (M+1)p+T,
e +1)p—+2,0.., 2p,...,

(7)

par le procédé suivant.

On ajoute aux éléments de la série (6), qui sont con-
grus i 1 par rapport au module p, le nombre 2, p ; aux élé-
ments congrus a 2, on ajoute A,p et ainsi de suite. 2,
25,. .. sont des nombres cntiers quelconques; enfin les
éléments de la suite (6), qni sont multiples de p, n’é-
prouvent aucun changement. Aprés cela, on remplace les
¢léments de la suite (7) par leurs résidus positifs par
rapport au module pg, moindres que pg. Ce remplace-
ment étant fait, il est facile de voir que la série (7) aura
les mémes éléments que la série (6), mais disposés dans
un ordre différent.

Relativement a cette disposition on a :

Tatorime II. — La série (7) se déduit de la suite (6)
au moyen d’un nombre pair de transpositions.

En effet, ne considérant d’abord que les nombres de la
série (7) congrus & 1 par rapport au module p,

Ap41, (M+1)p+1,..., (M+g—1)p+T1,

on voit qu'au moyen de substitutions circulaires d’ordre
¢, on peut ramener cette disposition a celle-ci

1, p+1, 2p+1,..., (g—1p—+1.
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Toute substitution circulaire d’ordre ¢ étant équiva-
lente & ¢ —1 transpositions, ¢’est-a-dire 4 un nombre pair
de transpositions, il s’ensunit que le nombre de toutes
les transpositions relatives aux éléments congrus 4 1 sera
pair. La méme conclusion aura lieu pour les ¢léments
congrus & 2, 3,..., et par conséquent le nombre des
transpositions au moyen desquelles on passe de la dispo-
sition (6) a la disposition (7) sera pair.

Trtoreme I1I. — Le caractére de la suite

(8) (9 20,--- (P—T)g, 1, 149, 1429, ..,
2 1+ (p—1)g, 2, 2+ ¢,...,

qui se distingue de la suite (6) par la disposition de ses

éléments, en ce qu’on y trouve d’abord p — 1 nombres

congrus & o (mod. ¢), ensuite p—1 nombres congrus
po1g—t

a1, et ainst de suite, est égal a (— 1)—’— BER

Pour démontrer ce théoréme, il faut compter le nom-
bre de transpositions au moyen desquelles on passe de
la disposition (8) & la disposition (6).

Pour cela, dans la disposition (8), on fait arriver 1 &
la premiére place au moyen de p — 1 transpositions,
ensuite 2 ala seconde place au moyen de 2 (p —1) trans-
positions, et ainsi de suite, enfin ¢ —1 a la (g — 1)
place au moyen de (¢ — 1)(p — 1) transpositions. Ainsi,
en faisant

q(!];l)(p_l)

p—i1+2(p—1)+...+(g—1)(p—1)=
transpositions, on passe de la suite (8) a celle-ci

1, 2, 3,..., g—1, ¢, 2G¢5..., (p—1)gq,
I+q, 1+4+2g9,....
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Aprés cela, en faisant encore q—(%——_x) (p — 2) trans-

positions, on arrivera a la disposition

I, 2, 3,..., gq—1, q, 1-+q, 2-+¢q,...,
29 —1, 29, 3q,..., (p—1)g,....

Donc, en continuant la méme marche, on verra qu’a-
prés avoir fait

—(p—1+p—2+.. +1):q(""l)l)("'—')

2 2

transpositions, on arrivera a la disposition (6).
Le nombre

gig—1) plp—1)
2 2

. . . . —1 —1I .
s€ra pair ou impair, suivant que g > i sera pair
2

ou impair; par conséquent le théoréme est démontré.
Considérons maintenant une suite de nombres

(9) 9 2Gse--y, (P—1)q Py PH Grenns
p+{p—1)q, 2p, 2p+gq,...,

contenant d’abord p — 1 nombres divisibles par ¢, en-
suite p nombres congrus 4 p (mod. ¢), p nombres con-
grus & 2p, et ainsi de suite, enfin p nombres congrus a
(g —1)p. Si, au lieu de ces nombres, on prend leurs rési-

dus positifs par rapport au module pg, moindres que pgq,
on aura tous les éléments de la suite (6).

Cela posé, nous allons démontrer que le caractére de

la disposition (g) est égal a (37).
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En effet, les nombres
9, 29¢,.---, (p—1)q
peuvent étre représentés comme il suit :

g=M\p-+a
29 == hp + ay

(P—1)9 =2p1 p+ aps
ou Ay, As,. .., A,_, sont des nombres entiers, et ou la suite
des nombres a,, os,..., a,_; est la méme que la suite

1, 2, 3,..., p—1;

on y trouve seulement les éléments dans une autre dispo-
sition. Le caractére de cette disposition, en vertu du théo-

réme I, est égal & <%>
Désignons par ¢ le nombre des transpositions par les-

quelles on passe de la disposition

9 2¢,..., (p—1)q
A celle-ci
PP L P20 P p P —1,

ou py = A, sia; =1, ol gy = A}, si &;= 2,.... Il résulte
de ce qui précéde que o sera un nombre pair ou impair,

. q q>
suivant que -] =1 ou que -] =—1I.
1 <P> 1 (p

En faisant de nouveau les mémes transpositions dans
la suite

P+ P+2q..., p+(p—1)g
nous arriverons a la suite

(m+1)p+1, (pa+1)p+2y..0, (P +1)p+p—1
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Le méme chose s’applique a la disposition
2p+¢q, 2p—+2q..., 2p+(p—1)q
et aux autres suites.

Nous avons donc 4 faire o ¢ transpositions pour passer &
la disposition (7), qui nous raménera  la disposition (6)
au moyen d’'un nombre pair de transpositions (th. II).
Il en résulte que le caractére de la suite (9) dépend de

la parité du nombre o. Il est donc égal a <[2> .

On peut trouver une autre expression pour le carac-
tére de la suite (9). Soient

( P=pq -+ By
(10) 2P =g + Bsy
z (g —1)p=pg—1q + By

La série de nombres

By Bir-er By
contient les mémes éléments que la séric
I, 2, 3,e.., qg—1,

mais dans un ordre différent.
D’aprés ce qui précéde, on voit que le caractére de cet

ordre est égal a ("—)) - Remarquons que, sans changer le
q

caractére de la suite, il est permis de faire des transposi-
tions entre ses éléments, pourvu que le nombre de ces
transpositions soit pair. Ainsi on peut faire des substi-
tutions circulaires d’ordre ¢, puisque ces substitutions
sont équivalentes 4 ¢ — 1 transpositions.

D’aprés cela, en considérant d’abord les nombres de la
suite (9) congrus a p par rapport au module g, et en
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remplagant p par son expression (10), on voit qu'ils
peuvent étre rangés, au moyen de quelques substitutions
circulaires, comme il suit :

B Bi+9 Bi+29,..., B+(p—1)g

sans changer le caractére de la suite (9). De méme les
nombres congrus a 2 p peuvent étre écrits ainsi

[323 Bz‘Fq, pz+299'-°, ﬁ2+(p“"l)q'

De sorte qu’au lieu de la disposition (9), on peut consi-
dérer la disposition

9 295y (p—1)q, By BiH+gq5..., B+ (p—1)g,

(1) By Baot Grees Bk (p—1) e

Afin de déterminer le caractére de cette derniére suite,
permutons les nombres

ﬁu 327"'9 Bq—l’

en laissant les autres a leurs places. Supposons qu’au
moyen de 0 transpositions, cette disposition devienne

I, 2 3,..., g—1I.

En faisant les transpositions correspondantes entre les
nombres

[31—1—9, ﬁz-i-q,.n, ﬂq—l-*-(]a
nous arriverons a la disposition
1+¢q, 2+¢,..., ¢g—1-+¢q,

et ainsi de suite. En sorte que, aprés les dp transposi-
tions, on aura, au lieu de la suite (11), celle-ci

9 2¢,.0, (P—1)g, 14+ g, 24 Gyeeey 1429, 2+ 24,....
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‘Nous avons vu plus haut que le caractére de cette série

p—14g—1

estégal & (—1) = * (th. II).

En remarquant que J est pair ou impair, suivant que
(5) =1 ou que <§> =-—1, on en conclura que le ca-
ractére de la série (11) ou, ce qui revient au méme, de
la série (9) est égal a (5) (— x)lj—:—r (LE_! Or on a dé-

montré plus haut que le caractére de la méme série est

égal a <%>, on aura donc
p—1 ¢g—1
a\ = (PN
(7)=(G)

SURFACES DE REVOLUTION DU SECOND DEGRE;
Par M. Georces DOSTOR.

1. Conditions nécessaires pour qu’'une surface du se-
cond degré soit de révolution. — Supposons que 1'équa-
tion générale

Flxyyy2) = Ax’+ Aly*+ A"z
(1) +2Byz-+2B'2z + 2B"zy
+2Cx +2Cy +20"z+D=o0

représente une surface de révolution.

Admettons d'abord que les coefficients B, B', B” des
rectangles des trois variables soient tous différents de
zéro.

Tous les plans conduits par 'axe de révolution sont
des plans principaux, de sorte que, si «, 3, y désignent
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les cosinus des angles de direction d’une droite quel-
conque perpendiculaire a 'axe, I'équation
af, + Bf, +1f, =o,
ou celle développée

(Ae +B"B + B'y)x + (B« + A'f + By)y
+ (B« + BB +-A"y)z+ Ca+ C'B+C’y=o0

représentera le plan méridien perpendiculaire a cette
droite.

La perpendicularité de la droite («, 3, y) et du plan (2)
est d’ailleurs exprimée par I'égalité de rapports

Aa—i—-B”ﬁ—l—B"y _B"a»{—A'ﬁ—)—By_B'a—!—B@—G—A”'y —
o - B - v -

?

s désignant la valeur commune de ces rapports.
Ces équations, qui reviennent a

(A—s)a+ B"B+By=no,
B’ + (A’— s)B -+ By = o,
B'Ol—i'—Bﬁ—{—(A”—-— s)'y =0,

peuvent se transformer. Pour cela, multiplions la pre-
miére par B, la seconde par B’, la troisiéme par B”, et
ajoutons aux deux membres des égalités résultantes les
quantités respectives B’'B”«, B”B@, BB’y ; nous trou-
vons ainsi les relations

B'B"« + B"Bf -+ BBy
=[(s— A)B +B'B"]«
—[(s — A")B'-+ B"B]g
=[(s — A”)B"+ BB']y.

Cela obtenu, nous ferons observer que toute droite
perpendiculaire 4 I’axe est normale 4 'un des plans mé-
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' ridiens, lesquels existent en nombre infini; par consé-
quent, les relations précédentes doivent exister pour une
infinité de valeurs de «, 3, y. Il faudra donc que l'on ait
séparément

3) B'B"« + B"Bf + BB’y — o,
(s—A)B+B'B’"—(s—A’)B'+B"B—(s—A")B"+BB'=o,
d’ou 'on tire
~ B/ B,/ , B/’B ” BB’
(0 s=A— T =A— 2 =A—

Telles sont les conditions nécessaires pour que 1’équa-
tion (1) du second degré représente une surface de révo-
lution.

2. Autre expression de ces conditions. — Posons
(4) Sa4-a2s=A++ A+ A"

Si nous ajoutons les deux derniéres valeurs (I) de s,
nous avons
B”"B  BP

28 == A"+ A" — _B—' — —B—”«,

qui, étant retranché de (4), donne

B”B BB’
S=A+ g+
Les conditions (I) peuvent donc aussi se mettre sous
la forme

B”B BB’ BB’ B’'B”
(SZA+_]§T+TST:A,+_]3T+T
II
( ) , BIB/I B//B
A

dont I'emploi se présentera plus loin au n° 6.
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3. Les conditions (I) sont sl{ﬁsantes. — En d’autres
termes, si elles sont remplies, on pourra trouver une
droite telle que chacun de ses points (x4, y,, z,) soit le
centre d’une sphére dont les intersections avec la sur-
face (1) soient situées dans deux plans paralléles, et si

(£ — )i (r —yi (s —2) = R

est 'équation d’une de ces sphéres, ’équation des deux
plans paralléles d’intersection sera

Ax'+ A'y?+ Az22 - 2Byz + 2B'z2x 4+ 2B"xy
5) ¢ +2Cx+2Cy+2C"2+D
— s[(x 2 [y — ) — 8 ) — R = o,

En effet, la surface que représente I'équation (5) se
réduira & deux plans paralléles, si elle admet une infi-
nité de centres situés dans un méme plan, c’est-a-dire si
les trois équations

Az +By +Bz+ C—s(z—a)=o,
B2+ Ay + Bz +C —s(y—y)=o,
Bx+ By +A"z2+C" —s(z — z)=o,

qui déterminent les coordonnées du centre, se réduisent

i une seule. Or, si nous remplagons dans ces équations

BIBI/ B//B BBI
A—s, A/—s, A”— s par leurs valeurs - T B
tirées des relations (I), elles deviennent

/ B//

z+ B’y +B'z+ sz, +~ C=o0,

"
B’ x + —BT)’+Bz+s_y,+C':o,
’

B
B'z+ By +%,—,z+sz. + C"=o,
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ou bien
B'B"x + B"By + BBz + B (s, + C) = o,
B'B"x + B”B)’ + BB’z + B’ (J‘)’, -1 C') =0,
B'B"x + B"By + BB’z +B” (52, + C")= 03
et celles-ci seront identiques, si 'on a
B(sx, + C)= B (sy, + € )=B"(s3, + C"),

c’est-a-dire si le centre (x, y4, z,) de la sphére d'inter-
section appartient a la droite

(II)  B(sa +C)==B(sy + C')=B"(sz + C").

Donc, sz les conditions (1) sont remplies, I équation (1)
représentera une surface de révolution autour de la

droite (III).

4. Equation de laxe de révolution. — Les équa-
tions (III) sont celles de I'axe de révolution. On peut
leur donner une autre forme. Mettons-y, en effet, a la
place de s, les trois valeurs respectives (I), elles devien-
dront

(AB — B'B")z + BC == (A'B'— B"B)y + B'C’

(IV) ¥ all
== (A”B"— BB’ )z + B"C".

Si nous ajoutons a tous les membres de ces égalités la
méme quantité B'B”x + B”By + BB'z, elles pourront
2 .
s’écrire
B(Ax +B"y + B'z+ C) = B (B"2 -+ A'y 4+ Bz -+ (')
=B"(B'x + By +A"z+C"),
ou bien

(V) B =B/ =B,

Telle est la forme implicite des équations de 1’axe
dans les surfaces de révolution du second degré.
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5. Equation du plan de ’équateur. — Soient 1, y ¥
les cosinus des angles d’inclinaison de ’axe de révolu-
tion sur les axes de coordonnées; le plan principal per-
pendiculaire  I'axe sera représenté par

Mo+ pf) 4+, =o.
Or, en vertu de (III), ces cosinus sont proportionnels

aux inverses ar conséquent, I’équation du
b

U1
B’ B’ B’
plan de I'équateur sera

/e

fx +f;' -+ == —=o.

(VI ) B B! B//

6. Equation developpée du plan de I'équateur. —
Remplagons dans (VI) les dérivées par leurs développe-
ments, et ordonnons par rapport a x, y, Z; nous aurons

r 4 U BB! B!Bl
z(A~i—B—B—;—E>.y(A"—%— >

B B’ B” B’ B” B
" B/ BI/ BII B C C/ C/I
+ W )t )=

et, par suite des relations (II),

y c ¢ _c_
(Vi) S( + T >+<B+—§+B, =o.

Telle est I'équation du plan équatorial. Elle peut
encore se mettre sous la forme

Sx -+ C 4 Sy+ €’ N Sz + C”

(Vi) 3 = + —5

—-= 0,

qui présente une certaine analogie avecles équations (III)
de I'axe de révolution.

1. Equation générale des plans méridiens. — Ces
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plans, passant par I’axe, sont représentés par 1'équation
(IX) Bfy.~+ mB f,— (1+m)B" fi =o,
ou encore par

(X) B(sz+C) +mB/(sy +C)— (1 +m)B"(sz+C") =o.

8. Séparation des surfaces de révolution du second
degré. — La surface de révolution que représente I'équa-
tion (1) sera un ellipsoide ou un hyperboloide, un parabo-
loide ouun cylindre, suivant qu’clle admettra un seul plan
équatorial situé a une distance finie, un seul plan équa-
torial rejoté a l'infini, ou une infinité de plans équato-
riaux paralléles. Donc

Lorsque la surface du second degré (1) est de révo-
lution, son équation représentera

1° Un ellipsoide ou un hyperboloide, si les quantités
égales

B’B BB BB’ B'B”
= A+~ —— — — A —_t -
R s T
BI B” B//B
— All I
T TR

sont différentes de zéro ;
2° Un paraboloide, si ces mémes quantités sont
C CI Cl/
égales & zéro, pendant que la quantité B +5 -+ B
est différente de zéro;
C c’ c’
3° Un cylindre, si les quantités S et ity
sont toutes égales a zéro.

PREMIER CAS PARTICULIER.

L'un des trois coefficients B, B, B” est nul.

9. Supposons que I'un des trois rectangles des varia-
bles manque dans I'équation de la surface, celui de yz



(369 )
par exemple, de sorte que B = 0. Les trois équations en
s, ay B, y dun® 1 se réduisent a
(A—s)a+B’B+By=o,
B’a + (A" —s)B=o,
Bla—+(A"—s)y=o.
Eliminons « entre la premiére de ces équations et cha-
cune des deux autres; nous obtenons les égalités
[B"— (A — ) (&' — 5)]B -+ BBy =o,
[B*— (A"—s) (A—s)]y + B'B"B=o,

qui, devant avoir lieu pour une infinité de valeurs de
B et y, exigent que I'on ait a la fois

(6) B"*—(A—s)(A'—s)=0, B"*— (A" —s)(A—s) =0, B'B"= o.
La derniére condition n’est satisfaite que si I'un des
deux autres coeflicients B’, B” est nul. Donc

Pour qu'une équation du second degré, qui ne con-
tient pas a la fois les trois rectangles des variables,
représente une surface de révolution, il faut que deux
de ces rectangles manquent dans I’équation.

10. Admettons que B’ soit nul en méme temps que B.
Les deux premiéres des relations de condition (6) seront

B = (A —s)(A'—s), (A”—s)(A—s)=o.
La premiére de ces égalités exige que s soit différent

de A, de sorte que la seconde ne saurait étre satisfaite que
par s = A”. On a ainsi

(XI) B”’:(A __AII) (AI__A/’):(AI/_AI)(AI/___AI).

Donc, pour qu’une équation du second degré, qui
ne contient que l'un des rectangles des variables, re-

dnn. de Mathémat., 2° série, t. X1. (Aodt 1872.) 24
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présente.une surface de révolution, il faut que le demi-
coefficient de ce rectangle soit moyen proportionnel
entre les deux exces du coefficient qui affecte le carré
de la variable absente dans ce rectangle, sur les co-

efficients des carrés des deux autres variables.

11. Ces conditions sont suffisantes, c’est-a-dire que
’équation (1) représentera une surface de révolution, si
Pon a

(7) B-—o0, B'=:0, B”"=={A"— A)(A”"—A").

Dans ce cas, les équations dun® 3, qui déterminent le
centre de la surface (5) passant par I'interscction de la
surface du second degré (1) et de notre sphére, seront

(A—A")z--B"y -- A2, --C=-o0,
B’ (A'—A")y + A"y, -C = o,
A"z --C"=o.

Les deux premiéres peuvent étre remplacées par
B”(A“‘“ A”)I’“}’ BI/QJ, - Bl/ (A”.Z“ "."C ) — 0’
B”(A -— A”):c 4~ (A - A”)"A’_,A”)y_,l_ (A—A”)(A")‘, -+ CI/) —o0.

On voit par (XI) que ces trois équations seront identi-
quement satisfaites ct se réduiront a une seule, si I'on a

A’z +C'==0, B'(A"z +C)=(A—A")(&"y +C),
clest-a-dire si le.centre de la sphére d’intersection appar-
tient a la droite

Nz+C _Ay+C

(XII e — L A’z - C” = o.
\ ) A— A" B’ ’ z+GC o

Doue I'égnation (1) représente une surface de révo-
lution autour de la droite (XII).
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En vertu de la relation (XI), les équations de ’axe
de révolution seront

A"r+C A— A
(X1I) X”;—ﬂ:i\/y T Az+C=o,

suivant que B” sera positif ou négatif. Cet axe est paral-
léle au plan des xy.

12. Nature de la surface de révolution. — Les coor-
données a, b, ¢ du centre de la surface seront fournies
par le systéme des équations

Az +B"y 4+ C =o,
B'z-+4-A'y +C=o,
A"z 4 C=o,
qui donnent, eu égard a (XI),

B//cl ___AIC - B//C — AC’ o Cl/
A”(A—{-—A'-—A”), _dA”(A—i—-AI—'A”)’ _‘_A_/i

XIV) a=

Ces valeurs sont finies, tant que A” est diflérent de
A -~ A’; dans ce cas, la surface est un ellipsoide, un hy-
perboloide ou un céne de révolution, et I'équation du
plan équatorial, paralléle a I'axe des z, est

C v A— A" o 04 \/A' A”
A+ A — A"

(XV) ayA— A" =y YA — A" + =o.
Si I'on a A -+ A'=A", ce qui donne B> = AA/, la
surface sera toujours un paraboloide de révolution.
Si I'on a en méme temps

A--A=A", CYA'+CJA=o,

la surface sera un cylindre de révolution.
Nous n’avons pas examiné le cas ou, avec B=o,
B'=o0, B”?= (A-- A”) (A’'— A"), on aurait en méme
24.
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temps A” = o car, dans ce cas, I'équation de la surface
se réduirait a

(z VA =y yA') + 20z +2Cy + 20’24 D=o,

et représenterait un cylindre parabolique.

DEUXIEME CAS PARTICULIER.

Les trois coefficients B, B', B” sont nuls.

13. L’équation de la surface sera
(8) Az?*+ A'y'+ A”22+ 2Cx + 20’y + 2C"z2 + D =o,

ct ne pourra exprimer une surface de révolution que si
deux des trois coefficients A, A/, A” sont égaux. Suppo-
sons A = A’. L’équation (8) pourra s’écrire

1 I 1 ,
LAz +C) + 5 (Ay +C )+ o5 (A5 +C')

2 /2 "3
—_ <C+T(‘ -+ %) +D=o0.
Elle représentera toujours une surface de révolution.
1° Pour A”>> o, cette surface sera un ellipsoide réel,
un point ou un ellipsoide imaginaire, suivant que le
terme D, indépendant des variables, sera inférieur, égal
L e CA e
S S
2° Pour A” <o, elle sera un hyperboloide a une
nappe, un céne ou un hyperboloide & deux nappes,
suivant que D est inférieur, égal ou supérieur a

ou supérieur a

C+cC* ¢~
—a  ta
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39 Si'A” est nul et C” différent de zéro, la surface de
révolution est un paraboloide.
4° Enfin, pour A” =0, C"=o, elle est un cylindre
réel, une droite ou un cylindre imaginaire, suivant
C2 -+ C'I

que D sera inférieur, égal ou supérieur a —

CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

Composition de Mathématiques.

Par un point fixe A, pris sur une surface du second
degré donnée, on méne tous les plans qui coupent la sur-
face suivant des courbes dont I'un des sommets est en A :

1° Trouver le lieu de celui des axes de la section qui
passe par le point A;

2° Trouver le lieu du point ou le diamétre conjugué
du plan sécant, relativement a la surface donnée, ren-
contre le plan tangent a cetie surface au point A;

3° Construire ce dernier lieu dans le cas ou le plan
tangent en A coupe la surface donnée suivant deux
droites rectangulaires.

Composition de Physique.
I.

1° Pourquoi prend-on la densité des gaz par rapport
a lair, tandis qu'on prend celles des autres corps par
rapport a I'eau?

2° Dans ses expériences sur la densité des gaz, M. Re-
gnault se servait d'un ballon qui pouvait contenir
1287, 778 d’air sec a zéro, sous la pression de 760 milli-
métres. Etant ouvert dans Dair, ce ballon pesait
1258¢7,55; rempli d’eau a zéro et fermé, il pesait
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111268705, Les deux pesées ont été faites dans une
chambre ou la température était de 6 degrés et la pres-
sion de 758 millimétres. On demande de calculer d’aprés
ces données le poids du litre d’air. (On prendra le coef-
ficient de dilatation de I'air égal a ;1 et la densité de
P'eau a zéro égale a4 0,99988 : on ne tiendra pas comple

de 'humidité de l'air de la chambre.)

1I.

1° On suspend horizontalement au fil métallique d’une
balance de torsion un barreau d’acier trempé, non ai-
manté, et on le fait osciller ; on trouve que la durée de
son oscillation est £.

2° On aimante ensuite ce barreau et on le remet en
place. Supposons qu’avant son aimantation il ait éié en
équilibre dans le méridien magnétique, il y restera en-
core aprés. Si alors on veut 'en écarter de 3o degrés,
on trouve qu’il faut tourner le micrométre de 120 de-
grés.

3° Enfin on remplace le fil métallique par un fais-
ceau de fil sans torsion, et ’on fait de nouveau osciller le
barreau : on trouve que la durée de son oscillation
est t’,

Quel rapport y a-t-il entre ¢’ et t?

CONCOURS GENERAL DE 1872.

MATHEMATIQUES SPECIALES.

Mathématiques. — Etant donné un prisme triangu-
laire droit, on le coupe par des plans rencontrant les
“trois arétes, de telle maniére que les volumes des troncs
de prisme obtenus soient dans un rapport donné :
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1° trouver la surface engendrée par le centre de gravité
de 'un des troncs de prisme, quand le- plan sécant: se dé-
place sans cesser de rencontrer les trois.arétes; 2° trouver
les courbes qui forment les contours de cetve surface..
On examinera en particulier le cas ou le prisme donné
a pour bases des triangles équilatéraux.

Physique. — Lois expérimentales des phénoménes ca-
pillaires.

MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES.

Mathématiques. — Un ballon a été observé en méme
temps de trois stations situées dans un plan horizontal
et qui sont les sommets d’'un triangle dont les cdtés ont
des longueurs données. On a mesuré les angles formés
avec le plan horizontal par les rayons visuels dirigés
vers le ballon. On demande la hauteur du ballon au-
dessus du plan des stations. Examiner le cas ou les sva-
tions sont les sommets d’un triangle équilatéral (*}.

Physique. — Mélange des gaz et des vapeurs. — Lu-
nette astronomique.

CONCOURS DES DEPARTEMENTS (1872).

Concours académique de Bordeaux.

Mathématiques élémentaires. — Dans un triangle
ABC, dont I’angle A est connu, ainsi que la direction
des droites AD, AE, qui divisent cet angle en trois par-
ties égales, on donne, de plus, les segments extrémesBD,
CE, que ces droites déterminent sur la base BC. Calculer,

(*) Un probléme tout a fait analogue a été traité par M. Desboves,.
dans ses Questions de Trigonométrie. Le ballon était remplacé par le
sommet d’une tour (voir Vouvrage cité, p. 263, probl. 15).
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d’apreés ces données, les éléments du triangle, et construire
ce triangle géométriquement. On examinera en particu-
lier le cas ot I’angle A est droit.

Nota. — M. Niewenglowski, professeur au Lycée de
Mont-de-Marsan, qui a bien voulu nous communiquer
cet énoncé, en donne une solution trés-simple, fondée sur
les propriétés des rapports anharmoniques.

Concours académique de Cacn.

Mathématiques clémentaires. — On donne un cercle
et deux tangentes; on demande d’en mener une troisi¢me
dont la partic interceptée entre les deux auires ait une
longueur donnde.

Nota. — M. Taratte, professeur au Lycée d’Evreux,
qui a bien voulu nous communiquer cet énoncé, en
donne une solulion accompagnée d’une discussion dé-
taillée. On peut d’ailleurs remarquer que ce probléme se
raméne immdédiaiement au suivant : Construire un
triangle ABC, connaissant la base AB, Uangle opposé C
et la somme des deux derniers cétés AC, BC, dont la
solution n’ofire pas de difficulié.

RECTIFICATION
relative 2 la Note iusérée au tome X (2° série), amée 1871, p. 484;

Parn M. L. PAINVIN.

1. Dans la premiére partie de la proposition énoncée
a la page 481 du tome X (2° série), année 1871, jai dit
que la surface engendrée était de I'ordre 4m; en réalité,
elle n’est que de l'ordre 2m. Les formules écrites a la
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page 483 donnent A et u comme des fonctions du second
degré en x, y, z; et, s’il en était ainsi, il serait parfaite-
ment exact de conclure que la surface engendrée est de
Pordre 4m; mais, lorsqu’on faitle calcul d’'une maniére
plus compléte, on constate que les seconds membres se
réduisent a des fonctions du premier degré, et la surface
engendrée n’est plus alors que de I'ordre 2m.

Je vais donc donner la résolution explicite des équa-
tions qui établissent la correspondance entre les points
des deux surfaces.

2. Voici I'énoncé :

Soient donnés trois points fixes A, B, C et une surface
fixe Z du m*®" ordre; on imagine un point M se dépla-
cant sur la surface Z; puis, avec trois autres points
fixes A, B', C', donnés dans l’espace, on construit une
pyramide’ A'B'C'S telle qi’on ait toujours, quelle que
soit la position du point M sur la surface Z,

SA’ =MA, SB'=DMB, SC = MC;
le point S décrira une surface (S) d’ordre 2m en
général,
Nous prendrons pour plan des x,y le plan des trois
points A, B, C; soient alors
a, By 05 @y B, 05 ay Bi 0
les coordonnées respectives des points A, B, C; puis

a, b, ¢c; a, by e ay by

celles des points A’, B/, C'; désignons enfin par A, g, v
les coordonnées du point M, et par x, y, z celles du point
correspondant S. D’aprés I'énoncé, les équations qui
établissent la correspondance des deux points M et S
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seront
D et (Bt o — @) — Bt (s )
(1) ] (P (g — By v = (o — ok (y— b+ e— e,
(A =)+ (p—Bo) v = (rx— @)+ (¥ — b:)*+ (2 — ).

Il s’agit de résoudre les trois équations (1) par rapport
al,p, .
Dans ce but, nous poserons

p =+ B, R =a’4 b2+ ¢
(2) po=ua;+ B}, Ri=ai+bi-+cl
P aln Bl Ri=alk bl

puis
« By
(3) A= \|a B 7|5
a B 72
ou

T=R ==
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