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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

LA SPIRALE EQUIANGLE,

SES PRINCIPALES PROPRIETES PROUVEES GEOMETRIQUEMENT (*).
Traduit de The Oxford, Cambridge and Dublin Messenger of Mathematics.

Parmi les propositions suivantes, celles qui donnent
des constructions géométriques pour les centres de gra-
vité d'un arc et d’une aire de spirale offrent seules des
résultats qui seront probablement nouveaux pour le lec-
teur. On a ajouté les autres propositions en pensant qu’il
serait agréable d’avoir les démonstrations géométriques
des principales propriétés de cette belle courbe réunics
en un seul article, et 'auteur espére qu’on trouvera pro-
fitable et intéressant le nouvel aspect sous lequel il a
présenté ici la courbe.

Deérinirion. — Toute courbe partant d’un point fixe,
appelé pole, et telle, que 'arc intercepté entre ce point
et tout autre point de la courbe soit toujours semblable
a lui-méme, est appelée spirale équiangle (**).

(*} Le lecteur est prié de (aire les figures en se guidant sur celle du texte.

(**) Des différentes définitions des figures semblables, la plus conve-
nable 4 adopter est la suivante : Deux courbes sont dites semblables lors-
que par deux points semblablement placés de chacune d’elles, on peut
mener deux cordes telles, que leurs longueurs et celles de deux autres
cordes également inclinées sur elles soient proportionnelles.
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Nous avons préféré cette définition a la définition
usuelle, parce que les démonstrations que nous allons
présenter sont fondées sur la propriété de similitude
continuelle plutét que sur celle d’out la courbe a tiré sen
nom. Nous pensons d’ailledrs que la propriété par nous
adoptée est plus naturelle que celle qui sert 3 définir la
courbe, et, si I'on peut parler ainsi, plus complétement
intrinséque, puisqu’elle embrasse seulement la forme de
la courbe, en dehors des accessoires, tels que la tangente
et le rayon vecteur.

Nous allons déduire de notre définition la propriété
qui la définit ordinairement et d’ou lui est venu son
nom.

Prorosition 1. — La tangente en un point d’une spi-
rale équiangle fait un angle constant avec le rayon vec-
teur du point de contact.

Car, soient OP, OQ deux rayons polaires quelconques
dans la spirale OKP; OP’, OQ' deux autres rayons fai-
sant des angles égaux POP’, QOQ’ avec les deux pre-
miers.

Alors, puisque OKP, OKQ sont des figures sem-
blables, et que OP’, OQ’ font des angles égaux avec les
lignes correspondantes OP, OQ, OPP’, OQQ’ seront
des triangles semblables, et les angles OPP’, OQQ’ sont
égaux; donc, 4 la limite, lorsque P’, Q' seront venus
coincider avec P, Q, les tangentes en P et en Q feront
des angles égaux avec les rayons vecteurs, et ces points
sont deux points quelconques de la courbe. Donc, etc.

C. Q. F. D.

DiFinizion. — L’angle constant que fait la tangente
avec le rayon vecteur est appelé 'angle de la spirale.
Daus la suite, nous le désignerons toujours par a.



(7)

Prorosition Il — i sur un rayon vecteur quelconque
OP, on construit un triangle OPQ semblable a un
triangle donné, le lieu du sommet Q sera une spirale
semblable & la spirale originaire.

En effet, soient OP, OP’ deux rayons polaires quel-
conques; OQP, OQ'P’ les triangles construits sur ces
rayons. Alors, puisque ceux-ci sont semblables, nous
avons

OP: OP'=0Q: 0Q'.

D’ailleurs, puisque les angles POQ, P’OQ’ sont égaux,
ajoutons (ou retranchons) I’angle QOP’, les angles POP’,
QOQ! seront égaux, et il est démontré gne

OP : OP'= 0Q: 0Q';
donc PP’, QQ' sont des courbes semblables, OP, OQ

étant des lignes correspondantes.
Donc, etc. C. Q. F. D.

Prorosition III. — 8i du péle O on méne une ligne
0Q a angle droit sur le rayon vecteur OP, de facon &
rencontrer la normale & P en Q, le lieu du point Q est
la développée de la spirale, et est une spirale semblable,
et Q est le centre de courbure au point P.

En effet, 'angle OPQ est le complément de 'angle
de la spirale, donc I'angle OQP est égal a I'angle dela
spirale, donc le triangle OQP est toujours semblable a
lui-méme, ou que le point P soit pris.

Donc (Proposition II) le lieu de Q est une spirale sem-
blable, et puisque OQP est égal a 'angle de la spirale,
QP est la tangente en Q au lieu de Q, donc le lieu
de Q est I'enveloppe de la normale PQ, ou bien est 1a dé-
veloppée de la courbe, et Q est le centre de courbure
en P. C. Q. F.D.
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Corovrraire 1. — Prolongeons le rayon vecteur PO
jusqu’en V, en prenant OV cgal & OP, alors PV est la
corde de courbure par O.

En effet, puisque Q est le centre du cercle de cour-
bure et que QO rencontre PV 4 angle droit, P est sur le
cercle aussi bien que V, donc PV est la corde.

Cororraire 1I. — Si OY est la perpendiculaire sur la
tangente en P, nous avons

0Y — OP sina,
OP = PQsina,

ou, en employant la notation usuelle de I'analyse,
p=rsina, r=psina.

Prorosition IV : Prosrime. — Trouver la longueur
de Uarc compris entre le pole et un point fixe quel-
conque.

Soient OP, OP’ deux rayons polaires trés-voisins I'un

de Tautre; alors, puisque OKP, OKP’ sont des courbes
semblables (Définition),

arcOKP : arcOKP'—= OP ; OP’;
donc
arcOKP ; arcPP’ = OP: (OP’— OP).

Menons PN perpendiculaire sur OP’; alors, 4 lalimite,
quand PP’ diminue indéfiniment, OP'— OP =P'N;
donc, a la limite,

arcOKP:PP'—=0P; P'N,
ou
arcQKP : OP — PP/; PN —séca . 1}
donc
arc OKP — OP sec«x,

ou bien la longueur de I’arc compris entre le péle et un
point fixc quelconque est égale au produit de la lon-
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gueur du rayon extréme par la sécante de langle de la
spirale.

Prorosition V : Prosrime. — ZLrouver le centre de
gravité d'un arc homogéne de la spirale équiangle
compris entre le pole et un point fixe quelconque.

Soient OKP la spirale, OP, OP' deux rayons polaires
voisins I'un de autre. Soit un certain point G le centre
de gravité de OKP. Joignons OG, GP, et sur OP' con-
struisons le triangle OG'P’ semblable 4 OGP. Alors,
puisque G, G’ sont des points correspondants dans les
figures semblables OKP, OKP’, G’ est le centre de gravité
de OKP’; donc GG’ prolongé doit passer par le centre
de gravité de PP'. Pourvu qu'a la limite nous fassions
mouvoir P’ jusqu’a coincider avec P, nous pouvons
prendre P comme centre de gravité de PP/, et a la limite,
quand P, P’ coincideront, G, G’ coincideront, et GG’ de-
viendra la tangente en G au lieu de G; donc la tangente
en G au lieu de G passe par P. Mais le lieu de G est,
d’aprés la proposition I1, une spirale semblable; donc
I'angle OGP est le supplément de P'angle de la spirale.

De plus, puisque G, G’ sont les centres de gravité des
arcs OKP, OKP’ et P le centre de gravité (alalimite)
de leur différence, nous avons i la limite

PG arc PP’ — GG’ arc OKP.
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Mais par les figures semblables
PP': GG'= OP: 0G,
ct par la proposition IV,

arcOKP — OP séca ;
donc
PG = OG séca.

Menons PN perpendiculaire sur OG ; alors

GN = PG cosaz = OG,

donc
0G = L ON.
2
Sur OP prenons
OR = - OP,
2

alors le cercle décrit sur OR comme diamétre passe parG;
donc G est le point d'intersection du cercle décrit sur OR
comme diamétre avec le segment circulaire capable d’'un
angle supplémentaire del’anglede la spirale décrit sur OP
comme corde.

Ainsi G est déterminé. _C.Q.F.F.

CororrLarre. — Si O est le pdle, OP le rayon vecteur
extréme d’une série de spirales équiangles de différents
angles, les centres de gravité de leurs arcs sont tous sur
le cercle passant par O, et ayant son centre sur OP i une

distance de O égale a -(-)B

4

Prorosirion VI : Prosrime. — Trouver l’aire engen-
drée par le rayon vecteur décrivant la spirale depuis le
pole jusqu’a un certain point donné.

Soient OP, OP' deux rayons voisins 'un de l'autre,
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alors, puisque OKP, OKP' sont des figures semblables,.
leurs aires sont en raison doublée de leurs lignes homo-
logues; donc

—_—2 —2
aireOKP ; aireOKP'= OP :O0P' ,
et aussi
[ Sy — 1
aireOKP : airePOP’ = 0P : (0P’ — OP );

donc

— i p’

aireOKP — Opz _:a_l—rze—-?—(-):"
OP’ —OP

Cela est toujours vrai, et par conséquent vrai a la limite
quand P’ se meut jusqu’a coincider avec P. Menons PN
perpendiculaire sur OP’, alors
. 1 .
airePOP' = 5 OP’.PN i la limite,

et

OP” — (_)f’: = 20P'.P'N a la limite;
donc

__, ZOP.PN
aireOKP = OP |lim

—_
>0p. PN — 4 OF tang%

ou bien l'aire engendrée par le rayon vecteur depuis le
péle jusqu’a un certain point est égale au quart du
produit du carré du rayon extréme par la tangente de
U’angle de la spirale.

Prorosition VII: ProsLime. — Trouver le centre de
gravité de l'aire engendrée par le rayon wecteur ex-
tréme entre le péle et un certain point de la spirale
€quiangle.

Soient OP, OP’ deux rayons adjacents. Prenons G
pour le centre de gravité de I'aire OKP; alors comme
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dans la proposition V, G’ semblablement placé dans OKP’
sera le centre de I'aire OKP'.

Sar OP prenons OH égal a —OP alors, a la l)mne,

H est le centre de gravité de 'airc évanouissante OPP’;
donc, comme dans la proposition V,'angle OGH eest le
supplément de I'angle de la spirale, et

GG’aire OKP — GHaire OPP’.

Maintenant
aire OKP — %6—92 tangz (Prop. VI),
aire OPP’ -— 7') OP.PP'sinz,

et
GG': PP': OG: 0P

par les triangles semblables; donc
OGséce — 2GH;

donc, si nous menons HN perpendiculaire sur OG, nous
aurons

GN = GH cos« = ;OG;
donc

0G = = ON.

wl v

Sur ON prenons

Ok — Zom—4 or,
3 9

alors le cercle décrit sur OR comme diamétre passe
par G.

Donc G est le point d’intersection du eercle décrit sur
OR comme diamétre avec le segment de cerele capable du

.



(13)
supplément de I'angle de la spirale décrit sur OH comme
corde, ot

on—2o0p, or—%op.
3 9

Ainsi G est déterminé. C. Q. F. F.

Prorosirion VIII : ProsrLime. — Trounver le moment
d’inertie de I’arc d'une spirale équiangle par rapport
& une perpendiculaire par son péle & son plan.

Supposons égale a I'unité la masse de I'unité de lon-
gueur. ,

Soient OP, OP’ deux rayons quelconques, alors,
puisque OKP, OKP' sont des courbes semblables, nous

avons

mom. d'inert. de OKP _ mom. d'inert. de OKP’

or o

b

et par conséquent

mom. d’inert. de PP’
pr— k]

opr’ —op

et cela sera vrai 4 la limite, quand P’ coincidera enfin
avec P; donc

mom. d’inert. de OKP -(—)_[—"z . PP/ o,
= = = sécz,

—_—3 —_—2 3
op 30P .P'N
ou bien

| —

mom. d’inert. de OKP — 3 0[’3 séca;

donc le moment d'inertie d’un certain arc partant du
péle par rapport & une perpendiculaire & son plan par
le péle est le tiers du produit du cube du rayon extréme
par la sécante de I’angle de la spirale.
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ProvesiTion IX : Prosiime. — Trouver le moment
d’inertie de Uaire d’une spirale équiangle par rapport
& une perpendiculaire & son plan par le péle.

Supposons égale a 'unité la masse de 1'unité de sur-
face.

Soient OP, OP’ deux rayons quelconques; alors,
puisque OKP, OKP’ sont des courbes semblables, nous

aurons

mom. d’inert. d¢e OKP  mom. d'inert. de OKP'
op' o'

?

et, par conséquent,
__ mom. d’inert. de POP’

or' —or'

b

et cela est vrai aussi 4 la limite; donc

1—2 .
mom. d’inert. de OKP 2 oP .apoP

—_— —_— —4
oP op' —op

T ——3 .
~OP .PP'sina

_4

4&3 PP’ cos «

1
— tanga.

10 &

Donc le moment d'inertie de U'aire engendrée par le

rayon vecteur décrivant un certain arc a partir du péle,
par rapport au péle, est 75 du produit de la quatriéme
puissance du rayon extréme par la tangente de Iangle
de la spirale.

Observation. — La méme méthode peut s’appliquer
dans un grand nombre d’auatres cas.

Prorosition X. — Dans une spirale équiangle, les
rayons polaires des points dont les angles vecteurs sont
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en progression arithmétique sont eux-mémes en pro-
gression géométrique.

Soient OP, OQ, OR trois rayons dont les angles vec-
teurs sont en progression arithmétique, alors les angles
POQ, QOR sont égaux. Donc, puisque PQKO, QRKO
sont des figures semblables, et OP, OQ des lignes corres-
pondantes, OQ, OR sont aussi des lignes correspon-

dantes ; donc
OP:0Q = 0Q: OR,

et OP, OQ, OR sont en progression géométrique; mais

ce sont trois lignes quelconques ayant leurs angles vec-

teurs en progression arithmétique; donc, etc. '
€. Q. F. D.

CororrAIre I. — Si trois points ont leurs angles vec-
teurs en progression arithmétique, les logarithmes des
rapports de leurs rayons polaires au premier rayon sont
aussi en progression arithmétique.

Cororraire II. — Si I'on prend une série de points
dont les angles vecteurs soient des multiples d’un angle
donné, les logarithmes des rapports de leurs rayons au
premier rayon sont les mé¢mes multiples du logarithme
du rapport du rayon correspondant a I'angle vecteur
donné au premier rayon.

Cororrare III. — Si I'on prend une série de points
dont les angles vecteurs soient commensurables, ces angles
varieront comme les logarithmes des rapports des rayons
vecteurs correspondants au premier rayon.

Observation. — Par la réduction & l’absurde, ceci
peut aisément s’étendre au cas ot les angles sont incom-
mensurables ; donc le théoréme est général :

Le logarithme du rapport du rayon vecteur en un
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certain point de la spirale équiangle au premier rayon
warie comme I’ angle vecteur.
Ou, si OA est le premier rayon, OP un autre rayon,

oP PR
(—YK—P.POA'

log

Déterminer p.. — Puisque p a la méme valeur ou que

Pon prenne P, I'équation ci-dessus subsistera quand P
approchera indéfiniment de A. Mais, dans ce cas,

lo or _ log {1 APcosx) _ APcosa a la limite
804 = 1°6 oa )~ “oa ’
et
/\ .
POA — PASINZ 1o Yimite;
OA
d’on

AP cosa APsina
— = )

oa Y Toa

p —= — cota;
d’ou, P étant un point quelconque de la courbe,

oP PR
log A=~ cota. POA,

ou bien, avec la notation de la géométrie analytique,
log - 6 cot
og — = — fcota.
g @

Si nous mesurons 8 dans la direction de » croissant,
ceci devient
log = = 6 cot
0g — —= vcota
5 ’

ou
r— aeﬂcota .

c’est I'équation usuelle de la spirale.
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SUR LA METHODE D’APPROXIMATION DE NEWTON ;
Par M. DARBOUX.

Désignons par a et b (a < b) deux nombres qui com-
prennent une seule racine simple de I'équation proposée

(1) Sflz)=o0. .
Admettons de plus que I’équation
(2) S'(xy=o

n'ait pas de racine comprise entre a et b, de telle sorte
“ de le mé i d dea abd
que f"(x) garde le méme signe quand x passe de a a b.
Nous ne supposons rien sur la dérivée premiére, qui peut
changer de signe dans 'intervalle de a &4 & (*).
Cela posé, soient @+ ou b—k la racine exacte.

Nous aurons, pour déterminer les corrections k et k, les
relations

o= fla-+h)=fla)+ hf(a)+ 2 " (a+o),
o= flb— K)=F18)— A (8) + 5 11 (b —0k),

0 et 6 désignant des nombres positifs moindres que l'u-
nité. De 14 nous déduisons :

. f(a) h? f”(ll—l—ﬁ’/l)___
(3 /t_ﬁ-‘fl((l)——z— fl(a) = a -+ %,

o f'(/)) 2! ./‘ll(b_elﬁ) B
4) k= f/(b)"“;“"]r_(_b')““'——ﬁ’*"ﬁn

(*) Nous remarquerons toutefois que f'(x) ne peut s’annuler qu’uné
fois, car deux racines de f'(x) comprennent au moins une racine de f” ().
Ann. de Mathém., 2¢ série, t. VI, ( Janvier 1868.) 2
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en Posa'ﬂt

_ fla) B f7(a+0h)
5 x= — y o= —— 7,
) 7@ T3 i
et

_f(b) _ R — %)
(6) p— f/(b)’ ﬁl - 2 fl(b)

On voit donc que si I’on néglige les quantités «, et 3, ,
qui sont trés-petites en général, les corrections se ré-
duisent & a «, k 4 3., On peut donc dire avec Newton que
la correction positive ou négative est donnée approxima-
tivement par la formule

(7) h=— e,
- Sa)
a désignant une racine approchée, soit par défaut, soit
par exceés.
Discussion.

Proposons-nous de chercher quelles sont les conditions
pour que la correction newtonnienne soit sirement ap-
plicable, et quelle est celle des deux limites @ et b qu'il
faut substituer dans la formule générale

_ Sl .
Sf'(=)
Remarquons quc des trois nombres
a, a-+owoy, a—+t+ a- a,

le premier représente la valeur approchée de x, le der-
nier la valeur exacte de x; donc nous serons certains que
la correction « est applicable et que @ + « est plus ap-
prochée que a siles deux différences

(a+a)—a—aq,

(ea+a+a)—(a+a)=ua,
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sont de mémes signes; ou bien, en nous reportant aux
valeurs de ces différences, si

fla) et f'(a—+6k)
sont de mémes signes; ou encore si
fla) et f7(a)

sont de mémes signes, puisque’ f”(x) ne s'annule pas
entre a et b.

Nous trouverons de méme, en considérant les trois
nombres

b — ﬁ - ﬁu b - ﬁ: b’
que la correction 3 est sitrement applicable si
S(b) et f7(b)

sont de mémes signes.
Comme d’ailleurs les fractions

flay LB
@ )

sont de signes contraires, une seule des deux corrections
est sirement applicable, et nous pouvons formuler le
théoréme suivant qui résume notre discussion :

TatorimE. — Si entre a et b, (/ui comprennent une
seule racine simple, la dérivée seconde ne change pas de
signe, on peut appliquer avec certitude la correction de
Newton a celle des deux limites pour laquelle f(x) et
J"(x) ont le méme signe.

Remarques.

I. La condition que f(x) et f"(x) aient le méme
signe est suffisante pour que I'on puisse appliquer la
méthode de Newton avec la certitude d’approcher davan-

2
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tage de la racine, mais elle n’est pas nécessaire. 11 peut
arriver que a + « soit supérieur a @ + o« -+ a,, et ce-
pendant plus prés de @ + a + «, que ne Iétait a. 1l arri-
verait alors qu’en appliquant la correction de Newton a
la limite a, on dépasserait la racine, mais la nouvelle
valeur @ + a = b, serait plus approchée que a, elle pour-
rait méme étre plus approchée que 5. C’est 'incertitude
qui péserait sur @ + « qui nous force i choisir celle des
deux limites pour laquelle la correction a un sens bien
déterminé.

II. Soit a la limite pour laquelle la correction de New-
ton estapplicable avec certitude, c’est-a-dire pour laquelle
f(a), f"(a) ont le méme signe: on déduira de cette va-
leur @ une autre, a, = a - «, certaincment plus appro-
chée, et inférieure a x. La limite nouvelle a, pourra ser-
vir 4 en trouver une nouvelle, a,, remplissant les mémes
conditions, car f(a,) et f” (a,) auront encore le méme
signe. Donc une fois que I'une des limites remplit la
condition 4 laquelle nous 'avons assujettie, toutes celles
qu’on en déduit en lui appliquant la méthode de Newton
la remplissent aussi.

III. Pour cette limite, la correction ne peut jamais étre
en défaut, car si_f'(a) était nul, on aurait
,12 1
o=—f(a)-+ ;/ (a+06k),
vésultat absurde, puisque les denx termes ont le méme
signe.

IV. On peut démontrer qu'a 'aide des approximations
successives que donne la méthode de Newton, on s’ap-
proche de la vraie racine autant qu’on le veut. Soient

a, d, G .., Q5 Gupieooy
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. . . .«
les valeurs successives, toutes moindres que x, si l'on
part de la limite inférieure, on a généralement la relation

Y o Slay,)
e ) n— j'l (”")
Or la différence a, .y — a, diminue indéfiniment, puisque
les nombres @, augmentent toujours, sans atteindre x;
d’ailleurs f7(a,) ne peut pas étre infini, puisque f’(x)
est constamment croissante ou décroissante entre les li-
mites a et b; donc f(a,) tend vers zéro; donc a, a pour
limite x.
V. La limite de I'erreur commise peut s'évaluer ap-

proximativement par la formule .

atf"(a) _ (fRSf
3 p— IV
2f'(a) - 2(f1)
dans laquelle « représente la derniére correction ct a la
derniére valeur obtenue. Le nombre donué par cette for-

mule est, en général, compliqué; on le remplacera dansla

E = —

pratique par la premiére puissance de 7, auquel il est in-
férieur. On trouvera ainsi facilement la derniére décimale
a laquelle on devra borner la division, d’ott 'on tire «,
par la formule

____[fla)

— f'a)
On devra aussi prendre ce quotient par défaut, afin d’étre
bien siir de rester en deca de la racine; ou au dela si
Pon est parti de la limite supérieure .

Application (*).
Soit a résoudre I'équation

flg)=2—3x'—qz+4=o0,

(*) Nous avons cru qu’il était utile aux éléves d'ajouter a cette lumi-
neuse exposition de la méthode de Newton une application numérique
complétement développée. J. B.
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prenons les dérivées successives

S (r) =3x* — 6x — 7
1 LA —
;f (2)=3x —3.

Formons le tableau des substitutions des nombres consé-
cutifs :

x f f’ .':'f"
0 41— 721 —3
] — 5 — 10 o
2| — 14— 5 3
30— 13 2 6
41— 8 17 9
51+ 19 38 12
0 61— 71 —3

— 5 2| —6
-2, - 2 171 =9

Nous voyons que I'équation a trois racines réelles,

'

x, compris entre o et 1,
x, compris entre 4 et 5,

x; compris entre —1 et —2.

Calcul de x,. — Celie racine est comprise entre o et 1;
la seconde dérivée f” s’annulant a I'une des limites, nous
ne connaissons pas son signe, cherchons une approxima-
tion plus grande pour x. Nous allons substituer 0,5 a la
place de x et savoirsi cette limite est en deca ou au dela
de x.

Voici un procédé commode de calcul pour trouver
Sfla+1), f'(a+ k),..., dont on a besoin dans I'ap-
plication de la méthode de Newton. La formule de Taylor
donne

2 B,
Sla -t hy= fla)+ bf' (a) + ;/'”(a) -+ ;gj"’ (a) +...5
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désignons simplement par f; f', f”, f" les valeurs pour a
de la fonction et de ses dérivées : nous formerons le ta-
bleau suivant le calcul qui s’explique lui-méme :

V2 PP AU DI [ f
S L7 AN R eeeeaan hf' v
1 T 1

" " — 4 R L A ~hy" hf" "
Y RV Py L | ow |

m m | yem | Y m| I | Y gaem | X pagm nim
s hf 2 4 2 B 2.3 B 2.3 B 2 ks '

S(a~+h) | f (a+h)| f"(a+h)

Appliquons ce procédé au caleul de f(0,5), f'(0,5),

f"(0,5), f"(0,5), nous formerons le tableau suivant :

170 B O RN ceee 4 ,000
—9 =35 ... i, ....| 716,500| 73,00
—6| —3,0| —1,5{—0,95|.... 7,250 717,00 14,0
+6| 3,0 1,5/ 0,75|0,25 0,125 0,75 3,0 6

19,875| To,55 | 17,0 | 6
— 0,125/— 9,25 {— 3,0 6
f(0,5) f’(°r5) f”(o,5) f’"(0,5)

Ce calcul montre que 0,5 est supérieur a la racine, et
comme la fonction f et la seconde dérivée ont le méme
signe a cette limite, c’est a elle qu'il faut appliquer la
correction de Newton. Or

(0,125 3 _0.0156x 3

= 5% (9.35F < 25X 729 < 0,0001;

donc la correction « se poussera jusqu’aux dix-milliémes

oq. '::_ o — 0,6135 par défaut;

par suite

b, =0,5— 0,0135 = 0,4865 par excés.
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Pour continuer, il faut calculer £(5,), f1(5,),.
procédons comme précédemment :
—0,125
—9,350 | 0,124 895
—3,000| o0,0405
6,000 | —o0,081

.3 nous

0,020 25 |—0,000 273 375
—0,0405 0,000 54695 | 0,000 182 25 | —0,000 002 460 375

1,875 70,750
0,124 875 0,040 5
T 726 625 0,000 546 75 17,000
17 539 625 7,919
7,999 599 164 625 10,791 046 95 16,919’
J(8,) S'(b) S"(8)

Nous avons donc

. (0,000404)? < 3,081

< 0,000 000 001;

2< (9,208}
donc la correction « se calculera jusqu’a la neuviéme dé-
cimale v
__ 0,000400835375 I
a= — 9,208 95335 0,000 043 526 par défaut;
donc
b, = 0,486 500 000 — 0,000 043 526,
donc

x, = 0,486 456 474 par excés.
Calcul de x,. — Cette racine est comprise entre 4 et 5,
el comme
J5) _ +19
f7(8) " +24
la correction de Newton est applicable dés le début; voici
sans explications le tableau des calculs :

> o,

1*¢ Correction.
19°X24 _ 19°X12 6 X
=% —Bxig § 19<4><3<°"’
9 __
38T
b, =5,0—0,5=4,5.

2= — 0,5,
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2¢ Correctiorn.

g | ; ! | !
38 l — 19 : i | !
2 | —1a | —6 1 3 T
6 ' — 3 | —1,51 0,75 0,250 | — 0,123
S (4,5)==19,000 -+181,000 + 3,000 + 1,875 = 002,875,
S (4,5)= 38,00 + 188,00 + 0,75 = 26,75,
S(4,5)== 24 — 3 =21,
fll,(415) —_6;
e:(2,875)f>< 241< 174. X,
2< (26,75) 17675 100
2,875 .
— 26,75 — 0,10 par défaut,

b, = 4,50 — 0,10 = 4,40 parexces.

3¢ Correction.

2,875 ! ! i i
26,75 | — 2,695 | ! ; i
21 f— 2,1 b'— 1,05 | 0,105 ' ’
6 { —o0,6 | —o0,3 | 0,03 | 0,010 | — 0,00t

S (4,40) = 2,875 +17,325 4 0,105 + 0,019 = 0,304,
S (4,40) = 26,75 4+ 17,90 + 0,03 = 24,68,

S"(4,40) = 21 — 0,6 = 20,4,

S"(4,40) = 6;

__(0,304)>< 20,4 _ 0,110
= 2 < (24,68) <8><1000<0’000l’
0,304 ,
= — 24,68 = 0,0123 par défaut,

b= 4,4000 — 0,0123 = 4,3877.

Bornons-nous i cette correction, nous avefis, 8 moins

de o,0001,
z, = 4,3871.
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Calcul de x;. — Cette racine est négalive, mais la
méthode ne fait aucune distinction entre les racines posi-

tives et les racines négatives; nous pouvons donc lui appli-
quer la correction. )

— 2 est la limite inférieure,
-1 est la limite supérieure,
comme
Sf(—2)  —a )
EED IR
c’est a elle que nous appliquerons la correction. Voici le
tableau des calculs :

1"¢ Correction.

e 4X(—18) 36 < — 0,01,
2 <17} 4goo
a::-,%:o,n par défaut,

a,== — 2,00 + 0,1 1= — 1,89 par défaut.

2¢ Correction.

~ 2! ! ! !
17 1 L8 ) i
8 1 — 1,98 i — 0,99 | — 0,1089
6 'r 0,66 | 0,33 l 0,0363 0,0121 0,001331

J(—1,89)==18+1,87 +1,8911+0,001331=" — 0,237 569,

S (—1,89)=17 +18,02 +0,0363—15,0563,

S’ (—1,89) = —18+0,66=—17,34,

f”’("‘TaSQ): 63

-

- (0’223>Z_f_l659,)05>8; 3’_’% < 0,:(5)27);9 <6(:oo <o,00r1,
_0,237569
15,0563

a,= — 1,890 + 0,015 = — 1,875 par défaut.

= 0,015 par défaut,
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On eontinuerait de méme; on a donc, a moins
de o.001, :
.1:,::~l,875.

NOTE SUR LES SURFACES DU TROISIEME ORDRE;
Par M. SARTIAUX,

Eléve ingénieur des Ponts et Chaussées.

Si parmi les dix-huit points d’intersection d'une sur-
face du troisiéme ordre avec les six arétes d'un tétraédre,
six de ces points, pris chacun sur une aréte, sont dans
un méme plan, les douze autres sont sur une méme sur-
face du second ordre. ‘

Je prends en effet pour tétraédre de référence le té-
traédre donné. Je puis, sans rien changer 4 la généralité
de la question, disposer des quatre paramétres de réfé-
rence de telle sorte que, siP=oax +fy+yz+dt=o0
est le plan qui contient les six points, I'équation de la
surface soit

o3xd - ﬁ3)’3+73_}”+5’ta+ a'r:'),_*_ a'.r_y’+ bx?r+ b ar?
G cx't4- 2l dyr—+d' yr*+- ezt + € 2t + fyzt
+ gzt + hxyt + kxyr-—o.
Cherchons 'intersection avec I'aréte z = o, t = o, par
exemple, on a
(1) 2+ By axty + dxzyr*=o.
L'un des points d’intersection étant sur le plan P, le
premier membre de cette équation est divisible par
ox+ [y ; par suite, en posant a = da, a’=1A{3, elle
s'écrira :
@+ fy* + k (ax + By) ay
2z (ax + By) [a?2? + P2y 4 2y (A — «f)] == o.
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On peut faire des calculs analogues pour les autres
arétes, et il est évident que les douze points d’'intersection
non situés dans le plan P seront sur la surface du second
ordre :

x4 Byt yirt - e 4y (0 — aﬁ)
~+ zr (M — ay) + x8 (M — ad) + yr (hy— By)
=yt (A — ﬁt)) + 2zt (h;— y8) = o,

ce qui démontre le théoréme énoncé.
Supposons que quatre des arétes formant un quadrila-
tére gauche soient osculatrices a la surface; soient

(2)

s (z=o0,t=0), (xr=o0,2=0),
l(e=o0y=0), (y=o,2=0),
cela veut dire que

a = 3a*B, o =3ap, etc.

Les quatre points sont donc complétement déterminés en
ajoutant aux équations (2) les équations (1) transformées :

(ax+Lrf=o0, (Br+df)*=o,
(yz2 +~ 0t =0, (xz—+ dtp=o,

ce qui prouve que ces quatre points sont dans un méme
plan. Donc, quand un quadrilatére a ses cotés oscula-
teurs d’unc surface du troisiéme ordre, les points de con-
tact sont dans un méme plan. Si les six arétes du tétraédre
sont osculatrices a la surface, il est facile de voir que les
six points de contact sont dans un méme plan, Etant
donnée une surface quelconque du troisiéme ordre, on
peut toujours trouver un tétraédre dont les arétes soient
ainsi osculatrices a la surface. En effet, exprimer qu’une
droite est osculatrice équivaut a deux conditions. Il faut
donc douze conditions pour que les arétes du tétraédre
soient osculatrices. Or il y a douze paramétres indéter-
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minés dans les équations des faces du tétraédre; donc le
probléme comporte un nombre déterminé de solutions.
L’un de ces tétraédres étant pris pour tétraédre de réfé-
rence, I'équation générale des surfaces du troisiéme ordre
peut s’écrire :

(lx + my + nz =+ pt)* = ayzt + Prat + qyzxyt + dxyz.

Elle renferme bien dix-neuf paramétres arbitraires dis-
tincts. Cette forme d’équation nous permet de donner
immédiatement une propriété commune a toutes les sur-
faces du troisitme ordre.

On donne un tétraédre, un plan fixe et quaire direc-
tions fixes. Imaginons que I'on méne par un point quatre
paralléles a ces directions fixes et qu'on les arréte cha-
cune 4 une face du tétraédre, ces obliques, prises trois a
trois, forment quatre tétraédres. Le lieu des points tels,
que la somme algébrique des volumes de ces tétraédres,
divisée par le cube de la distance de ces points a un
plan fixe, reste constante est une surface du troisiéme
ordre.

M. de Jonquiéres a démontré dans les Nouvelles An-
nales (t. IIl, 2° série, p. 20) que : La surface nodale
d’une surface du troisitme ordre passe par les points
de contact des plans stationnaires.de cette surface et
leur est tangente en un autre point. Avant de me servir
de ce théoréme, je vais donner de la premiére partie
de ce théoréeme une démonstration géométrique assez
simple.

Par un point O, on méne une sécante qui rencontre la
surface aux trois points M, , M,, M;; le lieu d’un point
M défini par la relation

3. (o ~ o) o — o) =*
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est la surface polaire du point O. La relation peut s’é-
crire :

MM,. MM,.OM; +~ MM. MM,.OM, + MM,.MM,.OM, —o.

Si le point O est sur la surface, il se confond avec le
point M; par exemple, etla relation devient

MM, (MM..M\M, + MM,.M,M.) —o0; MM, — o,

c'est-a-dire que la surface polaire passe par le point M,;
le second point situé sur la sécante est défini par la rela-
tion

MM..M\M; +~ MM;.M,M,—o.
Si la sécante devenait tangente a la surface alors

MM, —o;
il en résulte
MM, == o,

c’est-a-dire que la surface et la surface polaire ont méme
plan tangent. Si la sécante devient une des asymptotes de
I'indicatrice, alors la position du point M est indéter-
minée sur la sécante, c’est-a-dire que la surface et la sur-
face polaire ont au point O les mémes asymptotes de
Pindicatrice; si la surface polaire, qui est du second
ordre, est un cone, son plan tangent le coupe suivant
deux droites confondues; en ce point, I'indicatrice se
compose de deux droites paralleles : ce point est parabo-
lique, ce qu’il fallait démontrer. Le plan 1angent en ce
point est tangent a la surface nodale, et le point de con-
tact est sur la tangente inflexionnelle unique a la surface
du troisiéme ordre. L’équation de la surface nodale de la
surface du troisiéme ordre, dont I’équation est

W —- 2yt — Bxzt —yayt.— Sxyr=:o,

N R R A Ty
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s’écrit :
6lu 6lmu —3z —at 6lnu —3y—pt 6lpu —yy—pBz
6lmu—dJz —yt 6m*u 6mnu—3dr—oat 6Gmpu—yr— oz
6lnu —dy —pRt 6mnu—Cx—ut 6n'u 6mpuy —Bx— oy

6lpy —yy—pz 6mpu—yzx—az 6Gnpu—pRx —ay 6Gp'u

=0.

Son intersection avec la surface donne la courbe para-
bolique. Cherchons son intersection avec le plan u = o,
les points seront donnés par cette équation jointe anx

deux équations :

ayzt + Pxst - qxyt 4 dxyz == o,

et
o 8249t Sy +Bt yy-+Pz
0z + gt o 0z +at gz -+ az
—=o.
Sy + Bt 0x + at o Bxr +ay
7y +fz yr+az Brtay o

Cette derniére développée s’écrit :
(3570 (B + my )+ (47 + Bof (84 ac
+ (yx + az) (dy + Br)
—2(Bx 4+ ay)(dz+qt) (yy + Bz) (0 + of)
—2(Bx 4+ ay) (62 + 9¢) (yx + az) (Sy + 8¢)
—2(yy + Bz) (8= + at) (yz + «z) (8y + Bt) = o.

On peut développer cette équation et 'écrire :

Yy 3z t x z
o:ayzt<—+—+—>+ zzt(——!——
PRI e i

_I_

A LA
+'y.tyt<“+ﬁ+a)+3myz<a+E+;),

et enfin on peut I'écrire :

X

)

x z t
(~— +'§ -+ ; -+ —-> (ayzt+{ixzt+ yayt +dzyz)— gyt =o.
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Donc enfin les points sont donnés par I'intersection des
trois surfaces :

u=o0, xyzt==o0, ayzt-+ Bxrt—+ yxyt—+ dxyr=o.

Ce sont les points ou le tétraédre de référence est oscu-
lateur-a la surface; de plus, /e plan de ces six points de
contact est tangent en ces points & la courbe parabo-
ligue. En chacun de ces points, par exemple (z =0, t=o0,
lx + my = o), le plan tangent a la surface du troisiéme
ordre a pour équation 0z + yt = o; il est facile de voir
que ce plan est tangent a la surface nodale au point
z=o0, t=o0, lx — my = o; par suite, deux des som-
mets du tétraédre et les deux points de contact du plan
tangent commun a la surface du troisiéme ordre et a sa
surface nodale forment un systéme harmonique.

SOLUTION DU PROBLEME PROPOSE AU CONCOURS
D’AGREGATION DE 1868;
Par M. MONTCOQ.

Je me propose de donner la solution du probléme
d’agrégation comme application facile d’'un théoréme sur
les paraboles.

ENONCE DU PROBLEME.

Etant données dans un plan deux paraboles du
deuxiéme degré, on les fait tourner autour de leurs som-
mets, supposés fixes, de maniere que dans chacune de
leurs positions, leurs quatre points d’intersection soient
sur une circonférence, et Uon demande le liew des
centres de cette circonférence.



(33)
Soient (fig. 1) les deux paraboles BAODC, ADO’CB

dans I'une des positions particuliéres répondant a la ques-

Fig. 1.

tion, x et y étant les coordonnées de I'un des points de
la premiére avant sa rotation autour du sommet O, x’ et
' ses coordonuées apreés avoir tourné de I'angle «; les
formules de transformation sont

x' == xcosa — y sina,

y' == zsina + ycosa;
d’ou

x = x'cosa + y'sina,

¥y = y'cosa — x'sina.

Si nous supposons que la deuxiéme, ayantd’abord son
sommet en O, soit transportée parallélement 4 elle-méme
de maniére a avoir son sommeten 0/, 00’ étant égal a e, et
qu’elle tourne alors de I’angle 3; x, et y, étant ses coor-
données primitives et x” et y” ses coordonnées apreés le
double mouvement, les formules de transformation sont

z”=a -+ x, cosP — y, sinB,
¥ = x,;sinB + y, cosB;
Ann. de Mathémat., 2€ série, t. VII (Janvier 186g.) 3
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d’on
x, == z"cosB + y"sinf — acosf,
y1==y"cosB — x”sinf + asinf.
L’équation de la premiére parabole avant sa rotation
est
yi=2pz;
celle de la deuxiéme, avant son double mouvement,
yi=2p'z;
I'équation de la parabole BAODC est donc
(7'cosa — x'sina)? — 2p (2'cosa + y'sina)
ou
) s x'*sin?a 4 y"?cos?a — 2 £’ y' sinx cosa
1
| — o2px’cosa — 2py'sina =90,
et celle de la parabole ADO’CB
(y"cosB — 2"sinB + asinB)?==2p’ (2"cosB + »”sinf — acosf)
ou
[ x”sin’f + y"*cos?B — 22" y” sinB cos B
— 227 (asin?B +- p’ cos*B)
— 2y" (p'sinB — asinf cosB)

—+ a*sin’B + 2ap'cosP = o.

(2)

Si nous retranchons, membre 4 membre, I'éqaation (1)
de I'équation (2) aprés avoir multiplié la premiére par 4
et supprimé les accents, puisque les points d’intersection
sont communs, il vient

(sin?f — Asin’a) 22 4 (cos’B — A cos?a) y?
— (2sinB cosB — 2)sina cosa) zy
— 2(asin’B 4 p’cosf — A p cosa) =
— 2(p'sinB — asinf cosB — pisina) ¥
—+ a‘sin*B - 2ap’cosf = o.
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% est indéterminé; nous pouvons donc le choisir de
facon que I'équation représente une circonférence. Il
suffit pour cela que le terme en xy soit nul et que les
coefficients de x* et de y* coient égaux, donc A= —1 et

™
3 = ~ 4 a; donc les axes des paraboles sont rectan-
2

gulaires.

. . © ‘s

Si Pon fait A= —1¢et f= S+ dans la derniére
équation, elle devient

. 2 2 2 /q1 >
x* + y? — 2 (acos’e — p'sina + p cosa)x
(3) ¢ — 2(p’cosa + asinacosa + psinz)y
—+ a’cosa® — 2ap'sine = o.

% et v étant les coordonnées du centre de cette circonfé-
rence, elle a aussi pour équation

(z— &+ (y—n)—R=o
ou

(4) 4y —Exr — oy + & +n'— R*=o.

Exprimant que les coefficients des équations (3) et (4)
sont proportionnels, ou, simplement identifiant. puisque
les coefficients des termes en x* et y* sont égaux a I'unité,
on a

(5) £ acosa — p'sina + pcosa,

(6) n == p'eosa -+ asin  cosa -+ psina,

pour les coordonnées du centre en fonction de a.

11 suffirait d’éliminer « entre ces deux équations pour
obtenir I’équation du lieu cherché ; mais la recherche de
ce lieu peut se faire d’une fagon simple, élégante en s’ap-
puyant sur le théoréme suivant :

Tutorime. — Lorsque deux paraboles tournant autour
de leurs sommets sont telles, que leurs quatre points d’in-
3.
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tersection soient sur une circonférence wvariable, le
centre cst & Uintersection des deux lignes droites dis-
tantes extérieurement de chaque sommet du paramétre
de lautre parabole.

En effet, 'axe de la premiére parabole, ou la droite OE
passant par l'origine et faisant avec I'axe x un angle «,

est
y — xtange — 0}

par suite, oI distance a cette droite du centre de la cir-
conférence dont les coordonnées sont £ et v est

4= p'cosz —+asinacosa + psina — tanga (acostz — p'sina + pcosa)

— ()
V1 tangta

cu

__Plcos’a+p'sin’e

- .

d —
cosay/ 1 + tang’a

Ainsi, comme nous 'avons énoncé, p’ est la distance
du centre de la circonférence variable i I’axe de la para-
bole dont le paramétre est p. Avec la méme facilité on
trouvera que p est la distance du centre de la circonfé-
rence a 'axe de la parabole dont le paramétre est p’, ce
qui démontre le théoréme.

Le probléme est donc ramené a un cas particulier de
celui-ci :

Quel est le lieu de I'intersection des tangentes &
deux circonférences ayant pour centres O et O, et pour
rayons respectifs p’ et p, ces tangentes étant supposéces
toujours rectangulaires ?

C’est un cas particulier pour plusieursraisons: d’abord,

(*) Nous prenons le radical avec le signe -+ pour que cette distance
soit positive.
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parce que si 'on veut avoir le probléme d’agrégation, il
ne faut prendre queles tangentes extérieures ( fig. 2); une

Fig. 2.

autre raison : ces langentes extérieures donnent une
courbe continue au-dessus et au-audessous de la droite
qui joint les points O et O/, tandis que dans le probléme
d’agrégation, on ne cherche qu’une partie de cette
courbe; le lieu des points satisfaisant a la question s’ar-
réte brusquement en deux points dont chacun répond
an maximum ou aun minimum de la circonférence.
Ainsi (fig. 2) ww' 0" représente, d’un coté de OO, toute
la courbe lieu des centres des circonférences. La courbe
commence donc brusquement en w, ct s’arréte brusque-
ment en »”, Le premier point correspond au minimum
de cette circonférence et le deuxiéme au maximum.

Le point o” correspond a la circonférence maxi-
ma. On obtient ce point en faisant passer, par le sommet
de I'autre, un point de la parabole ayaut le plus grand
paramétre.

Il est évident que le lieu ww'ew” a son symétrique
par rapport a OO,
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SOLUTIONS DES QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 845 -
{ voir >* série, t. VIL. p. 96 );

Par M. Lo~y BARBIER,

Eléve au Lycée de Strasbourg.

On donne deux surfaces du second degré homofo-
cales A et By par une droite 1) prise arbitrairement
dans Uespace , on. méne des plans tangents a cette sur-
face. Sotent b et b les points ot dewx de ces plans tan-
gents touchent la surface B (*), les droiies ab, ab' sont
dans le méme plan que la normale en a & la surface A,
et sont également inclinées sur cette normale.

(LAcuERze.)

On sait que le lieu du pole d’un plan tangent a une
surface du second degré par rapport aux surfaces homo-
focales est la normale au point de contact.

Le pole, par rapport a la surface B, du plan déterminé
par le point a et la droite 1) se trouve donc sur la nor-
male a N menée par le point a a la surface A. D’un autre
coté, ce pole doit se trouver sur la droite bb’ conjuguée
de la droite D par rapport 4 la surface B. Par suite, les
droites aN, &’ se coupent, et leur point de rencontre N
est le pole du plan tangent en a par rapport a la sur-
face B.

Concevons maintenant un plan mené par la droite D,

.\

{*) ale point ou ’un des plans touche la surface A.
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son point d'intersection avec la droite bb', et son pole
par rapport a la surface B, sont conjugués harmoniques
par rapport aux deux points b et b’. En particulier le
point R ou le plan tangent en a a la surface A coupe
la droite bb', et son podle N par rapport a la surface B,
sont conjugués harmoniques par rapport aux points b, b’;
or 'angle NaR est droit, donc Ja normale aN est la bis-
sectrice de I'angle babd’.

On peut déduire immédiatement de ces deux proprié-
tés quelques théorémes connus.

Supposons que la droite D soit tangente a la surface A
au point a; les plans tangents a la surface B menés par
la droite D contiennent les droites ab, abd’; ces plans
sont donc ¢également inclinés sur le plan tangent au
point @ & la surface A. Ainsi, étant dounées deux sur-
faces homofocales A et B et une droite D tangente a la
surface A, les plans tangents i la surface B menées par la
droite D sont également inclinés sur le plan tangent a la
surface A mené par la droite D.

Soient C une seconde surface homofocale avec A, et
¢, ¢’ les points de contact des plans tangents menés par la
droite D a cette surface, la normale aN rencontre cc'.
Faisons maintenant varier la surface A, toutes les nor-
males menées par les points de contact des plans tangents,
menés aux surfaces A par la droite D, rencontreront les
droites fixes cc’, bb’; de plus, ces normales sont paral-
léles a un plan perpendiculaire a la droite D, donc elles
engendrent un paraboloide hyperbolique. Ce paraboloide
peut étre counsidéré comme étant la surface engendrée
par les droites conjuguées de la droite D par rapport aux
surfaces homofocales a la surface A.

Voici une autre conséquence de la proposition démon-
trée.

La normale en @ a la surface A rencontre la corde de
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contact bb’ et toutes les cordes analogues, lesquelles
eordes sont les génératrices d’'un méme paraboloide hy-
perbolique. Donc, si par une droite fixe on méne diffé-
rents plans tangents a un systéme de surfaces du second
degré homofocales, les normales menées aux points de
contact sont les génératrices du second systéme de ce
paraboloide : théoréme donné par M. Chasles ( Apercu
historique, p. 398).

Question 864.

(volr 2° série, t. VII, p. 197);

Par M. KIEPERT,

Etudiant en Mathématiques, a Berlin.

Construire un triangle, connaissant les sommets des
triangles équilatéraux construits sur les cotés.
(Lemorne. )

La solution ci-aprés donne lieu a une élégante con-
struction,

Lemme I. — Si, sur les trois cotés d’'un triangle quel-
conque ABC, on décrit des triangles équilatéraux ABC,,
ACB,, BCA, les droites AA,, BB,, CC, sont égales, se
coupent en un méme point, et les angles qu’elles forment
entre elles sont égaux a 6o degrés.

Lemme 11. — Les choses étant ainsi posées, si je fais
sur A, B, C, la méme construction faite sur ABC, )’aurai
trois triangles équilatéraux A, B, C,, A, G, B, B, C, A,,
les trois droites A, A,, B, B,, C; G, seront égales et se
couperont aussi au point Oj; car, dans les deux cas, on
obtiendra le point de rencontre de A, A, B, B, C, C, ou
de A, A,, B,B,, C,C,, en décrivant sur A, By, A,C,, B,C,



(41)
des segments capablesde 120degrés. Les points A,, 0, A, A,
sont donc en ligne droite, ainsi que les points By, O, B, B,
et C,, 0,C, C,.
Lemme I11. — Le point A est le milieu de A, A,:
» B » B, B,;
» C » C,C,.

En effet, les quadrilatéres inscriptibles OBCA,,
OB,C, A, donnent, en remarquant que le produit des
diagonales égale la somme des produits des cotés opposés,

OA, = OB + OC et 0A,= OB, + OC,;

de ménie !

OB, = 0A + OC, OB, == OA, + 0C,,
OC, = OA + OB, 0C, =04, + OB,

d’ou
AA, = OA + 0A,=—=OA + OB + OC,
AA, —O0A, 4+~ 0A,—0A,+ OB, 4+ 0OC,.
Mais on a
OA, + OB, +- OC, — 2 (0A + OB + 0C).
Donc

AA,=— 2AA,.
{c. ¢. ¥. p.)

De la résulte la construction snivante :

Sur A, B, décrivez le triangle éqnilatéral A, B, C,,
» Al C1 » » Ai Ci B! b
» B, C, » » B, C, A,.

Les milieux de A, A;, B, B,, C,C, sont les sommets
A, B, C du triangle cherché.

L’auteur démontre ensuite le théoréme suivant par des
considérations empruntées a la géométrie analytique :

1° Si sur les cotés AB, CA, BC d’un triangle on con-
struit des triangles isocéles semblables ABC,, ACB,,
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CBA,, les trois droites AA,, BB,, CC, se coupent au
méme point
2° Le licu de ce point est une conique si 'angle a la
base des triangles isocéles varie.
L’équation de cette conique, les axes étant rectangu-
laives, est
sin(A—B) sin{C— A) sin(B—C)
-+ - -+ =0
v g «
a==o0, i =0, y = o, représentant les équations des
trois cotés BC, AC, AB prises sous la forme

Zsina + ncosa — p == 0,
et A, B, Cles angles du triangle.

Note. — Ont résolu la méme question : MM. Williéve, professeur i
Arlon; krocard, sous-lieutenant du Génie; Claverie, du lycée de Cler-
mout (classe de M. Lafon); Joffre, du lycée Charlemagne (institution
Harant); Racine, du lycée de Poitiers; Augier, du lycée de Caen; Nie-
bylowski; L. Henri Lorrez.

Toutes ces solutions sont simples, mais moins complétes que celle de
M. Kiepert que nous avons résumée.

DEMONSTRATION DE LA FORMULE

n’

@ —sina < —;

Par M. Joserm JOFFROY,

Ancien €léve de 'Ecole Polytechnigue.

Soit ADM = a Parc considéré moindre que = (*). Le

secteur AOM est exprimé par ’;l’ le triangle AOMC est

(*) Le lecteur est prié¢ de faire }a figure.
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., 1,
exprimé par —sina; done
a — sina

représente le double de I'aire du segment MDAC. Re-

marquons que le rectangle MA.CD est supérieur au
segment de cercle, donc

a —sina <2 Ma .Eﬁ;

de la nous tirons

. . a a
a———snm<2><zsm——<1—~ cos—-)
2 2
(24

a
8 sin — sin?
< 5 g

3

a
<8 ~

(SIS
l

-

Cette démonstration, en grande partie géométrique, nous
parait plus facile a comprendre et 4 retenir que la dé-
monstration classique.
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QUESTIONS.

898. On donne un cercle C tangent a une droite D
en O. D’un point M de la circonférence on méne MA per-
pendiculaire & D, et I'on prend AB = AO. On joint BM,
et 'on demande I'enveloppe de la droite BM quand le
point M se déplace sur la circonférence. L’enveloppe
cherchée admet trois axes de symétrie et trois points de
rebroussement remarquables. (H. Brocarp.)

899. Deux disques situés dans le méme plan et ayant
la forme d’ellipses égales sont mobiles chacun autour
d’un de leurs foyers supposé fixe; ces disques restent
constamment tangents 'un a I'autre. On demande le lieu
décrit par le point de contact. (Davuprav.)

900. Une ellipse donnée se meut a I'intérieur d’une
parabole fixe donnée de maniére a toucher cette parabole
en deux points. On demande le lieu décrit par le centre
delellipse mobile et 'enveloppe de la droite qui passe par
les deux points de contact. (Daurray.)

901. Lorsqu’une ellipse en roulant sans glisser sur une
droite a fait un tour entier, I’arc décrit par le foyer est
égal a la circonférence ayant pour diamétre le grand axe.

902. Tout cube parfait augmenté de 3, 4 ou 5 unités
d'un ordre quelconque n’est pas un cube parfait.
(Jos. Jorrrov.)

903. Si par le milien de chaque aréte d'un té-
traédre on fait passer un plan perpendiculaire a I'aréte
opposée, les six plans ainsi obtenus passent par un méme

point. (M)
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904%. Etant donné un faisceau de surfaces du se-
cond degré ayant méme intersection, si par un point A
pris sur une de ces surfaces, on méne une section plane
normale a cette surface, et les demi-diamétres des autres
surfaces paralléles a la tangente a la section au point A,
ainsi que les plans polaires de ce poiut par rapport a ces
surfaces; si I'on prend, a partir du point A et dans la di-
rection des normales a ces plans polaires, des troisiémes
proportionnelles aux demi-diamétres et aux distances cor-
respondantes des plans polaires aux centres des surfaces,
les extrémités de ces droites et le centre de courbure de la
section faite dans la premiére surface sont en ligne
droite. . (L’Abbé Aousrt.)

905. On donne une ellipse ct ses deux foyers F et G
deux droites touchent cette ellipse aux points M et N, et
se coupent en T : démontrer la relation

—_—2 —_2
" TG
MF.NF ~ MG.NG

(LAcuERRE.)

906. On donue une ellipse et une hyperbole homofo-
cales dont O est le centre commun. Par un point quel-
conque P de 'hyperbole, on méne des droites paralléles
aux normales & 'ellipse aux points ou elle est coupée par
I’hyperbole; soient H et K les points ou ces droites
coupent I’hyperbole et I le point milien du segment HK :
démontrer que les deux droites OP et Ol sont également
inclinées sur le grand axe, et que le rapport de OP a Ol
est constant. (LAcuERRE.)

907. Mémes données. Par les trois points P, H et K,
on fait passer un cercle, et sur ce cercle on prend l¢
point P’, conjugué harmonique du point P relativement
aux deux points H et K: démontrer que la perpendicu-
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laire élevée sur le milieu de PP’ est la polaire du point P
relativement a Uellipse. (LacuErse.)

908. Soit un quadrilatére inscriptible ABCD. Si je
considére un triangle formé par trois sommets de ce qua-
drilatére, les pieds des perpendicdlaires abaissées du
quatriéme sommet sur les cotés du triangle considéré
sont sur une ligne droite XY.

Cela posé, démontrer :

1° Que les quatre droites XY, quel'on peut construire
en groupant trois a trois les quatre sommets ABCD, se
coupent au méme point K

2° Que ce point est un -point commun aux quatre
cercles des neufs points des quatre triangles, et que, par
suite, si un sommet se meut sur la circonférence circon-
scrite au triangle formé par les trois autres, le lieu du

point C sera le cercle des neuf points de ce triangle.
(E. LEmoine.)

909. Un ellipsoide de grandeur donnée est tangent aux
trois faces d'un angle triédre trirectangle. Trouver la
courbe qui limite la position possible d’un point de con-
tact sur une des faces. (E. LEmoInE. )

910. Deux triangles OAB, OA’B ont un sommet com-
mun: OAB est donné en grandeur et en position; OA’B/
en grandeur seulement. Placer OA’B’ de facon que les
droites AA’, BB' fassent entre elles un angle donné.

(E. LEmoine.)

911. Si deux coniques de forme invariable se dépla-
cent de maniére que leurs quatre axes restent respective-
ment tangents a quatre cercles, et de maniére que les
points d’intersection des deux coniques soient sur un
cercle, quel est le lieu des centres de ce cercle?

‘ (Dareoux.)
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912. Le plus petit commun multiple m de n nombres
entiers a, b, c,. .., k, { est égal au quotient de leur pro-
duit P parle plus grand commun diviseur D des produits,
n—1 an—1 de ces n nombres. (Le BEscUE. )

913. Le plus grand commun diviseur D de » nombres
entiers a, b, ¢,..., k, 1 est égal au quotient de leur
produit P par le plus petit commun multiple m des pro-
duits, 7 —1 a n —1, de ces n nombres.

(Le Beseue.)

914. La formule ax + b, ou a et b sont premiers entre
eux, ne renferme que des nombres premiers a m, si tous
les diviseurs premiers de m divisent a. Mais, si m a des
diviseurs premiers p, ¢, r,..., qui ne divisent pas a, sur
m nombres consécutifs compris dans ax -+ b, en posant

X =&y & t+Hy0., a M —1,
il y aura

wP—ra—rr—u,
r 9 r

.o

nombres premiers a m. (Le Bescuk.)

915. Etant donné un polygone A, A,... A,, déter-
miner la position d’un point A, (x,y,) dont les coor-
données satisfont aux équations :

n(n—1) n{n—1
Yo— Ry, + —(—~—f,—...i ——)y,,_z¢ny.._|iy..=o,
1.2 1.2
nn—1
Ty — L, + —(‘—2—)1,——...$nxn_.ixn:o.

Démontrer par le calcul et la géométrie que la position
de ce point est indépendante du choix des axes de coor-
données. (A. SarTiavux.)
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DISCUSSION DE L’INTERSECTION DE DEUX SURFACES
DU SECOND ORDRE

(suite, vojr 2° série, t. VII, p. 187);

Par M. L. PAINVIN.

§ V. — Léquation en X a trois racines égales,

21. Lorsque V'équation en } a trois racines égales, trois
«cas peuvent se pl'ésentel' H

PreEMIER cas. — Le cdne correspondant & la racine triple est
un céne proprement dit.

Les deux surfaces se touchent alors en un point; la
courbe d’intersection est une courbe gauche du qua-
triéme ordre ayant un point double de rebroussement
au point de contact; la réciproque est vraie.

Le cone correspondant & la racine triple a son som-
met au point de contact A des deux surfaces, et touche
suivant une droite AB le plan tangent commun; la
droite AB est la tangente de rebroussement de la courbe
gauche.

Le cone correspondant a la racine simple a son som.
met C sur le plan tangent commun, et il touche aussi ce
plan suivant une droite CA passant par le point A.

Les sommets des dewx cones sont les seuls points qu;
aient méme plan polaire par rapport aux deux surfa-
ces; le sommet A a pour plan polaire le plan tangent
commun BACj; le sommet C a pour plan polaire un
plan BAD passant par la droite AB, et qui est en méme

Ann. de Mathém., 2¢ série, t. VIIL. (Février 1869.) 4
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temps le plan polaire de la droite AC par rapport au
cdne (A). ‘

Un plan quelconque passant par la tangente AB de
rebroussement coupe les deur surfaces suivant des co-
niques osculatrices ; le contact est du second ordre.

Les péles d’un plan quelconque passant par AB sont
distincts par rapport« chacune des surfaces, et se meu-
vent sur la droite AC, et inversement.

DruxitMe cas. — Le céne correspondant a la racine triple se
réduit a deux plans distincts.

Les deux surfaces se coupent alors suivant deux cour-
bes planes, et ces deux courbes planes se touchent ; les
deux surfaces se touchent en un point unique, qui est le
point de contact des courbes planes; la réciproque est
vraite.

Tous les points de I'intersection AB des plans ABC et
ABD des deux courbes planes ont méme plan polaire
par rapport aux deux surfaces; tous ces plans tournent
autour d’une droite fire AS, située dans le plan tangent
commun aux deux surfaces; A est le point de contact.

Le sommet S du céne correspondant & la racine sim-
ple se trouve sur la droite AS; ce sommet S a méme
plan polaire par rapport aux deux surfaces; ce plan
passe par la droite AB, et forme avec le plan tangent
commun un systéme harmonique par rapport aux plans
des deux courbes communes.

Les péles d’un plan tournant autour de AB sont dis-
tincts par rapport a chacune des surfaces, et se meuvent

“sur AS, et inversement.

Un plan quelconque passant par la droite AB, inter-
section des plans des deux courbes communes, coupe les
deux surfaces suivant des coniques osculatrices ; le con-
tact est du troisitme ordre.



(51)
Trosiime cas. — Le cOne correspondant & la racine triple se
réduit & denx plans coincidents.

Lorsque léquation en ) a une racine triple, et que le
céne correspondant & la racine triple se réduit a deux
plans coincidents, les deux surfaces sont circonscrites
Uune al autre ; la courbe de contact estune courbe plane.

Le céne correspondant & la racine simple est circon-
scrit a chacune des surfaces suivant cetle méme courbe.

Réciproquement : St deux surfaces sont circonscrites
l’une & I autre suivant une conique proprement dite, l’é-
quation en } a une racine triple, et le cone correspon-
dant a la racine triple se réduit a deux plans coincidents.

Les points qui ont méme plan polaire par rapport
aux deux surfaces sont : d’une part, tous les points du
plan de la courbe de contact; d’autre part, le sommet
du céne correspondant & la racine simple.

Les plans polaires des premiers points passent par le
sommet du céne; le plan polaire du sommet de ce céne
est le plan de la courbe de contact.

I. Le céne correspondant & la racine triple
est un coéne proprement dit.

22. Je prendrai pour sommet A du tétraédre de réfé-
rence, le sommet du cone correspondant a la racine triple;;
comme le cone en question est un céne proprement dit,
il résulte d’abord de 'analyse du n°®16 [relations (1°)
et (2°)], que les équations des deux surfaces se présen-
tent sous la forme

(S) Ay Apz' - Ayt + 24,2y +~ 24,22
+2A 2t -+ 2A5 52+ 2A,yt + 245,26 =0,
(@ {T) Bn)-’+Buz’+Bﬂl’-—zﬂxym—z—A—sz
%o o
— 25'—‘.1:! -+ 2By ¥z -~ 2By yt + 2By 2t = 0.

" :
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Les deux surfaces passent par le sommet A, et elles ont
en ce point méme plan tangent; I'équation de ce plan est

A]zf+A|3Z+A|. = (¢

prenons ce plan pour face ABC du tétraédre de réfé-
rence, c’est-a-dire supposons

Apn=o0, Ay=o,
et les équations des deux surfaces pourront s’écrire :

(S) Any?+ Aupz+ Ay t2+ oxt

4+ 2A5, )Yz 2A,yt + 2A5 2t = o0,
(T) Buny?+4 Byz'+ B t?+ 2ut

~+ 2By yz + 2By yt + 2Byt —o,

(2)

car le coefficient de xt ne peut étre nul, autrement on
aurait deux cones ayant méme sommet, et I’équation en 4
se réduirait a une identité. .

Dans le cas des équations (2), 'équation en A est

(3)  (F 4+ 1P[(Ba 4+ NAn) (Bay = M Ay) — (Bos -+ XAyu)* ] =03

.

et le cone correspondant a la racine A = —1 aura pour

équation

@ g (A — Bu) ¥+ (Agy — Buy) 2+ (Ay — By 22
+2(As— Byg) yz+2 (A — By) yt+2(Ay —Bs)st=o0.

Ecrivons maintenant que 'équation (3) a trois racines
égales & —1, il vient

(8) (Azs — Bu) (Asy — Byy) — (A — By P =o.

Or I'équation de condition (5) exprime que le cone (4)
touche le plan ABC ou t = o; I'aréte de contact est

(6) t=o, (An—‘Bn)}'-f-(Am — Baa)zzoa
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ou, ce qui revient au méme,
(6 bis) t=o0, (Ax—By)y + (Axw—By)z=0.

La génératrice de contact passe par le sommet A; pre-
nons-la pour aréte AB du tétraédre de référence, nous
devrons faire

Ay — Bn =0, d’oﬁ A23 —_— st = 0.
Les équations (2) des deux surfaces deviennent alors

(S) Any?+ Apz’+ Ay l*+ 2A23._7'Z

+ 2A5 7t + 2A, 2t + 22t — 0,
(T) Any?— Byuz'+ By t'+ 2A5y2

~+ 2Byt + 2By 2t + 22t — 0,

(7)

I'équation en A est

(8) (R+l)’[An(B33+).A33)—~A.f,3().+l)]: o;

et le cone correspondant & la racine triple aura pour
équation

(Asa — Baa)z2 -+ (Au - Bu) &

(9) { +2(Au'-Bu)}’t+2(A3‘—Bu)zt:O.

Si 1, est la racine simple, I'équation du cone corres-
pondant sera

A (M 1) 24 (Byy 4+ M Agg) 22+ (Byg =+ M Ay 22
+ 245 (M + 1) yz —+ 2 (By + X Az gt
+ 2 (B + NAy) st + 2 (M +1) 2t =o0;

et, en remarquant que, d’aprés I’équation (8),

By + ) Ay - A;s

N1 Ay
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cette derniére équation peut s’écrire

2

( B, A
~ Any?+ =222 oAy, z 4+ 228 4 —— Ty
(‘0) ) Az Mo+ 1
( + 2 B:.'} -+ AA‘ A!‘ t "‘_ o B.’{‘ —+—73| A34 == 0
w1 Y o1 -

On ne peut pas supposer By; — Agg == 0, car autre-
ment I'équation en } (8) admettrait quatre racines égales.

Remarquons maintenant que le sommet du céne (10)
est dans le plan ABC ou ¢=o0; car si l'on fait =0
dans cette équation, on trouve

(Any + Apz)’=o0,

c’est-a-dire que le cone correspondant & la racine sim-
ple touche le plan tangent commun aux deux surfaces;
la génératrice de contact passe par le sommet A, et ne
peut pas se confondre avec la droite AB, car il faudrait
pour cela que I'on eiit A;, = o, et I'équation (8) admet-
trait alors quatre racines égales.

Nous pouvons-donc prendre cette génératrice de con-
tact pour aréte AC du tétraédre de référence, c'est-a-dire
supposer

(1) Ay=o,

et prendre, en méme temps, pour sommet C, le sommet
du céue (10), c'est-a-dire écrire que 'équation (10) ne
renferme pas de termes en z, ce qui donne, outre la re-
lation (r1),
N B
By + kA =0, ou ) — — —=.
, A3‘

Cette valeur de ), doit annuler le second facteur de
I'équation (8), on aura donc

B, By

12) By Ay -~ By Aj;=—o0, ou — — —— == — ),
{ro) 3 Ay 34 A3 ’ A A )
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La droite AC n’appartient pas au cone (g), car il fau-
drait pour cela que I'on eiit Byy = Ay, ce qui ne peut
avoir lien comme on I’a vuj il résulte de la que, par
la droite AC, on peut mener deux plans tangents au
cone (9); I'un d’eux sera le plan CAB qui le touche svi-
vant AB; prenons le second plan tangent pour face CAD
du téiraédre de référence. D’apreés cela, en faisant y = o
dans I'équation (g), on devra trouver un carré parfait;
par suite
(13) (Baa‘—Az:\\i(Bu“‘Au):(Bal'—AN)Z;
et le plan des génératrices de contact sera
(14) (By; — Ag)z -+ (Byy — Ay)t =0,

Le plan (14) passe par la droite AB, on peut le pren-
dre pour face BAD, c’est-a-dire supposer

(15) By, — A;s=—=o0, dou B, — A, —o.

Si I'on compare ces relations a 1'égalité (12), et si l'on
remarque que , est différent de — 1, on conclut de 1a
(16) Ay =0, B, =o.

Eu égard aux relations (11), (15) et (16), les équa-
tions (7) des deux surfaces deviennent

(S) Any?-+ Auz® ++ Ayt~ 2A,yt +2xt=0,

(17
(17) { (T) Any?—3Auz°+ Ay ti+ 2By yt +2xt=o0;

et le cone correspondant a la racine simple aura pour
équation

B'l:( + )' A?(
18 Apy?4Aut'+2xt +2 2" """yt —o.
( ) 2) “ Y1 J
Les trois arétes AB, AC, AD du tétraédre de référence

sont maintenant déterminées, le sommet C est également
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choisi; il ne reste plus d’arbitraires que les sommets B
et D sur les arétes respectives AB et AD.

L’équation (18) représente aussi la trace du cone cor-
respondant a la racine simple sur le plan BAD, cette co-
nique touche la droite AB au point A; la droite AD ren-

" contre la conique en un second point défini par les équa-
tions '

y=o0, Ayt+4+2xr—o0;

nous prendrons ce point pour sommet D, c’est-a-dire que
nous supposerons :

A, —o.

Enfin nous choisirons pour sommet B le point ou la
tangente en D vient rencontrer la droite AB; pour cela, il
faut exprimer que la polaire du point B (x, = o, t, = 0),
c’est-a-dire

B A,
Ay + u.‘*" Ay '
. Ay 1

Y

se confond avec AD ou y = 03 on a ainsi
By + 2 A, = o0.
Les équations des deux surfaces deviennent alors

) (S) Anpyi+ Ayuzd + 2A,yt+ 221 —=o,
(9 (T) Any'—X\Auz—2XAyyt+ 22t =o.

On voit ainsi que :

« SiPéquation en X a trois racines égales, et que le
» cdne correspondant a la racine triple soit un cone pro-
» prement dit, les deux surfaces se touchent en un point
»-unique Aj; le cdne correspondant a la racine triple a
» son sommet au point de contact A, et touche le plan
» tangent commun; le cone correspondant a la racine
simple a son sommet dans le plan tangent commun, et
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» le touche ainsi suivant une droite qui passe par le
» point A. »

Par ladiscussion qui précéde, on voit que si 'on prend :
pour sommet A du tétraédre de référence, le sommet du
cdne correspondant a la racine triple, ¢’est-a-dire le point
de contact des deux surfaces; pour face BAC, le plan tan-
gent commun ; pour aréte AB, la génératrice de contact
du cone (A) avec le plan BAC; pour sommet C, celui du
cone correspondant a la racine simple; pour face CAD,
le second plan tangent mené par CA au cone (A); pour
face BAD, le plan des arétes de contact; pour sommet D, le
pointou ladroite AD vient rencontrer la trace du cone (C)
sur le plan BAD; et enfin, pour sommet B, le point ou la
tangente en D vient rencontrer la droite AB, les équations
des deux surfaces pourront se ramener a la forme défi-
nitive
o (8) ay? + 2xt + bz + 2cyt = o,

\20) (T) k(ay?—+ 22t) 4 bz*+ 2cyt=o.

L’équation du cone correspondant a la racine triple est
alors
(21) (A) bz*+ 2¢yt=o0;
celle du cone correspondant a la racine simple est
(22) (C) ay*+ 2xzt—=o;
quant a équation en 1, elle est, dans le cas actuel,
(23) A+APOA+1)=0.
23. ATaide des équations (20), V'étude des propriétés
communes aux deox surfaces devient extrémement facile.

Les plans polaires d’un point (x,, y,, zo, #6) par rap-
port aux surfaces (20) sont

(24 { @t+y(ay +et)+ bzz +t(x +cy)=o,
\
)_ kxot 4y, (kay +ct) 4 bsyz 4 4, (kx4 cy) = 0.
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On constate alors que :
« Les sommets A et C des deux cénes sont les seuls
points qui ont méme plan polaire par rapport aux deux
surfaces ; le sommet A a pour plan polaire le plan tan-
gent commun BAC; le sommet C a pour plan polaire
le plan BAD, lequel est le plan polaire de AC par rap-
port au cone (A). »
Les coordonnées du péle d'un plan

Mz -+ Ny + Pz+ Qt=—o

sont données par les équations

»n

M~ N TP U

t, ay, -+ ct, bz, Ty - Y, la 17 surf.

—_ S T — I —————— our ia 1°" surtace
M~ T N P Q I ’
A, kay,—+ ct, bz, kzx, - cv,

» pour la 2¢ surface.

On déduira de la que :

« Les poles d'un plan quelconque passant par AB sont
distincts par rapport a chacune des surfaces, et se meu-
vent sur la droite AC, et inversement. »

24. Nous allons enfin démontrer que :

« Les deux surfaces (20) se coupent suivant une courbe
du quatriéme ordre ayant un point double au point A
ou les deux surfaces se touchent; ce point double est
un point de rebroussement; la tangente de rebrous-
sement est I'aréte de contact du plan tangent com-
mun ABC avec le céne (A) correspondant a la racine
triple. Un plan quelconque passant par la tangente
de rebroussement AB coupe les deux surfaces suivant
deux coniques osculatrices; le contact est du second or-
dre. » ) .

En effet, un plan quelconque passant par le point A

coupe les deux surfaces (20) suivant deux courbes qui se



(59)
touchent en Aj; le point A est donc un point double de
la courbe d’intersection. Les tangentes sont donuées par
les intersections du coéne (A) (21) avec le plan tangent
commun ¢ = o; ces deux tangentes coincident avec AB :
la démonstration se fera comme au n° 18.

Un plan quelconque passant par AB,
z=at,

coupe les surfaces (20) suivant des courbes respective-
ment situées sur les deux cones
ay?—+ 2xt + ?bt*+ 2¢cyt = o0,

(25)
k(ay?*—+ 2xt) +4- a?bt*+ 2¢yt == 0.

Assimilant ces équations a celles de deux coniques, on
voit que l’équation en ¢ correspondant aux sécantes com-
munes est

(o) o bF4-p |
i
i

o a(k+p) c(t+p) =o, ou (F+4p)=o0;

Fep c(t+u) atb(i+p) |

cetle équation a une racine triple, et comme le systeme
des sécantes communes correspondant a celle racine tri-
ple se compose de deux droites distinctes, il en résulte
que les deux coniques sont osculatrices, et que le contact
est du second ordre; il en est donc de méme des cones
(25), ce qui démontre la proposition énoncée. .

Réciproquement : « Lorsque deux surfaces du second
» ordre se touchent en un peint, et que la courbe d’in-
» tersection a un point de rebroussement en ce point de
» contact, I'équation en X a trois racines d¢gales, etle
» cone correspondant 4 la racine triple est un cdune pro-
» prement dit. »

On démontrera facilement cette réciproque, en pre~
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nant le plan tangent commun pour plan des xy, par
exemple le point de contact pour origine, et la tangente
de rebroussement pour axe des x.

II. Le cone correspondant a la racine triple se compose
de deux plans distincts.

25. Je choisirai ces deux plans comme faces ABC et
ABD du tétraédre de référence ; d’aprés I’analyse faite au
commencement du n°® 19, on en conclura que les équa-
tions des deux surfaces sont

A+ Apy?+ A2+ Ayt + 2A,2y + 2A; 73

(1 4+ 2A Xt + 2412+ 2A,yt + 24,3t =0,
Anxi 4+ Apy?+ Ay 22+ At + 2A,xy -+ 24, 73

\ +2A 2t +2A,y2 + 2A5yt + 2Bz =o0,

et I’équation en 1 sera

An A:\ ABI()‘+‘) A“D"‘*”)
(2) (x+1)y Au An Aa(h+1) Aa(d+1) —o.
As Ax Aup(M+1) By +2Ag

A Ay By + 1Ay Au<)‘+l)

1l faut exprimer que la racine —1 est triple, c’est-a-
dire que le second facteur du produit (2) s’annule pour
A = —1; on trouve ainsi

(Bu - Au):(An A, — A:z)ZO;

on ne peul pas supposer As, = By, car alors les deux sur-
faces (1) coincideraient; il reste donc

(3) AuAn'—Afg:O-

Mais si nous cherchons Vintersection de la droite
AB (z =0, t = o) avec les deux surfaces (1), nous avons

(4) A2+ 2A,%y + Apy'==0;
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la relation (3) exprime que les points déterminés par I'é-
quation (4) sont confondus. Prenons ce point pour som-
met A du tétraédre de référence, ce qui revient a supposer
Ay=—o0, A;=o0;

les équations des deux surfaces seront maintenant

Apy?+ AP+ Ay t* +2A, 22 + 24, 2t

+ 24572 + 2Axyt + 2A 3t —o0,
Apy’+ Ay 2’4+ Ayt + 2A 22 -+ 2A,, 2t

“+ 2A572 + 2A5yt + 2By 3t —=o.

(5)

Le plan tangent en A a pour équation f, = o, c’est-a-
dire '

(6) Az +At=o0;

ce plan touche donc a la fois les deux surfaces, et il passe
par la droite AB, intersection des plans correspondant a
la racine triple.

I’équation du plan polaire d’un point quelconque situé
sur la droite AB (xo, y,, ze = 0, 1, = 0) est

(7) xo(Alsz+Aut)"f—yo(An}'+A232+Aut):0.

On voit par la que .

« Le plan polaire d’un point quelconque situé sur la
» droite AB est le méme pour les deux surfaces; ces
» plans polaires passent par une droite fixe AS, qui est
» lintersection des deux plans
(8) Az +Auwt=o0,
Apny + Ay z 4+ Ayt —o0. »

Le premier de ces plans est le plan tangent commun
aux deux surfaces, et passe par la droite AB; le second
passe par le point A, mais il ne contient jamais la



(62)
droite AB; car, s’il.passait par cette droite, on pourrait

supposer Ay, = 0, et I'équation en A aura quatre racines
égales.

Le second des plans (8) est visiblement le plan polaire
du point B, nous le prendrons pour la face CAD du té-
traédre de référence, c'est-a-dire que nous supposerons

Ay —o0, Ay—o.
Les équations des deux surfaces sont alors

( ){ Apy? -+ Auz2?+ A+ 2A,2z2 4+ 2A 2t + 2A,2t-=0,

Apy? 4+ Au2?+ Ay +-2A,0z +2A,xt--2B 2t —o0;
et I'équation en A se réduit a

) o Ay, Ay |
Ay Ap(h 1) By Ay
Ay By +3An A (A1)

(to)  (x+1)® =o0;

on ne pourra supposer nuls ni A, ni Ay, car autrement
I’équation en A admettrait quatre racines égales.

La droite AC (y = o, t = o) rencontre les deux sur-
faces (9) en deux points déterminés par 'équation

Az + 2A,, 22 == 0;

ces deux points, dont I'un est le point A, sont nécessai-
rement distincts; nous prendrons le second comme som-
met C, c’est-a-dire que nous supposerons

A;; —o.

La droite AD (y = o, z = o) rencontre les deux sur-
faces aux deux points définis par I'équation

A t?+-2A, zt = 0;

nous prendrons le point distinct de A pour sommet D,
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c’est-a-dire que nous ferons
’ Ay —o.

Les équations des deux surfaces deviennent alors

. Apy?+2A3273 4 2A,2¢ + 24,2t =0,

(r1)

Apy'~+ 24,572+ 2A, 2t 4 2By 2t =03
l’équatioh en A est

(12) (* +1)3(Bs + 1 Ay) =0,

et équation du cone correspondant a la racine simple est
(13) Apy?—+ 2A,72 + 2A, 2t = 0.

Remarquons que les courbes communes aux deux sur-
faces'(z 1) sont
Apy?+ 2A32z2 =0,
Apy’—+ 2A,xt — 0;

les deux arétes BC et BD sont tangentes 2 ces courbes aux
points C et D respectivement.

Le point B n’a pas été choisi d’'une maniére explicite; si
nous prenions, comme sommet B, un autre pointsur AB,
la face CAD, plan polaire de ce nouveau point, aurait
une position différente; il en serait de méme des som-
mets C et D situés sur les coniques communpes aux deux
surfaces : les nouvelles arétes BC et BD seraient encore
tangentes a ces coniques.

26. De ce qui précéde, il résulte que :

« Lorsque I'équation en 2 a trois racines égales, et que
» le cdne correspondant i la racine triple se réduit #
» deux plans distincts, les deux surfaces sont tangentes
» en un point unique, et se coupent suivant deux courbes
» planes qui se touchent au point de contact commun. La
» réciproque est vraie, et se démontre sans difficulié. »
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Prenant pour faces ABC et ABD du tétraédre de réfé-
rence les plans des deux courbes communes; pour som-
met A, le point ou ces deux courbes se touchent; pour
sommet B, un point arbitraire sur I'intersection AB des
deux plans ABC et ABD; pour face CAD, le plan polaire
de B; pour sommet C et D, les points ou ce dernier plan
vient rencontrer respectivement les coniques communes :

les équations des deux surfaces se raméneront a la
Jorme définitive :

(14) (8) r*+2axz +2bat + 2¢2t—o,
1
(T) r*+ 2axz + 2bxt+ 26,2t = 0;

I’équation du codne, correspondant a la racine simple, est
q 9 P ple,
(15) y*+2axz+2bxt=o0, ou y'+ 2x(az—+ bt)=o;

les coordonnées de son sommet sont définies par les équa-
tions
(16) r=o0, y=—o, az-4 bt=—o.

Ces équations mettent immédiatement en évidence les
propositions qui suivent :

« Tous les points de I'intersection AB des deux plans
» ABC et ABD ont méme plan polaire par rapport aux
» deux surfaces; tous ces plans polaires tournent autour
» d’une droite fixe AS, située dans le plan tangent com-
» mun aux deux surfaces. Le sommet S du cobne, corres-
» pondant a la racine simple, se trouve sur cette droite
» AS.

« La droite CD, intersection du plan polaire d’un
» point B (choisi arbitrairement sur AB) avec le plan
» mené par le point B tangentiellemment aux deux cour-
» bes planes, passe constamment par le sommet S. »

Le plan polairedu point S, défini par les équations (16),
est

(17) az — bt = o.
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Donc :
« Le sommet du cdne correspondant a la racine simple,
a méme plan polaire par rapport aux deux surfaces; ce
plan passe par l'intersection des plans des deux coni-
ques communes, et forme, avec le plan tangent com-
mun, un syst¢éme harmonique par rapport aux plans
des deux coniques. »
Ou constate aussi que :
« Les poles d’un plan passant par AB, distincts par
rapport a chacune des surfaces, se meuvent sur la
droite AS qui joint le point de contact des deux sur-
faces an sommet du codne correspondant a la racine
simple; et inversement.

27. Nous démontrerons enfin cette proposition :

« Un plan quelconque, passant par la droite AB, in-
tersection des plans des deux coniques communes,
coupe les deux surfaces suivant des coniques oscula-
trices ; ces coniques ontun contactdu troisiémeordre. »
En effet, I'équation d'un plan quelconque passant par

AB étlant

t—2z,

les intersections des surfaces (14) par ce plan serent sur
les cones

(18)

y*+2axi+ 2abxz + 2acz* = o0,

P+ 2arz+ 22bxz 4+ 20c,2°=0;

les équations de ces deux cones, qui ont le point D pour

sommet commun, peuvent &tre assimilées a celles de
» M Q. "4 M v .

deux coniques; I'équation en p, correspondant aux sys-

témes de sécantes communes, est ici

| 0 o (a+abj(u-+1)
| o g+ o = o,
i (@4 2b) (p+1) 0 2a(c+e)p

Ann, de Mathémar., 2¢ série, t. VIII. (Février 1868.) 5
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ou
(p +1)>=0;

les trois racines sont donc égales; d’ailleurs le systéme de
sécantes communes, correspondant i cette racine triple,
se compose de deux droites coincidentes; par conséquent
les deux cdnes sont osculateurs, et le contact est du troi-
siéme ordre; d’ou la proposition énoncée.

« Un plan quelconque, passant par le point A, et ne
» contenant pas la droite AB, coupe les surfaces suivant
» des coniques simplement tangentes. »

Le fait est facile & constater.

IlI. Le céne correspondant & la racine triple
se compose de deux plans coincidents.

28. Prenons ce plan pour face ABC du tétraédre de
référence; en exprimant que I’équation du cone, corres-
pondant a la racine triple, ne renferme que le terme
en t*, nous trouvons que les équations des deux surfaces
sont de la forme

Apx? + Ay + Apz + Ayt” +2A,x2y + 2A,72
s +2A Xt + 2A5ny2+ 2A5 )t -+ 2A;, 28 == 0,
( .(A”.Tiz—f- Apny?+ Ay 22+ Byt? +2A,xy + 2A ;22
Y +2A 2t - 2A5y2 + 2 A5t + 2A;,,2t = 0;
I'équation en 1 est
A An Ay An(r+1)
A: Ay Ay Ap () 1)
Au An Ay Ap(1)
A A Ay By +2Ag,

celle du cone correspondant 4 la racine simple est

( B+ Ay
. "2 } A 2 A 3 2 - E—
(3) A2+ Any?+ Ay 2t + 1

+2A,22 +2A,,%t --2A5)3+2Au)t +2A 3 =0,

t*+2A,xy



(67)
Or, le sommet de ce cone n'est pas dans le plan ARC,
car, s'il y était, I'intersection de la surface (3) par le
plan ABC ou t = o, savoir :

A2 4+ Apy?+ Apz’+ 2Ah2y + 2A,3x2 + 2Anyz2=0,

devrait se réduire a deux droites; on aurait donc

| A An Ag
\4) Ay Apn Ay |=o0; '
Ay An Ay

Péquation (2) aurait alors quatre racines égales; on le
voit immédiatement, en développant le déterminant par
rapport aux éléments de la derniére colonne, et en te-
nant compte de la relation (4).

Nous pouvons donc prendre le sommet du céne (3)
pour sommet D du tétraédre de référence, c’est-a-dire
exprimer que I'équation (3) ne renferme pas de termes
en t, on a ainsi

Bu+MAu=0, A, ==0, A;=o0, Ay=o.
Les équations des deux surfaces deviennent alors

A2 4 Ayt 4 Ay 2+ Ay t?

+ 2A,%y +2A322 + 24,52 =0,
A2+ Any?®— A 28+ B 82

“+ 2Apxy + 2A,22 + 2A,, 5z =o0.

(5)

Les intersections des deux surfaces par le plan ABC
ou {=—o0 sont

(6) Anx*+ Any’+ Au2+2Apa2y + 24,22+ 2A,5y2=0;

on peut prendre pour sommets A, B, C, ceux d’un tri-
angle conjugué par rapport a la conique (6), c’est-a-dire
supposer

A,—=o0, A;=0, A,—o.
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En définitive, les équations des deux surfaces se ra-
méneront a la forme
azx’—+ by -+ ¢z’ 4 dt* — o,

(6)

| ax? + by~ cz'+d t?==o0;
I’équation du cone correspondant a la racine simpie sera
(7) ax*+ by*+ cz*=o.

« Les deux surfaces ont donc en commun la courbe

(8) t=o0, axr’+4 by*+ cz*=o;

S

» et, en chacun des points de cette courbe, les deux sur-
» faces ont méme plan tangent, on dit alors que les
» surfaces sont circonscrites 'une a 'antre suivant cette
» courbe. »

En effet, les équations des plans tangents & chacune des
surfaces en un point (Lo, Yo, 2,, fo) sont
| arz + by,y -+ cz,z + dt,t = o,

(9) l

ar,xr + by,y <+ ¢zyz 4-d t,t = o,
avec

arl+ byl + czl 4+ dtl =o,
azxl+ byl + cz} +d 3= o0;

or, ces deux plans coincideront évidemment si le point
choisi appartient a la courbe (8), et ne coincideront que
dans ce cas.

« Lecéne correspondant a la racine simple est circon-
» scrit a chacune des surfaces suivant leur courbe de
» contact, »

Car lorsqu’on suppose ¢, nul, le plan (9) devient un
plan tangent au céne (7).

On démontrera facilement que :

« Réciproquement : si deux surfaces du second ordre
» sont circonscrites ’une & autre suivant une conique
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proprement dite, I’équation en A admet une racine tri-
ple, et le cone correspondant a la racine triple se ré-
duit a deux plans coincidents. » -
29. Les plans polaires d'un point (o, yos Zos t,), par

rapport a chacune des surfaces (6), ont pour équations

(10)

ax,z + by,y + cz,z + dt, t = o,
ax,x + by,y + cz,z +d it =o0.

D’aprés cela, il est visible que :

« Les points qui ont méme plan polaire par rapport
aux deux surfaces sont : d'une part, tous les points du
plan de la courbe de contact, et les plans polaires de
ces points passent par le sommet du cdne correspon-
dant a la racine simple ; d’autre part, le sommetdu cdne
correspondant 4 la racine simple, le plan polaire de ce
dernier point est le plan de la courbe de contact.

» Lorsqu’un plan tourne autour du sommet dn céne
correspondant a la racine simple, son pole est le méme
par rapport aux deux surfaces, et se trouve évidem-
ment dans le plan de la courbe de contact. »

(La suite prochainement.)

NOTE SUR UNE FORMULE DE LEIBNITZ;
Par M. Pracioe TARDY,

Recteur de VUniversité de Génes.

(Extrait du Bulletin de Bibliographie et d’Histoire des Sciences mathé-

matiques et physiques, publié par le prince B. Boncompagni, t. I,
juin 1868.)

L’analogie qui existe entreles différentielles du produit

de deux ou de plusieurs fonctions, et les puissances de
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leur somme a été signalée pour la premiére fois au
public par Leibnitz, dans un Mémoire intitulé : Sym-
bolismus memorabilis calculi algebraici et infinitesimalis,
in comparatione potentiarum et differentiarum; et de
Lege Homogeneorum transcendentali, et inséré dans
le tome I des Miscellanea Berolinensia. Ce Mémoire ne
porte aucune date ; mais le volume qui le contient porte
le millésime de 1710. Il a été reproduit depuis dans le
tome III des OFuyres de Leibnitz, publiées par Louis Du~
tens, 3 Genéve, en 1768. Dans ce Mémoire, l'illustre
Auteur fait d’abord remarquer la correspondance entre
les divers termes de la série qui représente la puissance
d’un binéme (x + y)°, qu’il écrit, pour rendre I'analogie
sensible, saus la forme

e
P+ y)=1papty + —pTieply

ele—1) a2 ele—1)e—2) , .
1a PPy T Y

e(e— 1)1(23_24)(8— 3) PPy A

¢t entre les termes de la différentielle
de(ey) = ld’a:(l"y—i—% de='zd'y

S Chonll D PR AN A Clunl b i PP
1.2 1.2.3

_e(e—1)(e—2)(e—3)

- 1.2.3.4
laquelle s’obtient en substituant au symbole p de la puis-
sance le symbole d de la différentiation. 1l annonce en-
suite que laméme analogie a lieu entre la puissance d'un
polyndme, par exemple, d’un trindme p° (x +y + z),

et la différentielle du produit d° (zyz).

Toutefois, plusieurs années avant la publication des-

de~éxd'y +...,
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Miscellanea Berolinensia, Leibnitz était déja en posses-
sion du théoréme en question, et I'on trouve des traces
de cette découverte dans la correspondance entre lui et
Jean Bernoulli, imprimée en 1745. Dans une lettre de
Leibnitz 3 Bernoulli du 6—16 mai 1695, on trouve la
‘premiére indication de I'analogie entre les différentielles
d’un produit et les puissances d'une somme, et Bernoulli,
dans sa réponse (8—18 juin 1695), en louant I'élégance
de ce résultat, semble presque soupgonner que I'on en
peut encore tirer quelque conséquence pour les intégrales,
bien qu'il déclare n’avoir pas pu examiner suffisamment
la question : Nondum satis vacavit examinare an quid
inde pro summatiomibus elici possit. 1l indique d’ail-
leurs un procédé pour obtenir I'intégrale, lequel consiste
a chercher une troisitme proportionnelle a la différen-
tielle de 'expression a intégrer et a I'expression elle-
méme, et dans lequel se trouve posé pour la premiére fois
le principe de considérer le symbole d’opération d comme
un symbole de quantité : Consideratis interim d, d*,
d3, d*,..., tanquam quantitatibus algebraicis, et non
ut litterts tantummodo caracteristicis. Et dans une lettre
du y—17 juillet 1695, il retrouve, comme application ,
sa célébre série

-2

Sndr = rpz— dn
1.2dz
23 FA

-+ d? — ‘
"Tadar UL Ega Tt

qu'il avait déja dounée dans les Acres de Leipzig de no-
vembre 1694 ; et il se réjouit de cet accord inespéré, qui
vient confirmer la justesse de sa derniére méthode, ubi
tam mirabiliter et contra omnem consuetudinem cum
litteris d proceditur. Or le procédé de Bernoulli revient
au fond a dire qu'il faut prendre pour frndz la série
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N ; 1
analogue a celle que donue le développement de o
24 n

de (dz + n)~'. Mais 'analogie entre les intégrales et les
puissances négatives n’avait pas encore été apergu. Leib-
nitz lui-méme, quoique ayant déja établi la signification
du symbole d avec un indice négatif, en comparant les
sommes aux racines, ne parait pas s’en étre encore fait une
idée nette; et la premiére fois qu’il énonce clairement et
complétement le théoréme, c’est dans un Post-scriptum,
a une lettre adressée par lui au célébre géométre Guil-
laume-Frangois de I’Hospital. Marquis de Saint-Mesme,
et datée de Hanovre, le 30 septembre (N. St.) 1695. Dans
ce Post-scriptum,auquel il est fait allusion dans deux pas-
sages de la correspondance précitée, Leibnitz commence
par donner la série de Bernoulli a la snite du développe-
ment de p~* (x + y); puis il fait observer que, plus géné-
ralement, de p*(x -+ y) on déduit d°(xy), et il ajoute
que, si e était négatif et = — n, d° se changerait en f™.
1l indique encore, dans le méme endroit, comment 'ana-

logie peut s’étendre au cas des indices fractionnaires, et
1

exprimer, par exemple, d7(xy) au moyen d’une sériein-
finie « quoyque cela paroisse éloigné de la Géometrie, qui
ne connoist ordinairement gue les differences 4 exposants
centiers affirmatifs, ou les negatifs 4 I’egard des sommes,
ot pas encore celles, dont les exposans sont rompus ».
Plus tard, Leibnitz, dans saletire du 20—30 octobre16g5,
communiquait a4 Bernoulli I'application de I'analogie
observée aux intégrales, et celui-ci lui demandait, dans
sa réponse, ce que serait d™(xy) pour m fractionnaire
ou irrationnel; & quoi Leibnitz répliquait en reproduisant
ce qu’il avait écrit au Marquis de I’Hospital. D’aprés cela,
n’est-il pas singulier que cette extension si remarquable
et si bien appréciée n’avait été nullement mentionnée
dans son Mémoire intitulé : Symbolismus memorabilis,
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publié tant d’années aprés ? Bernoulli lui-méme, en re-
cevant le volume des Miscellanea Berolinensia, reste
frappé d’un tel silence, et le 1o décembre 1710, il lui
écrit : Quae de symbolismo calculi algebraici et infi-
nitesimalis, in comparatione potentiarum et differentia-
rum habes, nondum exhauriunt omnia que ante has
quindecim annos inter nos fuerunt agitata, et il lui rap-
pelle en particulier 'application qui en avait été faite aux
intégrales. A quoi Leibnitz, tout en déclarant se souvenir
des communications échangées entre eux, répond pour
unique raison : Symbolismus calculi algebraici et infini-
tesimalis dare volui simpliciter.

Quoi qu'il en soit, en 1754, Lagrange, a peine 4gé de
dix-huit ans, ignorant complétement les recherches de
Leibnitz sur ce sujet, adressait au Comte de Fagnano une
lettre (sa premiére production, et la senle qu’il ait écrite
en langue italienne), dans laquelle il mettait en évidence
cette analogie, comme 'avait fait précisément le grand
géométre allemand.

Arago rapporte, dans son Eloge de Fresnel, que La-
grange racontait qu’ayant trouvé par hasard, dans les
OEuvres de Leibnitz, la formule qu'il avait regardée
jusque-la comme sa découverte, il en éprouva un si pro-
fond chagrin, qu’il s’évanouit complétement, et qu'il s’en
fallut méme peu que dés ce jour il ne renoncat tout a fait
aux études mathématiques.

1l semblerait que de nos jours bien des gens ont la fibre
moins sensible.

Lespremiers théorémes de Leibnitz restérent cependant
inféconds jusqu'au jour ot le méme Lagrange publia,
dans le volume de 1’Académie de Berlin pour I'année 1972,
son beau Mémoire intitulé : « Sur une nouvelle espéce de
calcul relatif a la différentiation et a I'intégration des
quantités variables ». L3, sans faire aucune mention de
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sa letire au Comte de Fagnano, il commence par recon-
naitre les droits de Leibnitz, et généralisant les idées, il
fait voir I'analogie qui existe entre les diflérences finies
et les puissances positives, entre les sommations et les
puissances négatives. De cette maniére il parvient a quel-
ques formules symboliques trés-importantes, qui, trou-
vées par induction, furent démontrées plus tard par
Laplace, Lorgna et d’autres, et que 'on peut regarder
comme le point de départ des travaux de Lorgna, d’Ar-
bogast, de Frangais, de Lobatto, etc., lesquels, fécondant
en quelque sorte I'idée émise par Bernoulli, ont proposé
de séparer les caractéristiques des fonctions qui leur sont
soumises, et de les traiter comme des symboles de quan-
lités ; et ont ainsi donné naissance au calcul moderne
des opérations, cultivé spécialement par les géometres
anglais, et dont les vrais fondements furent établis par
Servois.

Deux des formules particuliéres données par Lagrange,

savolr :
[m ‘1-1) ]"
_ iz
A")’__ e \dx) __ s

o (%) =[log(1+ax)]",

dans lesquelles w est la différence constante de x et qui
sont vraies pour x positif ou négatif, furent étendues au
cas de n fractionnaire dans un ouvrage intitulé : Nuove
ricerche analitiche, geometriche et meccaniche, conte-
nentii metodi generali della divisione, iscrizione, e cir-
coscrizione delle figure, dedotte dalla comparazione
delle serie ; di L.uict Forni, Professor di Matlematiche
della R. Scuola T. P. d’Artigleria in Pavia; Pavia, nella
Tipografia Bolzani; 1811 (p. 34 et suiv.).

Le théoréme de Leibnitz, qui, en désignant par D la
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dérivée et par (), le coefficient binomial

plpg—lp—2)..(p—r+41)
1.2.3...r

’

est exprimée par I'équation
Dtue = uD*v + (p), Du D*'0o

(A) _|__(‘L),DzuD;A—zo+(F)SDaqu-3‘,+..”

dans laquelle son auteur avait déja prouvé que I'on pou-
vait faire p fractionnaire, a €é1é démontré vrai pour p
quelconque par M. Liouville (Journal de I’Ecole Poly-
technigue, 21° cahier, t. XIII, 1832, p. 117 et suiv.), en
partant de sa définition générale des dérivées a indices
quelconques, d’aprés laquelle, en supposant

y =",
on a
Dty = m*ems,

Dans un Mémoire présenté en 1844 au Congrés scien-
tifique de Milan, et reproduit avec de 1égers changements
et suppressions en 1858, dans le tome I des Annali d
Matematica pura ed applicata du Professeur Tortolini,
nous avions aussi, suivant notre point de vue, démontré
ue la formule (A) avait lieu pour p quelconque.

Cette démonstration ne fut pas insérée dansles 4nnali,
et aujourd’hui je vais la reproduire ici, pour répondre a
la bienveillante invitation de M. le Prince Boncompagni.

La formule fondamentale que I'on obtient au moyen
d’intégrations par parties successives, et que nous avions
prise pour exprimer l'intégration 4 indice quelconque
d’une fonction, peut s’écrire, d’'une maniére abrégée,

=o

o T (— 1) xt
(r) ﬂ"’(x)d'”"r(y)kzx.z.s../s'g+/.~D“P"

=0
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FFaisons o (x)==uv, u et v étant des fonctions de¢ x
nous aurons

ok
"o dxt — . k . k—1
(2) Sjwu dzt — I‘(y. 2 — 3 ~ V+“["D o + (k) DuDt'p +

( = + (A} Dra D04 ...

Or, comme le coeflicient (%), s’annule pour
k=o, 1, 2,.

ey T—1,

il est clair que nous pourrons mettre, dans le terme géné-
ral, k + r au lieu de k, ce qui lui donnera la forme

=

Sl kr ph+r

TN U T () DuDh;
Vip)da1.2.3. . (k4+7r) p+h—+r

multiplions ct divisons par

ple+1). . (p+r—r1),

ct observons que

plp+1).. (p+r—1)lip)="0(p+r),
) (h+r, . 1 ¥
1.2 3..k+r)  1.2.3.. k 1.2.3...r

plp 1) (p+r—i .
: 12.3.{L..r = (== pke

Le terme se réduira par la a

’ et — ¥ ak
— )l D" . ,D"n,
( P'Dul‘(y—l-r 2!?5 Ak opr—4k

et par I'équation (1) elle-méme, il est égal a

(— p)e D frtro dartr,
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En substituant donc dans (2), il viendra
(3) \ Sruvdzr = ufl‘udx!l + (— P-)aDMf"‘“"ud.z-i*+' — .
! + () D frrrodairy

1l est facile de.voir que cette formule est encore vraie
pour u négatif, en substituant le symbole d au symbole f
affecté d’un indice négatif. Soit, en effet, T un nombre
positif quelconque, mais tel que I'on ait
p+rT=p,
p étant entier, et soit r le plus grand entier contenu
dans 7; en prenant la dérivée d’ordre p delaformule (3),
il viendra
Druv—=uD%¢ + (p), DuD"'o 4. ..

A (P) D D0 () D+ u frH=Sp dar =t

A+ (—pl DD o (—p)i(p)r e DT aD o4 (— ) (p). D" [T d g =

+ (__ l"‘)’ (P)r~—2 DuD"v -+ (_ f”)? (P)"——' Dr+t uj"“"""vdz""'"’ —+. ..

A (— ) Dru Do 4 (— p)(p ) DHru [T drr e
+ (_ l"')’-l-' Dr+lu'j'r+l—‘ru dx'+'=" 4. ...

Mais, par une propriété connue des coeflicients bino-
miaux, on a

() + (= ph(pPlrm + (= ph(p)rat+ .o+ (— )
=p—phr=()
donc

( Duv = D¢ 4+ (7 ), DuD'v
(4) « + (7). D*aD"20 ... + (7). D'u D"
A () DU frri—Todrrt—T 4L
Nous pouvons conclure de 1a que la forme de Leibnitz

pour la dérivée d’un produit subsiste pour un indice quel-
conque, entier ou fractionnaire, positif ou négatif.
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Questions N2 et 913

(voir 2° série, t. ViII, p. 48);

Par M. ANDRE,

Ancien éléve de 'Ecole Normale, Professeur a Sainte-Barbe.

I

Tutorime. — Etant données deux suites de n nom-
bres entiers a,, ayy asy...y @,y by, b, by,..., b,, dont les
termes se correspondent de telle sorte qu’on ait

ab=ab—=a,b;=...—=a,b,=P,

si U'on désigne par D, le plus grand commun diviseur,
et par M, le plus petit commun multiple des nombres
de la premiére suite, par D,, le plus grand commun di-
viseur, et par M, le plus grand commun multiple des
nombres de la seconde, on a

M, Ds =M; D, =P.

Premiére démonstration. — Soit p un facteur pre-
mier qui a « pour plus fort exposant dans la premiére
suite, 3 pour plus faible exposant dans la seconde : il y
aura évidemment dans P un exposant égal 4 « + 3. Or,
ce méme factear premier entrera dans M, avec I'expo-
sant a, dans D, avecl'exposant {3, et, parsuite, dans M, D,
avec I'exposant « + 3. Donc

M.D;—=P.
De méme
M;D,=P.

Deuxiéme démonstration. — Nous nous appuierons
sur ce lemme connu : « Pour qu’un multiple de plusieurs
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nombres soit le plus petit commun diviseur de ces nom-
bres, il faut et il suffit qu’en le divisant séparément par
chacun d’eux, on obtienne des quotients premiers entre
eux. »

al ’ . b} P -
Cela posé, si I'on a x = B X est le plus petit com-
5

mun multiple des nombres de la premiére suite. En effet,
x est un multiple commun de ces nombres, car il est
égal a I'un quelconque d’entre eux, multiplié par le quo-
tient qu’on obtient en divisant par D, le nombre corres-
pondant de la seconde suite; de plus, x est le plus petit
commun multiple de ces nombres, car en le divisant sé-
parément par chacun d’eux, on obtient les mémes quo-
tients qu’en divisant par D, les nombres de la seconde
suite, c’est-a-dire des nombres premiers entre eux.
Donc x = M,. Donc

M, D, =P.
De méme
M; D, —= P.
1I.

De ce théoréme résulient immédiatement les corol-
laires suivants : ) _

Cororraire I. — Le plus petit commun multiple de
plusieurs nombres est égal 4 un multiple commun quel-
conque de tous ces nombres divisé par le plus grand
commun diviseur des quotients qu’on obtient en divisant
ce multiple séparément par chacun des nombres donnés.

Cororraire II. — Le plus grand commun multiple de
plusieurs nombres est égal 4 un multiple comman quel-
conque de tous ces nombres divisé par le plus petit com-
mun multiple des quotients qu'on obtient en divisant ce
multiple séparément par chacun des nombres donnés.
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Cororraire III. — En muliipliant le plus petit com-
mun multiple des produits K a K de 7 nombres par le
plus grand commun diviseur des produitsn — K an—K,
on obtient le produit des » nombres donnés.

Cororraire IV. — Le plus petit commun maltiple
de n nombres est égal au produit de tous ces nombres
divisé par le plus grand commun diviseur de leurs pro-
duits n —1 & n — 1. (Question g12.)

Cororramre V. — Le plus grand commun diviseur de
n nombres est égal au produit de tous ces nombres divisé
par le plus petit commun multiple de leurs produits
n—rtan—1i. (Question g13.)

Note du Rédacteur.—La question 913 est intéressante
parce qu’elle est la généralisation d’un théoréme bien
connu relatif au plus grand commun diviseur de deux
nombres.

Le théoréme que démontre M. André, et dont il déduit
les solutions des questions 912 et 913, est de M. Le Bes-
gue; on le trouve énoncé dans ses Exercices d’ Analyse
numérique (Paris, 1819), p. 32, sous la forme suivante :
En nommantD le plus grand commun diviseur, m le plus
petit multiple de plusieurs nombres a, b, c,..., on a
loujours

abe...=P=D(a, b, ¢c,...) X m (E,gsgs“-)-
a b ¢

M. Le Besgue fait remarquer que si les deux suites

a, a, a,...,
b, b, 0b,...,
sont telles que
a b =ab,=a,b,—=...=P,

comme P est muliiple de tous les nombres a et aussi de
tous les nombres b, et que le plus petit multiple commun
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divise un multiple commun quelconque, on a

P=D(a, a, as,...)m (b, by, b;,...}.

!

C’est le théoréme démontré par M. André.

M. Demartres, de Mezin (Lot-et-Garonne), nous a
adressé une solution des questions 912 et 913 qui ne dif-
fére pas essentiellement de celle de M. André.

DISCUSSION DE LA FRACTION
az’+ bxr +c '
dxt+b'r+c’

Par M. DARBOUX.

Nous nous appuierons sur les lemmes suivants :

Lemue I. — Considérons les deux éguations du se-
cond degré
(1) ax® + bx + ¢ = o,

(2) ax*+ bx+c =o.
Soient a, § les racines de la premiére équation, o', ' les
racines de la seconde. On a U’identité
(3) | (— bb' + 2ac’ 4 2¢a’' ) — (b — fac) (6'*— fa'c)
| =4aa*(a—o)(a—f)(B—o)(B—8)

Cette identité se démontre trés-facilement, il suffit, par
exemple, de rempl_acer b, ¢, b, ¢’ par leurs expressions
en fonction de a, a’ et des sommes et produits des ra-
cines.

Comme on a d’ailleurs, en vertu de la décomposition
du trindme

Adzi+ b+ =a(x— ) (r—p),
ar’-+ br +-c=a(x— a)(x— B).
Ann. de Mathémat., 2¢ série, 1. VIII. (Février 1869.) ]
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Nous voyons que le premier membre de 'identité (3),
premier membre que nous désignerons par A, peut s'é-
crire des deux maniéres suivantes :

(4) A= fa(@ar+ bato)(@F+ b +0),
(5) A=f{a(ad*+ bx' + c)(aB’?+ 6B + c).

Lemme II. — L’équation A= o donne la condition
nécessaire et suffisante pour que les équations du second
degré (1) et (2) aient une racine commune.

En effet, si nous nous reportons a I'identité (3), nous
reconnaissons que la condition nécessaire et suffisante
pour que A soit nul, c’est que I'un des quatre facteurs

«—o, a—f, p—d, B—F
soit nul, ¢’est-a-dire qu’une des racines «, (3 soit égale a
une des racines a', 8.

Lemume IlI. — La quantité A ne peut étre négative
que st les quatre racines a, 8, &', ' sont reelles, et il
faut en outre que U'une des racines du numérateur, et
une seule, soit comprise entre les deux racines du déno-
minateur. :

En d’autres termes, supposons qu'on porte sur une
droite des longueurs i

OA =4«a, OB=28§,

OA'=2a', OB = g,
il faut, suivant 'expression de M. Chasles, que les seg-
ments AB, A’B’ empiétent I'un sur Pantre.

Démonstration. — Supposons en effet que les racines
d’une des équations de la premiére, par exemple, soient
imaginaires. Alors, d'aprés I'identité (4), & devra étre
considéré comme un produit de deux facteurs imagi-
naires

(6) 2a(dx’+ ba+c) et 2a(a'f*+ '8+ c).
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Ces facteurs sont conjugués puisque « et 3 sont conju-
gués. Donc A est positif.
Considérons maintenant le cas ou les quatre racines z,
B, @', B’ sont réelles. Si A est négatif, les deux facteurs
de A (6) seront de signes contraires. Le trindme

a'x*+ bz + ¢

aura donc pour « et 3 des valeurs de signes contraires;
il y aura donc une des racines de ce trindme, et une seule,
dans Vintervalle de a a 3.

Sil’'un des segments, AB par exemple, comprend I’au-
tre, ou, s’ils n’ont aucune partie commune, dans ce cas
A sera positif.

axr*+ bxr + ¢
azi+ bx+ ¢
une des valeurs de cette expression. Si I'on se propose de
déterminer x connaissant y, il faudra que les valeurs de x
soientréelles. Les valeurs de x sont données par I'équation

Discussion de U'expression

- — Soit y

(7) (a —a'y)z'+ (b—Dby)x+c—cy =o.
La condition de réalité est
(b—by)—4(a—ay)(c—cy)>o,
(07— 4a'c’) y*+ 2(— bb'+ 2ac’ + 2¢a')y + &*— fac™> o.

Ce trindme ne pourra pas se décomposer en facteurs
réels du second degré dans le cas ou 'expression

(2ac’ + 2ca’ — bb' ) — (b*— fac) (b'*— fa'c’) = &
sera négative ; mais, dans ce cas, les équations

az’ + bx + ¢ = o,
adxrr+bx+c =o

auront leurs racines réelles, on aura
b'*— fa'c’ > o,

et I'inégalité sera toujours satisfaite.
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Donc y pourra prendre toutes les valeurs possibles.

Si A>> o, y aura toujours un maximum et un mini-
mum, et dans ce cas la discussion ne présente aucune
difticulté. .

Enfin quand A = o, une des racines a, {3 est égale a
une des racines &', ' ; le numérateur et le dénominateur
ont un facteur commun qu’on pourra faire disparaitre,
et y prendra alors toutes les valeurs.

Nous insisterons en terminant sur la propriété sui-
vante :

Trtorime. — Si [’on porte sur une droite & partir
d’une origine fixe des longueurs OM, OM' égales aux
deux valeurs de x pourlesquelles y recoit une méme va-
leur, ces points M, M’ sont conjugués harmoniques par
rapport & deux points fixes : en d’autres termes, ils for-
ment une involution.

En effet, les deux nombres x’, x”, pour lesquels y

prend la méme valeur, sont donnés par I'équation (7).
On obtient donc les deux relations

b— by c—¢
2= — . o — Y

—_, -
a—a'y a—ay

Eliminons y entre ces deux équations, nous trouvons
la relation

(ca' — ad (&' 4+ ") + (ba' — ab') &z + cbf — bd' = o,
équation de la forme

Az'z”" +B(2'+ 2")+ C=o,

2
A(m'—|—-§~) (x”—|— E) +C——5:o.

ou

A A

On voit bien que le produit des distances des points x’,
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y . s B .
x" au point dont V'abscisse est — & est constant, ce qui

est le caractére méme de 'involution.

Si les deux points x/, x” viennent se confondre, la
fonction devient maxima ou minima, et ’on a les points
doubles réels ou imaginaires de 'involution par la for-
mule

(8) (ba"— ab’)x*+ 2 (ca’—ac’)x + cb’ — bc' = o.

Il n’est pas difficile de voir que I’expression qui déter-
mine la nature des racines de cette équation, que l'inva-

riant : :
(ea' — ac' ' — (ba’ — ab') (eb’ — bc')

s . A
est égal a T
Nous terminerons en faisant une application géomé-

trique de ce qui précede.
Soient les deux courbes du second degré

S=o0, S§'=o0.

L’équation générale des courbes passant par leur in-
tersection sera
S+~ 1S =o.

Coupons ces courbes par une droite quelconque, que
nous aurons prise pour axe des x, il faudra faire y = o
dans I'équation précédente, qui se réduira & une équa-
tion de la forme

azr’+ br +c+ )(a'z + bx+¢)=o,

ou
ax? -~ bx + ¢

axt+4 bxr +— ¢

On voit donc que si 'on considére les coniques passant
par quatre points fixes, elles déterminent sur une droite
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quelconque des segments en involution. Cest le théo-
réme de Desargues généralisé par Sturm.
‘Quoique les considérations précédentes ne présentent
rien d’absolument nouveau, nous avons cru devoir les
rédiger dans 'intérét des élé¢ves.

SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Généralisation de la Question 836 (*)
(voir a® série, t. VI, p 526);

Par M. FOURET,

Lieutenant du Génie.

Le théoréme qui fait I'objet de la Question 836 n’est
qu’un cas particulier du suivant.

Lorsque quatre surfaces du second ordre ont une in-
tersection commune, les plans polaires d’un point quel-
conque par rapport a ces surfaces : 1° passent par un
méme point; 2° ont un l'apportarzhdrmom‘que constant.

1. Pour démontrer ce théoréme, imaginons quatre
surfaces du deuxiéme ordre ayant pour intersection com-
mune la courbe T, et coupons ces surfaces par un plan
quelconque Q passant par le point P. Les quatre courbes
obtenues ont quatre points communs situés a la ren-
contre du plan et de la courbe T. Les polaires du point P
par rapport i ces courbes passent donc par un méme:
point (Crasves, T'raité des Sections coniques, p. 203). Or
ces polaires étant les intersections des plans polaires par le

(*) Voir une solution analytique dc cette question dans le numére
d’octobre 1868, t. VII, p. 445.
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plan Q, ctladirection de ce dernier plan étant arbitraire,
on voit que les plans polaires ont une infinité de points
communs, lesquels sont nécessairement sur une méme
ligne droite A.

2. Les plans polaires, puisqu’ils passent par une méme
droite, ont leur rapport anharmonique égal 4 celui des
quatre polaires (Cnasies, Traité de Géométrie supé-
rieure, p. 14). Or lorsque le point I se déplace dans le
plan Q, le rapport anharmonique de ses quatre polaires ne
change pas (Cuasies, Traité des Sections coniques,
p- 203); et comme le plan Q est arbitraire, il en est de
méme du rapport anharmonique des quatre plans polaires
du point P, lorsque ce point se déplace d'une maniére
quelconque dans I’espace.

Si, en particulier, on prend le point P sur la courbe T,
les plans polaires deviennent les plans tangents en ce
point; ils se coupent suivant la tangente & T, et le théo-
réme leur est applicable.

Le théoréme proposé résulie immédiatement de celui
que nous venons de démontrer; il suffit de remarquer
que les sommets du tétra¢dre ABCD sont les sommets de
quatre cones du deuxiéme ordre (réels ou imaginaires)
contenant la courbe T, et que les plans menés par la
droite A et les sommets de ce tétraédre sont les plans
polaires du point P par rapport 4 ces quatre cones.

Question 875

(voir >° série, t. VII, p. 238);

Par E. PELLET,

Eléve du lycée de Nimes.

Enonct. — Construisons deux ellipses P et P’ telles,
que les demi-axes de la premiére coincident en direction
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avec ceux de la seconde, mais soient respectivement
~ proportionnels a leurs carrés :
1° Le parallélogramme construit sur deux demi-
diametres quelconques D, et D, de Uellipse P, vaut le
parallélogramme construit sur les demi-axes de cette
ellipse assemblés sous l'angle ¢ que forment entre eux
les conjugués respectifs de D, et D, dans Uellipse P’;
2° Lorque les diamétres D, et D, sont conjugués dans
Uellipse P, leurs conjugués respectifs dans Uellipsc P’ se
coupent a angle droit ; .
3° Le secteur elliptique compris entre deux demi-
diamétres D, et D, dans Uellipse P, est proportionnel a
l'angle ¢ ou & la courbure de Uarc qu’ils interceptent
sur l'ellipse P
4° Lorsqu'un point décrit une ellipse P par Uaction
d’une force dirigée vers son centre, le rayon wvecteur
conjugué, par rapport & Uellipse P', de celui qui passe
par le point mobile, tourne autour du centre d’un mou-
vement uniforme;
5° Les perpendiculaires abaissées des extrémités de
deux diamétres quelconques Dy et D, de Uellipse P sur
les directions qui leur sont réciproquement conjuguées
dans Uellipse P', sont égales entre elles ;
6° Comment ces énoncés se modifient-ils pour Uhy-
perbole ?
(P. Gireert, Bulletin de la Société Philomathique,
26 octobre 1867.)

1. Soient

(r)
" — 4= =1

les équations des ellipses P et P.
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r 3

» @ pour con-

Le diameétre D, de P,

atcosu bsinu

k k

Jugué, dans l'ellipse P,
a’cosu x  b’sinu y
— =+ —— =0,
k a? k b?
ou, en simplifiant,

(b)) Zcosu —+ ysinu = o.

[équation de D, étant

x ¥

_ = T 2R
a*cosu’ b2sinu

k k

{e diamétee conjugué dans P’ aura pour équation
(D) zcosu' -+ ysinu' = o.
L’angle (¢) des deux diamétres D', I, est

w—u=2.

D’autre part, le parallélogramme construit sur D, et
D, a pour expression

[ a*cosu  bsinu

Lk ’ A el a?b?

E a*cosu’ bising | A sin (' — u) = k? sint;
Pk &

donc : « Le parallélogramme construit sur deux demi-
diamétres quelconques D, et D, de Pellipse P vaut le
parallélogramme construit sur les demi-axes de cette ¢l-
lipse assemblés sous I'angle ¢ que forment entre eux les
conjugués respectifs de D, et D, dans Dellipse P’. »
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I1. Siles deux diameétres D, et D, sont conjugués, on a

cosu cosu’ + sinusiny’ — o,
ou
' — u=1Y§=9go"

donc : « Lorsque les diamétres D, et D, sont conjugués
dans Uellipse P. leurs conjugués respectifs dans Dellipse
P’ se coupent a angle droit. »

III. Le secteur elliptique entre les deux demi-dia-
métres D, et D, dans Iellipse P est égal a

ah? arh?
o (0 —u)= e %,

et, par conséquent, proportionnel a ¢ ou encore a la cour-
bure de 'arc qu'ils interceptent sur ellipse P/, puisque
les tangentes menées aux extrémités de cet arc sont res-
pectivement parallé¢les aux diamétres IV, et I)',, conjugués

de D, et D, dans D’ellipse P'.

IV. Si un point décrit I'ellipse P par I'action d’une
force dirigée vers son centre, les aires décrites par son
rayon vecteur (D,) seront proportionnelles au temps, et
par suite, on aura ¢ = kt. Le rayon (D') conjugué de D,
dans l'ellipse P’ tournera donc autour du centre d’un
mouvement uniforme.

V. « Les perpendiculaires abaissées des extrémités de
deux diamétres quelconques D, et D, de I’ellipse P sur les
directions qui leur sont réciproquement conjuguées dans
I'ellipse P/, sont égales entre elles. » En effet, ces deux

\

distances sont égales, d’apreés les formules (D) et (D)), ¢

a? : b . .
T cosu cosu' + " sinusinu’.
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VI. Silellipse P’ est remplacée par une hyperbole, les
théorémes précédents subsistent sans modification, car ils
sont indépendants du signe de a® et de b,

Note. — Nous avons recu les solutions de MM. Jasseron, éléve du lycée
de Besangon; Paul Endrés, du lycée de Douai (classe de M. Painvin);
Griolet (Henri), du lycée de Grenoble.

Toutes sont & peu prés semblables; nous avons préféré cellede M Pellet,
parce que les calculs nous ont paru plus élégants et la rédaction plus
concise. Nous profitons de cette occasion pour recommander & nos Cor-
respondants d’apporter un soin tout particulier dans la rédaction des

travaux qu’ils nous envoient pour les Nouvelles Annales et dans le tracé
des figures qui parfois les accompagnent. J. B.

Quéstion 889.

(voir 2° série, t. VII, p. 335);

Par M. SCHLEGEL,

Etudiant de Mathématiques & Berlin, Membre de la Société d’étudiants
de Mathématiques.

Démeontrer que le nombre des solutions entiéres et
positives de I’équation

(I) x4y +2z2=N

sous les conditions

T2y + 2
(1) yZz + =z,
2 2Zx+7,
N — N N
est g ! ou (N+ 2)8( *+ 4), suivant que N est un nom-
bre impair ou pair? (Ce. HermiTE.)

Soient x=0a, y =f, z=N-—a— 3 une des va-
leurs entiéres et positives qui satisfont  la question pro-
posée.
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Premiercas : N impair = 2A—+1.— ll faut que x, y, z
satisfassent aux inégalités

aSB+(N—a«—B) ou af ou a<)+;;-a

vz w2

aS(N—a—4f)+a ou BZ ou §<)+%,

N—u«—B<a-+f ou p;_l;f—-a ou ﬂ>)\—a+é'

Donc pour une valeur fixe de « entre les limites 1 et A

la plus petite valeur de § sera. .. ... A — (a—1),
la plus grande valeur. ............ B=="4.

11 suit de 13 que 8 accepte « valeurs pour la valeur o
de x; donc le nombre des solutions entiéres et positives
de I'équation (I) sous les conditions (II) sera

=%
A
L:l+2+...+l:2a:——(—j—-—lz
I3
—_— fJ—
:(N I)S(N—Fl)':Ngl C. Q. F. D.

Deuxiéeme cas: N pair = 2. —1l faut que x,], z sa-
tisfassent aux inégalités

aSf+(N—a—B) ou «X ou aX),

BS(N—a—B)+2 ou BZ ou B2,

plim w2

N—a—fBZa+f ou @z—g——-—u ou BZr—a.

Donc, pour une valeur fixe de « entre les limites o et 1,

la plus petite valeur de B sera....... A —a,
la plus grande valeur............. . p=a
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£ peut ainsi accepter « -+ 1 valeurs pour x = a; donc le
nombre des solutions entiéres et positives de 'équation (J)
sous les conditions (1I) sera

a=:

S=1+ 2 +...+(X+1):2(u+[)
_ (A+2)(A+1 :(N +—z)’(N—!—4).

o 8
c. Q. F. D.

Note. — Nous avons recu deux autres solutions analogues : l’un’e de
M. Valher, du collége Rollin; I'autre de M. Léon Geofiroy, éléve de I'Ecole
Centrale.

Note du Rédacteur. — Un Professeur, trés-connu des
lecteurs de nos 4nnales, nous a fait remarquer que 1'é-
noncé de laquestion 889 devient plus clair si l’on y ajoute
que les solutions de I’équation x + y + z = N doivent
étre regardées comme différentes, lorsque le premier
membre se compose des mémes nombres rangés dans un
ordre différent.

Il propose la question suivante plus générale :

Quel est le nombre des solutions positives et entiéres
de Uéquation

i+ &+ X3+ ...+ xya=N:

on regarde comme différentes les solutions qui ne diffe-
rent que par Uordre des nombres x, gy . .., L.

En supposant m inconnues positives non supérieures

a - et faisant

G — m(m 1) (m+i—1) (i+1)(i+2)...(i+m—1)
T 1.2...0 o 1.2...(m+1) ?

il trouve pour le nombre des solutions :
1° Si N est pair,
Sy — mSy _ .

2
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2° Si Nest impair,
Sy —mSy_,.

On retombe sur les formules de M. Hermite, si I'on
faitm =3.

CORRESPONDANCE.

I. Nous avons regu, mais trop tard pour pouvoir les in-
sérer, des solutions fort bonnes des Questions 856, 867,
873, par M. Constantin Harkema, étudiant & I'université
de Saint-Pétersbhourg.

II. D’aprés une letire de M. Le Besgue, c’est & Gauss
qu’il faut attribuer le théoréme qui faitI'objet de la ques-
tion 914 de notre dernier numéro. Foir les n® 31 et 71
des Disquisitiones.

III. C’est par erreur que nous avons attribué a
M. Montcoq la solution du probléme d’agrégation ; elle
est de M. Daligault, ancien Instituteur primaire, Pro-
fesseur au Collége de Coutances.

PROBLEMES DONNES AUX EXAMENS DE LA LICENCE
Le 16 novembre 1868.

1. Trouver une surface de révolution telle, que les
rayons de courbure principaux soient en chaque point
égaux et dirigés en sens contraire.

II. Un mobile se meut sur un cercle; il est sollicité par
une force normale et une force attractive fonction de la
distance, émanant d'un centre fixe sur le cercle. Déter-
miner cette fonction de la distance par la condition que la
réaction normale soit constante.
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QUESTIONS.

916. Trouver 'enveloppe des ellipses concentriques a
aire constante dont les axes ont la méme direction.
(C. Harkema, de Saint-Pétersbourg.)

917. Trois points d’une droite décrivent chacun une
surface déterminée; tout point M de cette droite décrit
en méme temps une autre surface. Si pour une position
déterminée de la droite on méne les normales aux sur-
faces décrites par chaque point, toutes ces normales ap-
partiennent a une hyperboloide. (MANNHEM.)

918. Appelons : 1° indice d’un point, par rapport a
une surface du second degré, le rapport des distances de
ce point et du centre de la surface au plan polaire du point;
2° indice d’un plan, le produit des distances du péle du
plan et du centre de la surface a ce plan; 3° indice d’'une
droite, le rapport que I'on obtient en divisant le carré de
la demi-corde déterminée, par cette droite, dans la sur-
face, par la quatriéme puissance du demi-diamétre pa-
ralléle 4 la droite.

On demande de trouver d’autres expressions pour la
valeur de ces indices. (H. Faure.)

919. Lorsqu’'unesurface du second degré est conjuguée
4 un tétraédre :

1° La somme des carrés de ses demi-axes est égale a la
somme des inverses des indices des arétes du tétraédre;

2° La somme des carrés des inverses des demi-axes,
prise en signe contraire, est égale a la somme des inverses
des indices des faces du tétraédre;
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3° Le produit des carrés des demi-axes, pris en signe
contraire, est égal au produit des inverses des sommets
du tétraédre, multiplié par 36 fois le carré du volume du
tétraédre. (H. Fauxre.)

920. On donne une surface du second degré et un
_plan. SiTon prend dans ce plan trois points conjugués a
la surface, la somme des inverses des indices de ces trois
points est égale a I'inverse de I'indice du point ou le plan
est rencontré par le diamétre qui lui est conjugué.

(H. Fauge.)

921. Une surface du second degré étant conjuguée a un
1étraédre, on propose de démontrer que la somme des
inverses des indices des centres des sections, déterminées
dans la surface par les faces du tétraédre, est égale a -~ 3.

(H. Fauze.)

922. Un cllipsoide donné tourne autour d’un point
fixe donné sur I'un de ses axes de symétrie, trouver le lieu
des pdles d’un plan fixe donné par rapport aux diverses
positions de I'ellipsoide. (Laront.)

923. Deux coniques semblables et semblablement pla-
cées sont tangentes en un point A. Par ce point A on
méne une corde AB dans 'une des coniques, et la corde
AC perpendiculaire 3 AB dans I'autre; on joint BC; du
point A on abaisse une perpendiculaire Al sur BC, trouver
le lieu du point I quand AB tourne autour du point A.

(LAFonT.)

924. Par un point pris sur la développée de la para-
bole, on méne les normales a la parabole. Par ce point et
les pieds des normales, on fait passer un cercle. Lieu dé-
crit par le centre de ce cercle, lorsque le point déerit la
développée. (ParLLoTTE.)
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EXPOSE DES PRINCIPES ELEMENTAIRES DE LA THEORIE
DES DETERMINANTS,

A L'USAGE DES ELEVES DE MATHEMATIQUES SPECIALES

( suite, voir 2* série, t. VII, p. 403);

Par UN ABONNE.

De la résolution des équations du premier degré.

Soient n équations du premier degré & n inconnues

TR TR T P A R X T S A

, 5az,:-’h+a2,z-”z+---+az.u-rn:lza
) U e U s
( A Ty = Ay 2 T2 o o o Ay Ty = ba.

La théorie des déterminants permet de résoudre ces

équations de la maniére la plus simple.
Considérons le déterminant

! a, A,z.-. Qay,n

A—| B Gpe.. @i

@, Qua... QGup

Nous pouvons développer ce déterminant suivant les

éléments d'une colonne quelconque. Désignons par A, ;

le coefficient de a;; dans le développement de A. Ce

coefficient, comme nous ’avons fait remarquer, ne con-

tient aucun des éléments de la ligne 7 ou de la colonne %,

et il est, au signe prés, le déterminant obtenu en sup-
Ann. de Mathémat., 2° série, t. VIII. (Mars 1869.) 7
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" primant la ligne et la colonne de 'élément a;;. On aura
(2) A=Apjpa s+ Aai+ Agkasi~+. ..+ Ak Qo

D’autre part, si nous remplagons les éléments a, ;,...,
de la k%™ colonne par les éléments correspondants de
la ##*m colonne, deux colonnes deviendront identiques
dans notre déterminant, et le résultat sera identiquement
nul.

On aura donc

(3) Aja,i+MApai~+...+ Apra,; = o.

i étant différent de k.

Cela posé, multiplions nos équations (1) respective-
ment par A, ;, Ay, Agy..., Any. Le coefficient de x;
sera justement le premier membre de 1'équation (3), il
sera donc identiquement nul. Il ne restera dans le pre-
mier membre que le terme en x,;, qui, d’aprés I’équa-
tion (2), sera Ax;. On aura donc

Arp=A 1l + Aspls+. ..+ Apiln.

Le second membre de cette formule est le déterminant A,
dans lequel on a remplacé les éléments de la k“*m co-
lonne par les termes constants liy 15, 1,. On peut donc
écrire cette formule

a, Q... Gi— b Ggp-.. ai, {
2,0 Aaae .. Qyhy L Qapa Qs,n
Az — ,
Ay Gpae.. Cui—y b Qugproo. Gnp

etl'on en déduit cette régle pratique qui servira de guide
dans tous les cas.

Le dénominateur commun des wvaleurs des incon-
nues est le déterminant formé avec les coefficients de
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ces inconnues. Pour avoir le numérateur de Lune des
inconnues, il faut remplacer les coefficients de cette in-
connue dans le dénominateur par les termes constants
placés dans le second membre des équations.

De U’élimination des inconnues entre (n +1) équations
& n inconnues du premier degré.

Pour traiter ce sujet, qui a une grande importance,
nous prendrons un exemple simple. Soient les trois
équations

ar +by +c¢ =o,
(4) dx+by+c =o,
a a’z+ 0"y +c"=o.

1l est clair que ces trois équations ne seront pas en géné-
ral vérifiées par un systéme de valeurs de x et de y; car
les valeurs qui satisferaient aux deux premiéres, et qui
sont déterminées, ne satisferont pas en général i la troi-
siéme. Pour avoir ’équation de condition, il faudrait
tirer des deux premiéres équations les valeurs de z et
de y et les porter dans la troisiéme. Mais nous allons
faire le calcul d’'une maniére plus symétrique, au moyen
d’un artifice qui est dans beaucoup de questions d’une
grande utilité. Posons

(4 bis) =2 =1,

et portons ces expressions de x et de y dans les équa-
tions (4); aprés avoir chassé les dénominateurs, nous
obtiendrons les équations

axr’ + by’ + ¢z’ —o,

(5)

azx 4+ by +cz2—=o,

allxl+ bllyl+ cllzl — 0’
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qui contiennent trois inconnues au lieu de deux ; mais il
est évident, d’aprés la maniére dont on les a obtenues,

qu’en les divisant par z’ elles ne contiendront plus que
; :

les deux rapports :?a %,‘a et en général elles ne pourront

étre vérifiées que par les valeurs

Dans le cas qui nous occupe, elles doivent pouvoir
étre vérifiées par une infinité de valeurs finies, diffé-
rentes de o de x', ¥/, z’, puisque, lorsqu’on aura x, y,
x', y', 2', seront définies par les équations (4 bis), qui ne
déterminent que lesrapports des trois quantités x’, y', z'.
Il faut donc que les équations (3) soient vérifiées par des
valeurs finies de a2/, y’, z’. Or les formules générales de
résolution donnent

a b c a b (]
a b ¢ |(Z=|a b o ]=o.
a” b a b

Comme z' n’est jamais nul, on conclut pour la condition
déterminée

a ” b 4 c”

Ainsi, en général, le résultat de I'élimination de n
inconnues entre n -1 équations du premier degré
s'obtient en égalant a o le déterminant formé par les
(n -+1)? coefficients de ces équations.

Nous bornerons 1a ce que nous avions a dire sur la
théorie. :
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APPLICATIONS.

1. Développement des déterminants

1 a at]

—
S
ahl
8

Considérons le premier de ces déterminants, nous
trouvons

1 a @&
i P b b a a’\+‘tt @
1 = —
\ c ¢ e ¢ | b b |
I ¢ ¢

= bc(c— b) + ac(@a —c)+ ab(b —a).

La forme méme du déterminant nous indique que
si @ = b, le déterminant est nul, car deux lignes devien-
nent identiques. Donc le déterminant est divisible par
a — b et de méme par a — ¢, b — c¢. Ccmme le déter-
minant est du troisiéme degré, on voit qu'il est égal au
produit

(a——b)(d—c)(b-—c)

multiplié par un facteur numérique; ce facteur ru-

mérique est I'unité, puisque bc* a dans le produit le

coeflicient 1 comme dans le déterminant. On aurait de
-"»"‘M""’N

et A

/ i ~
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'y oa @ @ .

{
}

b b b
LT =6 —a)e—ae—b)d—a)d—b)(d—o)
1 d d* d3

...................

a ¢ b .

Ce déterminant est trés-remarquable et se rencontre
trés-souvent dans les applications. On voit que les élé-
ments placés symétriquement par rapport a la diago-
nale abc sont égaux. On dit que le déterminant est sy-
métrique. Son développement est

U NN} ' ’ '
abc + 2a' b’ — aa’* — bb'* — cc'?,

c'est-a-dire le produit des termes en diagonale aug-
menté du double produit des termes non en diagonale
et diminué du produit de chaque terme en diagonale
par le carré du terme non en diagonale qui ne se trouve
ni dans sa ligne ni dans sa colonne.

Par exemple :

A B P

B” A’ B |=AA’A"+ 2BB'B"— AB*— A’B’?— A"B",

B B A

2A B D |
B 2C E | =8ACF 4 2BDE — 2AE*— 2CD*— 2FB".

D E 2aF |
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3. Surface du triangle en fonction des coordonnées
de ses sommets.

Voici la régle qui est trés-simple. La surface du
triangle est

}
.l
pourvu que, lorsqu’on va du point xy au point x'y’,
puis au point x”y”, le mouvement de rotation autour du
triangle soit dans le sens de I'axe des x vers I'axe des y.
6 désigne I'angle des axes. Si le mouvement de rotation
était inverse, on aurait Ja surface changée de signe.

Cette considération du signe est importante; elle per-
met par exemple d’établir en toute rigueur la surface du
polygone.

4. Equation du cercle passant par trois points.

Cette équation est

bt 4y ¥y 1
i
|

x/; +],I2 .1,” _7, I E Y
i z" +y//-,» 2" JJ/ I {
! 27 ),m, 2" ym ! ,

”

En effet, c’est I'équation d’un cercle, comme on peut le
voir en ordonnant le déterminant par rapport aux élé-
ments de la premiére colonne. Elle prend la forme

- ’

T e 1 ;
(@242 2" ¥y 1 i+Lz+M_y+N:o.
i

"m "

A A |

On voit que ce cercle se réduit a une ligne droite quand
le coeflicient de x* < y* est nul, ce qui a lieu lorsque les
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trois points x'y’, x”y”, x”y" sont en ligne droite. En
effet, le coeflicient de x* + y? est, au signe prés, la sur-
face du triangle formé par les trois points donnés: il est
donc nul quand les trois points sont en ligne droite.
Ordonnons le déterminant par rapport aux éléments
de la premiére colonne. Nous trouvons

z J’I N ¥y lf
(@40 |2 7 | =+ )|y x|
A z" " x|
y 1 r y 1|

+ @yl =@y |y '%:o.
A @y x|

Les déterminants qui entrent dans cette formule sont,
au signe prés, les surfaces des quatre triangles formés par
les trois points donnés et par le point D (xy). Les ter-
mes x*+ y?, x'*+ y'?, représentent les carrés des dis-
tances a l'origine des coordonnées O, qui est un point
quelconque du plan. En tenant compte de la régle que
nous avons donnée pour le signe de la surface du triangle,

on trouve

—_— —_— —_—
OD surf.ABC — OA surf.BCD + OB surf. ACD
— OC surf.ABD = o (*).
Mais les quatre triangles étant inscrits dans un méme

cercle, leurs surfaces sont proportionnelles au produit
des trois cotés. On a donc

—_— —_— —12
OD. AB.AC.BC — OA.BC.BD.CD -+ OB.AC.AD.CD
— OC.AB.AD.BD — o.

(") Le lecteur est prié de faire la figure.
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C’est une relation trés-importante entre les distances de
quatre points sur un cercle et celles d'un cinquiéme
point quelconque du plan aux quatre premiers. Si, par
exemple, on fait coincider le point O avec I'un des quatre
points, avec A par exemple, on trouve la relation

AC.BD = AD.BC + AB.CD,

qui constitue le théoréme de Ptolémée.

5. Condition pour que Uéquation du second degré
représente deux droites.

Soit
(6) Az*+Bxy +Cy’+Dxr+Ey+F=o

'équation proposée. Si I'équation représente une courbe
a centre unique, on doit exprimer que le centre se trouve
sur la courbe, et les coordonnées de ce centre doivent
satisfaire aux trois équations

2Azx + By—+ D=—o,
(7) Bz +2Cy + E=—o,

? Dx+ Ey +2F =o.
I.a condition cherchée est donc le déterminant symé-
trique

iz B D
(8) | B 2C E |
D Ezl“{

= — 2[AE?— BDE + CD*+ F (B’ — 4AC)] = o.

Réciproquement, si cette condition est satisfaite, 'équa-
tion représente deux droites. Cela est évident d’aprés
notre méthode, si la courbe est i centre unique, car
alors les coordonnées du centre vérifient la troisiéme des
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équations (7); mais si la courbe est du genre parabole,
si I'on a
B*— 4AC=o0,

notre méthode ne s’applique plus. Cependant, dans ce
cas, I’équation (8) se réduit a
AE*— BDE + CD*= o,

ou en remplagant C par sa valeur

Z{i (2AE — BD)*=o;

cn sorte qu'on a les deux équations
BD —2AE —o,
B: — 4AC = o,

qui expriment que ’on a une ligne de centres.
Donc, dans tous les cas, la condition que nous avons
trouvée est nécessaire et suffisante.

6. Condition pour.qu’une droite
(9) mx +ny +p=—o
soit tangente a la courbe du second degré
Ax?+Bzy +Cy*+ Dx+Ey +F=o.
L’équation de la tangente au point x'y’ est
(1t0) (2A2' +By'+D)x+ (Bz'+2Cy' + E) y
+Dx'+Ey'+2F=o.
Pour que cette équation représente la méme droite que

I’équation (g), il faut que les coefficients des deux équa-
tions soient proportionnels, c’est-a-dire que I'on ait
2Az'+ By'4+ D=—1im,
Bz'+2Cy'+ E=1n,
Dx'+ Ey'+ oF =p,
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Il faut en outre exprimer que le point de contact se
trouve sur la tangente, ce qui donne

mx' 4+ ny’ +~ p—=o.
On a donc a éliminer x’,y’, X entre les quatre équations

2Ax’+ By'— lm 4+ D=o,
B2 +2Cy'— \n 4+ E=—o,
Dz'+ Ey'— ip +2F=o,
mx' 4+ ny' +0X2+ p =o.

Le résultat de cette élimination s’obtient en égalant a o
le déterminant

2A B —m D!
B 2C —n E |

m n o p |

*

qu'on peut écrire en remplagant I'une par l'autre les
deux derniéres colonnes et changeant tous les signes de
la troisiéme :

i2A B D m'!

B 2C E =n |

(11) l = o.
i\ D E 2F p }

m n p o !

Ce déterminant est symétrique. En le développant, on
trouve
(E?— 4CF)m*+ (D*— { AF) n*+ (B'— 4AC)p?
~+ 2mn (2BF — ED) + 2mp (2 CD — BE)
+ 2np(2AE — BD) =o.

Par exemple, pour que I'axe des x soit tangent a la
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courbe, il faut que cette équation soit vérifiée par les
valeurs

ce qui donne
D?— 4AF = 0.

Pour qu'une tangente puisse s’éloigner indéfiniment, il
faut que I'on ait a la fois

m=—o0, n=0;
ce qui donne
— 4AC=o.
7. Equation du plan passant par trois points.

Cette équation est obtenue immédiatement sous la
forme d’un déterminant. C'est

) Y z 1 !
i oy 2 ‘

( 1 2) | " " " ! -
‘ " ¥y 2
! x” ] 2" I i

En effet, ce déterminant développé peut s’écrire

’ y 2 ba' 2 1|
: i
i
2y 2 | —yl 2" é
: | ym ;l/l 1 x zlll 1 }
( l 3 ) ’ ! U ] ’
! x' oy 1 z' oy 3
| .
“+z ‘ x” _T” 1 —_— x _}’” 2/ {—=o
‘.‘ ¥ 'rl/l ‘7’” 1 xll/ y”’ zl/l

On voit donc qu'égalé a o il donne l'équation d'un

lan. D’ailleurs ce plan passe par les trois points
P p P p p

xly' g, x"y"z" x"y"z" 5 car deux lignes du détermi-
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nant deviennent identiques qhand on remplace x, y, z,
par &', y', z’, par exemple.

Sil'on examine les coefficients de x, y, z, on voit qu'ils
représentent les surfaces des triangles formés dans les
trois plans coordonnés par les projections des trois points
donnés. D'aprés cela, désignons par S la surface du
triangle formé dans I'espace par les trois points /, 7, ", et
par a, (3, 7 les angles du plan avec les trois plans coor-
donnés. Les coefficients de x, y, z seront S cosa, S cosf3,
S cosy, et Péquation du plan prendra la forme

xl yl zl I
(14) 2S(xcosa+ycosB +zcosy)— | 2" ¥’ 2" |—=o.
.ZJ” y”’ z/”

Cette équation remarquable va nous conduire a deux
conséquences. Appelons p la distance de l'origine au
plan, le dernier terme de l’équation précédente devra
étre égal a 2Sp, et 'on aura

z y oz
'1“” y'/ z" — 9 S p ;
xll! ‘y m z/ll

donc le déterminant

J," yl zl
xl/ y” zll
xlll ‘ylll zIII

représente six fois le volume du tétraédre ayant pour
sommets I'origine et les trois points /, ”, ". De plus, le
premier membre de I'équation (14) ou, ce qui revient au
méme, de 1’équation (12) pourra s’écrire

2S(x cosa + y cosB + zcosy — p).
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| Y 2 1
(15) QA =28(xcosa+ ycosB + zcosy — p).
% ‘Z_III f/’ zll/ 1

D’ailleurs x cosa + y cosf3 + z cosy — p représente, au
signe prés, la distance du point xy z au plan et le second
membre est égal A six fois le volume du tétraédre formé
par les quatre points xyz, x'y’z/, x"y" 2", x"y" z". Si
Pon désigne par V ce volume, on a donc

1 z |

~

Zl

8 8

1

X

4 4

8
KROKR

2z
Mt

|
|
|

%i
<

|

Voici la régle des signes, qui est simple.

Imaginons un observateur ayant les pieds sur le plan
des trois points x'y'z, x"y"z", x"y" 2", placé du coé
du point xy z et regardant successivement ces trois points
dans 'ordre précédent. Si le mouvement de rotation qu'’il
est obligé de faire a lieu de droite a gauche, on aura le vo-
lume avec le signe + ; s'il est en sens contraire, il fandra
changer le signe du déterminant. Nous n’insistons pas

sur la démonstration de cette régle.

8. Condition pour que l’équation générale du second
degré représente un cone ou un cylindre.

Soit I'équation a trois variables

Ar*+ A'y*4+ A"z*+ 2Byz + 2B'zz + 2B"xy
+2Cxr+2Cy +2C"z+ D =o.

Exprimons que le centre se trouve sur la surface. Nous
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aurons les quatre équations

Az +B'y+Bz+C —o,
B'z+A'y +Bz +C —o,
Bxr+By +A"z2+C"=o,
Cx +Cy +C"'z+D —o.

Le résultat de I'élimination de xy z est le déterminant

A B” B C
BII A! B CI
( 1 7 ) Br B L4 C// =0;

. C Cll D

mais il se présente la méme difficulté que dans le cas de
deux variables.

11 est évident que si la surface a un centre, elle sera
un cone; car I’équation de condition exprime en défi-
nitive que si l’on rapporte la surface a son centre le terme
constant est nul. Il est encore évident que si la surface
est un cylindre, cette condition est vérifiée; car on peut
obtenir cette condition de la maniére suivante. Résol-
vant les trois équations du centre, nous obtiendrons des
formules de la forme

L M 2
X == =— = — ==
2 TR

k]

> 2

portant ces valeurs dans la derniére équation, notre
équation de condition sera

CL+CM+C'N+DAa=o.
Or, dans le cas ou la surface représente un cylindre,
on a

L=o0, M=o, N=o0, D=o;
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Ainsi, dans le cas ou la surface est un cone ou un cy-
lindre, I'équation (17) sera satisfaite. Mais la réciproque
n'est évidente que dans le cas des surfaces a centre
unique. Il faut donc établir la réciproque et montrer
que, dans le cas ou l'on a

A=—=AA'A"+2BB'B"— AB*— A'B?*— A"B"* —o0.

la condition (17) exprime que la surface est un cylindre.
On ne peut faire ce calcul d’'une maniére élégante qu'en
ayant recours a des propriétés nouvelles des déterminants.
Mais nous allons développer les calculs. Le détermi-
nant (17) développé devient

C*(B'—A’A") + C'*(B'? — AA” ) + C"(B"2 — AA’)
-+ 2CC' (A”B” — BB’) + 2CC” (A'B’ -— BB")
+2C'C"(AB — B'B”)

+ D(AA’A” + 2BB’'B” — AB'— A’B"* — A"B"3).

Si le déterminant des équations du centre est nul, notre
condition se réduit a

C*{B*— A’A”) + C'*(B" — AA”) + C"(B"*— AA’)
~+ 2CC'(A”B” — BR') + 2CC” (A’B' — BB”)
+ 2CC"(AB— B'B") =o.

Or cette équation homogéne en CC’ C” est un carré par-
fait, en vertu de la condition

(18) AA’A” +2BB'B”+ AB'— A’B"? — A”B"* =0,

comme il est facile de s’en assurer. On peut 'écrire

o— ! 2 A'AY 4 r___A'R” U N__ATR')2
0= [(B'— A’'A")C+C'(BB'— A"B")+-C'(BB"—A'B)’]



(113)

ou
!B B C |
.
poaa | A8 ¢ =o
B A"

ou encore, en permutant les lettres,

B BI” C’
1
AI/ B/ CIII — o0
B AA” ’
B A C
B B C[
s | A B C |=o
Bl/ Al C/

On reconnait la, avec I’équation (18), la deuxiéme con-
dition pour que les trois équations du centre se réduisent
4 deux, c'est-a-dire pour que la surface représente un
cylindre, le mot c¢ylindre étant pris dans son acception
la plus générale.

Enfin il y aurait 3 examiner le cas ou B*— A’A”,
B72 — AA/, B'® — AA’ sont nuls simultanément; mais
nous négligeons I'examen de ce cas trés-particulier.

On peut, du reste, éviter cette discussion en prenant
une autre propriété commune aux cones et aux cylindres.
Par exemple, on pourrait exprimer que le plan polaire
passe par un point fixe ou est paralléle & une droite fixe;
ce qui entrainerait I’équation

a(Az+B"y +B'z2+C)+p(B"xr+ A’y +Bz+ C)
+q9(B'z+By +A"z2+C")+d8(Cx+Cy~+C"z2+D)=o,

équation qui, devant étre satisfaite quelles que soient
les valeurs de x, y, z, conduirait d'une maniére rigou-
reuse, et dans tous les cas, 4 la condition trouvée.

Ann. de Mathémat., 2¢ sévie, t. VIIL. (Mars 1869.) 8



(114)

LOIS DE LA GOURBURE DANS CERTAINES TRANSFORMATIONS
DES COURBES PLANES ;

Par M. Aser. TRANSON.

I. Une équation a deux variables étant interprétée
selon les principes du calcul directif donne lieu a un
spectacle géométriqued’une variété infinie. Carsi 'on sup-
pose quePextrémité de la variable indépendante trace sur
le plan une figure quelconque, les extrémités de chacune
des valeurs correspondantes de I'autre variable décrivent
des figures que, dans une autre occasion, j’ai appelées les
transformantes de la premiére (*). Supposons, par exem-
ple, que 'équation soit du degré m par rapport i cette autre
variable, une figure tracée par I’extrémité de la variable
indépendante aura m transformantes distinctes. De la le
probléme de chercher les relations de ces m transfor-
mantes, soit entre elles, soit avec la figure primitive. Et
déja on sait depuis longtemps que toute région infiniment
petite autour d'un point de la figure transformée est re-
présentée par une région semblable autour du point cor-
respondant de chacune des transformantes, de méme que
la région infiniment petite autour d’un point quelconque
de la sphére correspond a une région semblable autour
du point correspondant de sa projection stéréographique.
Mais je ne crois pas que jusqu’ici persoune se soit appli-
qué a découvrir les lois relatives & la correspondance
entre les éléments du second ordre, c’est-a-dire entre les
rayons de courbure de la figure primitive et ceux de ses
transformantes. Tel est 'objet de la présente Note.

(*) Voir Nouvelles Annales de Mathématiques, 2¢ série, t. VII, p. 145.
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II. Supposons donc que d’une équation donnée entre u

et z, celle-ci variable indépendante, on ait tiré 'une des
valeurs de u représentée par

w=f(3);

soient d’ailleurs x et y les coordonnées rectangulaires de
I'extrémité de z, de sorte qu'on ait z=x + iy. Cette
valeur étant substituée dans u donnera

Slz+iy)=X+iY;

X et Y, fonctions réelles de x et de y, seront les.coordon-
nées rectangulaires de I'extrémité de u, et les deux équa-
tions

dX dyY

! 1 — ——— . .—-——
S{x+iry= e ~+ iog=?
axX dY
if/(x_*”:y):'@" +i§;7
donneront les relal.ions connues
dY__ dX dY_dX d’X+d’X_o Y d*Y
dz — dy dy dz’ dz*  dy* ’ dx* +dy2 =0

lesquelles permettent d’exprimer toute relation ot entrent
les dérivées partielles de X et de Y au moyen des dérivées
d’une seule de ces deux fonctions; de sorte qu'on a, par
exemple, pour les différentielles totales du premier ordre,

(l) dx__$d1+-gfdy,
dX dX
=2+t
(2) dY o z - dzd‘r

II1. 11 est facile d’établir la similitude des régions infi-
niment voisines autour de deux points correspondants.
Menons, en effet, par l'origine des variables directives
une droite ot paralléle a la tangente de la transformée au

8.
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point x, 5, et une drote OT paralléle 4 la tangente de la
transformante au point correspondant (X, Y); lan-
gle Tot, que nous appellerons w, sera déterminé par la

formule
dzdY — dvdX

WY = e dX + dy dY

Substituant les valeurs ci-dessus de dX et de dY, il vient
aprés réduction
dX
dr
L = — =
(3) ) angw X
dx

Cette valeur dépend de x et de y, c’est-a-dire de la
situation du point transformé; mais elle ne dépend pas
des directions particuliéres de ot et de OT, c’est-a-dire
que les tangentes relatives 4 deux courbes correspon-
dantes, et par conséquent aussi les deux normales, font
entre elles un angle constant. En méme temps, si I'on dé-
signe par la lettre m le rapport des deux éléments corres-
pondants dS et ds, on trouvera

e dX z:“dx
V(&) +(F)

valeur qui dépend aussi de la situation du point (z, y),
mais qui, elleaussi, est indépendante de la direction des
éléments dS et ds. On voit que m est le rapport de simi-
litude des deux régions correspondantes. Ces régions
semblables ne sont pas semblablement placées. L’anglew
marque la différence de leur orientation. Il était d’ail-
leurs indispensable de donner ici la détermination de cet
angle et celle du rapport de similitude, parce que ces
deux grandeurs vont figurer dans la relation entre les
éléments du second ordre.
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IV. Le rayon de courbure de la transtormante a pour
expression
[(dX) =+ (Y )]

R= XY —avax°

et on verra que sa valeur dépend a la fois de la direction
des tangentes ot et OT (ou ce qui est la méme chose des
normales correspondantes), et aussi dn rayon de courbure
de la transformée au point (x, y ). Toutefois, pour facili-
ter I’exposition des résultats, jé supposerai d’abord que
la transformée est rectiligne, de sorte que les différen-
tielles premiéres dx et dy pourront avoir un rapport
quelconque d’ou résultera la direction de I'élément ds;
mais les différentielles secondes d®x et d®y seront d’a-
bord supposées nulles.

Dans cette supposition les différentielles secondes de X
et de Y seront respectivement

X d? arxX ’
/ d) —_— 2 . 3 - 2
{5) X = —— dr? 4 2 e dxdy T dy?,
TX X
Y — dx? =4 el 9
(6) d2Y drdy 1‘—+—2d T +d dy?,

de sorte qu’aprés substitution le dénominateur de R
pourra étre écrit comme il suit :

‘ {Z:f [(dy? — dx*)dY + dz dy dX ]
(7) ' d*X »
’ +Wy[(dy — dxr*)dX — 2dzdy dY).

Pour interpréter cetie expression, appelons 3 'angle
que la normale 4 la transformante fait avec la direction
positive, et a = 3 — w I'angle que la normale 2 la trans-
formée fait avec cette méme direction, on aura les rela—

8!
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tions suivantes :
dX dY
Fsing cosf
dz dy

- = = \dz* 2,
Tsin(f—w) cos(f—aw) vdz' +dy

— AT AT

Enfin déterminons un nouvel angle ¢ par les condi-

tions
d*X d*X

dz' _dzdy _ [{dX\* [ &KX\,
cose  sine ) T drdy ’
alors on trouvera aisément que le rayon R s’cxprime en

fonction des angles 3, w, ¢ et du rapport de similitude
précédemment déterminé; on trouvera, dis-je,

CIRE I
V() =

Dans cette expression, [3 estla seule quantité qui varie
avec la direction de la transformée rectiligne. Si R’ est
la valeur de R correspondante 4 B = 2w +¢; et si Von
appelle y P'angle entre les directions de R et de R/, on
aura

RI
" cosy

Les extrémités de R sont donc situées sur une perpen-
diculaire élevée a 'extrémité de R'; d’ou résulte cette
premiére proposition :

Trutorime 1. — Toutes les droites passant par un
méme point du plan tranformé ont pour transformantes
des courbes dont les centres de courbure relatifs au
point correspondant sont sur une méme droite.

V. Supposons maintenant que la transformée soit une
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courbe quelconque dont le rayon de courbure au point
{x,y) soit représenté parp. .
Il faudra modifier les valeurs (5) et (6) de d*X et de

d*Y en leur ajoutant respectivement

dX dX
/ 2 d?
(5') P drzr + I ,
dX dXxX
/ — —d? —— d2y.
(6 ) dy d*z + dz r

Le dénominateur (7) de R s’augmentera alors d'une
quantité qu'on pourra écrire sous la forme suivante :

()5 s

<I
(7") .

D’ailleurs, si on introduit comme précédemment
dans la premiére partie (7) du dénominateur les angles £,
w, €, et, par suite, I'angle y et aussi Ja détermination de
R',il viendra pour 'inverse de R la formule suivante :

. 1 cosy 1
8 P
(8) .

R’ ma

La premiére remarque a faire, c’est que dans le cas
ou u, c’est-a-dire f(z), est une fonction linéaire de z, la
valeur de R se réduit 4 R = mp, parce que R’ est alors
infini, comme contenant en dénominateur la racine car-
rée de (d-d%),+ (%y Clest qu\’alors a une figure
des z correspond une seule transformante qui lui est ab-
solument semblable, parce que I'orientation w et le rap-
port de similitude m sont les mémes pour tous les points
du plan transformé. Il est de force alors que le rayon de
courbure de la transformante soit proportionnel & celui
de la transformée.
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Mais maintenant, u étant une fonction quelcongue
de z, supposons que par le point (x, y) passent plusieurs
courbes ayant en ce point des directions différentes, mais
le méme rayon de courbure p. Dans la formule (8)
I’angle y et le rayon R seront les seules variables ; et alors
si, conservant 'origine des coordonnées transformantes,
on dirige un nouvel axe des X dans la direction de R’, et
un nouvel axe des Y perpendiculairement a cette direc-
tion, il viendra, pour le lieu des centres de courbure des
lignes transformantes, I'équation

VXrr Y :f'éf (R’ —X).

!

C’est une conique ayant l'origine pour foyer, et la
droite R’— X = o pour directrice, conique qui peut étre
I'une quelconque des trois courbes du second ordre selon
la valeur de p. De la cette proposition générale :

Trtorime II. — 8i plusieurs courbes passant en un
point a de la figure primitive ont en ce point le méme
rayon de courbure p, les rayons de courbure correspon-
dants. de toutes leurs transformantes seront les rayons
vecteurs d’une méme conique ayant pour foyer le
point A, transformant du point a. Cette conique variera
d’espéce avec la wvaleur de p; mais sa directrice sera

Jixe, étant la droite i laquelle se réduit la conique elle-
méme lorsque p est infini.

Nota.—1l y a desrapprochements curieux a faire entre
la projection stéréographique des figures sphériques et la
transformation des figures planes au moyen de P’équation
entre deux variables directives. On sait déja, comme
nous I’avons rappelé au commencement decetie Note, que
la région sphérique infiniment petite autour d’un point
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donné de la sphére est semblable a la région qui lui cor-
respond en projection; mais de plus on a les deux théo-
rémes suivants :

Tatorime I. — Tous les grands cercles qui passent
par un méme point de la sphére ont pour projections
des cercles dont les centres sont en ligne droite.

Trtorkme II, — 8@ plusieurs cercles de méme rayon p
passent par un méme point de la sphére, les centres des
cercles qui leur correspondent en projection stéréogra-
phique sont sur une méme conique dont l'espéce dépend
de la grandeur de p.

La démonstration de ces deux théorémes est facile. Je
laisse au lecteur le soin de compléter le second en déci-
dant si les coniques relatives a diverses valeurs p ont le
méme foyer et la méme directrice.

SUR LA THEORIE ELEMENTAIRE DES PRODUITS INFINIS;
Par M. A. GENOCCHI.

Il me semble que les théorémes généraux sur la con-
vergence des produits infinis peuvent étre établis d'une
maniére tout a fait élémentaire et trés-simple en suivant
a peu prés la marche tracée par M. Weierstrass (*), et
en s'aidant de la formule de Nicole que j'ai citée dans
une autre occasion (**). Voici comment on pourrait ex-
poser cette théorie.

(*) Crelle, t. LI, p. 18-33.
(**) Voir Nouvelles Annales de Mathématiques, année 1867.
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1. On a l'identité, que j’appelle formule de Nicole,

! I - I b+uo
a—b a4 (a-+4+v)(a-+e)
(b + 0) (b + »)
(@ +v)(a+ o) (a—+ )

(6 +0)(b+0)...(040ny)
(a+0)(a+v)... a+v,)
| N (b4 0)(b+40)...(b+0)

! (a+v,,)(a+v.)...(a+v,‘)(d—(q,'

en multipliant par b — a, et portant le dernier terme:
dans le premier membre, on peut lui donner la forme

b—a b—a b—a
/ <‘+(z+vo> <l+a+t',>..'(l+a+un>
___l+b——a 4 (6 +0)(b—a)

a —+ o, (@ +v)(a+w)
(2) (b 4+ 0,)(b+0)(b— a)
(@ +v)(a@—4v)(a—+v)

4 (b40)(b+0)...(6 4+ v.y)(b—a)
\ (@ 4+ o) (@—+v)e. (a4 o) (a—+v,)

Ainsi le premier membre est un produit de n + 1 fac-
_teurs qui se développe dans une somme de 7 +- 1 termes;
lorsque cette somme convergera vers une limite déter-
minée et finie pour des valeurs de n indéfiniment crois-
santes, il en sera de méme du produit, qui alors sera
appelé convergent, et cette limite sera la waleur du pro-
duit infini. Si la somme n’a pas de limite, le produit
n’en aura pas non plus; et, par suite, la formule (2) trans-
forme le produit dans une série, de maniére qu’il sera
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o

convergent, divergent ou indéterminé comme la série
elle-méme.

2. En faisant
b—a
a+o,

—u,,

d’ou
b+ op
a—+v,’

1+ u, =

la formule (2) deviendra

(1 @) (14 w,)e . (14 1)
(3) =14+ (14w u, + (1) (1 +u) w4+ ..
(1) (14 w). . (1 )ty

formule presque équivalente, due & Euler (*), qui ne
différe pas au fond de celle de Nicole.

Si u,, uy,. .., u, sont des quantités positives, on peut
tirer de la formule (3)

(vu) (T m). () >0+ u Uy A U

,

donc si la série Zu, est composée de termes tous posilifs
et divergente, le produit IT (14 u,) croit au dela de
toute limite comme la somme u, + u; +. ..+ u,.

3. En changeant le signe des quantités u,, on aura

(t—a)(r—u)...(1— u,)
(4) ? =1— 2y — (1— ) & — (1— w)(1—w) u, —. . .

—(1— ) 1— ). (1— w5

(*) Novi Comment. Acad. Petropol., t. V, p. 76.
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et si les quantités u, sont positives et inférieures a Fanité,
il s’ensuivra

(t—w)(t— ). (10— @) >1—uy — g, — 4y — . .. — Uy,

. puisque les facteurs supprimés dans le second membre
seront aussi moindres que I'unité. On peut en déduire que
si la série £ u, composée de termes positifs est convergente,
le produit IT (1 —u,) ne peut avoir pour limite zéro.
Soit 5, en effet, la somme de cette série : en supprimant,
s'il faut, les premiers termes de la série et les facteurs
correspondants du produit, on peut supposer s <1, et
comme on aura

Uy + uy 4+ Uy .. 4w, <s,

on conclura
(1 — w,) >1— 5.

Donc le produit surpassera toujours une quantité positive
déterminée. Il faut, évidemment, qu’aucune des quantités
u, ne soit égale a 1.

,
4. Dans le méme cas, c’est-a-dire la série Zu, étant

composée de termes positifs et convergente, le produit
II (1 + u,) ne pourra pas augmenter a Uinfini; car son

. 1 u, .,
inverse [T { ——— ) =TI{1— - ne peut avoir zéro
|

1+ u,
un

1+ U,

pour limite, puisque la série < >’ dont les termes

sont positifs et plus petits que les termes correspondants
de la série Zu,, sera a plus forte raison convergente
(n° 3).

Si, au contraire, la série S u, est divergente, ses ter-
mes étant positifs et inférieurs a l'unité, le produit
IT (1 —u,) aura pour limite zéro. En effet, son inverse
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H< ! ):H(l—f— fu ) augmente indéﬁnimcnt
1— u, 1— U,

n

(n° 2), puisque la série 2(

)a ayant ses termes

positifs et plus grands que les termes correspoudants de
la série Zu,, sera aussi divergente.

5. Sila série Zu, est composée de termes positifs et
convergente, chacun des produits IT (1 + u,), IT (1 — u,)
sera aussi convergent, et sa valeur sera toujours diffé-
rente de zéro pourvu qu’aucune des quantités u, dans le
second produit ne soit égale a I'unité.

La formule (2) fournit non-seulement la démonstration
de ce théoréme, mais développe en série convergente la
valeur du produit. Soit, en effet,

b+u., b+u. b-{—v_. a—b
a —+ o, tz+0, a -+ v, a+0,,

L

Si les quantités a, b, v, sont positives et @ > b, on aura

a—b
a —+ v,

0 < wp<l

b

et la formule (2) donnera

l'[(l— a_b>::1—2w,,.

a -+ v,

Or : 1° en omettant, s'il faut, les premiers termes et
facteurs, on pourra supposer u,< 1, et alors on pourra

. —b . .
faire u, = ~» ce qui donnera w, < u,; par consé-
n

quent, la série Zw, sera convergente comme Xy, et le
produit IT (x — u,) aura la méme limite que 1 — Zw,,
limite différente de zéro (n° 3); 2° en prenant l'inverse
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du premier membre on aura

( a—b) 1 ‘
B{1+ p )
b <+ v, I— Iw,

\
a—b .
o le produit I (1 + u,)
ne pourra pas augmenter a l'infini (n° 4), et aura une
limite déterminée en fonction dela sommedela sérieZw,,
qui sera convergente, parce que, & étant < a, on aura

w, < u,.

et 'on pourra faire v, =

6. Au moyen de ces propositions on démontre aisé-
ment un théoréme d’Abel. Si deux séries & termes posi-
tifs Lu,, Ew, sont liées par la relation

(L Uy oy

= (1 + u,)

Fn Uy

elles seront toutes deux convergentes ou toutes deux di-
vergentes. Car en posant

il viendra
v,
4w
Vn
d’ou, en prenant successivement n =o, 1, 2,..
multipliant, on tire

., et

o = 0 (T teo) (14 ). o (1 4 upy);

mais si la série Zu, est convergente, le produit IT (14 «,)
est aussi convergent, et, par suite, reste au-dessous d’une
quantité k, et, si la série Zu, est divergente, ce produit
peut surpasser toute quantité finie; donc on aura, dans
le premier cas, v, < kvy, w, < kv, u,, et dans le second
Vo > kvo, W, > kv, u,.. Ainsi, dans le premier cas, la série
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Zw, sera convergente;dans le second, elle sera divergente
comme la série Zu,,.

Ce théoréme découle encore plus simplement de la
formule (3). En effet, si la série Zu, est convergente, le
produit formant le premier membre est aussi convergent,
et comme on peut représenter le second membre par
1+ Zw,, les quantités w, vérifiant la relation ci-dessus,
il faut que la série Zw, soit de méme convergente. Si la
série Zu, est divergente, il est évident que la série Zw,
sera aussi divergente, puisque Lot Ton,

w’l u’l

On satisfait & la relation qui lie les deux séries en

supposant
Wﬂ

= ?
a—+ wy~+w,+...+ Wy,

un

ou nous désignons par a une constante quelconque; et'on
parvient ainsi a ’énoncé sous lequel Abel a fait connaitre
son théoréme.

7. Si le terme général u, est imaginaire, soit p, son
module, et supposons que la série Zp, soit convergente :
le produit IT(1+ u,) sera aussi convergent. Car, en vertu
du théoréme d’Abel, la série

1=+ po—+ (14 po)pi =+ (1= po) (1 +pi) pr - ..

est convergente en méme temps que la série Zp, ; mais,
ses termes n’étant pas inférieurs aux modules des termes
de I'autre série

T4 uy+ (1) + (14 t) (1 + w)ug+.. .,

il faut que celle-ci soit aussi convergente : donc est con-
vergent le produitII (1+ u,), qui, d’aprés la formule (3),
est égal a la somme des 7 + 1 premiers termes de cette
série.
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8. Soit

i=V—1, T.= (14 it,)(x=4it)...(1+it,).

Si les quantités 1, sont réelles et positives, et que la série
Zt, soit divergente, mais la série Z(r,)? soit convergente,
le produit T, sera indéterminé pour 7 infini.

En effet :

1° En posant

Tn - Pn -+ iQru
on aura

Pi+Qr=(+z)(1+1¢l)...(1 +1}),

et ce produit convergera (n° 3) vers une limite finie et
déterminée que nous nommerons A*. Donc P, et Q, n’aug-
mentent pas indéfiniment.

2° Nous avons

P, + iQn= (1 + ity) (Pp—y + iQui),
d’ou ‘
P,— P =—1t Qn——l: Qn - Qn—l =P

Donc chacune de ces différences peut devenir aussi petite
qu’on voudra, puisque, Q,_; et P,_, étant finis, le fac-
teur ¢, devient infiniment petit, sans quoi la série Z (1,)*
ne serait pas convergente. En remplacant n successive-
ment par n—+1, n -+ 2,..., n +7r, et ajoutant, on trouve

l)n+r' — P =— (tu + g+ tn+r) Q’y
Qn+r'_ Qn—-l == (tn + ... -+ tn+r) P”

ou P’ et (Y désignent deux moyennes : la premiére entre
P, Py Poyys. .., Py, 5 la deuxiéme entre Q,_yy Qn,
Qustse o oy Quir—i- Or les premiers membres sont tou-
jours finis, mais la somme ¢, + t, 4 +. ..+ L.y, aug-
mente a l'infini avec 7, car la série 2 ¢, est divergente; il
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faudra donc que les facteurs P’ et Q' s'approchent indé-
finiment de zéro.

3° Maintenant prenons n et r si grands, que d’une
part la différence entre deux termes consécutifs de la
suite P,_,, P,, Poyy,. . ., et de I'autre le facteur P’ soient
en valeur absolue au-dessous d’une quantité donnée ¢
aussi petite qu'on voudra. Si tous les termes de cette
suite sont de méme signe, un d’entre eux, au moins, sera
moindre que P’ et partant que ¢; dans le cas contraire il
y aura deux termes consécutifs de signes différents, et
chacun d’eux sera moindre que leur différence et partant
que ¢, Les mémes remarques s’appliquent a la suite Q,_,,
Qns Quyty- -5 ainsi P, et Q, peuvent s’approcher de
zéro tant qu’on voudra pour des valeurs indéfiniment
croissantes de n.

4° Mais comme P} 4 Q} a pour limite 2%, il faudra
que, pour Q, trés-voisin de zéro, P, soit trés-voisin de 2,
et réciproquement. Donc ces quantités s’approchent aussi
indéfiniment de 2.

Donc la quantité T, = P, + iQ,, toujours finie, n’a
pas de limite fixe (¥).

9. En faisant u, = it,, on pourra développer le pro-
duit T, par la formule (3). On obtiendra une série Zw,
dont le terme général sera

wo = (1 ite) (14 t). . (1 4 it,_) it,,

et qui sera indéterminée comme le produit. Mais dans ce
terme général le produit (1 +4-it,) (14 2t,). . . (1 + it,_,)
reste toujours fini, son module ayant pour limite 2, tandis
que le facteur it, a pour limite zéro : on a donc une série

(*) Cette démonstration est due a M. Weierstrass.
Ann. de Mathémat., 2¢€ série, t. VIII. (Mars 1869.) 9
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indéterminée dont le terme général a pour limite zero,
lorsque son rang n croit a I'infini.

On a quelquefois admis comme évident qu’une série ne
peut étre indéterminée lorsque son terme général décroit
indéfiniment. On voit que les démonstrations fondées sur
ce postulatum ne sont pas exactes.

10. Soit
Uy == Pn —+ i, - 1"/”[ —t,, T, comme ci-dessus;
nous aurons
M (1+a,) =1+ p)(1+p)...(t +pp)Ta.

Si les parties réelles p, n’ont pas pour limite — 1, et
que la série Zq;, soit convergente, la série ¢, sera aussi
convergente, et le module du produit T, aura une limite
finie, car on pourra assigner un nombre positif

h<(1+ p.)?, et Pon aura ] < g/T" D’ailleurs en suppo-

sant la série Zp, divergente et les quantités p, de méme
signe, le produit II (1 4+ p,) augmente sans limite dans
le cas de p,>> 0, et a pour limite zéro dans le cas de
p.<lo, — p,<1.Donc le produit IT (1+ p,) convergera
aussi dans le second cas vers la limite zéro, et dansle
premier croitra indéfiniment. '

Dans le cas de p, <o, ou la limite de I (1 + u,) est
zéro, la série Zw,, par laquelle ce produit est exprimé
dans la formule (3), sera convergente, et 'on aura la
relation

Gart Lo

1+ u,).
“/n ull

On trouve ainsi un théoréme analogue a celui d’Abel

(n°6).
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Si la série Zp, est convergente, el reste convergente
lorsqu’on réduit ses termes a leurs valeurs numériques,
le produitIT (1 + p,) est convergent (n°7). Si d’un autre
coté les quantiiés ¢, sont de méme signe, et que la série
2¢, soit divergente, la série Z¢; convergente, le pro-
duit T, sera indéterminé pour n infini (n° 9), car on

pourra supposer p: <1, et trouver deux nombres positifs
h et k tels que )

h<(v+pa), k>14p,,
d’ou I'on conclura que les quantités ¢, seront toutes de
méme signe, que la série X7, sera divergente, et la série
21! convergente. Donc, dans les mémes circonstances, le
produit IT (1 + u,) sera aussi indéterminé pour » infini.
Ces résultats comprennent, comme cas particuliers,
plusieurs théorémes de Gauss et de M. Weierstrass.

11. En posant
a=a2m—+3, b—2m—+ 2, v,=2n,
et multipliant par 2.m, la formule (1) donne

2m am 2m - 2

om = - — .
om~+ 3 o2m+3 2m-—+45

om 2m—+2 2m—+4
~- . .,
om—+3 2m+5 a2m—+7q

équation obtenue par M. Sarrus dans le seul cas de m
entier et positif a4 I'aide de calculs et de principes plus
élevés (¥). Il la regardait comme un « résultat remarquable
qu’il serait peut-étre difficile d’obtenir & priori et qui
peut faciliter les réductions dans certains calculs »; et
M. Gergonne demandait si la méme formule aurait lieu
pour m fractionnaire ou négatif. Or, d’aprés la for-

(*) Annales de Mathématiques, par Gergonne, t. X, p. 222.

9..
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mule (1) nous avons aussi le terme complémentaire
om—+2 2m—+4 2am—+2n +2
om—+3 2m+5 a2m+2n+3

1 1 1
([_9.m+3> (l—_ 2m+5>.“(l— 2m—+2n +3)

égal au produit

I
. 2m +o2n+ 30
divergente, ce produit aura zéro pour limite (n° 4),
pourvu toutefois qu'aucun des dénominateurs 2m -+ 3,
am +5,... ne soit nul. Nous pouvons donc affirmer
que la formule de M. Sarrus est vraie méme pour des
valeurs fractionnaires ou négativesde m, a 'exception seu-

multiplé par 2m; et comme la série t

. . 1 ’ A
lement de celles qui donneraient — m — S égal a4 un
nombre entier et positif.

12. Faisant a=1, b =1 —m, v,= n, on tire de la
méme formule (1) I'égalité (*)

o=r_" m(m—n)_m(m-—-l)(m—~2)
1 1.2 1.2.3

et le terme complémentaire du second membre est

i(m—x)(m—z\...(m——n)(m—n——l),
V.2, ..n(n 1)

(=) (=23 -2

,o. m , . . . .
la série £ — étant divergente, ce produit aura pour limite
n

ou

(*) Posons a=o0, b=A, v,=—a, : la formule de Nicole donne
aussi l'identité générale
A +A(A——-u°)_A(A—-u°)-.’A—— oc,}+

0=1——
%o Py %y Ko %y %

(Voir Nouvelles Annales, 17€ série, t. XVIII, p. 118, 219, 233.) J. B.
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zéro tant que m sera positif (n° 4). Ainsi la formule du
bindéme (1 + x)™ est justifiée dans le cas de x = — 1, si
I'exposant m est > o.

La démonstration fondée sur le théoréme de Taylor
dans laquelle on emploie une expi'ession du terme com-
plémentaire ‘ayant pour facteur la puissance (1— 6)"~* et
dépendant ainsi du nombre variable 6, n’est pas exacte
pour m <1, puisque ce facteur augmenterait indéfini-
ment si le nombre 6 s’'approchait indéfiniment de I'unité.

13. Considérons enfin le produit

m(m—1)...[m— n)
1.2...(n 1)

9

en supposant m imaginaire. On peut le mettre sous la
forme

_-t(:—— m—l—-l) (l__ m+l>“.<l__ m+1);
1 2 n 41

!
m 1

puis, en posant m = m'+ im”, comme la série T

”

. ' , . m”\?
est d\vergenle etque la série T (—n—> est convergente, on

verra (n° 10) que ce produit a pout limite zéro lorsque
la valeur de m’ + 1 est positive.

Cette proposition permet de juger de I'exactitude de la
formule du bindme dans le cas de x = cos¢ + ising si
Pexposant m recoit des valeurs imaginaires : cas parti-
culier omis dans tous les Traités, mais dont s’est occupé
Abel dans un célébre Mémoire.

On démontrera de la méme maniére que la formule de
M. Sarrus, rappelée au n° 11, continue d’étre exacte
lorsque m est imaginaire.
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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 865

(voir 2* série, t. VII, p. 191);

Par M. WICKERSHEIME,
Eléve de VEcole Polytechnique.

On circonscrit & une surface de vis & filet carré une
surface développable dont les divers plans tangents
sont paralléles aux plans tangents & un céne du sc-
cond degré, la projection de la courbe de contact sur
un plan perpendiculaire a I’axe de Uhélicoide est une
podaire de conique. (LAcuErRE-VERLY.)

La question proposée peut &tre énoncée ainsi : « Une
surface développable étant circonscrite a une surface de
vis a filet carré et 2 une conique A (*) située a I'infini,
trouver la projection de la courbe de contact sur un plan
perpendiculaire a I'axe. »

Je me propose de trouver les points du lieu qui
sont sur un rayon quelconque OM du cercle qui sert
de base au cylindre sur lequel est tracée 'hélice direc-
trice de la surface. Cette droite est la projection d’une
infinité de génératrices de cette surface. Soit O'M’ 'une
de ces génératrices. On peut faire passer par cette droite
deux plans tangents a la conique A, et ces deux plans
toucheront la surface de vis en deux points dont la pro-
jection sur le plan horizontal (I'axe de I'hélice étant

(*) Le lecteur est pric de faire la figure.
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supposé vertical) donnera deux points du lieu situé
sur OM. 1l est clair que par chacune des autres généra-
trices projetées en OM on peut de méme faire passer
deux plans tangents a la conique Aj mais ces plans se-
ront paralléles a ceux dont je viens de parler, et leurs
points de contact se projetteront tous aux deux points
dont je viens de parler.

Pour étudier le lieu cherché, il suffit donc de considé-
rer la génératrice particuliére O'M’, OM. En général,
un plan quelconque étant mené par cette droite, pour
trouver son point de contact avec la surface de vis, on
pourra se servir d’un paraboloide de raccordement ayant
pour plan directeur le plan horizontal et pour directrices
Paxe wo' de I'hélice et la tangente a cette courbe an
point M; la seconde génératrice du paraboloide passant
au point de contact passera par le point de rencontre de
la trace horizontale du plan donné avec la trace horizon-
tale OT de la surface; de plus, cette seconde génératrice
ayant pour plan directeur le plan vertical MT, sa pro-
jection horizontale sera perpendiculaire 8 OM. Donc,
si 0 et 6’a’ sont les traces horizontales des deux plans
que I'on peut mener par la génératrice O’'M’ tangentiel-
lement & A, les droites au et a’p/, perpendiculaires a OM,
couperont cette derniére droite en des points du lieu
situés sur OM. Le lieu est donc la projection du point O
sur I'enveloppe des droites telles que pa et p/a’. Cette
enveloppe est une courbe de deuxiéme classe, car, d’a-
prés ce qui précéde, on ne peut lui mener que deux tan-
gentes paralléles a une direction donnée. D’ou la solution
de la question proposée.

La démonstration qui précéde montre qu’en général,
si une surface développable a pour cdne directeur un
cone de n‘*" classe, la projection de la courbe de contact
sur le n™ plan perpendiculaire a l'axe est la podaire
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" d’une courbe de n ™ classe. Dans la question actuelle,
on peut se proposer de chercher dans quel cas la courbe
aura une branche infinie. 11 faut nécessairement que la
courbe enveloppe des droites telles que pa, p'a’ soit une
parabole, par conséquent que I'une de ces droites soit
toujours a 'infini. Le plan horizontal passant par la gé-
nératrice O'M’ doit donc étre tangent a la conique A;
en d’autres termes, le cone du second degré directeur de
la surface développable doit étre tangent a un plan hori-
zontal.

PUBLICATIONS RECENTES.

Théorie élémentaire des quantités complexes ; pzir
J. Houer, Professeur a la Faculté des Sciences de Bor-
dcaux. — Premiére Partie : Algébre des quantités
complexes; 1867 (64 p.). — Deuxi¢me Partie : Théorie
des fonctions uniformes; 1869 (144 p.) — 1 vol. grand
iu-8 en deux fascicules, etc. — Paris, Gauthier-Villars,
libraire, quai des Augustins, 55. — Prix : 1" Partie,
2 fr. 5o ¢.; 2¢ Partie, 4 fr.

Les premiers inventeurs de 1'Algébre, lorsqu’une
équation n’admettait pas de solutions réelles, se conten-
taient de la dire impossible. Plus tard, a mesure que la
théorie des équations fit des progrés, on s’apergut que les
théorémes découverts pour les équations qui ont toutes
leurs racines positives exigent, pour étre étendus a toute
espéce d’équations, non-seulement que I'on prenne en
considération les racines négatives, que jusqu’au temps
de Descartes on a nommées racines fausses, mais encore
que 'on compte comme racines certains symboles dé-
pourvus en apparence de toute signification réelle et se
ramenant tous a U'indication de I'opération impossible
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marquée par le signe \/—1. On donna a ces expressions
le nom de racines impossibles ou imaginaires.

Bient6t Moivre, guidé par les analogies qui existent
entre le cercle et 'hyperbole équilatére, découvrit le cé-
lébre théoréme qui porte son nom, et c’est de cette décou-
verte que date I'introduction des symboles imaginaires
comme un auxiliaire important dans I’ Analyse des quan-
lités réelles. La théorie de ces symboles fut fondée dans
le siécle dernier, principalement par les travaux d’Euler
et de d’Alembert, et c’est Cauchy qui, de nos jours, y a
mis la derniére main.

Cependant, quelque légitimes que soient les démons-
trations fondées sur le théoréme de Moivre et ’emploi
purement symbolique des imaginaires, il faut avouer que
ce procédé laisse toujours dans I'esprit une certaine obscu-
rité, etil n’est pas étonnant que de bons esprits n’y aient
vu qu'une sorte de procédé mnémonique, dont il serait
dangereux de poursuivre I’emploi en dehors des limites
dans lesquelles on peut soumettre les résultats & un con-
trole indépendant des symboles en question.

Aussi a-t-on cherché, dés le milieu du xvin® siécle, a
donner une autre base a cette méthode, qui s’annoncait
comme si féconde, et 4 laquelle il ne semblait manquer
que d’étre suflisamment stire. Ces tentatives, d’abord in—
fructueuses, ont été reprises avec succés par le Genevois
Robert Argand, que l'on doit regarder comme le vrai
fondateur de la théorie réelle des symboles dits imagi-
naires. Les travaux d’Argand, qui datent de 1806, et qui
ontété rappelés en 1813 dans le recueil si connu des An-
nales de Gergonne, n'en ont pas moins passé presque
inapergus, et la preuve, c’est que la théorie d’Argand a
été réinventée un grand nombre de fois, tant en France
qu’a Déiranger. Nous n’oserions méme pas répondre
qu'aprés V'adoption définitive de ces idées par Cauchy,
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dans les derniéres années de sa vie, et la pleine justice
qu’il a rendue, dans le dernier volume de ses Exercices
d’ Analyse, aux méritesd’ Argand, cette doctrine soit bien
connue de tous les géométres contemporains, et quon
ne la réinvente pas encore quelque jour, du moins en
France, le seul pays ou elle n’ait pas encore pénétré dans
'enseignement classique.

Pour Argand et ses successeurs, I'impossibilité des opé-
rations indiquées par le symbole \/— 1 tient uniquement
a la signification trop restreinte que ’on attribue a I'idée
de quantité et aux opérations représentées par les signes
de P’Algébre. Toute quantité absolue ou arithmetique
peut étre représentée géométriquement par un segment
porté sur un axe dans une seule direction déterminée.
Toute quantité algébrique, ¢ est-a-dire positive ou néga-
tive, peut étre représentée par un segment porté sur un
axe suivant I'une ou l'autre des deux directions opposées,
qui font entre elles un angle égal & deux angles droits. Si
Pon étend au plan entier le champ de la représentation
des quantités, on sera amené a considérer les quantités re-
présentées par des droites de longueur et de direction
quelconques. Une telle droite constitue ce que Cauchy
nomme une quantité géométrique.

Une quantité géométrique est déterminée au moyen
de deux nombres (coordonnées, soit rectilignes, soit po-
laires), de sorte que les opérations faites sur les quantités
géométriques portent a la fois sur ces deux nombres.

L’addition correspond a la construction en Mécanique
de la composition des forces ou des vitesses. La multipli-
cation se compose de la multiplication des modules et de
I’addition des arguments, ces derniers se comportant
comme des logarithmes. Au moyen de‘ces définitions,
toute opération sur les quantités géométriques (ou com-
plexes, comme on les appelle plus généralement) se ra-
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méne a une construction géométrique réelle, dont les
résultats peuvent étre représentés par des nombres réels ;
de sorte que cette théorie bannit complétement de l'Al-
gébre les nuages dont semblait entouré le mot d’imagi-
natre.

A ce point de vue, le théoréme de Moivre (¥) n’est plus
autre chose qu'une représentation algébrique d’un théo-
réme géométrique sur les projections d’un contour poly-
gonal, et de ce théoréme on déduit de la maniére la plus
simple et la plus directe toutes les formules de la Trigo-
nométrie plane.

En définissant I'exponentielle 4 exposant imaginaire
comme le résultat de la substitution d’une variable ima-
ginaire a une variable réelle dans le développement de e*
en série, on obtient immédiatement les formules d’Euler
qui lient les fonctions circulaires aux exponentielles;
puis on est conduit a étendre an cas des variables com-
plexes les définitions des logarithmes et des fonctions cir-
culaires inverses.

Tel est, en résumé, le contenu de la premiére Partie
du traité de M. Hoiiel, intitulée : A/gébre des Quantités
complexes. Avant d’entrer en matiére, ’auteur rappelle
en quelques pages I’historique de la question, et pour ser-
vir d'introduction 4 'étude des quantités complexes, il
mdlque comment on pourrait remplacer avec avantage,
dans la théorie des quantités négatives, les considérations
arithmétiques, qui conduisent 4 en faire de purs sym-
boles, par des considérations fondées sur la notation géo-
métrigue et remplagant le symbole par la réalité. De la
il passe au développement des idées d’Argand et aux
conséquences analytiques qu'on en a tirées.

Dans I’étade des fonctions susceptibles de plusieurs va-

(*) Voir Nouvelles Annales, 2€ séric, t. VI, p. 284.
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leurs, M. Hoiiel passe entiérement sous silence les déter-
minations désignées par Cauchy sous le nom de valeurs
principales. Il a pensé, sans doute, que la considération
de ces valeurs, reposant sur des conventions souvent ar-
bitraires, ne sert qu’a compliquer 1'énoncé des théorémes
et a créer des distinctions qui n’ont rien d’essentiel dans
les applications. Aussiles géométres allemands ne font-ils
aucune mention de ces valeurs, dont on peut toujours
éviter Pemploi.

La seconde Partie, récemment publiée, de I'ouvrage
de M. Hoiiel contient, sous le titre de Théorie des Fonc-
tions uniformes, les principaux résultats des découvertes
de Cauchy, avec les simplifications importantes dues aux
travaux qui ont €té faits en Allemagne.

Cauchy considérait toute quantité déterminée par la
valeur d’une quantité complexe comme une fornczon de
cette quantité. Cette définition convenant généralement
a toute fonction de deux variables indépendantes, il a
fallu, pour obtenir des fonctions pouvant se traiter parles
mémes régles que les fonctions d’une seule variable, se
borner a une classe particuhiére de fonctions, que Cauchy
appelle fonctions monogénes. Riemann et son école ont
pris tout d’abord le mot foncrion avec sa définition res-
treinte, ce qui dispense de reproduire, dans chaque
¢énoncé le mot monogéne. Cette définition des fonctions,
-suivie de considérations sur la continuité et sur le nombre
des valeurs d’une fonction, forme 'objet du Chapitre I°".

Dans le Chapitre suivant, M. Hoiiel expose les théorémes
fondamentaux de Cauchy sur les intégrales prises le long
d’un contour donné, en empruntant a Riemann les prin-
cipales démonstrations. Les intégrales prises le long d’un
contour quelconque renfermant des points de disconti-
nuité se raménent aux intégrales prises le long de con-
tours infiniment petits tracés autour de ces points, et
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auxquelles Cauchy, partant d’autres considérations, a
donné le nom de résidus. Toute fonction continue et uni-
JSforme (ou morodrome) al'intérieur d’un contour donné
peut s’exprimer sous forme de résidu, et c'est de cette
expression que Cauchy a tiré son beau théoréme, qui
contient comme cas particalier le théoréme de Taylor, et
qui a été généralisé par P. Laurent.

Le Chapitre III est consacré a I'étude d’une fonction
dans le voisinage d’'un zéro ou d’un infini. L'ordre infini-
tésimal de la fonction est exprimé par le résidu de sa dé-
rivée logarithmique.

Tant que I'on choisit le plan pour champ de représen-
tation d’une variable complexe, on ne saisit pas bien
I'analogie qui existe entre les résultats correspondants
aux valeurs nulles et aux valeurs infinies de la variable.
Cette analogie ressort avec évidence lorsqu’on adopte un
mode de représentation qui permet de fixer un point réel
et déterminé pour répondre aux valeurs infinies de la va-
riable. C’est ce qu’a fait Riemann, en reportant sur la
sphére, a I'aide de la projection stéréographique, tous les
points du plan, y compris ceux qui sont a Dinfini.
M. Neumann a complété cette construction au moyen
d’un nouveau plan, qu’il appelle le plan antipode, et

. . 1
dont les points correspondent aux valeurs inverses — de
2z

la variable indépendante z.

Dans le Chapitre IV, consacré a cette étude, M. Hoiiel
reproduit, d’aprés les ouvrages de MM. Durége et Neu-
mann, les démonstrations de divers théorémes, établis
d’une autre maniére par Cauchy, et donne un apercu des
recherches de Riemann sur la détermination, au moyen
du Principe de Dirichlet, d'une fonction dont on connait
les valeurs sur un contour donné et les points de disconti-
nuité i I'intérieur de ce contour.
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Le Chapitre V traite de différentes applications analy-
tiques des théories précédentes :

1° Théorémes de Cauchy sur la détermination du
nombre des racines d'une équation comprises dans une
aire donnée. Exteunsion du théoréme de Sturm aux racines
imaginaires.

2° Développement des fonctions en série périodique
en partant du théoréme de Laurent. Application a la
fonction perturbatrice.

3¢ Série de Biirmann, d’ou celle de Lagrange se déduit
comme cas particulier. Conditions de convergence de cette
série. Application au prebléme de Kepler : dans ce der-
nier calcul, on voit bien I'utilité de la notation des fonc-
tions hyperboliques et des Tables de ces fonctions, telles
que celles que M. Hoiiel a publiées dans son Recueil de
Sormules et de Tables numériques.

4° Décomposition d’une fonction en une série, finie ou
infinie, de fractions simples. La considération du reste de
la série, dans le cas d’'un nombre infini de termes, donne
au développement la rigueur indispensable.

5° Du développement en fractions simples du loga-
rithme d’une fonction, on déduit le développement de la
fonction en un produit infini.

6° La partie la plus importante de ce Chapitre traite
du calcul des intégrales définies. L’Auteur raméne au
théoréme fondamental du Chapitre II les méthodes don-
nées a diverses reprises par Cauchy pour la détermination
de classes trés-générales d’intégrales définies. Il précise
certaines conditions, vaguement indiquées par Cauchy,
et nécessaires pour la validité des formules, et son travail
facilite singuliérement la lecture du beau et difficile Mé-
moire que Cauchy a publié dans les Annales de Ger-
gonne, et que M. 'abbé Moigno a reproduit en partie
dans ses Lecons de Calcul intégral.
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Daus ces deux fascicules, M. Hoiiel a rassemblé, avec
la lucidité d’exposition d’un professeur expérimenté, les
plus importants résultats et les démonstrations les plus
simples que contiennent les ouvrages allemands qui ont
traité le méme sujet. Il y a joint quelques perfectionne—
ments de détail qui lui appartiennent en propre. Un tel
travail, consciencieusement exécuté, avec des prétentions
modestes, pourra rendre d’utiles services aux commen-
cants, en leur épargnant la plupart des difficuités qui re-
butent si souvent le lecteur qui aborde sans préparation
les ccuvres des inventeurs.

Puisse I'accueil que recevra cet Ouvrage encourager
I’Auteur a tenir sa promesse de donner dans une troi-
sieme Partie un exposé des théories de Riemann, encore
si peu répandues dans notre pays, et que nos voisins cul-
tivent avec tant d’ardeur et de succés!

QUESTIONS.

925. Démontrer qu’en développant, suivant les puis-
sances ascendantes de 1, la quantité

+).+ I + a3 + IN
r - x e
1 1.2 1.2.3 1 2.3 4x+
)2 XS )i
T+ —x
+Ix—rl.2+l.2.5x+l.2.3.4+

A x)—e M1 —x)
T e(itx)—e1—x)

le coefficient de A" est un polynéme L, du n®" degré
en x, contenant le facteur x*—1, et que I’équation
L,

xrt—

= 0

a toutes ses racines réelles, inégales et comprises entre
—7r1et +1. (Ca. Hewmrre.)
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926. Etant données deux équations
Sf(z, z)=o0, 9(y,2)=o0;
trouver quelles relations doivent exister entre les coeffi-
cients, pour que ces équations représentent un cercle.
En supposant que ces relations existent, déterminer le
centre de ce cercle, la direction de son plan, la longueur
de son rayon.
Application numérique :
25y + 242y +1532* — 96y + 2582z — 695 = o,
2527 + 7222 + 1602 + 222 + 248z — 1487 = o.
(J.-Cu. Durain.)

927. Former Féquation des coniques qui ont pour
centre l'origine des coordonnées et qui passent par deux
points : I'un réel ayant pour coordonnées

r=—a, y==b;

P'autre imaginaire ayant pour coordonnées

x:a\/:—l, _y:—b\/i.
Trouver ensuite le lieu des points de contact des tangentes
paralléles 4 I'axe des y. (J.-Ca. Durain.)

928. Former I'équation des coniques qui ont pour
centre l'origine des coordonnées et qui passent par deux
points imaginaires conjugués : 'un de ces points ayant
pour coordonnées

z =a(cos45° + y—1sin45°),
¥ =b(cos45° — \—1sinfb°).

Trouver ensuite le lieu des points de contact des tangentes
paralléles a I'axe des y. (J.-Cn. Durain.)
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DISCUSSION DE L’INTERSECJ‘ION DE DEUX SURFACES
DU SECOND ORDRE

(suite, voir 5 série, 1. VI, p. 137);

Par M. L. PAINVIN.

§ VI. — L’équation en 1 a deux couples
de racines égales.

30. Lorsque I’équation en X a deux couples de racines
égales, les trois cas suivants peuvent se présenter :

Premier cas. — Les deux cénes (A) et (B) correspondant res-
pectivement aux racines doubles sont des cdnes proprement
dits.

Les deux surfaces ont en commun l'aréte AB qui
joint les sommets des deux cénes; elles se touchent aux
points A et B.

Réciproquement, lorsque les deux surfaces se tou-
chent en deux points distincts d’une génératrice com-
mune, l’équation en X a deux racines doubles, et les
cones correspondant a ces racines doubles sont des cénes
proprement dits. ‘ ‘

Les points A et B sont les seuls points ayant méme
plan polaire par rapport aux deux surfaces; le plan
polaire de A est le plan BAD, tangent commun en A;
le plan polaire de B est le plan ABC, tangent commun
en B aux deux surfaces.

La courbe d’intersection des deux surfaces se compose
de'la génératrice commune AB et d’une courbe rencon-
trée en trois points par un plan, quelconque ; cette courbe

Ann. de Mathémat., 2€ série, t. VIII. (Avril 1869.) 10
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est donc du troisiéme ordre, c’est la cuplQUE GAUCHE.
 Lesdroites AD et BC, intersections des cénes (A) et (B)
par les plans tangents communs aux deux surfaces,
sont les tangentes en A et B a la courbe gauche.
Un plan quelconque, passant soit par AD, soit par
BC, coupe les deux snrfaces suivant deux coniques oscu-
latrices; le contact est du second ordre.

DruxiEME cas. — L’un des cbnes, (A) par exemple, est un cone
proprement dit ; le second c6ne (B) se réduit a un systéme de
deux plans.

R}

Les deux surfaces se touchent en trois points, et ne
sont pas circonscrites 'une a U'autre ; elles se touchent
d’abord au point A, sommet du céne proprement dit ;
le plan tangent commun coupe les deux surfaces sui-
vant les deux mémes droites AB et AD. Le systéme de
ces deux droites est la premiére des sections planes com-
munes aux deux surfaces ;le plan tangent commun BAD
est un des plans du systéme (B). L'autre section plane
est une conique proprement dite, située dans le second
plan BDC du systéme (B) et sur le cone ayant son som-
met en A. Cette conique rencontre l'intersection des
deux plans en B et D; en ces points elle est tangente
aux droites BC et DC, intersections de son plan avec les
plans tangents au céne (A) suivant les droites AB et AD.
Les plans ABC et ADC touchent respectivement en B
et D les deux surfaces. '

Tous les points de la droite BD intersection des deux
plans du systéme (B), ont méme plan polaire par rap-
port aux deux surfaces; ces plans polaires passent par
la droite AC, intersection des plans tangents communs
aux deux surfaces enB et D. Le sommet A a méme plan
polaire par rapport aux deux surfaces; ce plan polaire
est le plan tangent commun en A. '
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TroisitME cas. — Les dewnx cones (A) et (B) se réduisent
a un systéme de deux plans.

Les deux surfaces se coupent suivant quatre droites,
cest-a-dire sont circonscrites au quadrilatére ADBCA
formé par les intersections des plans de chaque systéme
entre eux, abstraction faite des arétes de ces systémes.

Les deux surfaces se touchent en quatre points ; les
plans ADB, ACB, CBD, DAC touchent respectivement
les deux surfaces aux points D, C, B, A.

Tous les points de ’aréte AB ont méme plan polaire
par rapport aux deux surfaces : ces plans passent
par CD; tous les points de l’aréte CD ont également
méme plan polaire par rapport aux deux surfaces : ces
plans passent par AB.

31. Prenons les sommets des deux cones correspon-
dant respectivement aux racines doubles pour som-
mets A et B du tétraédre de référence, désignons par 2,
et }, les racines doubles de I'équation en 1.

Si les équations des deux surfaces sont

§ (S) Aua+ Any’+...+ 24,3t =o0,
Q(T) Byx* + Byuy?+...+ 2Bzt —o,

(¥)

I'équation du céne correspondant & la raeine double 3,
sera

(Bio+ 2Ay )22 4 (Baa 4 X An) 32 +ooe 4 2( By + A Ay ) 22 =0;

ce cOne devant avoir son sommet en A, son éqnation ne
devra renfermer que les variables y, z, ¢; on aura donc

) B, B By_B._
A, - A, A, - Ay - o
De méme, le cone correspondant a la racine 4, devant

10
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avoir son sommet en B, son équation ne devra renfermer
que les variables x, z, t; on aura, par suite,

Bu_Bu_By_ D
A?l AZ’ - A23 AZ‘

(3) -1,

Puisque les racines %, et A, sont différentes, on conclut
d’abord de la comparaison des relations (2) et (3) :
A =o, B.= 0,
les équations des deux surfaces s’écriront alors
(A2 4+ 2A 302 + 2A,xt + Ay y?
(4) + 2A5y2 4+ 275 7t + Ayt 2A 2t + Ay t=o,
— 2 (A2 +2A,3 22 +2 A t)
| — M (Any? +2A2y2 +2A, yt)+ By; 2+ 2By 2t + B 2—o.

Les équations des deux cones sont respectivement

[A] (M—2) (A2 4 24532 =245 78) 4 (Bss + Ao Ass) 22

+ 2(By + 2 Agi) 2t + (Bis + XAy ) =0,
[B) (\—2)(A v &+ 2A. 22+ 24 2t) +(Byy + hi Ayy) 22

+ 2(By + A Ay ) 2t + (Bi + X By )22 =0;

(5)

et I'équation en 1 devient

AIl ' o AI3 AIA
6) (2—2) (A=) ° . A Ao
(6) (2—2) (2= Au(d—%) Au(A—X) Byu+2Ay By+2A, |

A“(l—lo) Au()\—)q) Bi:+2A; B +2A,

Il faut, en outre, exprimer que le déterminant qui
figure dans cette équation s’annule pour A =2, et 1 =1,;
on a ainsi les deux équations suivantes, qui doivent étre
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vérifiées simultanément

As Ass Ay ‘
(7) Ay A;,(Z.—l.) By, + 2 Ay Bu-i—loAul =0,
Ac(e—X\) Bo+2An B Ay
" A, Ay A,
(7') A | A (M — %) By +3%A; By + XA |=o.
Aa(d—2) B+ ) A; By Ay

Ces deux relations peuvent étre vérifiées de quatre ma-
niéres différentes : en égalant a zéro le premier facteur
de la relation (7), on écrit que les deux surfaces passent
par le sommet A ; e égalant a zéro le second facteur, on
écrit que le cone (A) se réduit a deux plans.

Nous aurons donc i examiner les trois cas suivants :

1° Les deux coues (A) et (B) sont des cones propre-
ment dits;

2° Un des cones est un cdne proprement dit, et 'autre
se réduit a deux plans;

3° Les deux cones (A) et (B) se réduisent respective-
ment a un systéme de deux plans.

I. Les deux cénes (A) et (B) sont des cones
proprement dits.

32. Dans ce cas, on a

(r°) Ajy=0, Ap=—o;

/

et on voit que la droite AB est tout entiére sur les deux
surfaces, car les équations (4) sont alors vérifiées par
Z=oelt=o. ) ’

Lesdeux surfaces se touchenten A (y =0, z =0, t=0);
le plan tangent commun est f; = o, ou

Az + Ayt ==o0;
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“elles se touchent également en B (x =0, z =0, t = 0);
le plan tangent commun est f; = o, ou

Ay z+4 Ajt—o0.

Or ces deux plans tangents en des points différents
d’une méme génératrice ne peuvent pas se confondre si
les surfaces ne sont pas des cones; on peut d'ailleurs le
constater directement 4 V'aide des équations (4). Nous
pouvons donc prendre le premier de ces plans pour
face ABD du téiraédre de référence, et le second pour
face ABC; ce qui revient a supposer

(20) All =0, An - 0.

Nous remarquerons, aprés avoir introduit les hypo-
théses (12) et (2°) dans les équations (4), que le coeffi-
cient A,; ne peut pas étre nul, autrement les surfaces se
réduiraient a des cones. Ainsi les équations des denx sur-
faces pourront se ramener i cette premiére forme

8 az?+ ct? + 2bzt + 2d yt 4 22z =o,
(8) a,z’+c t*+2b,2t 4+ 2d, yt + 220z = 0.

Ces deux équations nous montrent que « les deux sur-
» faces ont en commun la droite AB, etelles se touchent
» aux points A et B, sommets respectifs des deux cdnes
» passant par leur courbe d’intersection. »

Réciproquement : « Lorsque deux surfaces du second
» ordre se touchent en deux points distincts d'une géné-
» ratrice commune, ’équation en 2 a deux racines dou-
» bles, et les cones correspondant & ces racines doubles
» sont des cones proprement dits. »

La démonstration de cette réciproque n’offre pas de

difficulté.

33. On peut encore simplifier les équations (8) des
deux surfaces.
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Le cone ayant son sommet en A a pour équation
(9) (@a—a)2?+(c—c)t*+2(b—b)st+2(d—d)yt=0;

ce cone touche le plan ABC, ou t = o, suivant 'aréte AB;
de plus, il coupe le plan ABD, ou z =o, suivant les
deux droites

(e —ec)t?+2(d—d)yt=o.

On ne peut pas supposer d = d,, car alors le cone (9)
se réduirait a deux plans; le cone (9) coupe donc le plan
ABD suivant deux droites distinctes, dont I'une est AB;
prenons la seconde pour aréte AD du téiraédre de réfé-
rence, c'est-a-dire supposons '

(1°) ¢ =c.

Le plan tangent a ce cone suivant AD sera distinct du
plan ADB; nous pourrons alors le prendre pour la
face ADC du tétraédre de référence, c’est-a-dire que le
plan y = o devra toucher le cdne (g), ce qui donne

(2°) b, =—b.

Eu égard aux hypothéses faites, I'équation du cone
ayant son sominet en B devient

ad, — a,d

(10) R

2+t + 2bat + 222 == 0.
Ce cone touche le plan ABD, ou z == o, suivant la

droite AB, et il coupe le plan ABC, ou ¢ == o, suivant les
deux droites

ad, — a,d

— 2?4 212 = 0.
d— d

Ces droites sont distinctes, 'une d’elles est BA ; nous
prendrons la seconde pour aréte BC du tétraédre de ré-
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férence, ce qui revient i supposer
3° —_—= = k.
(3°) -

Le plan tangent & ce cdne suivant BC sera distinct
du plan BCA, nous pourrons alors le prendre pour la
face CBD du tétraédre de référence, c’est-a-dire que le
plan x = o devra toucher le cone (10), ce qui donne

(40) b=o0, dou b =—o.

Ainsi : A et B étant les sommets des deux cones, AB la
génératrice commune, BAD le plan tangent commun aux
deux surfaces en A, ABC le plan tangent commun en B;
de plus, AB et AD étant la section ‘du cone (A) parle
plan BAD, et DAC étant le plan tangent a ce cone sui-
vant 'aréte AD; BA et BC étant la section du cone (B)
par le plan BAC, et BCD étant le plan tangent & ce
cone suivant l'aréte BC; les équations des deux sur-
Saces, rapportées a ce tétraédre, se présenteront sous la
Jforme :

: \ [S] 2z + ¢’ + az? + 2adyt=o,
(r1) f [T) 223 + ct* + k(az’+ 2dyt)—o.

Les équations des cones (A) et (B) seront respective-
ment
[A] az*+ 2dyt—o,

(12)
(B] ect?+ 2xz = o0;

et I’équation en 1 devient

(13) (A +1): (A + k)1 =Do.

Remargque. — On trouve une grande analogie entre
les équations réduites (11) du présent numéro et les
formes réduites (20) dun®22; il y a néanmoins pour ces
deux cas une différence essentielle : dans le cas actuel,
les deux surfaces et les deux cones ont une génératrice
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commune, ce qui n’a pas lieu dans 'hypothése examinée
au n° 22. ' '

.

34. Les plans polaires d'un point (x,, yo, 20, o) par
rapport a chacune des surfaces (11), ont respectivement
pour équations A

" } zyx ~+ dtyy + (x, + az,) z +(ct, + dy,)t=o,
(14) | 2oz + kdt,y + (2, + kaz)) z + (ct,+ kdy,) t = o.

De 14 on conclut :

« Les points A et B sont les seuls points ayant méme
» plan polaire par rapport aux deux surfaces, ce sont les
» plans tangents communs en A et B.

» Les plans polaires d’'un point quelconque situé sur
» AB sont distincts, et ils passent tous par AB; ce sont
» des plans tangents.

» Les plans polaires d'un point quelconque situé sur
» AC sont distincts, et passent par BD, et inversement. »

35. Un plan quelconque passant par AB, coupe les
deux surfaces suivant deux droites; AB étant une droite
commune, il reste deux autres droites qui, par leur in-
tersection, décrivent la courbe commune aux deux sur-
faces.

« La courbe d’intersection des deux surfaces se com-
» pose de la génératrice commune AB et d’'une courbe
» rencontrée en trois points par un plan quelconque :
» cette courbe est 1a cubique gauche.

» La cubique gauche passe par A et B; AD et BC sont
» respectivement les tangentes en A et B. » :

En effet, le cone (A) est coupé par le plan DAB, tan-
gent commun en A aux deux surfaces, suivant les deux
droites AB et AD : ce sont les tangentes au point double
de la courbe d’intersection des deux surfaces; or la
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courbe d’intersection se compose de la cubique gauche
et de la corde AB, et elle a effectivement, comme courbe
composée, deux points doubles A et B.

Un plan quelconque passant par la génératrice com-
mune ne rencontre la cubique gauche qu'en un seul
point; la chese est évidente, puisque A et B sont déja
deux points de la cubique.

36. « Un plan quelconque passant par la droite AD
» coupe les deux surfaces suivant des coniques oscula-
» trices, le contact est du second ordre, la tangente
» commune est AD; la méme propriété a lien pour la
» droite BC. »

Si 'on considére, en effet, un plan quelconque pas-
sant par AD, savoir :

(15) y =z,

et si 'on remplace y par «z dans les équations (11), il
vient

6 \ ct*+ az? 4+ 2dazt + 222 =0,

(16) ' ct?+ kaz* + 2dkazt + 22z — 0;

ce sont des cones de méme sommet sur lesquels sc trou-
vent les sections des surfaces (11) par le plan (15). Sil'on
assimile ces équations & celles de deux coniques, on
trouve, pour ’équation en g,

o w1 o
p+1  a(p+ k) da(p+4)|=o0, ou (p+1)=o;
o da(p+ k) clp—+1)

cette équation a ses trois racines égales; d’ailleurs, les
cordes communes correspondant a la racine —1 sont
distinctes; par conséquent, les cones (16) sont oscula-
teurs, et le contact est du second ordre; donc, etc.
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H. Le cone (A) est un cone proprement dit ;
le cone (B) se réduit & deux plans.

37. D’aprés I'analyse du n° 31, on a, dans ce cas, les
deux relations
0 A Ay
(17) An=10, |As(}—X) By + XAy By + XAy |=o.
Aaii—X) By =+ 2A Bu+ A

Le plan tangent en A aux deux surfaces (4), n° 31,
est f,, = o0, ou
Asz+ A t—o0;
ce plan est le méme pour chacune des denx surfaces; pre-
nons-le pour face ABD du tétraédre de référence, «’est-a-
dire supposons A,, = o3 les équations (4), n° 31, des
deux surfaces deviennent alors
' 2A ;372 + Apy?+ 2An 2
(18 + 2A5 )t + Ay 2* + 2A53t + A =0,
18)
— 20 A3 22 — N (Any?—+ 28572 + Ay yt)
\ + By, 22+ 2By, 2t + By =0,

et celles des cones sont

(A (= N) (Any?+ 24502 + 245 ¢)
=+ (Bas + A Ags) 22+ 2 (Byg + A Agy) 2t
(19) « =+ (B + X Ay) 2 =0,
( [B] 2 (X =~ %) Aty 2z + (Byy + A, Ay,) 22
+ 2(Ba 4+ M Ag)at + (B + A Ay) 2= o.

Dans le cas que nous étudions, le sommet du cone (A)
est en A et déterminé ; mais celui du céne (B) est indé-
terminé, et est un quelconque des points de I'intersection
des deux plans qui constitue le systéme (B).
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Le coefficient A,, étant nul, laseconde des relations (17)
devient :

A (Bu+ X Ay)=o,

mais A,; ne peut pas étre nul, autrement les deux sur-
faces (18) seraient des cones; on doit donc avoir

(v°) By + M Ay =0;
les plans (B) ont alors pour équation
2[(Bys + M As) 2+ 2 (By + M Ay) £+ 2 (A — N) Ay x]=o0.

Leur droite d'intersection se trouve dans la face DAB
déja choisie; elle ne peut pas d’ailleurs passer par le
point A, car il faudrait pour cela que A;s fat nul;
nous pouvons donc la choisir pour aréte BD du tétraédre
de référence, et prendre pour face DBC le deuxiéme des
plans (B), ce qui revient & supposer

(2°) By + A Ayy=o0, By + 1 A;=o.

D’aprés cela, les équations (18) des deux surfaces pour-
ront s’écrire

2A,;203 + A):.Yz—f— 2A;3)‘Z -+ 2A;‘_}'l

N —

+ A+ 2452t + A tP=o,
' 2B 2z 4+ Apy?+ 2A5y2 + 2A5 ¢
' + Ay 22+ 2A5 2t + Ay 2= 0;

(20)

celles des plans (B) et du céne (A) sont respectivement

[B] zz=o0,
(21)  [A] A+ Aus+ Ay + 245y
( + 2A5, 5t + 2A; 3t =o.

Jusqu’ici nous n’avons choisi, dans le tétraédre de ré-
férence, que le sommet A, la face BAD, I'aréte BD et le
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plan DBC; le sommet B lui-méme n’est pas déterminé,
c’est un point quelconque de I'aréte BD.
Le plan ABD, ou z = o, coupe les deux surfaces (20)
suivant les deux droitf:s comiunes

Any?+ 2Axyt -+ A l*=o0;

ces deux droites ne peuvent pas coincider, autrement on

aurait
A; §— A, Ay,

et les surfaces ( 20) se réduiraient a des cones ; nous pren-
drons donc ces deux droites pour arétes AB et AD, puis-
qu’elles passent par le sommet A déja choisi, c’est-a-dire
(ue nous supposerons

(3°) An=o0, Ay=o.

Les trois somnmets A, B, D du tétraédre se trouvent
alors déterminés, ainsi que la face DBC. D’ailleurs le
coefficient A,, ne saurait étre nul, car les surfaces (20)'
se réduiraient a des plans ; les équations (20) de ces deux
surfaces pourront donc s’écrire

yt+ayz+ bzt +cz*+ dxz = o,

22
( ) | yt +ayz+ bat+ cz* +d xz=0;

I’équation du cone (A) est alors

(23) (A) yt+ayz+ bzt + ci2—o.

Le cone (A) est coupé par le plan z = o suivant les
deux droites distinctes AB et AD; prenons pour face DAC
le plan tangent a ce cone suivant AD, c’est-a-dire que,
pour y = o, on devra avoir deux droites coincidentes, ce
qui donne b = o; puis prenons pour face BAC le plan
tangent au cone (A) suivant AB, il en résultera a = o.
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Les équations des deux surfaces se raménent donc a
la forme définitive
[8] rt+ cz*+ daz=o,
[T] rt+cz?+daz=o,

' (24) ou
7t + t(cz +dr) =o,
\ )'t+z(cz+d,x):0;

et I’équation du cone (A) est

(25) (A) yt+cz*=o.

38. Les deux surfaces (S) et (T) ont en commun deux
droites, savoir :

z=o0, y=o0, ou AD,

z2==0, t=—=o0, ou AB;

ces deux droites se coupent au point de contact des deux
surfaces, et sont situées dans le plan ABD, ou z = o, du
systéme (B),

Le second plan CBD du systéme (B) coupe les deux sur-
faces suivant la conique

yt+cz*=—o,

tangente aux deux droites CB et DC, la corde des contacts
est la droite DB.

Ainsi : « Lorsque Féquation en A a deux racines dou-
» bles, que I'un des cones (A) est un cone proprement
» dit, et que l'autre (B) est un systéme de deux plans,
» les deux surfaces se coupent suivant deux courbes
» planes, et se touchent en trois points sans étre circon-
» crites I'une a I'autre. Le premier point de contact est
» le sommet A du céne proprement dit; le plan tangent
» commun coupe les deux surfaces suivant les deux
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mémes droites AB et AD : c’est la premidre courbe
plane commune; le plan tangent commun est un des
plans du systéme (B). k

» L’autre courbe plane commune est une conique pro-
prement dite, sitaée dans le second plan du systéme (B)
et sur le edne (A); elle est tangente, en B et D on elle
rencontre I'intersection des deux plans (B), aux droites
intersections de son plan avec les plans tangents au
cobne (A) suivant les génératrices AB et AD de ce cone
situées dans le plan tangent commun en A aux deux
surfaces. Les plans ADC et ABC touchent les deux sur-
faces en D et B. Ainsi les deux surfaces se touchent
aux trois points A, B, D. »

La réciproque est vraie; on la démontre en choisissant

le méme tétraédre de référence que ci-dessus, et en écri-

vant que les deux surfaces satisfont aux conditions impo-
sées.

39. Les plans polaires d’un point (xo, y,, 20, t,) par

rapport aux deux surfaces (24), ont pour équations

(26)

( dzox + toy + (dxo + 2¢2,) 2+ yot =0,
diz,x 4+ ty + (dixo+ 2¢3)z+ y,t =o.

On constate aisément les propriétés qui suivent :

« Tous les points de I'intersection BD des deux plans
du systéme (B) ont méme plan polaire par rapport aux
deux surfaces, et ces plans passent par la droite AC,
intersection des plans tangents au coéne (A) sunivant
les droites AB et AD communes aux deux surfaces.

» Le sommet A a méme plan polaire par rapport aux
deux surfaces : ce plan polaire est le plan tangent com-
mun. Ce sont les seuls points qui aient méme plan po-
laire par rapport aux deux surfaces. »
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On verra encore que :
« Les poles des plans passant par BD sont distincts par
» rapport i chacune des surfaces, et se meuvent sur AC,
» et inversement. »

III. Les deux cones (A) et (B) se réduisent
& un systéme de deux plans.

40. Je prendrai d’abord deux de ces plans pour faces
ABC eL ABD du tétraédre de référence; les équations des
deux surfaces sont de la forme

A2+ Apy?+ A2+ A’ + 2A,, 2y
+2A22+2A,xt+2A, 72 +2A5 8 +2A 3t —o0,

Ay + Apy 4+ Ap 2+ A £+ 2A,zy
+2A.3xz+2A“xt+ 2A5 52+ 245yt + 2By 3t —o;

(27)

I'équation en A posséde alors une racine double, et 1'é-
quation du céne, correspondant 4 Pautre racine 1,, est

s An® + Ay i+ Ap2?+Aut* 4+ 2A2y 4+ 2A, 22
B+ Ay
—_— =
A

(28)
' + 2A Xt 4+ 2Anyz+ 2A, ¥l + 2

Cette équation doit représenter deux plans; or aucun
de ces plans ne peut se confondre avec un des premiers
car si I'un des plans (28) coincidait avec le plan ABD
par exemple, on verrait, en prenant 'autre pour face ADC
(ce qui serait alors permis}, que les deux surfaces se ré-
duisent a des plans. On peut donc choisir les plans re-
présentés par I'équation (28) pour face CDA et CDB du
tétraédre de référence; I'équation (28) devant se réduire
A xy = o, on aura

A,=0, Ap—o0, Aj;—o0, Ay=o0, A,—o0,
A,=o0, Apy=—o0, Ay—=o0, By +2A,—o0.
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Les équations des deux surfaces se raménent alors &
la forme définitive

(8) xy +azt —=o,
(29)

(T) =xy +ast=o.

Le tétraédre de référence est maintenant parfaitement
déterminé; on voit que les deux surfaces ont en commun
les quatre droites

AD, DB, BC, CA.

« Ainsi : lorsque I'équation en 1 a deux racines égales,
» et que les cones correspondants se réduisent a deux
» systémes de plans, les deux surfaces se coupent suivant
» quatre droites, c’est-a-dire sont circonscrites an qua-
» drilatére gauche formé par les intersections des sys-
» témes de plans entre eux, abstraction faite des arétes
» de chaque systéme.

» Les deux surfaces se touchent aux quatre points A,
» B, C, Dj etles plans tangents communs en ces points
» sont respectivement

CAD, CBD, ACB, ADB.

4. Les équations des plans polaires d’'un point
(%9 Yoy Zoy to) sont

LYy + YZo + a (2t + 3,2) = 0,
XYy =+ yx, + a,(2t, 4+ 2,t) = o.

(30)

On constate alors que :

« Tous les points de I'aréte AB, intersection des deux

» premiers plans, ont méme plan polaire par rapport

» aux deux surfaces; ces plans passent par I'aréte CD,
Ann. de Mathémat., 22 sévie, t. VIII. (Avril 1869.) 11
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intersection des deux autres plans. Tous les points de
» I'aréte CD ont méme plan polaire, et ces plans passent
» par Paréte AB.
» Tout plan passant par AB coupe les deux surfaces
» suivant des coniques doublement tangentes; il en est
» de méme pour les plans passant par CD. »

(La suite prochainement.)

SUR LA DOUBLE GENERATION DES EPICYCLOIDES PLANES;

Par M. FOURET,

Lieutenant du Génie.

Le fait de la double génération des épicycloides planes
au moyen d'un cercle roulant sur un autre a été décou-
vert par Euler pour le cas des épicycloides ordinaires; on
en trouve une démonstration trés-simple dans le 7raité
de Calcul infinitésimal de M. Duhamel, 1™ édit., v. I°",
p- 188.Je me propose de faire voir ici que la méme pro-
priété appartient aux épicycloides quelconques (allon-
gées ou raccourcies). Dans une Note présentée a la
Société Philomathique (*), j’ai déja donné ce résultat
comme conséquence d’autres propositions également nou-
velles.

En voici une démonstration directe qui ne suppose de
connu sur les épicycloides que la définition qu'on en
donne ordinairement.

La démonstration s’appliquant également au cas de

(*) Voir dans Vlnstitut 'extrait du procés-verbal de la séance du
17 mai 1868.



(163 )
Ihypocycloide (fig. 1), et an cas de I'épicycloide propre-
ment dite ( fig. 2), nous ne ferons qu'un seul raisonne-
ment applicable aux deux figures.

Fig. 1. (Hypocycloide. )

Soit M un point lié invariablement 2 une circonférence
dont le centre est en A et engendrant une épicycloide,
Ir.
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tandis que cette circonférence roule intérieurement ou
extérieurement sur une circonférence fixe dont le centre
esten O. Menons par le point O une paralléle 4 la droite
AM dans sa position actuelle, et prenons les points B’
et A’ ou cette paralléle rencontre, d'une part, la droite qui
joint le point M au point B de contact des deux circonfé-
rences, de 'autre la paralléle 4 OB menée par le point M.
Décrivons deux nouvelles circonférences tangentes en B’
etayantpour centres, I'une le point O, I'autre le point A’.
Si nous faisons rouler le cercle A’ sur le nouveau cercleO,
le point M entrainé par le cercle mobile engendrera la
méme épicycloide qu’il décrivait primitivement, pourvu
que les points de contact des cercles mobiles avec les
cercles fixes se déplacent dans le méme sens que précé-
demment ou en sens contraires, suivant qu’il s'agit d'une
épicycloide ( fig. 2) ou d’un hypocycloide ( fig. 1}, p. 163.

Pour le démontrer, soient N le point de rencontre de
AM avec la circonférence (A), et I le point de la circon-
férence fizxe correspondante avec lequel le point N est
venu en coincidence. On a

BI — BN.

Soit N’ le point de rencontre de A’M avec la circonfé-
rence (A’); je dis que le point de la circonférence fixe
correspondante avec lequel N’ est venu en coincidence est
le point I’ situé sur la droite OI, c’est- a-dire que

B'I'=BN.

Désignons, pour abréger, AM par a, A’'M par a,, les
rayons des deux cercles générateurs primitifs par Ret R/,
et les rayons des deux nouveaux par R, et R'. Puisque
BI = BN par hypothése, on a

AN A\
fOB <R = MAB < R/,



ou bien
P
10B . R’
TR
MAB
d'ou
PN N
MAB =10B _ B¢R' N
PN - R’ ( )‘
MAB

Cette derniére proportion a cause de OA = A’M donne
identiquement la suivaunte

N
I'OB A'M__A'B
—~.~ 0B OB’

MA’B’
¢'est-a-dire
N ,
OB R,
"R,
MA'B’ R,
d’ou
PR ) N ,
TOB' > R= MA'B' <R,
ou bien

B'l' =B'N'.

On voit, d’aprés cela, que si nous faisons rouler les cir-
conférences mobiles sur les circonférences fixes dans le
sens que nous avons indiqué ci-dessus, les points N et N’
viendront coincider respectivement avec les points I etI’,
et le point M, qu’il soit entrainé par I'une ou I'autre des
deux circonférences mobiles, se trouvera toujours a ce
moment sur la droite OII'. 11 nous reste a faire voir qu’il
occupera dans les deux cas la méme position sur cette
droite, c'est-a-dire que

MN EMN=1I".

(*) Toutes les fois que nous mettrons le double signe devant un terme,
le signe supérieur se rapportera a la fig. 1 et inférieur a la fig. 2.
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Eu effet, on voit facilement sur les fig. 1 et 2, p. 163,
que
MN — =+ (R’ —a),
MN' = == (a, — R',),
d’ou
MN' &= MN = = (a, — R',) + (R’ — ),
ou a cause de
a = O0A’= =*=(R,—R'),
a,—=0A =R=xR/,
MN'iMN::‘L‘_(R—R,):H'.

Ce qu’il s’agissait de démontrer.

Remarques. — 1° On peut facilement trouver lex-
pression de a,, R, et R, en fonction de a, R et R’. Nous
venons de trouver

(1) a, =RR.

Les triangles semblables BAM', BOB’ donnent la pro-
portion

R, R

a R’
d’ou
(2) Ri=ar

R _a
@ R’
d’on, a cause de (1),
, R-pR’
(3) Ry =a—p—

Les formules (2) et (3) donnent pour le cas particulier
des épicycloides ordinaires les résultats que I’on connait.
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En y faisant e = R’, on obtient

R, =R,

R,=R R,
et, par suite, (1) donne

a, :R’.-

2° Nous avons vu que lorsque le point M décrit I'épi-
cycloide, on peut le supposer entrainé par ’'une ou 'autre
des circonférences (A), (A’) roulant simultanément sur
la circonférence fixe correspondante; il est facile de
trouver le rapport des vitesses angulaires des centres A
ct AL En eflet,

TN
I0B  arclB

ioB) arclB,

or

arciB, __R
arcl'B’ — R,
donc
P
I0OB  arcIB R, R’ R, a R’
6_—\‘.&_ arcl'B R R, R R — a

Tel est le rapport des vitesses angulaires des centres
des deux circonférences (A) et (A').

Dans le cas des épicycloides ordinaires, ce rapport est
égal au rapport des rayons des deux circonlérences mo-
biles, puisque a =R’ eta, =R’.

3° Nous avons laissé de co1é le cas ou la circonférence
mobile renferme i son intérieur la circonférence fixe sur
laquelle elle roule ; mais la démonstration que nous avons
faite appliquée 4 la fig. 2, nous montre que réciproque-
ment si (A') éait le cercle roulant primitivement sur le
cercle (O) renfermé dans son intéricur, 1'épicycloide
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engendrée par le point M lié 4 ce cercle pourrait étre en-
gendrée au moyen du cercle extérieur (A) roulant sur un
cercle fixe concentrique au premier, les rayons des nou-
veaux cercles se déduisant des formules (1), (2), (3), et
les centres des circonférences mobiles tournant dans le
méme sens.

Nous pouvons maintenant conclure de ce qui précéde

que : '

Toute épicycloide (ordinaire, allongée ou raccourcie)
peut étre engendrée par le roulement de deux cercles
de rayons différents sur deux autres cercles également
différents, mais concentriques. Les rayons des nouveaux
cercles se déduisent de ceux des anciens au moyen des
SJormules (1), (2), (3); et les points de contact des
cercles mobiles avec les cercles fixes qui leur correspon-
dent se déplacent dans le méme sens ou en sens con-
traires, suivant que l'épicycloide engendrée est exte-
rieure ou intérieure.

Remarque. — La premiére partie de la Question 437
est une conséquence immédiate du théoréme que nous
venons de démontrer. Foir une solution de cette Ques-
tion, Nouvelles Annales, 2¢ série, t. VII, p. 37.

SUR LES COMBINAISONS COMPLETES ;
Par M. A.-G. MELON,

* Professeur.

Nombre des combinaisons complétes
de m lettres n a n.

Appelons a, b, ¢, d,. .., 1, les m lettres données. Pre-
nons pour auxiliaires un certain nombre de lettres grec-



(169 )

ques a, f3, ¥,- « -, auxquelles nous attribuerons succes-
sivement des valeurs convenables et arbitraires. On
combinera n a n, i la maniére ordinaire, toutes les
letires données et auxiliaires, et on ne considérera que
les groupes ou il entrera au moins une lettre francaise.
On voit par la qu’il suffira que le nombre des letires
grecques considérées soit égal a (n —1).

En combinant les (m + n — 1) letires n a n, a la ma-
niére ordinaire, on obtient les expressions :

My Gy ZMyQp_ay EM Gnp_zy. ..y ZMpo &, Iy,

Dans chaque terme contenu dans m, «,_,, il entre
1 lettre francaise et (7 — 1) grecques,

Dans chaque terme contenu dans =m,«,_,, il entre
2 lettres francaises et (n — 2) grecques,

Dans chaque terme contenu dans Xmja,_s, il entre
3 lettres francaises et (m — 3 ) grecques,

Dans chaque terme contenu dans 2m,_, a,, il entre
(7 — 1) lettres francaises et 1 grecque,

Zm, contient seulement des lettres francaises, et exprime
I’ensemble des combinaisons ordinaires  a n des m lettres
données.

Par des valeurs convenables données aux lettres grec-
ques, nous allons successivement obtenir les combinai-
sons complétes cherchées ou il n’entre d’abord qu’une
lettre, puis deux lettres, puistrois,. . ..

Dans Zm, «, , rendons toutes les lettres grecques
égales a la lettre frangaise; nous obtenons Za" qui ren-
ferme m termes.

Dans £m, «,_, rendons égales ala premiére lettre fran-
caise successivement (n—2), (n—3), (n—4),..., o des
lettres grecques, tandis que nous égalerons a la deuxiéme
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lettre frangaise restante chacune des letires grecques res-
tantes. Nous obtenons

Sa*'b, Ta" b, Ta™tbd, ..., abr.

Le nombre des termes pour chaque groupe de deux
lettres francaises est égal au nombre des combinaisons
ordinaires (n — 2) & (n — 2) des (r — 1) lettres grecques.
Ce nombre est donc (n —1). Or le nombre des groupes
ou deux lettres francaises se joignent aux groupes de
(n — 2) lettres grecques, égale le nombre des combinai-

. . 4. m(m—1)
sons ordinaires de m lettres 2 a 2, c’est-a-dire ——(——2—— .
. I.
Le nombre total des combinaisons complétes on il n’entre
que deux lettres sera donc
m(m—1 .
-(____) (,3 — 1).
1.2

On obtient ainsi toutes les combinaisons complétes
renfermant deux lettres; car de (a"~'b) a (ad"~?), il y a
{n —1) groupes et pas d’autres; et comme ces groupes se
répétent en méme nombre pour chaque combinaison de

m lettres 2 4 2, nous aurons bien pour le nombre total
mim—1
—(—-1—2—) (n —1), et n’en aurons pas d’autres.

Nous obtiendrons d’'une maniére analogue toutes les
combinaisons complétes ou entrent trois lettres. Si dans
Zmge,_3, nous prenons un terme (abe.a,_s), on voit,
comme plus haut, que le nombre des combinaisons com-
plétes que fournit ce terme, égale le nombre des combi-
naisons ordinaires des {2 — 1) lettres grecques (n — 3) a
(n —1){r—2)

(n—13). Ce nombre est -

- Comme il se

m(m—1)(m— 2
1.2.3

) . .
trouve - groupes detrois lettres frangaises
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(tels que abc), on aura, pour le nombre des combinaisons
complétes ou entrent trois lettres, I'expression

m(m—1)(m—2) (n=1)(r—2)
1.2.3 1.2

Pareillement, le nombre des combinaisons complétes qui
contiennent quatre lettres sera égal a

m(m—1t)(m— 2)(m— 3) (n——t)(n—z)(n—3).
1.2.3.4 1.2.3 -

Pour avoir le nombre total des combinaisons complétes
de m lettres n a 1, on a donc a faire la somme

m(m—1)
m T
+m(m—l)(m~2) (r—1)(n—2)
1.2.3 1.2
+ m(m—i)(m—2)(m—3) (n—1)(n—2)(n—3)
1.2.3.4 1.2.3

m(m—1u)...(m—n-+4 2)
1.2.3...{(n—1)

(n—1)

m(m—1)...(m—nr-+1)

+
1.2.3...n

Considérons les deux développements

‘ (¢ +1)" =2 + ma"— + mim—1)

3 xm—?
o )
mi{m —1 nm —2
( 1.2.3 )'ﬂ‘_a_*_""
‘(:-H)n—': — 4+ (n—1) :_2
(2) | x x x
( +(n—l)(n——2) '
1.2 xh3



(172)
Multiplions membre 4 membre, nous aurons

e ()

= un ensemble de termes de divers degrés -+ une somme
de termes du degré (m — n) en x. '

Cette derniére contient précisément les coefficients
que nous voulons sommer. On s’en assure dans les déve-
loppements (1) et (2), en multipliant entre eux les termes
qui se correspondent verticalement. Dans la valeur du

n—1
produit (x+1)"‘<£+1) - » nous allons chercher le

terme de degré (m— n). Son coefficient exprimera la
somme cherchée. On a

(1. —+ l)m-'—ll—l

it

(x + )" (% +1>n—I =

(J: -+ |)m+n——|
= nous aurons pour ]e erme

Développons

"

général

(m+n—1)(m+n—2)...(m4+n—1—p) grrr=—p+1)
1.2.3...(p+1) z"t

]
ou

(m+n—1)(m+n—2)...(m+n—1—0p)

‘l‘m—ll—-l.
1.2...(p—+1)

Disposons de p de fagon que 'exposant de x soit égal a
(m — n). Pour cela posons

m—p—i=m-—n;
on tire
p=n—1;
le coeflicient devient
(m—+n—a)(m—4n—2)...m
1.2.3...n

.
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Le nombre des combinaisons complétes de m lettres na n
est donc égal a celui des combinaisons ordinaires de
(m~+n —1) lettres n a n.

SOLUTIONS DES QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 903

(voir 2° série, t. VII, p. 45);
Par M. Hexrr LEZ
rr M. DUGRAIS,

Eléve a ’école de Sainte-Barbé.

8i par le milieu de chaque aréte d'un tétraédre on
Jait passer un plan perpendiculaire & 'aréte opposée,
les six plans ainsi obtenus passent par un méme point.

(M.)

Soit le tétraédre ABCD (*). Soient H, K, L les mi-
lieux des arétes AB, AC, AD; les plans menés par les
milieux de ces arétes perpendiculairement aux arétes
opposées CD, BD, BC se coupent suivant une méme
droite o, perpendiculaire a la face BCD : en effet, ces
plans ont pour traces, sur le triangle HKL, les hauteurs
de ce triangle, qui concourent en un méme point.

Pour la méme raison, les plans menés par les milieux
des arétes BA, BC, BD se coupent suivant une méme
droite 3, perpendiculaire a la face ACD. Cette droite 3
rencontre la perpendiculaire o qui se trouve dans le
méme plan mené par le milieu de AB.

(*) Le lecteur est pri¢ de faire la figure.
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Enfin lintersection des plans qui passent par le mi-
lieu des arétes CA, CB, CD est une perpendiculaire y
4 la face ABD, et cette droite appartient aussi aux plans
qui contiennent x et f3.

Ces trois perpendiculaires, qui ne sont pas dans le
méme plan, concourent donc au méme point commun
aux six plans en question.

Note. — M. Coquet, maitre répétiteur au lycée de Bordeaux, et M. Figa
Bartolomeo ont résolu la méme question.

Question 908

(voir 2° série, t. VIII, p. 47);

Par M. FIGA BARTOLOMEO,

de Turin.

Soit un quadrilatére inscriptible ABCD. Si je consi-
dére un triangle formé par trois sommets de ce quadri-
latére, les pieds des perpendiculaires abaissées du qua-
trieme sommet sur les cotés du triangle considéré sont
sur une ligne droite xy.

Cela posé, démontrer :

1° Que les quatre droites xy, que Uon peut construire
en groupant trois a trois les quatre sommets A, B,C, D,
se coupent en un méme point O;

2° Que ce point est un point commun aux quatre
cercles des neuf points des quatre triangles, et que, par
suite, si un sommet se meut sur la circonférence circon-.
scrite au triangle formé par les trois autres, le lieu du
point C sera le cercle des neuf points de ce triangle.

(E. Lemoine.)

Soient A, B, C, D quatre points d’une circonférence,
que 'on cherche les pieds des hauteurs des quatre trian-
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gles auxquels ils donnent lieu, on obtiendra ainsi douze
points -
2y B, 7 3 5 G P«, Y1s ‘?r; X2y ﬁz’ Y2 0s.

11 est évident que les points «, ,, as, {3, By, s,. .. sont
sur une droite. Les deux droites y3, AB sont paralléles,
parce que le quadrilatére DCyd étant inscriptible, on a

Dyd =—180° — DC& = 180°— DAB.

\\W—// -

Les angles 00, B, 77, A sont égaux, puisque les deux qua-
drilatéres AD 9, d,, BCy, 7, sont inscriptibles, et I'on a

(1) : 3,8, D=0, AD=9,BC=1,7.C.
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Le trapéze ydy, 0, est donc isocéle; le point O d'inter-
section des droites yy,, 9, sera un point de I’axe radical
des deux cercles qui ont pour diamétres AC, DB. 1l sera
facile de voir par analogie que le trapéze 373, 7, est iso-
céle : le point de concours des deux diagonales (3f3,, 77,
est sur I'axe radical des deux mémes cercles de dia-
métres AC, DB. On voit donc que la droite 33, passe
par O. On doit dire de méme de la droite aa,.

On voit par I'égalité (1) que I’angle DJ, O, et par con-
séquent I'angle des deux droites y7,, 00, ne dépend que
de I'angle DBC. Il en résulte que si le point A se meut
sur le cercle ABCD. les points B, C, D restant fixes,
'angle des deux droites 7y,, 90, ne varie pas, et son som-
met O décrit la circonférence 7, 00. On voit de méme
que, dans ce mouvement du point A, le point O doit
décrire la circonférence 35y, O. Le point O se trouve
donc sur la circonférence 5, 7, 0.

On peut démontrer aussi la méme chose comme il
suit :

Le quadrilatére BC 3, y, étant inscriptible, on a

CB.y. = CBD,
et a cause de I'égalité (1)
CByi =7 7:C.
On voit de méme que
98, D = Dd,d,;
et en ajoutant ces deux derniéres égalités, on aura
3B, = 7,7:C 4 D8, 8 = 8 0723

donc, etc.
On déduit de ce qui précéde :
1° Que les douze points @, $, 7, 9, a4, Biy 715- -
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peuvent étre rangés en quatre groupes de trois chacun,
de maniére que les points de chaque groupe soient sur
unc droite; les quatre droites ainsi obtenues ont la méme
longueur et passent par un méme point O

2° Que ces mémes points peuvent étre rangés en
quatre groupes de trois, de maniére que les quatre
cercles qui passent respectivement par les trois points de
chaque groupe passent par le méme point O;

3° Que ces mémes points peuvent étre arrangés en
trois groupes de quatre pomts (2 B> 75 35 @15 Bay 715 915
&3, B2y 72, 02), de maniére que les quatre points d’'un
groupe se trouvent sur une méme circonférence; les trois
cercles ainsi obtenus sont concentriques en O, et chaque
groupe forme un quadrilatére semblable an primi-
tif ABCD; ‘

4° Que le point O est le point de concours des trois
axes radicaux des trois couples de cercles qui ont pour
diamétres les cotés opposés et les diagonales du quadri-
latére ABCD;

5° Que trois droites comme af3, a; 3y, sy ay, , 71
@372, -+, sont paralléles.

Note du Rédacteur. — M. Jansen, éléve du lycée de
Douai, nous a envoyé une solution algébrique de la méme
question, et M. Morel une solution géométrique aussi
simple que la précédente.

Voici, en résumé, la solution géométrique de M. Kie-
pert, étudiant en mathématiques, & Berlin :

Dans l‘e quadrilatére inscriptible ABCD, abaissons
des points C et D les perpendiculaires Cy,, D, sur AB
qui rencontrent la circonférence aux points E et F.
Soient d et ¢ les points de rencontre des hauteurs dans
les triangles ACB et ABD.

Ann, de Math(‘mat:, 2¢ série, t. VIIL (Avril 1869g.) 12
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On sait que
1 E=1.d, .
6, F = d.c;

il résulte de 12 que CDcd est un parallélogramme. Les
diagonales ¢C, 4D se rencontrent en K, et I'on a

dK = KD,
¢K =KC.

Mais toutes les droites qui joignent 4 et un point quel-
conque de la circonférence ont leurs milieux sur la cir-
conférence des neuf points relative au triangle ABC.
De méme le cercle des neuf points du triangle ABD
passe par le milieu de Ce, c¢’est-a-dire par le point K.
Comme le triangle 73K d, est isocéle, la droite qui
passe par les pieds des perpendiculaires menéesdu point D
aux cotés du triangle ABC est la droite d, K, et la droite
qui passe par les pieds des perpendiculaires menées du
point C aux c6tés du triangle ABD est la droite y, K.
. On voit par la que le point K se confond avec le point O
de la figure précédente.

Question 911

(voir 2° série, t. VIII, p. 47);

Pan M. V. HIOUX,

Surveillant général au lycée Saint-Louis (Ecole préparatoire).

Enonce. — Si deux coniques de forme invariable se
déplacent de maniére que leurs quatre axes restent res-
pectivement tangents & quatre cercles, et de maniére
que les points d’intersection des deux coniques soient
sur un cercle, quel est le lieu des centres de ce cercle?

(Darsoux.)
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1. Désignons par R, R/, R, R” les. rayous des quatre
cercles, par C («, 6)7 C'(a', B'), Cll(al/’ ﬁ”), Clll(alll’ ﬁ'”)
leurs centres, et considérons deux axes rectangulaires
quelconques dans le plan des quatre cercles.

Soient maintenant

B=y—mzr—p=o0, A=my+x—mg=—o
les équations des axes de la conique E (axes a, b), avec
les conditions
mpB + o' + R V14 m?
= b
m

p=B8—ma-+ Ryi+ m?, q
qui expriment que ces axes sont langents aux cercles R
et R'. :

Si M(x, y) est un point de la conique E; si MP et MQ
sont les distances de ce point aux axes a et b, on a

—_—2 —_—2
a*MQ + 6’MP — a?b2.

Ainsi, 'équation de la conique E est
(E) a’B* + b*Ar=a?b? (14 m?).
Puisque les quatre points communs aux deux coniques
doivent étre sur une méme circonférence, les axes de la

seconde sont respectivement perpendiculaires a ceux de
la premiére, et leurs équations sont par suite

B=my+xz—mp'=0, Al=y—mxr—q =o,
avec les conditions

,_ mB" +a" + R i+ m?
== -

m

P g'=p" — ma" +~R" 1+ m?.

Ainsi 'équation de la conique E! (axes a’, &) est
(E") a?B'* + 6P A" = a8 (1 + m?).

Multiplions cette équation par A, ajoutons-la 4 'équa-
12.
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tion E, et nous obtenons

() (@B 2a"B?+ BAT+AbA" + H=0;
cette équation représente un cercle si 'on fait
A= —-————’fz— b = i2-
a't — blz clz

En effet, le coefficient du terme en xy s’annule; la dif-
férence des coeficients des termes en x* et y* est
m*(} (@ — b"%) — (a*— b*)] + [(a®— b*) — N (a'?— &%) ];
cette différence s’annule, quel que soit m?, pour la valeur
précédente de A.
Les équations qui déterminent le centre M se mettent
facilement sous la forme
(aa — 010%) (1 + )y .
— ' (a*p +~mrbrq) — c*(m'a"*p’ + ¢’ ) = o,
[ (a0 1+ )
|+ ¢*(ma*p — mb*q) — ¢*{ma'*p! — mbq’) = o.

(x)

(2)

La premiére, multipliée par m et ajoutée a la seconde,
donne, aprés la suppression du facteur (1 + m?) commun
a tous les termes

(3) (@ — 0:6) (my + ) — " bmg — a'tmp’ = .

On obtient de méme, en multipliant la seconde par m
et la retranchant ensuite de la premiére,

(4) (@*d*—8*b"*)(y — mz) — '?a*p — 2b'?q' = o.
Remplacons maintenant p, ¢, p’, ¢’ par leurs valeurs;
désignons par
cr: b:al + c’a”a” ("2 bg ﬁ, + cgalzﬁll
Flo=Zo—pen’ 7T Ga—ppn )

F (z, __*ata + cb'ra" , @ p+ c’b”[ﬂ”’)
= ’

Tatd'*— brb" (AR Py T
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deux points fixes du plan, et nous pourrons mettre les
équations (3) et (4) sous la forme

. —— ?B*R' + c*a’*R”
6) m(y—r)+(z—2)=vi+m ————mm—>

, , - c""a®R + 2 b"?R”
(7) (y—y,)—-—m(z—x,):\/x+m’m~

Le premier membre de I’équation (6), divisé par
Vi-+m?, exprime la distance du point M(x, y) a la
droite

(D) m(y—y.)+ 2 —x =0
cette distance est constante et égale a

'R’ + cta?R” R
ata'*— bhr "

De méme le premier membre de I’équation (7), divisé
par \/1+ m?, exprime la distance du méme point M (x, y)
a la droite

(D) y—y —m(z—a)=o;
cette distance est aussi constante et égale &

C!zazR + Czbl:Rlll

14
ata'? — bb"? —Rl'

La droite D passe par le point F et la droite D’ par le
point F'; elles sont d’ailleurs perpendiculaires I'une a
Pautre. .

Donc, si des points F et F' comme centres, on décrit
deux cercles de rayons Ry, R',, le point M est le sommet
d’un angle droit circonscrit a ces deux cercles.

Ainsi, le lieu du point M est un limagon de Pascal. Le
cercle directeur est le cercle qui a pour diamétre FF/;

le paramétre / est égal a (R? + R’ 2.
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- Pour obtenir le pole, divisons membre 4 membre les
équations (6) et (7), nous obtenons

m(y —y)+(r—ax) R
(8) (f—fll)—m(x—xl)-—Rl

1
Soit B le point de concours des droites D et D’; I'équa-

tion (8) représente la droite BM. Cette équation (8) peut
s'écrire

m{R(r —y)+Ri(z—2\ )] —[R(r—r\) =R\ (z—=z)]=0.

Ainsi la droite BM passe par un point fixe A, commun
aux deux droites

Ry —y)+R(x—2)=0,
R'(j_f'|)_Rll(‘”"'~"7|):0.

Menons par les points F et F’ des paralléles aux axes
coordonnés, nous formons un rectangle FF, F'F' inscrit
dans le cercle I'F’. Les deux droites en question passent,
la premiére au point F, (&, y,), la seconde au point
F (x4,y"). De plus, ces deux droites se coupent a angle
droit, et, par suite, le point A appartient 4 la circonfé-
rence FF', Ce point A est le pole du limacon lieu du
point M.

1. Discussion. — Pour rendre la discussion plus com-
mode, nous ferons la remargue suivante.

Considérons deux cercles O et O’ de rayons R et R/, et
un rectangle MM, M’M’ dont les cotés sont deux 4 deux
tangents a ces cercles. Soit B le centre du rectangle; ce
point appartient i la circonférence de diaméire OO'. Les
diagonales MM’ et M, M, du rectangle passent par deux
points fixes A et A’ de cette circonférence, puisque dans
toutes les positions du rectangle 'angle OBM’ est con-
stant, ainsi que I'angle OBM',. Les sommets M et M’ dé-
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crivent un limagon L de pole A, et les sommets M, et
M’, décrivent un limagon L' de pole A’. Ces deux lima-
cons ont méme paramétre !=\/R!+ R*. Comme les
droites BA, BA’ sont conjuguées harmoniques relative-
ment aux droites BO et BO’, nous les appellerons lima-
cons conjugués.

On passe de 'un & I'autre par le changement de R en
—RoudeR’ en —R'.

Cela posé, admettons que les coniques E et E’ soient
deux ellipses ayant leurs axes de méme nom respective-
ment perpendiculaires, et supposons a > b, a'>b'.

Dans ce cas on ne peut pas avoir

aa’* — b*b'*=o;

par conséquent, le probléme a toujours une solution.

Si dans I'équation (8) nous changeons R, en —R,,
nous aurons I’équation d’unedroite BA/, conjuguée de BA
par rapport 4 BF et BF'. Les droites BA; BA’ sont les
diagonales d'un rectangle MM, M’'M’, dont deux cotés
sont tangents au cercle F et deux autres au cercle F'. Les
points M et M/ appartiennent 4 un limagon L, de pole A
et les sommets M,;, M’ 4 un limagon L/, de péle A’, con-
jugué du précédent.

Le lieu demandé est I'un ou P'autre de ces deux lima-
cons. Remarquons maintenant que le centre O de la co-
nique E décrit un limacon L, ou son conjugué L', rela-
tivement aux deux cercles R et R’; de méme le centre O’
de la conique E’ décrit un limagon L” ou son conjugué L”
relativement aux cercles R” et R”.

Soient L et L” les lieux des points O et O’ lorsque I'on
donne aux quatre rayons le méme signe, par exemple le
signe +. Dans ce cas, le point M décrira le limagon L,
de pole A.

Changeons R’ en — R’et R" en — R”, les centres Q
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et O’ décrivent les limacons L’ et L” conjugués respec-
tivement de L et L”. Mais on a changé par le fait R, en
—R,, donc.le point M, venu en M,, décrit le lima-
con L', de pole A’, conjugué de L,.

On trouve pour les coordonnées du point A

Y — R’|zy‘+R3y’l +R|R’| (‘x’l _‘tl),
T R! +R?

X, = P"lz""'| -+ fo: - RIR’: (.7,1 —'.yl).
' RI+R?

Les coordonnées X', Y, du point A’ s’en déduisent par
le changement de R, en — R, ; de sorte que l'on a
Y —Y, r—x,

= —
X, — x’| g ~_.y'l
ce qui prouve que la corde AA’ est perpendiculaire au
diamétre FF'. Ainsi, les limacons conjugués L, et L|
sont symétriques par rapportau diamétre FF’.
Supposons maintenant gue les axes de méme nom des

deux ellipses soient respectivement paralléles, I'expres-
sion a*a’? — b*b’? deviendra

a?b'r — bra'?,

par le changement de a'? en 6’2, et réciproquement.
De sorte que, si les deux ellipses ne sont pas sembla-
bles, le probléme a encore une solution. Mais si I'on a

ara’t — b*b'"* — o,
d'ou
a b

— == 559
a’ b’

la circonférence de centre M devient une droite; le
centre M est rejeté a infini, et il n’y a plus de lieu,



Si I'on fait
on a aussi

et, par suite,
I=\R*+R*=o.

Mais les valeurs de x,, y,, *',, y', ne sont pas altérées,
puisqu’elles ne dépendent que des ceordonnées des
points C, C’, C”, C”. Le rectangle MM, M'M, de di-
mensions 2R, et 2R, se réduit a son centre B. Dans ce
cas, le lieu est la circonférence qui a pour diamétre FF'.
Pour R, = o, ce qui exige R"”=R" =0, 0on a
Y=y, Xi=x;
le point A et le point A’ se confondent avec le point F, le
lieudevient un limacon de péle F et de paramétre =R/,
De méme pour R, = o, on a un limacon de péle F’ et
de paramétre I = R,.
Remplagons I'ellipse E’ par une hyperbole; il suffit de
changer 4’* en — b2, Les points F et F’ se déplacent,
mais on a constamment

azali — bnb'2> 0;
ainsi le probléme a toujours une solution.
Enfin, on pourrait considérer deux hyperboles, et 'on
verrait comme Précédemment que si I'on n’a pas
a*a'* — b1b'* — o,

le lien du point M est un limacon lorsque I'on n’a pas
a la fois R, = o, R, = o3 et dans cette double hypothése
le lieu est la circonférence de diameétre FF'.

1. Cas particulier. — 1l reste 4 examiner le cas ou
les coniques sont deux paraboles; les quatre axes se ré-
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duisent a deux, et, par conséquent, au lieu de quatre
cercles nous en prendrons deux, R’ et R”. Dans le numéro
de janvier 1869, p. 32, on a envisagé le cas de deux para-
boles tournant autour de leurs sommets supposés fixes.
Si I'on considére deux points fixes comme deux cercles de
rayons nuls, le probléme que nous nous posons en ce
momentest une généralisation de celui dont nous parlons.

Soient 8' (', y'), 8" (x", ") les sommets des deux pa-
raboles en question, de paramétres p’ et p”. Leurs quatre
points d’intersection seront sur une méme circonférence
pourvu que leurs axes se coupent a angle droit. D’aprés
cela, les équations des deux paraboles peuvent s’écrire

) { Ly —mz —(y' — ma")}
) / =op Vi+m*my+x —(my'+2')],
| Ty e — (2
") ' = 2p" 1+ m* [y — mz — (y" — mx")).
Ces deux équations, développées et ajoutées, donnent
I'équation d’un cercle, lequel passe par les quatre points
communs aux deux paraboles.

Le centre M de ce cercle est défini par les deux équa-
tions

(1 4+ m?)y — (5 — ma') — mp' /s
— m(my” 4 2")— p” 1 —l‘—m’ =o,
(1+m)x 4+ m(y' —mz') — p' V1 +m?
— (my” + 2"+ mp” J1 4+ m* =o0,
dont on déduit facilement les deux suivantes :
my 4-x — (my"” + 2"y —p' \/1 “+m:*=o,

Y—tmr—(y —ma') —p"\1 & m*=o0.

Mais I'axe de (p’) est tangent au cercle R’ et Paxe de (p”)
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au cercle R”; donc on a
y —mi =p —mod —R' 1+ m?,
m_y"—i—z": mﬂ”-&— & — R”Jl + m*.
Par suite, les équations précédentes deviennent

m(y —B")+(x — ") =Vi+m!(p) —R"),
y—p - m(x—.a') =Vi+m (p"—R').
Ces équations sont analogues aux équations (6) ct (7)
(§ I). On a maintenant

(D) m(y —g")+ 2z —a"=o,
(D) y—pf —m(z—d)=o.
Les points fixes F et F'sont en C" et C'.

Le lieu est un limagon de Pascal dont le cercle direc-
teur a pour diamétre C’C”, dont le paramétre est

l=\(p'— Ry + (p"—R'),

et dont le pole A est le second point d’intersection avec le
cercle C'C” de la droite BM, représentée par I'équation

m(y—p")+=z—ao p —R”
y—pB —m(x— ') _;)"~ R’/

Lelieu devient le cercle C/C” si I'on a simultanément
pf—R" =0, p"—R =o.

Suivant que le point de rencontre des axes des para-
boles (p’) et (p”) appartient a4 un limagon L' ou 2 son
conjugué L”, le point M décrit le limacon de pole A ou
son conjugué de pole A'. - :

Enfin, supposons R’ = 0, R” = o, et nous aurons ce
théoréme : ’

- Lorsque deux paraboles données p et p' se déplacent
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dans leur plan de maniére que leurs axes passent par~
deux points fixes O et O', et se coupent & angle droit,
le centre de la circonférence qui passe par leurs quatre
points communs décrit un limacon de Pascal dont le
pole A appartient & la- circonférence de diamétre O0’, et
qui a pour paramétrel = \/p* + p*.

BIBLIOGRAPHIE.
Sur 'étymologie du mot Algorithme ;

Par UN BIBLIOPHILE.

En 1857, le prince B. Boncompagni, publia 4 Rome,
sous ce titre : Zrattati d’ Arithmetica, un recueil d’an-
ciens traités d’arithmétique. Le premier est tiré d’un
manuscrit sur parchemin, marqué Ii. 6.5, et conservé
dans la Bibliothéque de I'Université de Cambridge; il est
intitulé : Algoritmi de numero Indorum. 11 contient les
régles de la numération écrite suivant la doctrine in-
dienne, celle de I'addition et de la soustraction, de la
duplication, de la multiplication et de la division, avec
la preuve dite preuve par g, le tout sur des nombres
cnliers; Pauteur se propose ensuite de traiter de mul-
tiplicatione fractionum et earum dwisione et de ex-
tractione radicum, et apprend a écrire, multiplier et
diviser les fractions sexagésimales ; mais il s’interrompt
ets’arréte aumoment de passer aux fractions quelconques.
Avant ou aprés l'exposition des principes se trouvent
plusieurs fois les paroles dixit Algorithmi, inquit Algo-
rismi; par la il est clair que Algorithmi ou Algorismi est
I'auteur d’un livre dont celui-ci est la traduction ou plu-
t0t un extrait; on ne peut méme douter que ce ne soit le
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mathématicien Mohammed-ben-Mousa, qui vivait au
commencement du 1x° siécle et est appelé AL-Kharizmi,
de Kharizm ou Khovarezm, son pays natal. Comme
preuve de cette identité, citons la phrase qu’on lit dans
ce Traité (p. 2, lig. 3-6) : « Et jam patefeci in libro al-
» gebre et almucabalah, id est restaurationis et opposi-
» tionis, quod universus numerus sit compositus, et
» quod universus numerus componatur super unum ».
Cette allusion se rapporte parfaitement a I'4brégé du
mode de calculer par algébre et almucabala, écrit par
Mohammed-ben-Mousa Alkharzmi, ou, suivant la tra-
duction anglaise de Frédéric Rosen, il est dit: « I also
» observed that every number is composed of units and
» that any number may be divided into units ». Dans ce
traité Algoritmi de numero Indorum (p. 10, lig. 20-213),
on fait allusion au méme abrégé de la maniére suivante :
« Etiam patefeci in libro quod necesse est omni numero
» qui multiplicatur in aliero quolibet, ut duplicetur
» unus ex illis secundum unitates alterius »; et a cela
répond, en effct, un passage ainsi traduit par Rosen :
« Whenever one number is to be multiplied by another,
» the one must be repeated as many times as the others
» contains units ». Evidemment au passage indiqué le
mot duplicetur est mis pour multiplicetur.

On démontre donc par 'opuscule publié par le
prince Boncompagni que Mohammed composa outre son
Traité d’ Agebre un livre surla méthode indienne de nu-
mération; dounc, de lui a pu parfaitement dériver le nom
d’ Algorismus ou Algoritmus donné dans le moyen age a
Parithmétique nouvelle, comne le conjecture Reinaud.
Il est & croire que lenom d’ 4Zgus employé dans quelques
manuscrits et ouvrages comme le nom de celui qui ensei-
gna cette arithmétique a été parabréviation ou par erreur
substitué a celui d’ 4lgorismus ; ainsi Tartaglia aflirme, et
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M. Chasles répéte, qne Jean de Sacrobosco appelle Algo
le philosophe du nom duquel 'arithméiique fat appelée
Algorisme, et telle est la lecon de quelque édition du
Traité écrit par Sacrobosco ; mais dans celle que fit Clich-
tovée avec la date de Paris, 1503, an lit : « Scientiam
» numerandi compendiosam edidit nomine Algorismus,
» unde etalgorismus nuncupatur vel ars numerandi.... »
L’algébre de Mohammed est encore connue par une tra-
duction latine qui fut publiée par Guillaume Libri et dont
on connait onze exemplaires manuserits, dont quatre se
trouvent a la Bibliothéque impériale, deux & la Biblio-
théque du Vatican, deux a la Bibliothéque Magliabec-
chiana (Florence), deuxa la Bibliothéque Ambrosi-
niana (Milan), un a la Bibliothéque de ’Université de
Cambridge. Quelques-uns de ces exemplaires ne sont pas
complets, et aucun n’est antérieur au x1v° siécle; le nom
du traducteur n'y est pas indiqué. Robert de Chester,
dont il reste d’autres travanx, aurait traduit de I’arabe en
latin le livre de Mohammed en V’an 1183, d’aprés le té-
moignage d’ Adrien Van Roomen (appelé en latin Adria-
nus Romanus), qui, dans son ouvrage intitulé : In Mah-
vedis arabis Algebram prolegomena, affirme posséder
cette traduction. Un exemplaire imprimé de cet ouvrage
existe dans la Bibliothéque publique de Douaij; il fut
indiqué par M. Chasles a M. Boncompagni dans une
Lettre du 5 septembre 1852, ou se trouve rapporté le pas-
sage suivant : « Mahumed filius Moysi, sicuti primus
» omnium invenit, ita et primus omnium conscripsit
» algebram lingua arabici; quo autem tempore mihi
» non constat. Opus vero ejus ex arabico in latinum
» traustulit Robertus Cestrensis in civitate Segobiensi
» anno 1183, est in Bibliotheca mea manuscripvtum el
» liberalitate D. Thadd=i Hageccii. Titulus libri est :
» Incipit Liber restaurationis et oppositionis numero-
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» rum, etc. » Ne voyant pas d’ou Van Roomen aurait pu
tirer ces détails qu’il rapporte, il faut penser que le ma-
nuscritlui-méme les contenait, et que, par conséquent,
cette version différe de celle qui a été publiée, et qui n’a
ni date, ni nom d’auteur. De toute maniére il semble que
I’algébre de Mohammed-ben-Mousa soit restée inconnue
en Occident pendant les x11° et x11° siécles, et que cet au-
teur ne fut alors célébre en Europe que par son Traité
d’Arithmétique, comme par la renommée plutét que par
des traductions vulgairement répandues ; on arriva aimsi 2
prendre son nom I'algorisma dans la signifieation spéciale
de calcul décimal ou encore dans le sems générique de
méthode de calcul, lequel lui semble attribué dans la
Préface du Liber Abbaci de Léonard de Pise.

RECTIFICATION.

A la page 336 du tome VII, 2° série, nous avons
énoncé le théoréme suivant proposé par M. Barbier :
Les différents points d’une courbe mobile engendrent
une série de courbes dont l’enveloppe est la méme que
Uenveloppe de la courbe mobile.

M. Catalan nous fait observer que I'on_trouve déman-
tré, a la page 183 de ses Mélanges mathématiques publiés
au commencement de 1868, un théoréme qui n’en dif-
fére pas, savoir :

Quand une courbe ACB roule sur une courbe DCE
en entrainant une ligne FPG, Z’enveloppe de celle-ci
coincide avec Uenveloppe des trajectoires de tous ses
points.
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QUESTIONS.

929. Démontrer la formule’

2 5 I 3+ 1.3)\? 3 1.3.5 3+
2=i=s(3) +o(3) - lags) -

(CaTaLan.)

930. Si I'on fait sur un plan B la perspective d’une
figure tracée sur un plan A, il y a sur ces deux plans
deux points corvespondants b et a, tels que tout segment
‘de la figure B est va du point & sous le méme angle que
le segment correspondant de la figure A du point a.

(ABeL Traxnson.)

931. Lorsque x et y représentent les inverses des seg-
ments formés sur des axes de coordonnées par une droite
mobile, I'équation ¢ (x, y) =0 est, comme on sait,
I’équation d’une courbe enveloppe de cette droite. Sup-
posant les axes rectangulaires, on demande la significa-
tiov géométrique de la fonction différentielle

\/ dx? + dy? ,
a4yt

ct, par suite, ce que représente par rapport a la courbe
9 (x,y) = o l'intégrale de cette fonction différentielle
prise entre des limites données.  (ApeL Transoxs.) -

932. Le lieu des sommets des triangles semblables a
un triangle donné construits sur les rayons de courbure
d’une épicycloide (cycloide) ordinaire, et d'un méme
cOté de ces rayons de courbure, est une épicycloide (cy-
cloide) allongée ou raccourcie. (G. Fourer.)
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DISCUSSION DE L'INTERSECTION BE DEUX SURFACES
DU SECOND ORDRE

(suite et fin, voir 2* série, t. VI, p.137);

Par M. L. PAINVIN.

§ VII. — L'équation en } a quatre racines égales.

42. Lorsque I’équation en A a quatre racines égales, les
trois cas suivants peuvent se présenter :

Premier cas. — Le cone correspondant & la racine
quadruple est un céne proprement dit.

Lorsque U'équation en X a une racine quadruple, et
que le céne (A) correspondant & cette racine est un
cone proprement dit, les deux surfaces ont en commun
une droite; elles se touchent en un point unique sur
cette droite, lequel est le sommet du céne (A). Les
deux surfaces se coupent suivant cette droite et une
courbe gauche du troisiéme ordre; cette courbe gauclze
touche la droite au point A.

Rec1proquement : 8i deux surfaces ont en. commun
une droite, et si la cubique gauche d’intersection tou-
che cette droite, c’est-a-dire si les deux points de cette
droite ot les surfaces se touchent viennent a se confon-
dre, l'équation en } a ses quatre racines égales, et le
céne correspondant est un céne proprement dit. )

Le point ot les deux surfaces se touchent est le seul
point qui ait méme plan polaire par rapport aux deux
snrfaces; ce plan polaire est le plan tangent commun.

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. VIII. ( Mai 1869.) 13
-
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Deuxiime cas. — Le cdne, correspondant a la racine
quadruple, se réduit a deux plans distincts.

1°- Lorsque le cone, correspondant & lg racine qua-
druple, se réduit a deux plans distincts, et que la droite
AB, intersection de ces deux plans, n’appartient pas
aux deux surfaces, cette droite AB touche les deux sur-

Saces en unméme point A. Les deux surfaces se coupent
suivant deux courbes planes ; une de ces courbes est une
conique proprement dite touchant en A ’intersection des
deux plans; la seconde courbe se compose de deux droites
qui se coupent en A, c’est-a-dire que l'un de ces plans
estun plan tangent commun, et coupe les deux surfaces
suivant les deux mémes droites. La réciproque est vraie.

Les points de la droite AB ont méme plan polaire par
rapport aux deux surfaces ; ce sont les seuls points jouis-
sant de cette propriété; ces plans polaires passunt par
une méme droite, laquelle est conjuguée harmonique
de AB parrapport aux deux droites communes aux deux
surfaces.

Un plan quelconque, passant par le point de con-
tact A, coupe les deux surfaces suivant des coniques os-
culatrices ; le contact est du second ordre.

2° Lorsque la droite AB, intersection des deux sur-
JSaces, appartient aux deux surfaces, ces surfaces ont en
commun trois droites: AB, AD, BC; les deux derniéres
rencontrent la premiére. Les deux surfaces se raccor-
DENT suivant la droite AB.

Tout plan passant par le point A ou par le point B,
coupe les deux surfaces suivant des coniques osculatrices;
le contact est du second ordre.

TroisikME cAs. — Le cone, correspondant a la racine
quadruple, se réduit a deux plans coincidents.
Les deux surfaces ont en commun deux droites situces
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dans ce plan et se rRAccORDENT suivant ces deua: droites.
La réciprogue est vraie.

Tous les points de ce plan ont méme plan polaire par
rapport aux deux surfaces; ces plans passent tous par
le point de concours A des deux droites déja signalées.

Un plan quelconque, passant par le point A, coupe
les deux surfaces swivant des coniques osculatrices; le
contact est du troisiéme ordre.

I. Le cone correspondant a la racine quadruple
est un céne proprement dit.

43. Prenons pour sommet A du tétraédre de référence
le sommet du cone correspondant a cette racine, I'équation
du céne ne devra pas renfermer de termes en x, et on en
conclut pour les équations des deux surfaces

Ajyx*+2A.xy +2A;322 + 2A,, xt+ Ay y?
( ) +A33zz+A‘5t2+2A’3yZ+2Au_y't+ 2A3‘Zl=0,
{

Az +2A,xy + 2,22 + 2 A2t 4+ By y?
+ By;z2 + By 2 + 2By yz + 2By vyt + 2By 2t = o;

I'équation en A est alors

A A, Ay A l

Ax (A1) By +2As By + 2y By +Mu |
Ay (A +1) By 4 2Ag By + Ay By + Ay |
Ao (A1) B+ 2A, B +-2A; By -2 Ak

(2) A1)

et le cone correspondant a la racine — 1 a pour équation

(Agz — By)y? + (Ass — By} 28 + (A — By 2

(3) “+2 (Ag; —_ B,,)yz -+ 2(A.u _— B“)Jt -+ 2(Au —_— Bu) z2t=—o.

L’équation (2) doit admettre quatre fois la racine —1;
en écrivant que le déterminant s’annule pour A =—1,
13.
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il vient
By— An By — A, B, — A,
(4) An | By—A, By—Ay, By—A, | —o.
,Ba—A4u Bs—As Bi— Ay

Le second facteur de 1'égalité (4) exprime, en I’égalant
a zéro, que le cdne (3) se réduit 4 deux plans; laissant
de coté cette hypothése, on a donc

(l°) A,=—o.

Les plans tangents en A, a chacune des surfaces (1),
coincident, et I’équation de ce plan tangent commun est

Apy +Apz+ Ayt=—o;

prenons ce plan pour face BAC du tétraédre de référence,
on devra faire

(20) A,=o0, A;=o0.
L’équation en A devient alors

|
(5) AT, (1) \' ]]-);22+)‘A22 By + %Ay —o;
32—+ )‘AM’ By, +XAg
le coefficient A,, ne peut pas étre nul, autrement les sur-
faces (1) se réduiraient a des cdnes.
Ecrivons que I'équation (5) admet trois fois la racine
—1, 1l vient

(6) (Bu'—‘An)(Bn —_ Aaa)_’ (st—‘An)’:O;

I'égalité (6) exprime que le plan ABC, ou ¢ = o, touche
le cone (3); prenons la génératrice de contact pour aréte
AB du tétraédre de référence, c’est-a-dire supposons

(30) Bn = Ap, By= Ay,
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I'éguation en A devient
(7) (r+1)p An A =o.
A () +1) By 2Ag
Ecrivons enfin que 'équation (7) admet quatre fois la
racine —1, on trouve

Ay (Bas— Ay)=o;

or, on ne peut pas supposer Bgs = Ay, autrement le
cone (3) se réduirait 4 deux plans; on devra donc faire

(4°) Ap=o0 dod By=—o.

Ainsi, les équations des deux surfaces se raménent a la
forme

| 22t 4 2dyz+ az® + bt* + fyt 4+ 2hzt =o,

8
(8) ('2xt+2dyz+a,z’+b,t’-0-"f.yt+2/1.zt=o;

et I'équation du cone (A), correspondant a la racine
quadruple, est alors

(9) (A) (e— “l)z:'i"(b"‘b-)52+2(f—f.)yt-l-z(h——/q)zt:o‘

Nous pouvons déja conclure de la que :

« Lorsque I’équation en A a une racine quadruple, et
» que le cone (A) correspondant i cette racine est un
» cone proprement dit, les deux surfaces ont en commun
» une droite; elles se touchent en un point unique sur
» cette droite, ce point est le sommet du cone correspon-
» dant & la racine quadruple. Les deux surfaces se cou-
» pent suivant une droite et une courbe du troisiéme or-
» drej la courbe gauche touche la droite. »

Réciproquement : « Si deux surfaces ont en commun
» une droite, et si les deux points de cette droite ou les
» deux surfaces se touchent viennent i se confondre,
» P'équation en A a ses quatre racines égales, et le cone
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» correspondant a la racine quadruple est un cone pro-
» prement dit. »

Nous laisserons de c6té la démonstration de la réci-
proque. '

44. Nous allons maintenant donner une forme plus
simple aux équations (8) des deux surfaces.

Le plan BAC, ou z = o, coupe chacune des surfaces
suivant les deux droites

az’ + 2dyz—=o0, a,3’+ 2dyz—o;

une de ces droites est commune, c’est la droite AB; les
deux autres droites sont distinctes, car a, est différent de a,
sans quoi le cone (g) se réduirait 4 deux plans.

Prenons l'une de ces droites pour aréte AC du tétraédre,
cest-a-dire supposons

(1°) a, = o0;

nous choisirons ensuite pour face CAD le second plan
' tangent mené au c6ne (9) suivant 'aréte AC, le premier
est le plan CAB; d’ailleurs, ces deux plans ne peuvent
pas se confondre, car l'aréte AC (y = o, t =0) ne peut
appartenir au cone, puisque (@ — a,) n’est jamais nul.
Nous prendrons enfin, pour aréte AD, la génératrice de
contact du plan CAD avec le cone (9); ce qui revient a
supposer '

(2°) bi=b, h=r.
Les équations des deux surfaces deviennent par suite

g 2zt +2dyz+ az* + b 4+ ofyt + 2hat—o,
ozt +2dyz + bf + of yt + 2hzt = o0;

et celle du cone est

(1) © (A) a4 2(f— fi)yt=o0.
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Dans le tétraédre de référence, les arétes AB, AC, AD,
sont seules déterminées ; il reste & choisir les trois som-
mets B, C, D. -

Remarquons que la droite AD(y = o, z =0} ren-
contre les deux surfaces aux deux mémes points; I'un est
le point A, I'autre est déterminé par I'équation

22 + bt = o;

prenons ce dernier point pour sommet D, c’est-a-dire
faisons

(3") b —o.

Les plans tangents en D a chacune des surfaces ont
respectivement pour équations

Sfi=o,
¢’est-a-dire
x + fy +hz=o,
x+fiy + hz=o0;

ces deux plans sont distincts, car le céne (11) étant un
cone proprement dit, f; doit étre différent de f; nous choi-
sirons pour face DBC le plan tangent & la seconde des
surfaces (10), c'est-a-dire que nous supposerons

{4°) Si=o, h—o.

Ainsi les équations des deux surfaces pourront se ra-
mener & la forme définitive

(S) =+ khyz+az + fyt=o,

(12) (T) xt+ kyz=o.

Le sommet A est le point ou les deux surfaces se tou-
chent; AB est la droite commune; BAC est le plan tangent
commun en A. L’aréte AC est la seconde des droites sui-
vant lesquelles le plan BAC coupe la seconde surface,
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CAD est le plan tangent au cone correspondant a laracine
quadruple, AD est la génératrice de contact. Le sommet D
est le second des points ou la droite AD rencontre les
deux surfaces, et DBC est le plan tangent en D & la se-
conde surface.

45. Les plans polaires d’un point (zo, y,, 24 &) par
rapport aux surfaces (12), sont

xto+ y(hzo+ft)+2(hyo+ 2a2) +t(x, + fy.) =0,

(13)
xty+ kyz, + kzy, + tx, = 0;

a I'aide de ces équations on constate immédiatement que :

« Il'y a un seul point qui ait méme plan polaire par
» rapport aux deux surfaces, c’est le point A ou la cubi-
» que gauche touche la droite commune AB; le plan po-
» laire est le plan tangent commun.

II. Le cone correspondant a la racine quadruple
se réduit & deux plans distincts.

46. Nous prendrons ces deux plans pour faces ABC et
ABD du tétraédre de référence, les équations des deux
surfaces seront les équations (1) du n° 25, et I'équation
en A sera |'équation (2) du n° 25.

Le déterminant de I'équation (2), n® 25, doit encore
s'annuler pour A = — 1, ce qui donne

(A Ay — A“:g)(BS( _ Aat)2: 05

or By, est nécessairement différent de A;,, puisque les
deux surfaces sont distinctes, il reste donc

(1) AL Ay — A3, =—o0.

Les points d'intersection de la droite AB avec les deux
surfaces sont les mémes, ils sont donnés par les équations

(2) z==o0, t=0, A 2*+24,2) + Anr’=o0;
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la relation (1) exprime précisément que les points (2)
coincident, c’est-a-dire que la droite AB touche les denx
surfaces; prenons ce point de contact pour sommet A,
on aura

(x°) A,=o0, A,=—o.-
L’équation en 2 devient alors
o [ Ay A ‘
A;, A Ay

3) (rp | °
Ay Ap(d—1) Ay (A1) By 4 XAy

Ay, AA:O"‘[) B, +2Ag; Au()“*‘l) |

Exprimons enfin que cette derniére équation admet
la racine — 1, on trouve ‘

(4) AzzAm A,,—o0,

en laissant de c6té le facteur (As,—Bs,) qui ne peut étre
nul.

Nous avons ici deux cas a examiner, suivant que A,,
est nul, ou que Ay, est nul; 'hypothése A,, = o ne denne
rien d’essentiellement distinct de ce que fournit I'hypo-
thése A5 = 0; ces deux cas reviennent en définitive a
ceux-ci, en ayant égard aux relations (1°) :

1° La droite AB n’est pas une droite commune aux
deux surfaces, A;2$0;

2° La droite AB est une droite commune aux deux
surfaces, A,;, = o. .

47. 1° Supposons A,, différent de zéro et A,, nul.
PP )
Les équations des deux surfaces peuvent alors s’écrire
(8) y*+ az’+ b + 2cxz2

5) + 2dyz + 2¢eyt + 2fzt —o,

(
(T) y*+az?+ b+ 2cxz

: + 2dyz + 2eyt+ 2fizt=o.
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Le plan ABC, ou ¢ = o, coupe les deux surfaces sui-

vant la conique

(6) '+ az’ + 2cxz + 2dyz = o;

la droite AB touche cette conique en A. Le plan ABD,

ou z = o, coupe les deux surfaces suivant les deux droites
distinctes

(7) P+ bt +2eyt—o,

ces deux droites se coupent au point A.

=

On voit par la que :

« Si le cone, correspondant a la racine quadruple, se
réduit a deux plans distincts, la droite AB, intersection
des deux plans, touche les deux surfaces an méme
point A. Si cette droite n’est pas une génératrice com-
mune aux deux surfaces, ces deux surfaces se coupent
suivant deux courbes planes; une de ces courbes est
conique proprement dite touchant la droite d’intersec-
tion des deux plans en A; la seconde courbe se com-
pose de deux droites qui se coupent au point A, c’est-
a-dire que I'un des plans est un plan tangent commun
et_coupe les deux surfaces suivant les deux mémes
droites. »

Réciproquement : « Si les deux surfaces se coupent sui-
vant deux courbes planes, si l'intersection des deux
plans touche les deux surfaces au méme point, et que
I'une des sections se compose de deux droites, I'équa-
tion en A aura quatre racines égales, et le cone corres-
pondant se réduira a deux plans. »

On peut, d’aprés ces remarques, simplifier les équa-

tions (5).

Les plans polaires d'un plan quelconque

(%sy Yor 2o=10, t,=0),
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situé sur la droite AB, ont pour équation
(8) cx,z+yo(]+fiz+et)=o;

ces plans passent tous par la droite fixe, située dans le
plan ABD,

2=0, y-+et=o0;

prenons cette droite pour AD du tétraédre de référence,
c’est-a-dire faisons

€ =0,
I'équation (7) devient alors
-+ bt* = o.

On conclutde 14 :

« Les points de Pintersection des deux plans ABC et
» ABD ont méme plan polaire par rapport aux deux sur-
» faces, et ce sont les seuls qui jouissent de cette pro-
» priété; tous ces plans passent par une droite fixe AD
» qui est conjuguée harmonique de AB par rapport aux
» deux droites qui constituent la section commune aux
» deux surfaces situées dans le plan ABD. »

Le plan ABC, ou t = o, coupe les deux surfaces sui-
vant la conique (6); prenons : pour sommet C, un des
points de cette conique; pour face BCD, le plan tangent
en C al’une des surfaces (5), ala seconde, par exemple;
ceci revient a supposer

a=0, d=—o, f =o.

Eu égard A ces hypothéses, les équations des deux
surfaces prennent la forme définitive

_ (S) »+ b+ 2cxz+2fzt=0o,
(9) (T) »%+ b+ 2cxz=o0.

« Si I'on méne un plan quelconque par le point de
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» contact des deux surfaces, ce plan les coupe suivant

» des coniques osculatrices; le contact est du second
» ordre. »

En effet, soit I'équation d’un plan quelconque passant
par le sommet A

(10) z=ay =+ B¢,

si 'on substitue cette valeur de z dans les équations (9),
il vient

Y+ 2acxy + (b + 2fB) e + 2afyt + 2¢fxt —o,
P+ 2acxy + b + 2cfxt=o0;

(n){

I'équation en p relative 4 ces deux cones de méme som-
met est

o ac(p—+1) Be(p—+1)
i ac(p+1) p+1 af =o0 ou (p+1)’=0;
I Be(x+1) af bp+1)+2/B

d’ailleurs les plans tangents communs correspondants sont
distincts; par conséquent, les cénes sont osculateurs et le
contact est du second ordre ; donc. ..

48. 2° Supposons A, nul, c’est-a-dire que la droite AB
appartient aux surfaces.

Eu égard a 'hypothése actuelle et aux hypothéses (1°)
du n° 46, les équations (1) du n° 23 des deux surfaces.
deviennent

(S) az*+ b’ +2cxz+ 2dxt+26y2+28yt+2f st=o,
(T) az'+ b8 + 2cxz+ 2dxt+ 26y 2+ 28y t+2fi3t=0.

(12)

Le plan ABC, ou ¢ = o, coupe les deux surfaces suivant
deux droites communes, savoir

z(az + 2cx + 26y)=0:
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I'une d’elles est la droite AB; la seconde ne peut pas se
confondre avec AB, car il faudrait pour cela qu'on eiit
¢ =0, e = 0, et les deux surfaces se réduiraient alors a
des cones. Nous pouvons donc prendre ceite seconde
droite pour aréte BC (x = o, z = o) du tétraédre de ré-
férence, c’est-a-dire supposer

Le plan ABD, ou z = o, coupe les deux surfaces suivant
les deux droites communes

tlbt+2de +2gy)=o0:

I'une d’elles est la droite AB; la seconde ne peut pas se
confondre avec AB; nous pouvons donc la prendre pour
aréte AD (y = o, z=0) du tétraédre de référence, c’est-
a-dire supposer

Les équations des deux surfaces deviennent alors

\ (S) cxz4gye+far—=o,

(13) (T) cxz+gyt+fizt=o.

—

Nous constatons d’abord que :

« 8i le cone correspondant a la racine quadruple se
» réduit & deux plans et que la droite AB, intersection
» de ces deux plans, appartienne aux deux surfaces, ces
» deux surfaces auront en commun trois génératrices :
» P'une d’elles est la droite AB; les deux autres, AD et BC,
» s’appuient sur la droite AB. »

Les équations des plans tangents a chacune des sur—
faces (13), en un point quelconque (x,, ¥ ,, 20=0, {,== 0)
de la droite AB, sont

CTy2 + Yol =0, €732+ gy, t=0.
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Ces plans tangents sont les mémes, donc :

« Les deux surfaces ont méme plan tangent en tous les
» points de la droite AB, c’est-a-dire se touchent en tous
» les points de cette droite, ou encore se raccordent sui-
» vant cette droite. »

Les plans tangents en un point (o, ¥, = 0, 2,, £, = 0)
de la droite AC, sont

cxyz + g (cx + ft) =0, cxz+ 2z (cx+fit)=o0;

on voit queles surfaces (13) ne se raccordent pas suivant
la droite AC; il en est de méme pour la troisiéme géné-
ratrice commupe AD. i

Nous prendrons, pour sommet C, un point arbitraire
de la droite AC, et pour face BCD, le plan tangent a la
seconde surface, par exemple; ce qui conduit a la condi-
tion f;=o.

D’aprés ce choix du tétraédre, les équations des deux
surfaces prendront la forme définitive

{ (S) cxz—+ grt+ fat—o,

(1h) . [ (T) exz+gyt=o.

On démontrera sans difficulté la proposition réci-
proque, savoir :

« Si deux surfaces se raccordent suivant une méme
» génératrice commune, I'équation en A a ses quatre
» racines égales; le cone correspondant a la racine qua-
» druple se réduit a4 deux plans, et I'intersection de ces
» deux plans est la génératrice commune. »

Je signalerai encore la propriété suivante :

« Silon méue un plan quelconque par le point A, il
» coupe les deux surfaces suivant des coniques oscula-
» trices; le contact est du second ordre. La méme chose
» a lieu pour le point B. »

En effet, 'équation d'un plan quelconque, passant par
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le point A, est
y=uaz+ B¢;

substituons cette valeur dans les équations (14), il vient

cxz + (g +f)at + Bgt*=o,
cxz 4 agzt+ Bgtt=o0;

(15)

Péquation en p relative & ces deux cones est

o ce(p 1) o
cp—+1) o ag(p+1)+f| =0 ou (p4+1)i=0;
o aglp+1)+f Bg(p—+1)

d’ailleurs les plans sécants communs correspondants sont
distincts; par conséquent, les deux cones sont osculateurs,
et le contact est du second ordre ; donc. . .

IIl. Le céne correspondant & la racine quadruple
se réduit a deux plans coincidents.

49. Prenons ce plan pour face ABC du tétraédre de
référence, les équations des deux surfaces seront les équa-
tions (1) du n° 28, et I'équation en A sera I'équation (2)
du n° 28..

Ecrivons que I'équation (2), n° 28, admet encore la
racine —1, il vient

AII Al2 A|3
(1) Ay An Ay | —o,
Asl A32 A33

la relation (1) exprime que la section des deux surfaces
(1), n° 28, par le plan ABC, ou ¢ = o, se réduit a deux
droites. Prenons ces deux droites pour arétes AB et AC
du tétraédre de référence, c’est-a-dire supposons

. Ay=0, Ap=o0, Aj=o0, A,=o0, A;=o,
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les équations des deux surfaces deviendront

1 .
3 A+ Axt 4+ Apyyz + Ayt + Ay zt — o,
(2)

1
5 Bit? 4+ At + Ay yz+ Ay yt + Azt — 0.

D’ailleurs la constante A,; ne peut pas étre nulle, car
* on aurait alors deux plans; les équations (2) pourront
donc s’écrire

((8) yz+azt+byt+czt+ d —o,

(3) !
{(T) ryz+axt+ byt+czt+dr=o.

\

Les plans tangents en un point quelconque
(%o Yos 29 =0, t,=—0)
de la droite AB sont les mémes, car leur équation est
az,t + yo(z + bt) = o; -

donc': « Lorsque I'équation en 4 a quatre racines égales
et que le cone correspondant a la racine quadruple se
réduit a deux plans coincidents, les deux surfaces ont
» en commun dcux droites situées dans ce plan, et se
raccordent suivant ces deux droites. La réciproque est
» vraie. »

On constatera aussi que :

« Tous les points du plan ABC ont méme plan polaire
» parrapport aux deux surfaces, et ces plans passent tous
par le point de concours A des deux droites. »

)}

)

))

-
<

80. Pour simplifier les équations (3), nous prendrons,
pour sommet B, un point arbitrairement choisi sur la
droite AB, et pour face ABD, le plan tangent commun
en B aux deux surfaces, ce qui revient a supposer

b:O;
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nous prendrons ensuite, pour sommet C, un point arbi-
trairement choisi sur la droite AC, et pour face ACD, le
plan tangent commun en C aux deux surfaces, ce qui
revient a supposer

=0,

les équations des deux surfaces deviennent alors

(S) yz+ axt—+ det =o,
(T) rz+4axt+di2=o.

(4)

Enfin, nous prendrons, pour sommet D, le point ou la
droite AD rencontre la seconde surface; on devra faire
dy = o. Les équations des deux surfaces se raménent a
la forme définitive

(S) yz+axt+de=o,
(T) yz+azxt=o.

(5)

« Un plan quelconque, passant par le point A, coupe
» les deux surfaces suivant des coniques osculatrices? le
» contact est du troisi¢éme ordre. »

En effet, I’équation d'un plan quelconque, passam par
le sommet A, est

y=oaz+ B¢

remplacons y par cette valeur dans les équations (5), il
vient
6 az® + Bzt + axt + di* = o,
(6) «z’ + Bzt 4+ axt = o0,
I'équation en p relative a ces deux cones de méme som-
met, est

o o a(p—+1)
o 2a(p+1) B(p—+1) | =0 ou (p+1)’=0;
a(p+1) B(p+1)  2d '

d’ailleurs le systéme des plans sécants communs 7 corres-
Ann, de Mathémat., 2¢ série, t. VNI, (Mai 1869.) 14



( 210 )
pondant a cette racine triple se réduit a deux plans coin-

cidents ; par conséquent, les cones sont osculateurs et le
contact est du troisi¢éme ordre; done. . ..

§ VIII. — L’équation en X a des racines nulles;
des racines infinies.

I. L'équation en X a des racines nulles sculement.

51 Dans ce paragraphe, je ne ferai qu'indiquer les
résultats.

1° L’équation en 1 a une seule racine nulle.

« Une des surfaces est un cone (ou un cylindre) pro-
» prementdit; le sommet de ce cone n’est pas situé sur
» la surface proprement dite. »

Il y aura alors a distinguer trois cas, suivant que les
trois autres racines, différentes de zéro, sont inégales, ou
que deux sont égales, ou que les trois sont égales. La
discussion de ces hypothéses pourra se faire en suivant
une marche tout a fait semblable a celle qui a été deve-
loppée dans les paragraphes I, 11, I, 1V, V; dailleurs
les conclusions essentielles restent les mémes.

2° L’équation en A a deux racines nulles.

« Une des surfaces est un cone, alors deux cas se pré-

» sentent :

z

» Sil’on a un céne proprement dit, le sommet de ce
» cdne est sur la seconde surface. (Conclusions sem-
» blables a celles du n® 14, premier cas.)

» Sile cone se réduit & deux plans, I’aréte de ce sys-
» téme ne touche pas la seconde surface qui est une sur-
» face proprement dite. »

3° L’équation en 1 a trois racines nulles.

« L’une des surfaces est un cone, et les cas suivants
» peuvent se présenter : ‘

» Si c’est un cdne proprement dit, son sommet se
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trouve sur la seconde surface, et le cone wonche le plan
tangent i la surface en ce point. (Conclusiqns analo-
gues a celles du n° 24, premier cas.)
» Si le cone se réduit i deux plans distincta, leur
droite d’intersection touche alors la seconde surface.
» Il peut encore arriver que le cone se réduise a dewx
plans coincidents ; ce plan ne touche pas la seconde sur-
face. »
4° L’équation en 1 a quatre racines nulles,
« Une des surfaces est un cone (ou un cylindre).
» Si I'on a un cdne proprement dit, le sommet est sur
la seconde surface; le cone touche le plan tangent en
ce point a la seconde surface, et de plus, la génératrice
de contact est commune au cone et a la surface.
(Conclusions analogues a celle du n° 42, premier cas.)
» Si le cone se réduit a deux plans distincts, ou la
droite d’intersection touche la seconde surface, et 1’'un
des plans touche la surface en ce point, ou bien, la
droite d’intersection appartient & la surface.
» Si le cone se réduit a deux plans coincidents, ce plan
touche alors la seconde surface. »

Remarque. — Les conclusions sont les mémes si 1’é-
q

quation en A admet des racines infinies seulement.

II. L'équation en A admet des racines nulles
et des racines infinies.

52. Lorsque I'équation en A admet des racines nulles

et des racines infinies, les deux surfaces sont des cones
ou des cylindres; il est entendu que la dénominatjon de
cone signifiera cone ou cylindre.

1° L’équation en 1 a une racine nulle et une racine

infinie.

« Lorsque ’équation en A a une racine nulle et une

» racine infinie, et que les deux autres racines sont

14.
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distinctes, I'intersection des deux cones est une courbe
du quatriéme ordre; on rentre dans le cas général.

» Si les deux autres racines sont égales, la courbe gau-
che posséde un point double; les deux cones se tou-
chent en un point non situé sur la ligne des sommets;
il peut arriver aussi que les deux cénes soient bitan-
gents et se coupent suivant deux courbes planes. (Con-
clusions générales analogues a celles du n° 14, pre-
mier et deuxiéme cas.) »

2° L’équation en A a deux racines nulles et une racine

infinie.

« Le sommet du coéne (A) correspondant ala racine
double zéro se trouve sur le second cone (B) corres-
pondant a la racine infinie. Les deux cénes se coupent
suivant une courbe du quatriéme ordre ayant un point
double en A; les tangentes en ce point double sont les
intersections du cbéne (A) par le plan tangent au
cbne (B) suivant 'aréte BA.

» Le sommet du cone (A) se trouve également sur le
cone (C), passant par l'intersection des cones (A) et
(B) et correspondant a la racine de I’équation en 2 qui
n’est ni nulle, ni infinie; le cone (C) touche suivant
I'aréte CA le plan tangent au cdne (B) suivant I'a-
réte BA. »

Il peut arriver que le cone (A) se réduise a deux plans

distincts.

3° L’équation en A a trois racines nulles et une racine

infinie.

»

»

»

»

»

« Le cone(A) correspondant a laracine nullea son som-
met sur le cone (B) correspondant a la racine infinie;
le plan tangent au céne (B) suivant ’aréte BA, touche
également le cone (A) suivant une aréte AC distincte
de AB. Les deux cones se coupent suivant une courbe
du quatriéme ordre ayant un point de rebroussement
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» en Aj; la tangente de rebroussement est la droite AC. »
4° L’équation en 1 a deux racines nulles et deux ra-
cines infinies. :
« Les deux cones ont une génératrice commune; s'ils
» ne se touchent pas suivant cette génératrice, leur in-
» tersection est une courbe gauche du troisiéme ordre.
S’ils se touchent suivant cette génératrice, leur
» courbe d’intersection se composera de deux droites
» coincidant avec la génératrice commune, et d'une
» courbe plane; mais alors I'équation en A se réduit a
» une identité. »

IIl. Cas ou léquation en } se réduit & une identité.

53. L’équation en 2 se réduit i une ldentné dans les
cas suivants :

1° Lorsque les surfaces sont deux cones ayant une
génératrice commune et se touchant suivant cette géné-
ratrice ;

2° Lorsqu’on a deux cones ayant méme sommet;

3° Lorsque les surfaces sont deux cylindres paraboli-
ques ayant méme plan directeur;

4° Lorsque les deux surfaces sont des cylindres paral-
1&les;

5° Lorsqu'une des surfaces est un cone, et que Pautre
est un systéme de plans dont I’aréte passe par le sommet
du cone; ou bien encore, un systéme de plans dont 'un
touche le cone; ou encore, un systtme de deux plans
coincidents et passant par le sommet du cone

6° Lorsqu’une des surfaces étant un cylindre, 'autre
est un systéme de plans dont I'aréte est paralléle aux gé-
nératrices du cylindre; ou encore, un systéme de plans
dont I'un touche le cylindre ;

7° Lorsque les surfaces se réduisent a des sys:émes de
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deux plans et que les arétes de ces systémes se rencon-
trent.

Toutes ces propositions sont faciles a vérifier. On peut
aussi les conclure d’une analyse réguli¢re semblable a
celle qui a été plusieurs fois répétée, et montrer ainsi
que ce sont les seuls cas ou ’équation en 1 se réduit a
une identité.

§ IX. — Détermination des branches infinies de la
courbe d’intersection des deux surfaces du second
ordre. .

I. Détermination générale.

B4. Je remarque d’abord qu’on obtiendra la direc-
tion des branches infinies de la courbe d’intersection en
cherchant les génératrices communes aux cdnes des
directions asymptotiques (C) et (C') des deux surfaces -
considérées.

L’asymptote en un de ces points a I'infini sera I'inter-
section des plans asymptotes correspondants dans cha-
cune des deux surfaces.

La courbe d’intersection de deux surfaces du second
ordre a, en général, quatre points a I'infini (réels ou
imaginaires) ; et, d’aprés ce qu’on vient de dire, les direc-
tions asymptotiques relatives a ces points sont les géné-
ratrices communes aux deux cones des directions asymp-
totiques.

Mais la discussion de l'intersection de ces deux cones
ayant méme sommet, présente les mémes circonstances
que celle de 'intersection des deux coniques, puisque les
équations de ces deux cones (qu’on peut regarder comme
ayant pour sommet commun l'origine des coordonnées)
sont assimilables aux équations de deux coniques.

D’aprés cela, les cas suivants pourront se présenter :
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1° Les cones de directions asymptotiques se coupent
suivant quatre racines génératrices.

La discussion faite comme dans le cas des coniques
nous indiquera si les quatre génératrices communes sont
réelles, ou si deux seulement sont réelles, ou si les qua-
tre sont imaginaires, c’est-a-dire si la courbe gauche
a quatre points réels & 'infini, ou deux seulement, ou si
les quatre points sont imaginaires; les branches infinies
ont, dans ce cas, leurs asymptotes a distance finie.

2° Les cones (C) et (C’) se touchent.

Les plans asymptotes correspondants sont alors paral-
léles, par conséquent 'asymptote correspondante de la
courbe gauche se trouve transportée a I'infini paralléle-
ment i la direction asymptotique considérée.

Ainsi la courbe gauche a deux points distincts (réels
ou imaginaires) a I'infini, elle touche, en outre, la droite
de I'infini paralléle a la génératrice de contact des deux
cones (C) et (C').

3° Les cones (C) et (C’) sont bitangents.

Les asymptotes sont encore a l'infini; la courbe d’in-
tersection a deux couples de points coincidents 4 I'infini,
elle touche le pﬂm de I'infini en deux points; les asymp-
totes relatives a ces deux points sont 4 I'infini et respec-
tivement paralléles aux génératrices de contact des deux
cones (C) et (C').

4° Les cones (C) et (C’) sont osculateurs, et le contact
est du second ordre.

La courbe gauche a deux points réels a I'infini; 'un
est un point simple et ordinaire, ’autre est un point d’in-
flexion; la tangente d’inflexion est la droite de l'infini
paralléle a ’aréte de contact de deux cones.

5° Les cones (C) et (C’) sont osculateurs, et le con-
tact est du troisiéme ordre.

Les quatre points d'intersection de la courbe gauche
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avec le plan de linfini se confondent; la droite a 'infini,
paralléle 4 la génératrice de contact des deux cdnes, tou-
che la courbe gauche et a avec elle un contact du troi-
si¢me ordre.

Remarque. — Ces conséquences sont évidemment ap-
plicables aux cas o les cones (C) et (C’) ne sont pas des
cones proprement dits; ainsi, un des cones ou tous les
deux peuvent se réduire soit 3 un syst¢me de plans dis-
tincts, soit a un systéme de plans coincidents.

Lorsqu’un des cénes, (C) par exemple, se réduit & un
systéme de deux plans coincidents, les deux cones seront
bitangents si le cone (C’) est un cone proprement dit, ou
bien s’il est composé de deux plans distincts; les quatre
génératrices seront coufondues si le cone (C’) se réduit
également a un systéme de deux plans coincidents.

II. Cas particuliers.

85. Je terminerai cette question par 'examen de plu-
sieurs cas particuliers.

1° Les deux cénes (C) et (C’) sont paralléles.

Dans ce cas, les deux surfaces sont homethétiques ; elles
se coupent suivant deux courbes planes, dont une est
dans le plan de l'infini; c’est le deuxiéme cas du n° 14.

2° Les cdnes (C) et (C’) étant composés de deux plans,
un plan de I'un des systémes est paralléle a un plan de
I'autre systéme.

Sil’on prend pour plan yoz le plan directeur commun,
et pour plans xoz et xoy des plans paralléles aux deux
autres plans, les équations des deux surfaces seront

zy + ax + by + ¢z +d —=o,
xz +ax+ by +cz+d=o.

On voit aisément que I'équation en 2 a deux couples de
racines ¢gales, ces deux surfaces ont en commun la droite
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de l'infini (x = o, y = 0); un plan quelconque, paral-
léle au plan yoz, coupe 'une et Vautre surface suivant
cettedroite a 'infini, et chacuned’elles suivant une droite
a distance finie. Les conclusions du n° 30, premier cas,
sont applicables au cas actuel,, en transportant a l'infini
les points A et B. .

3° Le céne (C) est un systéme de deux plans distincts,
et le cone (C’) se réduit a deux plans coincidents paral-
Iéles a I'un des plans (C).

Les équations des deux surfaces pourront s’écrire

zy + ax + by + ¢z +d=o,
+a,x+ by +cz+d =—o;

une de ces surfaces est un cylindre parabolique. L’équa-
tion en A posséde encore deux couples de racines égales;
les deux surfaces ont en commun la droite de I'infini
(x = o, t = 0); les conclusions du n° 30, premier cas,
sont encore applicables au cas actuel.

4° Les cones (C) et (C’) se réduisent a des systémes
de plans coincidents, et ces plans sont paralléles.

Les équations des deux surfaces pourront s’écrire

2+ ax + by + ¢z =o,
x'+a,x+ by +c,z=0;

on a deux cylindres paraboliques ; ces surfaces sont ho-
mothétiques et se coupent suivant deux courbes planes,
dont une est le plan de linfini; dans ce cas I'équation
en A se réduit a une identité.

§ X. — Resume.
1. L'équation en A a ses quatre racines réelles
et distinctes.

1° Si les quatre cones sont réels, on a une courbe réelle
du quatriéme ordre.
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29 Si deux des cones sont imaginaires, on a une courbe
imaginaire du quatriéme ordre.
Formes réduites des équations des deax surfaces.
ar+ by + ¢z + dt* = o,
a2+ byt 4,2+ dt*=o0;
les coefficients sont réels.

Il. L'équation en X a deux racines réelles
et deux imaginaires.
Deux des cones sont réels, les deux autres sont imagi-
naires ; on a une courbe réelle du quatriéme ordre.
Formes réduites des équations des deux surfaces.
2’4+ ay? + b(z*—t*)+ 2dzt —o,
2+ a,y*+ b (22— t?) + 2d,zt =o;
les coefficients sont réels.

IIl. L'équation en X a ses quatre racines imaginaires.

Les quatre cones sont imaginaires; on a une courbe
réelle du quatriéme ordre.

Formes réduites des équations des deux surfaces.
a(x—y)+ c(z*— )+ 2bxy + 2dzt —o,
a(x*—y?) e (22— t?) +2bxy +2d 5t = o0;

les coefficients sont réels.
IV. L’équation en } a deux racines égales.
1° Le cone correspondant a la racine double est un
cone proprement dit; les deux surfaces se touchent en un
point; on a une courbe du quatriéme ordre ayant un
point double ordinaire.
Formes réduites des équations des deux surfaces.
by*+ ¢z + dt* + 22t = o,
by*+4c zt+d t*+ 22t = o.



(219)
2° Le cone correspondant & la racine double se réduit
a deux plans distincts; les deux surfaces se coupent sui-
vant deax courbes planes, et se touchent en denx points
nou situés sur une génératrice commune.

Formes réduites des €quations des deux surfaces.

ag? 4 bt* + axy + 2acst=o,
az* + bt* + 2xy + 20,28 =0.

V. L'équation en 1 a trois racines égales.

1° Le cone correspondant 4 la racine triple est un
cone proprement dit; les deux surfaces se touchent en
un point; on a une courbe du quatriéme ordre ayant un
point de rebroussement.

Formes réduites des équations des deux surfaces.

ay®+2xt + bz*+ 2¢yt=o,
k(ay?—+ 2xt) + bz*+ 2cyt=o.

2° Le cone correspondant a la racine triple se réduit a
deux plans distincts; les deux surfaces se touchent en un
point unique et se coupent suivant deux courbes planes
qui se touchent en ce point.

Formes réduites des équations des deux surfaces.
y*+ 2axz+ 2bxt + 2¢c3t —o0,

r*+ 2axz + 2b at + 2¢,2t = 0.

3° Le cdne correspondant a la racine triple se réduit a
deux plans coincidents; les deux surfaces sont circon-
scrites I'une a I'autre; la courbe de contact est une coni-
que proprement dite.

Formes réduites des équations des deuz surfaces.
az*+ by*+cz?+ dt* = o,
ax’+ by’ +cz’+dt*=o.
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VI. L'équation en X a deux couples de racines égales.

1° Les deux cones correspondants aux racines doubles
sont des cones proprement dits; les surfaces ont en com-
mun une droite, se touchent en deux points de cettedroite,
et se coupent suivant une cubique gauche rencontrant la
droite en ces deux points. '

Formes réduites des équations des deux surfaces.

22z + ct* 4+ az’ + 2d yt —o,
22z + ct*+ A (az* + 2d yt) = o.
2° Un des cones est un cone proprement dit, et I'autre se
réduit a deux plans distincts; les deux surfaces se tou-
chent en trois points et se coupent suivant deux courbes
planes, dont I'une est un systéme de deux droites et I'au-
tre une conique proprement dite.

Formes réduites des équations des deux surfaces.
yt+ecz*+daxz—o,
¥yt + cz* +d, xz =o.
3° Les deux cones se réduisent a un systéme de deux

plans; les deux surfaces ont en commun les quatre cotés
d’un quadrilatére gauche, et se touchent en quatre points.

Formes réduites des équations des deux surfaces.
Xy —+- azt — o,

xry + a3t = o.

VIL. L’é¢quation en X a quatre racines égales.

1° Le cone correspondant a la racine quadruple est un
cOne proprement dit; les deux surfaces ont en commun
une droite, et se touchent en un point unique sur cette
droite ; elles se coupent suivant une cubique gauche qui
touche la droite en ce point.
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Formes réduites des équations des deuzx surfaces.
xt + kyz+az*+ byt—o,
xzt + kyz —o.

2° Le cone correspondant i la racine se réduit a deux
plans distincts; soit AB leur intersection.

I. Si AB n’appartient pas aux deux surfaces, un des
plans touche les deux surfaces et les coupe suivant les
deux mémes droites; I’antre plan les coupe suivant une
conique touchant AB au point ou viennent se couper les
deux droites.

Formes réduites des équations des deux surfaces.
y*+bt*+ 2cxz -+ 2dzt=o,
y:+ bt*+ 2cx2z —o.

II. Si AB appartient aux deux surfaces, les deux sur-
faces ont en commun deux autres droites sappuyant
sur AB et se raccordent suivant AB.

Formes réduites des équations des deuzx surfaces.
axz+byt+czt=—o,
azxz+ byt—=o.

3° Le cone correspondant se réduit a deux plans coin-
cidents; les deux surfaces ont en commun deux droites si-
tuées dans ce planet se raccordent suivantcesdeux droites.

Formes réduites des équations des deux surfaces.
y2+axt+dt*=o,
. Y2+ axt—o. '

Pour le cas des racines nulles et infinies, je renverrai au
§ VIII, ot se trouve le résumé relatif a ces cas particuliers.

Osservarion. — La discussion que nous venons de faire
conduit, en interprétant les équations dans le systéme des
coordonnées tangentielles, a la classification des dévelop-
pables circonscrites a deux surfaces du second ordre.
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DE LA TRANSFORMATION ISOGONALE ET DE LA TRANSFORMATION
ISOLOGIQUE DES FIGURES PLANES;

Par M. Aszr TRANSON.

1. Je traiterai dans cette Note du mode de transforma-
tion dans lequel 4 un point de la figure transformée cor-
respond un point de la figure transformante. On verra
que ce mode de transformation se subdivise en deux au-
tres, auxquelles s’appliquent naturellement les dénomi-
nations de transformation isogonale et de transforma-
tion isologique.

2. Soient x, y les coordonnées d’un point » de la
figure transformée; X, Y celles du point Q qui lui cor-
respond dans la figure transformante. Les formules de
transformation seront

X:qa(.z‘,y), Y=‘¥’(37.7),

ou ¢ et § représentent des fonctions bien déterminées.
Je supposerai d’ailleurs que les coordonnées x et y soient
rapportées aux mémes axes que les X et Y.

Cela posé, si du point (x, y) on passe a un point voisin
(x -+ dx, y + dy), on passera en méme temps du point
transformant (X, Y) 4 un point veisin correspondant
(X + dX, Y+dY)), et comme on a les relations

dy dy

de de
dX dxdz+ o dy, dY e x+dy ly ,

T . . .. d
si on appelle ¢ le coefficient d’inclinaison d‘—;, et T le
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. T ‘ dyY
coefficient d’inclinaison correspondante 7x’ on aura
d
4, db,
4 &
ay_dy,
dz dy

On voit qu'a une valeur de ¢ correspond une valeur
unique de T, et réciproquement; d’ott 'on peut conclure
immédiatement que si I'on considére autour du point ©
quatre points o, o', 0", 0", qui en soient infiniment voi-
sins; et autour du point £ les quatre points infiniment
voisins correspondants O, O/, 0", O”; les quatre direc-
tions wo, wo', wo”, wo” auront le méme rapport anhar-
monique que les quatre directions correspondantes QO,
Q0, Q0”, Q0”; ce qu’on peut énoncer sous une forme
plus générale de la maniére suivante :

Tatorime. — Un faisceau de directions issues du
point w et le faisceau des directions correspondantes
issues du point Q sont des faisceaux homographiques.

11 résulte de ce théoréme que si I'on considére a la fois
un nombre quelconque de courbes tracées sur la premiére
figure et passant toutes au point , et les courbes corres-
pondantes de la seconde figure passant toutes au point Q,
le faisceau des tangentes aux premiéres en leur point
commun  sera homographique avec le faisceau des tan-
genles menées aux courbes qui passent en (1.

3. Calculons maintenant la tangente de 1’angle entre
deux directions correspondantes issues des points w et ;
si nous supposons les axes de coordonnées rectangulaires,
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la tangente de cet angle aura pour expression
d d <
__’41 (_4: — .t_ig) t — ‘_1.2 12

T—¢ dzx dy dx dy
(+T.t de [de d} dy
iz <:1;+7:;: t+7~yt

Relativement 4 un point déterminé (x, y), cette ex-
pression varie avec t, 4 moins qu’on n’ait a la fois

{ d d d

&y T AT @y d ”
parce qu'alors la tangente en question a pour valeur
ds
dy
e
dz .
Lorsque les fonctions ¢ et ¢ satisfont a ces deux condi-
tions pour toutes les valeurs de x et de y, les deux fais-
ceaux de directions correspondantes issues des deux points
correspondants ne sont pas seulement homographiques,
ils sont semblables; car V'angle de deux rayons de 'un
est égal a I’angle des rayons correspondants de I'autre.
Les orientations seules des deux faisceaux différent entre
elles; et précisément elles différent de ’angle dont la tan-

de

dy .
gente a pour valeur — 2 Il arrive alors que deux

dx

courbes quelconques de la figure transformante se ren-
contrent sous le méme angle que les deux courbes trans-
" formées. M. Siebeck, dans un Mémoire trés-intéressant
inséré dans le Journal de Crelle (1858), dit alors que la

transformation est isogonale.
Lorsque la transformation n’est point isogonale, nous
dirons qu'elle est isologigue, pour exprimer le genre
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d’égalité (entre rapports) que présentent dans cette
circonstance plus générale deux. faisceaux correspon-
dants. Or il est digne de remarque qu'une transformation
isologique est toujours isogonale relativement & des points
isolés du plan, lesquels points sont en nombre limité ou
illimité selon la nature des fonctions ¢ et ¢.

Mais remarquons que deux faisceaux peuvent étre ho-
mographiques directement ou inversement selon que les
angles correspondants se suivent dans le méme sens de
rotation ou dans un sens de rotation contraire. De méme
la similitude peut étre directe ou inverse.

Pour trouver les conditions qui distinguent la simili-
tude directe de la similitude inverse, construisons rela-
tivément au point transformé (x, y) la tangente de
Yangle © entre les deux directions transformantes T,, T,
qm correspondem aux directions transformées t,, t.,, et.,
pour simplifier, supposons 7, = 0. On trouve

(,1? dy do d\p) X

dg\? dy\? dy dy do dy )
(@)@~ (Zg+25)
Or tang® doit étre égale a = t, selon que 1a similitude
est directe ou inverse; cela conduit aux doubles équations

dq; dy dy __ de
+ Y ey __a¢ __
= dy =%

tang® —

dont les signes supérieurs donnent lieu a deux faisceaux
directement, et les inférieurs a deux falsceaux inverse-
ment, semblables.

Il résulte de cette discussion que toute transformation
isologique est directement isogonale pour tous les points
déterminés par le systéme d’équations

de (b _,, d¥_dv
LT T &
Ann. de Mathémar., 2¢ sévie, t. VHL. (Mai 186g.) 15
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et inversement semblable pour les points qui satisfont
au second systéme. Ajoutons qu'elle serait isogonale le
long d’une courbe continue si les deux équations de I'un
de ces systémes rentraient I'une dans l'autre.

4. Appelons m le rapport des deux éléments corres-
poudants wo, {1O; on verra aisément que toute courbe
transformée satisfaisant a ’équation différentielle

d 2 d 2 d 2

(5) (&) -~()
de d dy diy\ d dg\? dy\?

v (gnr 2 G E () (&) -m=e
ol m est un parameétre constant, aura ses éléments dans
un rapport de longueur constant avec ceux de la courbe
correspondante. Et, par suite, sur deux telles courbes
deux arcs finis correspondants auront entre eux ce méme
rapport.

Dans le cas des transformations isogonales, I'équation
ci-dessus se raméne a la forme suivante :

L) (&) =] =

Et alors, en égalant a zéro le premier facteur, on obtient
la transformée unique qui (pour une valeur donnée de m)
donne lieu a la circonstance en question (¥).

5. Dans la transformation que M. Chasles a appelée
homographie, a chaque point de 'une des figures corres-
pond un point unique de I'autre. Et d’aprés les formes
des fonctions ¢ et ¢ qui conviennent a cette transforma-

(*) Je remarquerai ici que M. Siebech, dans son Mémoire cité eci-
dessus, a indiqué, a V’'occasion de la transformation isogonale, V'existence
de certaines courbes dont les arcs correspondants ont un rapport constant ;
mais il résout la question autrement et sans en faire aueune application.
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tion, il est aisé de reconnaitre qu’elle est isologique. Mais,
outre qu'é un point de l'une des figures homographiques
correspond un point de Vautre, il faut ajouter qu’a
chaque droite de {’une correspond une droite unique de
lautre.

Ces deux relations, correspondance de point a point
et correspondance de droite a droite, entrainent comme
conséquences toutes les autres relations descriptives et
aussi toutes les relations métriques des figures homogra-
phiques. Elles constituent par leur réunion une défini-
tion de ’homographie « qui a toute la précision ma-
thématique désirable en ce qu’elle n'implique aucune
condition superflue. » :

D’abord, puisquel’homographie est une transformation
isologique et que de plus toute droite y correspond a une
autre droite, il s’ensuit évidemment que « quatre droites
issues d’'un méme point dans la premiére figure ont leur
rapport anharmonique égal a celui des quatre droites cor-
respondantes de la seconde figure. »

La propriété que « quatre points en ligne droite dans
~une figure ont leur rapport anharmonique égal a celui
des quatre points correspondants de la seconde figure »
n’est pas moins évidente. Car sil’on joint quatre points
situés sur une droite transformée /'a2 un point quel-
conque ® pris extérieurement i cete droite sur la pre-
miére figure, on déterminera les points correspondants
de la transformante L par sa rencontre avec les quatre
rayons issus de Q et correspondants & ceux qui abou-
tissent & . Or le rapport anharmonique des quatre pre-
miers rayons est égal (& cause de l'isologie) a celui des
quatre autres; donc aussi les rapports des points qu'ils
déterminent respectivement sur Z et L sont égaux.

6. La circonstance que toute transformation isologique
15,
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est directement isogonale en quelques points isolés du plan
transformé et inversement isogonale en d’autres points,
donne lieu 4 une propriété de I’homographie qui n’avait
peut-tre pas encore été remarquée. En effet, les fonc-
tions propres 4 I’homographie étant les suivantes :

Ax4+By+C
Az +By+1

Ax+By~+(C
x L) = Z, = —py—
?( ’.7) ‘l’( ’J’) A”.t—i-B”J"‘*—I’
on verra aisément que la transformation est directement
isogonale en un point unique et inversement en un autre

point aussi unique; de la ce théoréme : |

Tatorkme. — Dans deux figures homographiques
deux couples de points particuliers se correspondent
qu’on pourrait appeler « centres », qui sont caractérisés
par la circonstance que deux segments correspondants
pris & volonté dans les deux figures, étant vus l'un et
Uautre de leurs centres respectifs, y sous-tendent deux
angles égau.:c ; mais tandis que par rapport aux centres
de l'un des couples le sens de rotation des angles égaux
est le méme, il est contraire pour les centres du second
couple.

On peut démontrer ce théoréme directement et par
des considérations purement géométriques, en observant
que deux figures homographiques peuvent toujours étre
considérées comme deux figures primitivement déduites
I'une de ’autre par voie de perspective et qu’on a ensuite
placées sur un méme plan de maniére & y occuper deux
situations absolument indépendantes (GEoMETRIE supk-
RIEURE, passim). Il suffira donc d’établir Pexistence du
théoréme en question par rapport a deux figures planes
actuellement en perspective 'une de l'autre, ce qui est
a la fois intéressant et facile. '

7. X et Y étant les fonctions réelles de x et y ci-dessus
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représentées par ¢ et {, soient deux variables directrices
s=z+iy, L=X+IiY,

on peut dire avec Canchy que Z est une fonction de z,

puisqu’une valeur déterminée de z détermine un systéme

unique de valeurs pour x et y, et par suite une valeur

déterminée aussi pour Z. D’ailleurs en construisant la

* A . . k¥ ALl . dz
dérivée de Z, c'est-a-dire le rapport différentiel =2’ on

trouve pour sa va]eur

d do d d dy dy
de , dodr  (db  dbdy
dr  dy dz dx dy dx

d

l—}—i—Z

drx

Y d .
Cette valeur est indépendante de d—f lorsqu'on a a la
£

fois

d d d d

l—[; -+ Ii: — o, —(g — 2—5 = o0,
et alors la dérivée de Z est, comme Z elle-méme, une
fonction bien déterminée de z : au lieu que si ces condi-
tions ne sont pas remplies la dérivée de Z dépend a la
fois de z et du rapport :%

Dans le premier cas, Cauchy appelle la fonction mo-
nogéne, et dans le second il dit qu'elle est non mo-
nogéne.

Jusqu’a ce grand géométre, on n’avait pas eu cette idée
de fonctions non monogénes; et lui-méme, aprés avoir
établi cette distinction, n’a considéré que les fonctions
monogénes dans sa belle théorie des intégrales définies.
Mais la relation générale ci-dessus indiquée entre Z ct z,
quels que soient ¢ et ¢, n'en est pas moins, conformé-
ment au véritable sens mathématique des mots, une rela-
tion de fonction a variable; et on voit par les lois de la
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transformation des figures que les fonctions non mono-
génes peuvent prendre place dans la science aussi 1égiti-
mement que les fonctions monogénes, puisque si les unes
donnent lieu & des transformations isogonales, les autres
donnent naissance a des transformations isologiques.

DETERMINATION DES FOYERS DANS LES CONIQUES;

\
Parx M. DE SAINT-GERMAIN,
Répétiteur a Sainte-Barbe.

La définition la plus élémentaire des foyers consiste a
les regarder comme des points dont la distance 4 un point
quelconque de la conique s’exprime par une fonction ra-
tionnelle et linéaire de ses coordonnées. 11 s’ensuit qu’on
détermine les coordonnées , {3 de ces points en identifiant
I’équation
(x — &>+ (y — B)*+ 2(z — «)(y — P)cosd — (mx + ny—+ p)*=o,
avec I'équation de la courbe

f(xyy)=Axr*+2Bxy + Cy*+ 2Dx +2Ey +F =o.

Cette identification est facilitée d’une maniére assez

remarquable en remplagant i par X + «, y par Y + f3.
On aura alors

AX'+ 2BXY +CY?+ X f, («, B) + Yf; (ay B) +S (e, B)
+MX?+Y*+2XYcos6) =rA(mX +nY+ma+nf+p),
ou, en posant
f;_' =2D,, fp' =2E, f(a, g) =F,
ms/i:m., m\/i:n‘, \/i(ma+nﬁ+p):p. :
( AX?+ 2BXY + CY*+ 2D, X +2E, Y + F,
+ X+ Y+ 2XYcos8) = (m, X + Y + p,).
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On identifie les deux membres, ee.qui donne d’abord

m.=\/A+)‘, n o= \/C+7‘, Pl:\/ﬁ"

et, par suite,

‘ B +cosd = YA+ yC +1,
(2) , D, =VF VA +),

[. E, = VE Ve =+,
L’élimination de 1 se fait sans peine. Si 'on retranche la
deuxiéme de la troisiéme équation aprés les avoir élevées
au carré, on a
(3) E? —D? = (C—A)F. /

En les multipliant, on a
ED,=F, yA 43 yC+ %= (B+)cosé)F,.

Si Pon y remplace A par sa valeur tirée de la deuxiéme ou
de la troisiéme des équations (2), on a I'une ou l'autre
des équations

D? cos6 — (A cos§ — B)F, + E,D,,

(4) Ef cos§ = (Ccos6d —B)F, + E,D,.

L’équation (3) et I'une des équations (4) déterminent
les foyers. Elles donnent une démonstration trés-simple
d’une propriété bien connue des foyers. Le systéme des
tangentes menées d'un point (a, 3) a la conique est repré-
senté par I’équation

(Az*+ 2Bxy 4+ Cy? + 2Dx + 2Ey + F)F,
=(Dz+E y +Da+EB+F).

Si I’'on exprime que ce systéme a les caractéres analy-
tiques du cercle, on retrouve précisément les équations (3)
et (4). Donc on peut dire sans difficulté que les foyers
sont des points tels, que le systéme des 1angentes menées
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de ces points a la courbe ont les caractéres analytiques du
cercle, et plus rapidement que ce sont les centres de cercles
évanouissants, bitangents a la conique.

En prenant la racine carrée du premier membre de
I'équation (1), on a I'équation de la directrice, polaire du

point (e, 8),

XJET-{—Y\/WZ-&- \/E:o,
ou, remplacant X par x —a, Y par y — 3, VA1 par
%, VC -2 par \/%’

zD, + yE +Da+Ef+F=o.

Si les axes coordonnés sont paralléles aux axes de la
courbe, les équations (3) et (4) deviennent
' D!—E’=(A—C)F, ED,=o,

et il est facile d’en déduire que, dans les courbes a centre,
les foyers sont & I'intersection des deux axes de la courbe
et d'une hyperbole équilatére ayant les mémes axes en
direction. Dans la parabole, les deux équations ne repré-
sentent que chacune une droite, il n’y a qu’un foyer a dis-
tance finie. Un systéme de deux paralléles n’a plus de
foyers, a moins d’étre confondues : alors chaque point de
cette droite double est un foyer. )

PROBLEMES DE GEOMETRIE;

Par M. MOREL,
Ancien Eléve de ’Ecole Polytechnique, Répétiteur a Sainte-Barke.

Mener entre deux droites une tangente & un cercle,
de telle maniére qu’'elle soit partagée en deux parties
égales par le point de contact.
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Je prends pour axes les deux droites données. Je joins
l'origine A au point de contact inconnu C(x/, '), et je
méne la ligne AB paralléle 4 la tangente ED (fig. 1).

Fig. 1.

9

D’aprés la définition méme des faisceaux harmoniques,
les lignes AC et AB sont conjuguées harmoniques par rap-
port aux axes; leurs équations sont donc

(1) y — kxr=o0 pour AC,
(2) y + kx—=—o0 pour AB.

L’équation du cercle est
(3) (z—a)+(r— Bi+2(z—a)(y —B)cosd =r2.

Le point (', y') éiant sur le cercle, ses coordonnées
doivent satisfaire a 1'équation de ce cercle, et aussi a
I’équation (1), puisqu’il est sur la droite AC.

La droite passant par le point O{«, ) et par le point
(x', ') devra étre perpendiculaire a ladroite ED, et, par
suite, a la paralléle AB. On devra donc avoir

V_B . ,’— \
1-- "{,-‘—' +(J—,—f$ -—-_A') cosf = o.
—a 2 —a .

i



(234 )
On en déduit pour & la valeur

_ 2 —a+(y'—B)cost

k= .
y'— B+ (& — a)cosb

Portant cette valeur de k dans ’équation
y' —kx'=o,

on trouve que le point (x’, y') doit étre tel, que ses coor-
données satisfassent a I’équation

y*—a*—y (B + «cosd)+ x(a+ Bcosd) —o.

Cette équation est celle d’'une hyperbole équilatére qui
passe par 'origine, par le centre du cercle, et par les pro-
Jections orthogonales du centre sur les axes.

Les asymptotes sont paralléles aux droites représentées
par P'équation

y'—axrt=o,

c’est-a-dire paralléles aux deux bissectrices des angles
des axes.
Cherchons le centre de cette hyperbole. On a

f}f::zy—-(@—l—acose)::o,
f;:zz—(a+ﬂcose):0.

Donc si par les milieux des segments interceptés sur
chacun des axes, on méne une paralléle & I'autre, on a un
diamétre, qui est conjugué de la direction du premier axe,
1l en résulte que la ligne qui joint les projections du
centre sur les axes est toujours un diamétre. On peut donc
facilement trouver et construire cette hyperbole. Les
pointsde rencontre de cette hyperbole avec le cercle donné
détermineront le point C cherché.

Cherchons la condition pour‘que cette équation repré-
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sente deux droites. On sait qu'une courbe dont I'équation

Axr*+Bzy +Cy*+ Dz +Ey+F=o0

représentera deux lignes droites si I'on a entre les coef-
ficients la relation

AE*+ CD* + FB* — BDE — {ACF =o.
Nous aurons donc ici, puisque B et F sont nuls,
(24 BcosB)* — (B + «cosh)*=o.
En développant, il vient
(«* — B?)sin®9 — o,

ce qui ne peut avoir lieu que si @ = == 3, c’est-a-dire si
le centre du cercle est sur 'une des bissectrices des deux
axes. Dans ce cas, en effet, I'équation devient, si I'on
suppose d’abord « = 3,

yi—x*—(y —x)(«a + acosf)=o,
ce qui donne
y—zx=o0 et y+x— (14 cosl)=o.
Si @ = —f3, on aura

yi—ax*—(y+=z)(p—pcosd)=o,
ou

Yy +x=o, y~—x4:::p(l—cose).

Etant donnés deux points A et B (fig- a) dans le
plan d’un cercle O, trouver sur le cercle le point C tel,
que AC+-CB soit un minimum.(Ce probléme sert 4 déter-
miner la position du point brillant d’une sphére donnée,
lorsque le point lumineux et 'ceil sont aussi donnés.)
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Supposons le probléme résolu, je méne la tangente au
point C; alors, d’aprés un théoréme connu, 'angle ACD
est égal 4 I'angle BCE.

Fig. 2.

Je prolonge la ligne BC jusqu’au point F, ou elle ren-
contre la circonférence, et je méne la tangente FD; de
méme je prolonge la ligne AC jusqu’au point H, et je
méne la tangente HE; les deux triangles isocéles DFC et
CEH sont égaux, puisque l'angle ECH étant égal a
Vangle DCF, la corde CH est égale a la corde CF ; donc
on a DC = CE.

Mais par le point D passe la polaire du point B, ligne
complétement déterminée; il en est de méme de EK;
donc le probléme revient au suivant : mener entre deux
droites données une tangente & un cercle, de telle ma-
niére qu’elle soit partagée en deux parties égales par le
point de contact.
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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 905

( voir 2° série, t. V11, p. 46);

Par M. VALABREGUE,
Eléve A Sainte-Barbe.

On donne une ellipse et ses deux foyers F et G (*);
deux droites touchent cette ellipse aux points M et N
et se coupent en T : démontrer la relation

—2 —_—2
F 16
MF.NF ~ MG.NG

(Lacuerre.)
D’aprés un théoréme connu, on a les relations

MFT = TFN, MGT =TGN, MTF = NTG;

oron a
TF sinTMF
MF ~ SioMTF’
TF sinTNF
NF~ SinFIN'
donc
TF sinTMF > sin TNF

MF > NF — sinMTF >< sinFTN
—2

Pour avoir le rapport » il me suffirait de chan-

TG -
MG < NG

(*) Le lecteur est prié de faire la figure.
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ger TME en 1 — TMF, et TNF en m — TNF, ce qui
ne changerait pas les sinus; donc. ...
C. Q. F. D.

Note. — Ont résolu la méme question : MM. A. G., étudiant en méde-
cine; Thomas de Margam, Taibach; Henri Lez, a Lorrez; Williére;
Alfred Giard; Maurice Aourt, éléve au collége de Blaye; Louis Coquet,
maitre répétiteur au lycée de Bordeaux; Brocard, lieutenant du Génie;

Paul Endrés, éléve au lycée de Douai ; Chadu, maitre répétiteur au lycée
de Bordeaux; Jannsen ; Morel, répétiteur a Sainte-Barbe.

Question 914.

(voir 2* série, t. VIII, p. 48);

Par M. MOREL,

Ancien éléve de ’Ecole Polytechnique, Répétiteur a Sainte-Barbe.

La formule ax + b, o a et b sont premiers entre
eux, ne renferme que des nombres premiers & m,
si tous les diviseurs premiers de m divisent a. Mais,
si m a des diviseurs premiers p, q, r,. .., qui ne divisent
pas a, sur m nombres conséculifs compris dans ax + b,
en posant

r—=a, x4+Iy..., a-+m-—I,

() () ()

nombres premiers a m. (Le Bescuk.)

il y aura

La premiére partie de ce théoréme est évidente, puis-
que si ax + b et m admettaient un facteur premier com-
mun, ce facteur premier, divisant a et ax -+ b, devrait
diviser &, ce qui est contre ’hypothése.

Pour démontrer la seconde partie, je vais d’abord éta-
blir le lemme suivant :
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Si 'on a p nombres en progression arithmétique dont
la raison r est premiére avec p, il y a un de ces nombres,
et un seul, qui est divisible par p.

Pour démontrer ce lemme, on démontre que deux
restes ne peuvent pas étre égaux, puisque si I'on avait

a+-nr=mp-+a, a-+nr—mp-+a,

on aurait
(rn—n"Yr=mp,

ou r et p ne seraient pas premiers entre eux, ce qui est
contre I’hypothése. On a donc p restes différents infé-
rieurs & p ; donc 'un d’eux est nécessairement o.

Cela posé, on voit que I'expression ax + b peut étre
considérée comme un terme d’une progression arithmé-
tique dont la raison est a. Comme j’ai m termes consé-

. . . . , : m
cutifs de cette progression, je puis les séparer en >
groupes de p termes; dans chacun de ces groupes, il y

« o e . m
aura un terme divisible par p; il y aura donc — termes
P

- ° . m .
divisibles par p, et par conséquent > (p —1) qui ne se-

ront pas divisibles par p, et qui, par suite de la premiére
partie, seront premiers avec m, si p est le seul facteur
de m qui ne divise pas a.

Si Yon suppose deux facteurs p et ¢ ne divisant

o o s m
pas a, le nombre des termes divisibles par ¢ sera —;
9
sur ce nombre, il faut prendre ceux qui sont divisibles

. m .
aussi par p, dont le nombre est Pt il reste donc, dans

les %(p — 1) nombres restants, én; (p — 1) nombres di-

p—1qg—1
q

visibles par ¢, et par suiteil yen a m

qui
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ne sont divisibles ni par p ni par ¢, et sont dés lors pre-
miers avec m. C. Q. F. D.

On continuerait de méme le raisonnement pour un
plus grand nombre de facteurs.

Note. — Nous avons re¢u trop tard pour I'insérer une autre solution
trés-simple de M. Netto, étudiant en mathématiques, a Berlin.

QUESTIONS.

933. Trouver le lieu du centre d'une ellipse de gran-
deur constante dont le périmétre passe par un point‘ﬁxe,
et dont I'axe focal passe par un autre point fixe.

Discuter la forme du lieu lorsque la distance des points
fixes varie de zéro a I'infini. o

Ce lieu peut étre obtenu en projetant sur les tan-
gentes d'une ellipse auxiliaire le point fixe par lequel
passe I'axe focal de I'ellipse mobile. (J.-Ca. Durain.)

934. Les centres de courbure d’une spirale d’Archi-
meéde qui correspondent a des points situés sur un méme
‘rayon vecteur appartiennent 4 une méme ellipse.

(G. Founn'r.).

935. Etant données sur un plan deux figures com-
posées : 'une du point O et des droites A et B; I'autre du
point O’ et des droites A’ et B', mener par chacun des
points donnés unetransversale telle, que les segments com-
pris sur 'une entre le point O et les droites A et B soient
égaux aux segments compris sur I'autre entre le point O’
et les droites A’ et B'. '

Méme probléme en remplagant dans chaque figure les
droites par des circonférences passant par le point donné.

(G. Fourer.)
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Sl“l LES PRINCIPES FONIMMEN“IIX BE L'HYDROSTATIQUE;
Par M. J. MOUTIER. '

1. Définitions. — Soit un liquide contenu dans un
-vase fermé par un piston mobile ; si I'on exerce normale-

ment un effort déterminé sur la'base du piston, le piston
se fixe dans une position d’équilibre. La force appliquée
normalement a la base du piston sera, par définition, la
pression exercée sur le liquide en équilibre par le piston;
la pression du liquide sur la base du piston sera, égale-
ment par définition, une force égale et contraire a la
premiére (*).

Une paroi plane quelconque S appartenant au vase
peut étre assimilée a la base du piston mobile et sup-
porte une pression P, qui, par définition, est normale a
cette surface. Une force égale et contraire a P représente
Ieffort qu’il faudrait exercer normalement sur la surface §
pour maintenir en équilibre cette paroi supposée libre.

On ne sait a priori comment cette pression P est ré-
partie sur la surface S. Si cette pression était répartie
uniformément sur la surface S, la pression sur 'unité de

(™) On dit quelquefois que si la pression exercée par un liquide en
équilibre sur une paroi n’était pas normale a la paroi, elle pourrait se
décomposer en deux autres, ’'une nérmale, 'autre tangente 2 la paroi, et
que cette derniére composante aurait pour effet de déplacer les molécules
liquides. Quelle que soit la forme du raisonnement employé, on ne peut
démontrer que la pression est normale a la paroi, qu’aprés avoir défini
préalablement la pression exercée par nn liquide en équilibre. La notion
de pression s’acquiert, il est vrai, trés~Facitement, mais une définition
précise de la pression n’en est pas moins indispensable, lorsqu’on se
propose d’établir des théorémes sur les pressions. La définition adoptée
ici est indépendante de toute hypothése sur la constitution des fluides.

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. VIIL. (Juin 1869.) 16
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surface serait g; quelle que soit la distribution de la

. P . ,
pression P sur la surface S, g est la pression supportée

en moyenne par J'unité de surface, et s’appellera la pres-
sion moyenne sur l'unité de surface de la paroi S, ou,
d’une maniére abrégée, la pression moyenne sur la pa-
roi S. ' .

- 8i I'on congoit que l'aire de la paroi S diminue indé-
finiment autour d’un point M, la pression moyenne tend
vers une certaine limite, que nous appellerons la pres-
sion sur l'unité de surface au point M, ou, plus simple-
ment, la pression au point M. Un point ne peut sup-
porter de pression ; mais on peut concevoir un élément
géométrique superficiel  autour du point M, cet élé-
ment supporte une pression p que 'on peut appeler la
pression élémentaire, et on peut écrire indistinctement
pour la pression au point M : Lim (g) ougo Par abré-
viation, nous représenterons également la pression en
un point par & et nous écrirons indistinctement

. (PN _p
L1m<-s->_;___cx.

La définition précédente s’étend a un point pris sur
une paroi courbe; I’élément w appartient alors au plan
tangent & la paroi au point considéré.

La méme définition s’étend également aux points pris
a l'intérieur du liquide; il suffit d’imaginer une surface
passant par le point pris a l'intérieur du liquide, le par-
tageant en deux parties, et de considérer le point en ques-
tion comme appartenant i cette paroi.

2. Le but principal de hydrostatique est de déter-
miner les relations qui existent entre les pressions aux
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divers points de Ja paroi ou de I'intérieur du liquide, et
les forces qui agissent sur le liquide; nous considérerons
d’abord les liquides soumis uniquement i I’action de la
pesanteur. :

La théorie de I'équilibre des liquides pesants peut se
déduire tout entiére d’une remarque fort ancienne, qui
sert a établir dans tous les Traités de Physique le prin-
cipe d’Archiméde : '

8i lon considére une portion quelconque du liquide
en équilibre, les pressions exercées par le liquide enyi-
ronnant sur les divers éléments de la surface qui limite
cette masse liquide font équilibre au poids du liguide.

On peut déduire de la tous les principes de I'hydro-
statique, en choisissant convenablement la forme de la
masse liquide en équilibre.

3. Imaginons un filet cylindrique, c’est-a-dire unecy-
lindre dont les dimensions transversales soient infini-
ment petiles par rapport aux dimensions longitudinales,

et supposons ce cylindre limité par deux plans inclinés

d’une maniére quelconque par rapport aux génératrices.

Soient w, w' les deux bases du filet cylindrique (fig. 1);
16.
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p, p' les pressions qu’elles supportent de la part du liquide
environnant, et ¢ le poids du liquide renfermé a I'inté-
rieur du filet.

Les pressions exercées par le liquide environnant sur
les bases w, w' et sur les divers éléments de la surface
latérale du cylindre font équilibre au poids du liquide.
D’aprés un théoréme de mécanique bien connu, la
somme algébrique des projections des forces de ce sys-
téme en équilibre sur une direction quelconque est nulle;
or, si I’'on prend pour direction celle des génératrices du
cylindre, toutes les pressions élémentaires relatives a la
surface latérale du cylindre ont des projections nulles sur
cette direction, la somme algébrique des projections des
trois forces p, p’, ¢ sur cette dlrectlon est donc nulle.
Par suite, si 'on appelle «, a’, 6, les ang]es aigus formés
par ces trois forces avec une dlrectlou paralléle aux géné-
ratrices du cylindre, on a, en tenant compte de la direc-
tion des forces,

pcosa + qcos€ — p’ cosa’ = o.

Le volume du filet cylindrique est égal au volume d'un
cylindre ayant pour base la section droite ¢ du filet et
pour hauteur la ligne qui joint les centres de gravité A, A’
des deux bases, et qui est paralléle aux génératrices du
cylindre. Si 'on désigne par d le poids de I'unité de
volume du liquide supposé homogéne,

q=ocld.

D’ailleurs la section droite o du filet peut étre considérée
comme la projection de I'une ou I'autre des bases », o',
et, d’aprés une propriété géométrique bien connue,

6 —wcosa, o — w' cosz’.

Si 'on reporte dans la premiére équation les valeurs
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de g, cos a, cos a', on obtient, aprés réduction évidente,

’

L _»P -+ lcos6.d.
(4]

G

Or lcos® est la différence de niveau des points A, A’; en
la désignant par z, il vient définitivement

P P
(1) = + zd,
’
ou encore, en posant li, =a, P @,
[A] (5]
o = + zd.

4. Plusieurs conséquences se déduisent de cette rela-

tion :
7

I;); = o’ est indépendant de la directpn
de’élément w'; par suite, la pression au point A’ est in-
dépendante de l'orientation de I'élément w'. Ainsi, en
général, la pression en un point pris a 'intérieur du
liquide en équilibre est indépendante de l'orientation de
I’élément que I’on suppose mené par ce point; en d’autres
termes, la pression supportée par un élément de surface
pris a 'intérieur d’un liquide en équilibre est indépen-
dante de I'orientation de cet élément.

2° La différence des pressions en deux points pris a
I'intérieur d’'un liquide est égale au poids d'une colonne
liquide, ayant pour base I'unité de surface et pour hau-
teur la différence de niveau des deux points. '

3° La pression est la méme en deux points d’un méme
plan horizontal.

4° Si l’on appelle surface de niveau le lieu géométrique
des points ou la pression est la méme, dans un liquide
pesant en équilibre, les surfaces de niveau sont des plans

1° Le rapport
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horizontaux. En effet, pour deux points d’une méme sur-
face de niveau on a par définition o’ = w; d’aprés la
relation (1), la différence de niveau z des deux points
doit étre nulle.

Ces diverses conséquences de la relation (1) peuvent
s'énoncer de plusieurs autres maniéres. Supposons par
exemple les deux éléments w, »’ égaux entre eux,

pP=p—+ oz

On voit que la différence des pressions supportées par
deux éléments égaux menés i lintérieur du liquide est
égale au poids d’une colonne liquide ayant pour base I'un
des éléments et pour hauteur la différence de niveau des
deux éléments, et par suite deux éléments égaux pris
sur un méme plan horizontal supportent des pressions

éggles.

8. La relation (1) peut s’étendre aisément au cas ou la
ligne AA’, qui joint deux poirits quelconques, n’est pas
située entié¢rement a I'intérieur du liquide. Dans ce cas,
on peut toujours aller du point A au point A’, en suivant
une ligne brisée entiérement située a 'intérieur du li-
quide; il suffit alors d’écrire la relation (1) pour les
sominets successifs de ce contour polygonal pour généra-
liser cette relation.

6. Une relation analogue s'applique 4 deux parois
planes finies situées d’'une maniére quelconque dans le
liquide.

‘Considérons en effet une paroi plane S et sur cette
paroi un élément superficiel « supportant la pression p;
imaginons un plan horizontal arbitraire xy mené a I'in-
térieur du liquide, et appelons o la preésion en un point
de ce plan, z la distance de I'élément » an plan xy.
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D’aprés la relation (1)

e:w—i—zd,
©

ou
p=wn + ozd.

Les pressions élémentaires p ont une résultante P égale

a Jeur somme :
P=1aS + dinz.

Or, si I'on appelle Z la distance du centre de gravité
de la surface S au plan xy, on sait que

Swz =SZ,

et par suile
P—=uS + dSZ,

ou

P
§=°% -+ Zd.

Si l'on appelle P’ la pression supportée par une se-
conde paroi plane d’étendue §', dont le centre de gravité
soit & une distance Z’ du plan xy, on a de méme

/

P
-S—,:m«;—Z’d,

et, en éliminant © entre ces deux relations,

P P
2 == +d(Z —1Z).
(2) g=3+dZ—12) _
Cette relation a la méme forme que la premiére et
conduit, par conséquent, & des conséquences analogues;
la pression en un point est remplacée ici par la pression
moyenne sur 'unité de surface. '

7. Si I'on suppose les centres de gravité des deux pa-
rois planes situés sur un méme plan horizontal, ou si
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’on néglige la différence de pression due a la différence
de niveau Z — Z/, la relation (2) se réduit a

PP

§ s’
Les pressions exercées par le liquide sont proportion-
nelles aux surfaces ; c’est le principe de Pascal, ou de la
transmission des pressions.

Pascal I'énonce ainsi, au commencement du second
chapitre du Traité de ’équilibre des liqueurs : « Si un
vaisseau plein d’eau, clos de toutes parts, a deux ouver-
tures, I'une centuple de I’autre; en mettant a chacune un
piston qui lui soit juste, un homme poussant le petit
piston égalera la force de’ cent hommes qui pousseront
celui qui est cent fois plus large et en surmontera quatre-
vingt-dix-neuf. ’

» Et, quelque proportion qu’aient ces ouvertures, si
les forces qu'on mettra sur les pistons sont comme les
ouvertures, elles seront en équilibre. Dot il parait qu’un
vaisseau plein d’eau est un nouveau principe de méca-
nique et une machine nouvelle pour multiplier les forces
a tel degré que 'on voudra.... »

La mesure directe des forces P, P’ ne peut étre réalisée
expérimentalement a~cause des frottements considérables
des pistons contre les parois des tuyaux; aussi Pascal
fait-il suivre de trois démonstrations théoriques I'énoncé
du principe qui lui sert 4 expliquer les propriéiés des
liquides en équilibre.

« Et 'on doit admirer qu'il se rencontre en cette ma-
chine nouvelle cet ordre constant qui se trouve en toutes
fes anciennes, savoir: le levier, le tour, la vis sans fin, et
qui est, que le chemin est augmenté en méme proportion
que la force... » A 'exemple de Galilée, Pascal applique
ici le principe des vitesses virtuelles, sur lequel Lagrange
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a établi plus tard I'hydrostatique tout entiére. Pascal
donne ensuite une seconde démonstration : « On peut
encore ajouter, pour plus grand éclaircissement,... » et
bientdt une troisi¢éme : « Voici encore une preuve qui ne
peut étre entendue que par les seuls géométres..... »

On voit, d’aprés ce qui précéde, que le principe de
Pascal peut également se déduire des considérations sim-
ples sur lesquelles on s’appuie ordinairement pour établir
le principe d’Archiméde. Les raisonnements précédents
s’appliquent 4 la fois aux liquides et aux gaz en équilibre;
les liquides peuvent &tre terminés par une surface libre.

8. Surface libre d’un liquide pesant. — Si le vide
est fait au-dessus du liquide, la pression est nulle en tous
les points de sa surface; si le liquide supporte la pres-
sion constante de I’atmosphére, la pression est supposée
la méme en tous les points de la surface libre, et dans
ces deux cas la surface libre est.une surface de niveau, et,
par suite, elle est horizontale (n° 4). Cette propriété
étant indépendante, comme tout ce qui précéde, de la
forme des vases, il n’y a pas lieu de distinguer le cas ou
un méme liquide serait contenu dans les vases qu’on
appelle vases communiquants.

D’une maniére plus générale, lorsqu’un liquide et un
gaz sont superposés, la surface de séparation, comme on
va le voir, est horizontale.

9. Liguides superposés. — Lorsque deux liquides de
densité différente se superposent sans se mélanger ou
réagir chimiquement I'un sur 'autre, la surface de sépa-
ration des deux liquides est un plan horizontal.

Soient MM’ (fig. 2) la surface de séparation des deux
liquides, AA’un plan horizontal mené a 'intérieur du li-
quide inférieur, BB’ un second plan horizontal mené dans
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le liquide supérieur a une distance 2 du premier. Prenons
deux points A, A’ sur le premier plan; élevons en ces
deux points des perpendiculaires jusqu’a leur rencontre
avec le second plan BB'; appelons z, z’ les distances AM,

A'M/'; d, d' les poids de I'unité de volume des deux li-
quides inférieur et supérieur; w, ' les pressions aux
points A, A’; 9, ¢’les pressions aux points B, B’; d’apreés
ce ui précéde,

o —=¢ +z2d+ (h—2)d,

o =g +d+ (h—2)d'.

Mais les points A, A’ étant pris a l'intérieur du méme
liquide, © = w'; par la méme raison, ¢ = ¢’, en retran-
chant les deux équations

(z—2')(d —d)=o.

Par hypothése, d est différent de d'; donc z=2z'. Le
méme raisonnement s’applique & un liquide et 4 un gaz
superposés.

10. Pression sur une paroi plane. — Silon suppose
dans la relation (2) P'=o0, Z'= o, on obtient immé-
diatement P = 8dZ pour la valeur de la pression exercée
par un liquide a surface libre sur une paroi plane.



.
©(251)

Les pressions exercées par un liquide sur les divers
éléments d’une paroi courbe n’étant pas paralléles n’ont
pas nécessairement une résultante unique; mais, dans
certains cas, on peut trouver d'une maniére simple la
résultante de ces pressions élémentaires.

Prenons comme exemple les hémisphéres de Magde-
bourg, et cherchons l'effort nécessaire pour séparer I'un
des hémisphéres aprés que le vide a été fait intérieure-
ment, ce qui revient a chercher la résultante des pres-
sions exercées par I'air sur une surface hémisphérique.
A cet effet, imaginons une masse d’air atmosphérique
contenue dans une demi-sphére; les pressions élémen-
taires p, p’, p”,... exercées sur la surface courbe et la
pression P exercée sur la base par I'air environnant font
équilibre au poids de ’air atmosphérique contenu a 'in-
térieur. Par suite, si I'on néglige le poids de cet air, on
voit que les pressions p, p’, p”,... ont une résultante
égale et contraire & P; I'effort nécessaire pour détacher
Vhémisphére est donc égal a la pression exercée par I'at-
mosphére sur la base de 'hémisphére, si 'on néglige le
poids de I'air dont I'hémisphére tient la place.

11. Résultante des pressions exercées par un liguide
sur les parois d’un vase. — Un raisonnement analogue
montre d'une maniére immédiate que les pressions exer-
cées par un liquide sur les parois d’'un vase ont pour
résultante le poids du liquide.

Si I'on considére une portion quelconque d’un liquide
en équilibre, les pressions p, p’, p”,. .. exercées par le
liquide environnant sur les divers éléments de la surface
qui limite la masse liquide font équilibre au poids du
liquides d’ail]eur; les pressions py, py, pPs,. .. exercées
par le liquide intérieur sur cette méme surface sont res-
pectivement égales et opposées aux forces p, p/, p”,. . .3
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donc les forces po, py, ps,y. .. forment un systéme équi-
valent au poids du liquide.

12. Tourniquet hydraulique. — Les pressions p,, p;,
Ps,. . - exercées par le liquide contenu dans un vase ont
pour résultante le poids ¢ du liquide contenu dans le:
vase, et, par suite, font équilibre a une force ¢’ égale et
contraire a ¢. Par suite, la force ¢' et les pressions élé-
mentaires p;, ps,. . ., considérées a I'exclusion de Po, ont
une résultante p égale et direciement opposée a py; si
P'on ouvre un orifice en enlevant la portion de paroi qui
supporte la pression p,, et si 'on admet, en outre, que
toutes les autres forces du systéme restent les mémes, la
force p, égale et contraire 4 p,, met le vase en mouve-
ment.

13. Nous avons considéré jusqu’a présent les liquides
soumis uniquement a I’action de la pesanteur; il est aisé
de voir que les résultats sont analogues, si ’on suppose
un liquide soumis 4 des forces de direction constante et
proportionnelles aux masses sur lesquelles ces forces
agissent.

Reprenons en effet le filet cylindrique AA’ (n° 3);
soit 7 la résultante des forces appliquées au liquide con-
tenu dans le cylindre, cette force est appliquée au centre
dc gravité du filet et a pour expression alp, si 'on ap-
pelle p la force appliquée a I'unité de volume. En con-
servant les autres notations, on a, comme précédemment,

,
%—_—_ 1:: ~+ lcosB.p;
mais Zcos€ est la projection de la longueur / sur la direc-
tion des forces supposée constante; si I'on représente
cette projection par 4, la relation précédente peut s'écrire

'
’;,:{--!-lp.

w
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Elle donne lieu aux mémes remarques que la rela-
tion (1); en particulier, si Pon appelle toujours surface
’
de niveau le lieu géométrique des points ou la pression %
est la méme, on voit que la surface de niveau passant
par le point A’ est le lieu géométrique des points pour
lesquels A = const., c'est-2-dire un plan perpendiculaire

a la direction commune des forces 7.

14. Si les forces qui agissent sur le liquide ont des
directions différentes, mais variant d'une maniére con-
tinue, on peut considérer une masse liquide suffisamment
petite pour que les forces appliquées aux divers éléments
de volume conservent sensiblement la méme direction,
et remplacer dans une petite étendue la surface de niveau
par le plan tangent a cette surface. D’aprés ce qui pré-
céde, le plan tangent est perpendiculaire a la direction
des forces au point considéré; en d’autres termes, la sur-
face de niveau est normale en chacun de ses points a la
résultante des forces qui sollicitent le liquide.

NOTE SUR UNE METHODE DR TRANSFORMATION
DES SURFACES ;

Par M. E. HABICH.

Si les normales aux points correspondants M et M’ des
surfaces (A) et (A’) se rencontrent en un méme point N,
les. normales aux sections planes de ces surfaces faites
suivant la droite MM' vont se rencontrer aux points n
'qm se trouvent tous dans un méme plan perpendxculalre
a MM’ et passant par le point N.

* Réciproquement, si dans deux sections planes faites
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suivant MM’ les normales aux courbes planes de ces sec-
tions se rencontrent aux points n et n”situés sur un méme
plan perpendiculaire & MM’, dans ce cas les normales
aux surfaces (A) et (A’) vont se rencontrer aussi en un
point N, situé dans ce dernier plan, et ayant pour pro-
jections sur les plans des sections les points n et ',
Soient '

() { Fi(r,0,9) = o,

? Fi(r,?oﬂ’):o’

les équations d’'une surface (A ) et de sa transformée (A’),
dont les points correspondants se trouvent sur une méme
droite passant par un point fixe O, que nous avons pris
pour pole des coordonnées..

Soient (a) et (@’) les courbes des sections planes faites
dans les surfaces (A) et (A’), par un plan passant par le
rayon vecteur OMM’; en appelant p. et p’ les angles for-
més par les courbes (a) et (a') avec le rayon vecteur, et
p la distance OP du péle O au pied P de la perpendi-

culaire nP. abaissée sur ce rayon vecteur du point de
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concours des normales en M et M’ aux courbes planes
(a) et (a'), on trouve
OM'—OP _r'—p tangp’ 7 dr

(2) OM —OP  r—p tangp rdr

Cette relation (2) nous fait voir que, lorsque le rapport
dr
ar
le rayon vecteur OMM’, OP = p ne varie pas dans ces
sections, et la condition pour que les points n soient
dans un méme plan perpendiculaire 3 MM’ se trouve
remplie.

Les courbes (@) et (a') des sections planes faites sui-
vant OMM’ sont déterminées par les équations (1), con—
jointement avec celle du plan passant par le pole O,

reste le méme pour deux sections planes faites suivant

(3) (mcosg + nsing)tangf =t 1.

La condition de passer par le rayon vecteur déterminé
OMM' réduit les deux parameétres arbitraires m et 2 a un
seul ; et le rapport de 6 et de ¢ varie avec ce paramétre,
c’est-a-dire avec le déplacement du plan de la section
autour du rayon vectear OMM’.

Le rapport ;1—;, déduit des équations (1) et (3), dépend

d . \ .
de r, 7', g, 0, 3%’ et par suite du paramétre variable de
I'équation (3).
r . . ’
" Pour que ce rapport = reste invariable pour toutes les

sections, il faut qu’il soit indépendant du paramétre arbi-
traire de ’équation (3), ce qui aura lieu si son expres-

sion ne contient pas ni1 9, ni g, ni d—:, et soit uniquement

fonction de r et 7/; d’ott I'on conclut que la transfor-
mation la plus générale, dans le cas considéré, est
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‘déterminée par une relation quelconque entre les rayons
wecteurs correspondants r et r',

(4) S(r,r')=o.

Citons comme application particuliére la transformation
par rayons vecteurs réciproques, ou I'on a

rr'=const., dou p=—=-—(r+7r),

S

et par suite, etc.; et la transformation définie par

r—r=const. ==m, d'od p=o,

cz qui conduit a I'énoncé suivant :

Si sur les rayons vecteurs émanant d’'un péle O, on
porte, & partir d'une surface donnée (A), une longueur
constante m; on formera une autre surface donnée (A’)
qui est la. conchoide de (A) par rapport au péle O; et
les deux surfaces jowsssent de la propriété que leurs nor-
males aux points correspondants M et M’ se rencontrent
en un méme point N du plan, passant par le péle O et
perpendiculaire au rayon vecteur OMM'.

Avant d’aller plus loin, remarquons qu’en ajoutant
aux deux équations (1) une troisiéme équation entre ¢
etf,

5) - Fi(3,0) =o,

qui exprime en général une surface unique ayant son
sommet en O [et en particulier un plan (3)], les rela-
tions (1) et (5) détermineront deux courbes, intersections
communes des surfaces (1) avec le cone (5).

En éliminant ¢ et 6 entre ces équations (1) et (5) on
obtiendra une relation de la forme (4), ce qui montre
que, étant données deux courbes situées sur une méme
surface conique (ou un plan) ayant son sommet au pdle de
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transformation, il est possible en général de passer d’une
de ces courbes 4 I'autre au moyen de la transformation
de la forme (4).

Sil'on a seulement les deux équations (1), pour arriver
a la relation (4), il faut qu'on puisse éliminer de ces
deux équations a la fois les deux variables indépendantes
g et 0, ce qui-demande que les équations (1) affectent une
forme particuliére.

Proposons-nous maintenant de déterminer la forme de
la fonction (4), de telle maniére, que les lignes de cour-
bure des surfaces (A) et (A’) soient des courbes corres~
pondantes.

Cette question a été traitée d’une maniére générale
par. M. Liouville. L’illustre géométre, en s’appuyant sur
les parties les plus élevées de la géométrie analytique, a
démontré que la transformation par rayons vecteurs réci-
proques et 'homothétie jouissent seules de la propriéié
de conserver les angles des éléments correspondants
linédaires et superficiels des figures transformées, et par
conséquent de la propriété que nous avons énoncée (*).

Je me propose de démontrer ici, par des procédés élé-
mentaires, que, dans les transformations définies par la
relation (4), I’homothétie et I’inversion jouissent seules
de la propriété de faire correspondre les lignes de cour-
bure de deux surfaces transformées.

Pour cela je commencerai par établir que ces deux
modes de transformation appliqués aux courbes planes
jouissent seuls de la propriété : « Que les centres de
courbure des lignes transformées se trouvent sur une
méme droite passant par le péle de transformation. »

(*) Dans un article inséré dans le Cahier XLII (1867) du Journal de

VEcole Polytechnigue, M. Haton de la Goupilliére a démontré ces pro-

* priétés en se basant sur les principaux ‘théorémes de la théorie des sur-
faces orthogonales,

. Ann, de Mathémat., 2¢ série, t. VIIL. (Juin 186g.) 1y
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Considérons en effet deux cercles de rayons R et R,
dont les centres K et K’ se trouvent sur une méme droite
passant par le pole O et a des distances OK =d et
OK'= 4’ de ce pdle; les équations de ces cercles seront

R? = r? 4+ d? + 2rdcosb,
R'?=r"*+d'*4 2/'d'cosb.

Eliminant entre ces deux équations cos6 pour arriver a
la relation (4), on obtient, réduction faite,

(6) (' —dd')(rd' —dr') + R'?dr — R'd'r = o,

d’ou I'on reconnait que, pour transformer deux cercles
de maniére que leurs centres se trouvent sur une méme
droite passant par le péle de transformation, et cela indé-
pendamment de la grandeur de leurs rayons R et R/, il
faut satisfaire a4 I'équation (6) dans laquelle on adrait
supposé R = o et R’ = o, ce qui donne

d

rr' =dd* et 5=
c’est-a-dire que les deux cercles doivent étre semblables
ou réciproques par rapport au podle de transformation.

Considérons maintenant deux courbes quelconques,
et remplacons-les aux points M et M’ par leurs cercles
osculateurs ; pour que les centres de ces cercles se trouvent
sur une méme droite passant par le péle, indépendam-
ment de la grandeur de leurs rayons, c’est-a~dire indé-
pendamment de la forme particuliére que peuvent af-
fecter les courbes données, il faut que la transformation
soit 'une des deux citées plus haut; donc, etec.

Ces préliminaires établis, revenons a la question.

Supposons que les surfaces (A) et (A’) sont effective-
“ment telles, que leurslignes de courbure se correspondent.
Soient M et M, deux points infiniment voisins de la



(259 )
ligne de courbure de la surface (A), et M’ et M', leurs
correspondants sur la surface (A’). ‘

Menons par les rayons vecteurs OMM', OM, M/, et les
normales correspondantes aux surfaces deux plans ;
d’aprés I'hypothése ces plans vont se rencontrer suivant
la droite qui réunit les centres de courbure K et K’ des
sections principales MM, et M’M’,, et qui passe par le
pole de transformation O. 1l suit de la que, lorsque
les lignes de courbure se correspondent, les centres de
courbure des sections principales se trouvent sur une
méme droite passant par le péle de transformation.

Maintenant, comme la relation (4) est indépendante
de la section plane faite suivant le rayon vecteur, elle est
la méme pour toutes ces sections, ¢t, par suite, pour la
connailtre, il suffit de la déterminer pour une seule section.

Pour y arriver, faisons passer un plan par le rayon
vecteur OMM/ et les tangentes aux lignes de courbure,
correspondantes aux points M et M’; ce plan coupera les
surfaces (A) et (A’) suivant deux courbes planes dont
les centres de courbure seront les projections des centres
de courbure K et K’ des sections principales considérées,
sur leur plan osculateur commun; et comme les centres
de courbure K et K’ se trouvent sur une méme droite
passant par le pdle O, il en sera de méme pour les centres
de courbure de la section plane de deux surfaces. On
pourrait dire la méme chose de I’autre section principale.

Par conséquent, d’aprés ce que nous avons démontré
plus haut, les centres de courbure des courbes planes se
trouvent sur une méme droite passant par le péle de
transformation, dans deux cas :

Lorsque les courbes sont semblables par rapport au
pole, c’est-a-dire lorsqu'on a

rl
~ = const.;
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Et lorsque les courbes sont réciproques, c’est-a-dire
quand :

r”’ = const.

Donc notre théoréme se trouve démontré.

AXES DES SURFACES DU SECOND DEGRE OBTENUS
PAR UNE SPHERE CONCENTRIQUE;

Pan M. HOUSEL.

I. Quoique la surface ait un centre, nous la représen-
terons d’abord par I’équation

Ar*+ A y*+ A"22+ 2Byz + 2B 2z + 2B"xy
+2Cz +2Cy+2C0"z2+D=—o,

parce que les calculs qui vont suivre s’appliqueront méme
aux surfaces dépourvues de centre.

L’équation d'un plan tangent a cette surface en un
point qui a pour coordonnées x’, y', 2z’ sera

I(A1'+B’Z,+B”]’+C) +](A'y’+le+Bllx’+C,)
+z(A"2'+By'+B"2'+ C") +C2'+Cy'+C"2+D=o.

Une sphére concentrique a la surface et de rayon R
aura pour équation, en indiquant par X, ¥, 2o les.coor—
données du centre,

(£ —z,)+ (y — Yo)' + (2 — 20)*+ 2 (%— 7o) (2 — 2,) cosyz
+ 2(x — z,) (2 — 3) cosxz+ 2 (z — x) (¥ — ) cosxy = R™.
Si le point donné est commun & la surface et a la

sphére, 'équation du plan tangent a la sphére en ce
point, en prenant les dérivées de x — x4,y — ¥, 2 — 2,
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comme si ¢ étaient les variables elles-mémes, sera

(& — zo)[2' — 0+ (&' —.z.,) cosxz—+(y'— yo)cosxy |
+ (r—=x)ly' —yo+ (2 —2) cosyz + (&' — o) coszy ]
“+(z— zo) [z' — Zp—+ (J"—J’o) coSyz —+ (.r'—xo) cosyz] — R

II. Si ce plan coincide avec le plan tangent a la sur-
face en ce méme point, il est perpendiculaire au rayon
central, qui devient, par conséquent, un axe principal.

Pour établir cette coincidence, il faut chercher 4 mettre
en évidence, dans I'équation du plan tangent a la surface,
les facteurs x — xo, ¥ — ¥, 2 — 2, au lieu de x, y et z.
Cette équation s’écrira donc

(r—x,)(A=z' +B'2 +B"y' + Q)
+(r—r)Ay'+BZ + B2’ + ()
+ (2 — 2)(A”Z +~ By +B"2z' +-C")
+ z,(A 2’ + B’z +B"y' + C)
+y.(A'y + Bz +B"2 + (')
+ 2, (A2 + By' + B"2' + C")
+Cx'+Cy +C"2+D=o.
En mettant de co0té les termes affectés des facteurs

X —X,, ¥—Yo¢ 3 — Z,, les termes suivants se combinent
de la maniére que voici : '

Z' (Azy+ B"yo+B' 2+ C] + y' (A’ yo+ B 2+ B2+ C)
+ 2' (A" z,+B'z,+By,+C")=o,
puisque le point (o, ¥, 2) représente le centre.
1l reste donc I'équation
(x — x) Az’ +B'z' + B"y' + C)
+(y—x)(A'y' + Bz + B2 4+ C') )
~+ (2 —2z){A"Z +By'+ B2’ + C") —o.

Pour I'identifier avec celle du plan tangent a la sphére,
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on posera
Ax' 4+ B2+ B"y' +C
—D
2 — =z (2 — z,) cosgz + (y' — x,) cosxy
A’J"—i—BZ’-}-B”J:’«}- ol
- )
_ Y =5+ (& — z,) cosyz + (2' — x,) coszy
= R’ 1
A"d+By +Ba +C
—-D
_d—z+(y —y,) cosyz + (¥ — x,) cosxz
—_— RT .

IlI. Ces équations se modifient si 'on pose aussi, dans
les premiers membres,
2= (x'— )+, y'= (.7,_.70) -+ Yo, z’:—'(z""zo) -+ zo.'
Alors
A+ B2+ By + C=A(r —x,) + B (& —2) +B" () — ),
puisque
Az, +B'z,+B"y,4+C=o.

Il en est de méme pour les autres dérivées.

IV. Cette transformation étant supposée faite, divi-
sons les deux termes de chaque égalité par z’'— z,, et
' —z =7

- » v="7—="les coefficients
72—z, 7 — z,

indiquons par p =

angulaires du rayon central, les équations précédentes
deviennent

Ap + B +B"y  p—+ cosxz + vcoszy
= .

—D R?
A'v+B-+B’p v+ cosyz+ pcoszy
-0 = R ’

A"+ Bv-+Rp  14+vcosyz+ pcosxz
= 3

- D R
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d’ou l'on tire les équations

D Ap+ B + By

TR p + cosaz + coszy
_ Avy+B+Bp A4+ Bv+Bup s
Ty £ COSYZ + pCOSZY  1-+vCOSYZ - (hCOSTZ

ce qui donne p et v en fonction de s, et aussi I'équation
en s. :

Ces relations étant connues, il nous suffira de rappeler
celte équation en s qui s’en déduit par élimination :
$3(1— c08?zy — COS?2xr — COS*xZ —+ 2 COSZY COSXZ €OSZY)

— s*’[Asin’yz + A'sin’xz + A” sin’xy

— 2B”(coszy — cosxz cosyz)
— 2B'(cosxz — coszy coszy)
— 2B(cosyz — cosxycoszz)]
— s[B"”— AA'+ B'*— AA” + B'— A'A”
+ 2cosyz(AB — B'B”)
-+ 2cosxz(A'B' —BB”) + 2cosxy (A” B”— BB')]
+ AB*+ A'B'? 4+ A"B"*— AA’A" — 2BB'B" =o.

V. Relations entre les axes et les diamétres conju-
gués. — Soient sy, sy, 53 les racines de cette équation, et
t> R}, R} les carrés des demi-axes principaux. Comme

ces demi-axes sont les rayons des sphéres concentriques
dont nous avons parlé, on aura

D
Ri=—=— —» R;:——-I-)-a R;:-—E«
S E2Y S3

Considérons, pour fixer les idées, I’équation

x! yz zz
© ETETETT

) K . I \ T
d’un ellipsoide rapporté i un systéme de diamétres eon-
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jugués. On a alors, dans I’équation de la surface, tous les

. , I ¥ 1
coefficients nuls, excepté A= —, A'= g A= e
a c
1

D=—1,dous= X Alors I’équation en s devient, en

posant

§7== 1§ — €08’y 3 — €08’ Xz — COS’ZLy —+ 2 COSYZ COSZZ COSTY,

€ 1 (sin’yz  sin’rz  sin‘zy
BOR\@ T T

1 I I I I
TR (u”b” tam Tt b"c”) B E I
Multiplions par R®a’?4? ¢/? et changeons les signes,
il vient
R®— R*(a'*+ b'*+ ")
—+ R?(&'2c'*sin’yz + &'*c'*sin’xz + a&'?b'*sin’zy)
—¢2a'2b" " =o.

On en conclut immédiatement les relations suivantes :

R +R}+RI=a4+ b7+ 3 RR,Ri=eda'b'd,

RIR! + R?R? + R!R:

=b"*¢'*sin*yz + a'?c'*sin’xz + a’?b"*sinzy.

V1. Les équations du § II se mettent sous la forme

Ax' + Bz +B"y' +C
z' — x4 (3’ — z7) cosxz + (y* — yo)coszy
_ Ay'+ Bz + B2 +
Ty — yo+ (7 —3z,) cosyz + (£ — ;) coszy
o A"z 4-By'+ B2+ C”
T — 4 (9 — ) cosyz 4+ (2 — z,)coszz
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Divisant tous les dénominateurs par z’'— z, il reste’
Az +B'z+B"y +C
¢ ~+ cosxz + v coszy
_ Ny +BI4 B+ C A7+ By + B2 +C
v + COSYZ —+ @ coSxy 1 -+ vC0Syz -+ p cosxz

VII. Paraboloides. — Ces derniéres formules s’ap-
pliquent 4 un paraboloide : 1 et v sont les coeflicients
angulaires d’un diamétre, x', y’, z’ étant les coordonnées
du sommet, qui est le seul point ou le plan tangentsoit
perpendiculaire 4 un diamétre.

Pour déterminer le sommet d’aprés ces formules, voir
Nouvelles Annales, 1861, p. 307 et suiv.

NOTE SUR LES RACINES DES NOMBRES;
Par Emesse SANCHIS BARRACHINA (d’Alicante).

Lemme. — Le plus petit nombre entier de n chiffres
étant 10", la différence D entre sa puissance m*™ et
celle de I'entier 10"~! + 1 est

(m—1)

D:mlo(n—l)(m—-|)+ m lo(n—l)(n;—!)+_”>mlo(n—l)(m-—l)'
1.2

Tatoreme. — Les racines mme de tous les entiers
ayant

mn, mn—1, mr—2,..., mn— (m—1)
chiffres, et dont le nombre des chiffres non identiques a
droite ne surpasse pas (n —1)(m — 1), ne différent pas
d’une unité. '

En effet, tous ces nombres auront » caractéres a leurs
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racines m‘“"*, car toule racine m“" renferme autant de
chiffres que I'on peut former de tranches de m chifires,
(la derniére & gauche pouvant étre incompléte).

Supposons que deux de ces racines différent d’une
unité, la différence de leurs puissances m*™ serait, en
vertu du lemme, supérieure & m10"~")("~1), ou & m suivi
de (rn —1)(m—1) zéros; cette différence aurait donc
(» —1)(m — 1) + 1 chiffres au moins; donc les nombres
proposés auraient a droite plus de (n — 1) (m —1) chif-
fres différents, ce qui est contraire a 'hypothése.

Exemple. — Considérons en particulier la racine
cubique des nombres, Les entiers de3n,3n —1,3n—2
chiffres, dans lesquels, ceux de la gauche étant iden-
tiques, le nombre des chiffres différents a droite ne sur-
passe pas 27 — 2, ont méme racine entiére.

Les racines des nombres de 11 et g chiffres qui ont
5 chiffres communs a gauche différent d’une quantité
moindre qu'une unité.

NOTE SUR UN CARACTERE DE CONVERGENCE DES SERIES ;
Par M. DOUCET,

Ancien éléve de VEcole Polytechnique, Professeur au lycée de Lyon.

Dans le Traité d’Algébre de M. Laurent (p. 299), on
trouve, sans démonstration, le théoréme suivant :
La série
1 I ) i I ¥

——t — b — e — o — +
Uy u, u, Uy Upyy Up gz

est convergente si la quantité
Upyy — 2Upyy —+ Up

est constante ou croissante.
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La démonstration de ce théoréme est des plus simples.

Posons '
Uppr — 2y + U= A,

et supposons d’abord cette quantité positive et constante.

Soit d’ailleurs
u, — uy, = h.

On a les égalités
u, — uy=—~nh,
U, — u—=h -+ A,
uy,—u,—h + 24,

D I I R

D R I I P R

On en déduit

U, == u, + nh +-

n(n—l)A
2 b

Unpy = Uy 4+ (n + 1) I + (—'—z—_;'iA.

1
urtt o, . -
Le rapport — d'un terme de la série au précédent a
un
pour limite 'unité; mais si 'on met ce rapport sous la

forme

s On frouve
1+ a

h+nA

n(n —1) ’

—_—A
2

®X =

y + nh

de sorte que na tend vers la limite 2. La série est donc
convergente.
La convergence aurait licu & fortior: si la quantité A
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était croissante. Si 'on forme, en effet, dans cette hypo-
thése, une série commengant par les trois premiers termes
de la précédente, il est clair qu’a partir de la la nouvelle
série aura tous ses termes plus petits que ceux de méme
rang dans la premiére.

Il est & peine nécessaire d’examiner le cas ou la quan-
tité A serait constante et négative. A partir d’un certain
rang, les termes de la série deviennent négatifs, et si 1'on
ne tient compte que de leur valeur absolue, on rentre dans
le premier cas. On rentrerait dans le second si la quan-
tité A, d’abord négative, croissait en valeur absolue.

Il ne reste qu'une place pour la divergence; c’est le cas
ou A, d’abord positive ou négative, s’approche de zéro
indéfiniment. La convergence serait encore assurée, si la
valeur absolue de A restait supérieure a une limite fixe
différente de zéro. .

On constate d’ailleursfacilement la divergencesi A=o.
En effet la somme

I 1 1
— —+ . .
uo+u.+h u,—+—2h+

peut s’écrire

1 1 ¢ 1 + e | + .
PR h 2 )
I+ — I+ —
Uy /2
et si 'on a & < u,, ce qu'on peut toujours supposer, la
série entre parenthéses a ses termes plus grands que ceux
de la série harmonique. Elle est donc divergente.

Le caractére de convergence indiqué par M. Laurent,
d’aprés M. Lemoine, semble étre d'une utilité réelle. On
peutétudierlaquantité A elle-méme, oumieux sa dérivée,
quidoit étre, dans le cas de convergence, nulle ou positive.

T'ai examiné quelques exemples de séries dont la nature
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reste incertaine aprés I'essai des caractéres indiqués ordi-
nairement dans les éléments. Ces expériences, qui n’ont
pas un degré d’intérét suffisant pour étre rapportées ici,
ont réussi généralement.

MOYEN SIMPLE DE MENER LA NORMALE A L’ELLIPSE;
Par M. Lion PAILLOTTE.

Etant donnés les deux axes a et b d’une ellipse, on
la construit facilement par points.

Rappelons la construction.

Sur chacun des deux axes a et & comme diamétre, on
décrit un cercle; du centre O on trace un rayon quel-
conque OR qui coupe les deux cercles en M, et M,; par
le point M; on méne une paralléle au petit axe, par le
point M, une paralléle au grand axe : leur point de ren-
contre M appartient a D'ellipse.

Cela posé, pour avoir la normale au point M, il suffit
de prolonger OR jusqu’a sa rencontre en R avec le cer-
cle décrit du point O comme centre, et (@ -+ b) comme
rayon, et de joindre 2 M le point R.

La démonstration de ce théoréme est facile.

NOTE SUR LA REGLE DES SIGNES DE DESCARTES ;
Par M. PARPAITE,

Eléve a I’Ecole Normale supérieure.

On sait que si une équation algébrique mise sous la
forme ordinaire renferme trois termes consécutifs

An+| x"+l, An 'rnq An-l xn—"
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dont les coeflicients soient les termes conséctitifs d’'une
progression géométrique, clle a au moins deux racines
imaginaires. On démontre ce théoréme en muldipliant le
premier membre de I'équation par (x — a) et en profi-
tant de I'indétermination de @ pour produire des lacunes
dans 'équation f(x)(x —a) =o.

Cherchons si en multipliant le premier membre de
I'équation par un polynéme du deuxiéme degré, on pour-
rait profiter de I'indétermination des coefficients pour
amener des lacunes dans le produit résultant ; quelles
conditions les coefficients de I’équation doivent remplir
pour cela ; quelles conclusions on peut en tirer pour le
nombre des racines imaginaires.

Soit ’équation donnée

o=[f(z) =A™ +A 2" . ..+ AT A T L
multiplions par
(%) = ax’+ Bz + .
Trois termes consécutifs du produit seront :
(Ansaa + Apy B+ Ap ) 2™,

+ (An+3 o+ Anps ﬁ ~+ Apy 7) ZmTrt
+ (Apriz + Avis B+ Anp 7) mn,

Ces trois termes consécutifs disparaitront si I'on a

Appao 4+ Ay, ﬁ -+ An7 = 0,
Ao -+ An—m?‘ + Ay =0,
Appsa+ A B+ Ay = 0.

On voit qu'il sera possible de choisir a, f, y dans un
rapport tel, que ces trois équations soient satisfaites simul-
tanément, si I'on a

t An A,.... An+2
D,= | Anrtr Az Ay | —o.

A Ay A ¢
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Donc, étant donnée une équation f{x) = o, que 'on
forme les divers déterminants D,, si I'un au moins est
nul, on peut faire disparaitre trois termes consécutifs de
I'équation f(x)¢(x) = o.

Cela posé, on calculera les rapports des inconnues
a, B, y; on en déduira les valeurs des coefficients de
™"+ et de x™"?; on peut facilement les mettre sous
la forme de déterminants, 3 un facteur prés : nous ne
nous y arréterons pas.

Si les coefficients de ces puissances sont de signes con-
traires, 'équation f(x) ¢ (x) = o a au moins deux racines
imaginaires ; il faudra voir si les valeurs de «, 3, y rendent
les racines de ¢ (x) réelles ou imaginaires avant de tirer
une conclusion relative a I'équation f(x) = o.

Si les coefficients de ces puissances sont de méme
signe, on peut affirmer que ’équation f(x)g(x) =o0 a
quatre racines imaginaires au moins, par suile que
I'équation f(x) = o en a au moins deux.

Nous nous appuyons sur ce théoréme bien connu, qui
découle de la régle des signes de Descartes :

Une équation a au moins 2n racines imaginaires :

1° 8i entre deux termes il en manque 2n; ,

2° 8i entre deux termes de signes contraires il en
mangue 2n -+ 13

30 Sientre deux termes de méme signe il en manque
212 —I.

Note du Rédacteur. — On peut évidemment étendre
ces considérations au cas ol ¢ (x) serait du troisiéme,
du quatriéme degré, etc. On arriverait ainsi & une série
de transformations qui permettraient de juger, par les
lacunes produites, du nombre des racines imaginaires de
Péquation.
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Nous nous arréterons i cette indication, 3 cause de la
complication des énoncés.

La régle de M. Parpaite est d’ailleurs trés-particuliére
et d’une application peu fréquente, car il arrivera trés-
rarement que cinq coefficients consécutifs satisfassent  la
relation D, = o.

PROBLEMES DE GEOMETRIE ANALYTIQUE;
Par M. MOREL,

Répétiteur a Sainte-Barbe.

Trouver la courbe telle, que sil' on méne une tangente
quelconque terminée aux axes, cette tangente soit par-
tagée en deux parties égales par le point de contact.

Soient y = f (&) I'équation de la courbe cherchée, x, y
un point dc la courbe ; on a, d’aprés I'hypothése,

x
,'7;_ + — ]’
2.5, 22,
avec la relation
: d drx
47, =—-2, o VAR —r-l;
dx, . T X Ty

donc on aura, en intégrant,
. ‘.
logy, = — logz, + logk = log g
1
donc la courbe a pour équation

—-k oun zy—#k
y=z y=A.

C’est donc une hyperbole rapportée i ses asymptotes.
Ce théoréme préliminaire va nous servir a établir le
suivant :
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Démonirer géométriqguement que la surface engen-
drée par une ligne droite qui tourne autour d’un axe
wertical sans se rencontrer, est un hyperboloide de ré-
volution, c'est-a-dire que sa courbe méridienne est une

hyperbole.

Nous supposons connues les principales propriétés de
cette surface, c'est-a-dire que nous admettons que 1'on
sache que cette surface posséde un second systéme de géné-
ratrices rectilignes, et que toute génératrice del'un des
systémes rencontre deux génératrices quelconques de
autre systéme.

b 1 .
ql
e
W N
AN

V¥ ,

P

b_q P
m ! r \ n

P 7

Pour cela, je considére les deux génératrices pq, p'q’
et pyqy, p,q' du méme sysiéme, et la génératrice acb,
Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. VIII. (Juin 1869.) 18
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a'c’'b de Pautre systéme. Le point c¢’ étant un point du
méridien mn, qui est paralléle au plan vertical, le plan
tangent en ce point est perpendiculaire au méridien et,
par suite, au plan vertical, et comme il contient la géné-
ratrice ab, a’'b/, sa trace verticale est la ligne a'¥’ elle-
méme, qui sera par suite tangente en ¢’ a la courbe méri-
dienne.

Les plans paralléles pg¢, mn, p,q, étant équidistants,
la droite ad, a' &' qui rencontre les plans pg et p, ¢, aux
points a, @’ et b, est partagée en deux parties égales par
le plan mn; donc le point ¢’ sera le milieu de a’b'; et
par suite la courbe méridienne sera une hyperbole.

‘C. Q. F. D.

QUESTIONS.

936. En multipliant (x* —1)" par la série

1
A

la partie entiére du produit sera le polyndme
F(z) ="' — (n — %) Z?h—g ["—————( ”2_ v_ g + é] Zm—e

a I'égard duquel on propose de démontrer :

ooy

1° Que I'équation F(x) = o a toutes ses racines ima-
ginaires, sauf la racine x = o, quand le nombre n est
pair;

2° Qu'en supposant n impair, elle n’admet, outre la
racine nulle, que deux racines réelles égales et de signes
contraires, dont la valeur absolue, supérieure a I'unité,
est moindre que /2 et converge vers cette limite lorsque
le nombre n augmente. (Hermrre.)
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937. Une ellipse roule sur une autre ellipse. Trouver
le lieu des points de rencontre des tangentes communes.
(Davpray.)

938. Deux ellipses sont situées dans le méme plan,
Pune est fixe et ’autre mobile autour de son centre.
Dans chaque position de l'ellipse mobile, on méne les
tangentes communes. On demande le lieu des points de
rencontre.

Quand les ellipses sont extérieures, il y a deux tan-
gentes extérieures et deux tangentes intérieures. Trouver
le lieu des points de rencontre des premiéres tangentes et
le lieu des points de rencontre des secondes. Examiner
les cas particuliers. (DavrLay.)

939. Etant donné un contour polygonal fermé de
2n cotés inscrit dans une conique, le produit des perpen-
diculaires abaissées d’un point quelconque de la conique
sur les cOtés de rang pair est dans un rapport constant
avec le produit des perpendiculaires abaissées du méme
point sur tous les cotés de rang impair.  ( CrasLEs.)

940. Etant donnés n points sur un cercle, on peut
trouver 3.4...(n —1) contours polygonaux fermés de
n cOtés ayant ces points pour sommets. Si, d'un méme
point du cercle, on abaisse des perpendiculaires sur les
cotés de tous ces contours, le produit des perpendicu-
laires abaissées sur les cotés d’un contour quelconque est
le méme pour tous les contours.  (Dgsire Anpre.)

941. Tout nombre pair est égal 4 un cube qui n’est
pas nul plus trois carrés. (Desirg Anoré.)

942. Un cube parfait augmenté de 7 unités d’un ordre
quelconque ne peut pas étre un carré parfait.
(JorFroy.)
18.
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943. Une courbe plane c.roule sur une courbe fixe C,
située dans le méme plan, en entrainant un point mobile
qui décrit alors une courbe 5. A un instant donné, les
deux courbes se touchent en A, et le point mobile étant
enM, la courbe ¢ s’arréte brusquement et la courbe C com-
mence au contraire a rouler sur la premiére en entrai-
nant le point M suivant une courbe B. Démontrer que
les centres de courbure des deux courbes & et B, au point
commun M, divisent harmoniquement la longueur MA.

(LA1sanT.)

944. Deux ellipses égales sont tangentes i la méme
droite au méme point fixe, I'une par I'extrémité du grand
axe, I'autre par 'extrémité du petit axe. Les deux demi-
axes a et b sont liés par la relation ab = const. On de-
mande :

1° Les lieux des points d’intersection ;

2° Le lieu des milicux des tangentes communes.

945. Relations d’identité entre les angles d'un triangle
rectiligne .

sin2 A +sin2B + sin2C

=2(sinA “+ sinB + sinC)(cos A + cosB + cosC —1),
(sinA 4+ sinB + sinC)* + 4 (cosA + cosB —+ cosC — 1}

—+(cosA ~+ cosB + cosC —1)*
=4 (sinBsinC - sin A sinC -+ sin A sinB).
(J.-Cn. Dupain.)

946. Soient (A) et (A’) deux surfaces dont I'une est
la transformée de 'autre par rapport a un péle O, c’est-
a-dire que les points correspondants de ces surfaces se
trouvent sur une méme droite passant par le point fixe O.
On demande de démontrer :

1° Que dans ce mode de transformation les surfaces
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liées par la relation
.f(r, r)=o,

ou f est une fonction qdelconque des distances OM =,
OM'=r', jouissent seules de la propriéié que leurs
normales aux points correspondants se rencontrent en un
méme point de 'espace : comme une des applications, on
peut considérer les surfaces conchoides r — r’ = %+ const.;

2° Que parmi les transformations définies par la re-
lation générale f(r, ') = o, il n’y a que I'homothéiie et
P'inversion qui jouissent de la propriété de faire corres-
pondre les lignes de courbure des surfaces transformées.

(E. Hasicu.)
947. Etant donnde la série
C,+Ciz+ C22+. ..,

convergente pour une valeur finie quelconque réelle ou
imaginaire de z, on pose ’équation

Co+C|Z+ng,+-..:A,

A étant un nombre donné. Démontrer que la différence
entre deux racines quelconques z, et z, de cette équation
est supérieure a une quantité fixe qui dépend de A et des
coefficients C,, C,, C,....

{Fr. Picciori, de Pavic.)

948. L’aire d'un polygone de m cotés est égale a la

(m—1)(m— 2)
———

somme des triangles que 'on peut for-

mer avec m —1 de ses cOtés combinés deux i deux;
chacun de ces triangles ayant deux de ses cotés égaux
aux cotés correspondants du polygone et dirigés de la
méme maniére. (G. BeLLAviTIS.)



L’ENSEIGNEMENT DE LA GEOMETRIE ELEMENTAIRE
EN ITALIE.

On sait qu’une décision du Ministére de 'Instruction
publique du Royaume d’Italie a prescrit, comme unique
traité classique de géométrie a I'usage des lycées, le livre
toujours jeune du vieil Euclide, en attendant qu’il ait
paru un ouvrage digne de le remplacer. Cette décision,
prise sur I'initiativede savants illustres, auxquels la haute
science ne fait pas négliger les intéréts de I’enseignement
élémentaire, a dii nécessairement froisser d’anciennes
habitudes et provoquer des réclamations. Le Giornale
di Matematiche de Naples, malgré les idées bien connues
de son éminent rédacteur, n’a pas voulu refuser aux di-
verses opinions le bénéfice de sa publicité, et dans sa der-
niére livraison de 1868, il a inséré la traduction de deux
extraits de journaux anglais, ou le géométre alexandrin
est un peu maltraité. Les discussions sérieuses profitent
toujours 4 la vérité. Celle-ci nous a valu, dans le numéro
suivant du Giornale, une réponse de MM. Brioschi et
Cremona, auxquels est due en grande partie I'adoption
de la mesure critiquée. Nous pensons que les abonnés
des Nouvelles Annales liront avec intérét et profit un
extrait de la lettre desdeux savants professeurs de Milan.
Nos rédacteurs de programmes y pourront puiser d’utiles
conseils. Housr.

"« Ledernierfasciculedu Giornale di Matematiche con-
tient une traduction d’un discours prononcé par M. Wil-
son, devant la Société Mathématique de Londres, et pu-
blié dans V' Educational Times du 1*" septembre 1868,
sous le titre de : Euclid as a text-book of Elementary
Geometry. La conclusion de ce discours est la condam-
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nation la plus formelle des éléments de géométrie d’En-
clide, que Pauteur, avec une audace qui n'a pu manquer
d’exciter la surprise des Membres mémes de la docte
Société, déclare antiguated, artificial, unscientific, and
ill-adapted for a text-book.....

» Nous ne connaissons |’Elementary Geometry de
M. Wilson (natui'ellement bien préférable, suivant lui,
a celle d’Euclide), que par les articles qui lui ont été
consacrés dans I’ Atheneum du 18 juillet 1868, et dans
un autre journal anglais. Dans ces articles critiques, que
nous croyons sortis de la plume d’un illustre professeur,
trés-compétent en pareille matiére, on met a nu les vices
de raisonnement du Traité de Wilson ; si nous relevons
ce fait, c’est pour en conclure que nous sommes fondés a
mettre en doute la bonté des arguments de Wilson con-
tre la méthode euclidienne. Ces arguments, du reste,
n’ont rien de formidable ni d’essentiellement neuf: ce
sont les mémes qui, dans les siécles passés, furent plus
d’une fois reproduits par les gens en quéte de la via regia
pour apprendre les éléments, et qui ont toujours été
victorieusement repoussés par les plus éminents mathé-
maticiens qui, connaissant intimement les mérites de
Pancienne géoméirie, voulaient la conserverintacte dans
toute sa pureté. Nous n’avons donc rien a dire de nou-
veau pour la défense d’Euclide, et nous estimerions
méme toute polémique superflue, si nous ne considérions
les attaques dirigées contre la mesure (excellente, suivant
nous), que le Gouvernement a prise pour I'introduction
- de la méthode euclidienne dans les gymnases et lycées du
Royaume. :

»On affirme, en premier lieu, qu'Euclide, rejetant les
constructions hypothétiques, s’est imposé une restriction
qui, non-seulement n’est ni nécessaire ni utile, mais qui
de plus est absurde et nuisible, et que, en levant cette
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restriction, on rendrait possible la classification de la
Géomeétrie : and classification... is the very essence of
Science. A cela, il nous suffira d’opposer 'opinion de
Montucla, de Balizer, de l'illustre Steiner, d’aprés la-
quelle « ce qui importe, c’est de découvrir I'organisme
» qui relie entre eux les phénoménes d’espéce la plus
» diverse du monde de I’espace (*) ». D’accord avec ces
profonds penseurs, nous croyons que I'excellence logique
d’Euclide réside précisément dans cet ordre que 'on veut
critiquer, et que la prétention de classer les théorémes
de géométrie comme les insectes ou les coquillages dans
un musée est, pour ne pas dire plus, indigne de la gra-
vité de la science.

» On nous dit ensuite que dans Euclide la théorie des
paralléles est faultry, et que l'axiome euclidien sur les
paralléles peut se déduirc comme conséquence de la notion
de direction et de la définition des paralléles comme des
droites ayant la méme direction. Voila donc que
M. Wilson, avec le mot magique de direction, a résolu
la grande difficulté qui, pendant plusieurs siécles, a tra-
vaillé le cerveau des commentateurs d’Euclide, et sur
laquelle Legendre, lui-méme, s’est fatigué pendant tant
d’années! La question aujourd’hui est effectivement ré-
solue, mais dans un sens tout différent, par les recherches
de Gauss, de Lobatchefsky et de Bolyai ; les professeurs
Baltzer et Hoiiel ont appelé ’attention publique sur cette
solution, qui avait passé inapercue, et derniérement le
professeur Beltrami a fait paraitre dans le Giornale de
Naples un remarquable Mémoire qui dissipe toutes les -
obscurités du sujet, et met en pleine lumiére 'essence
de la géométrie euclidienne et de la géométrie non eucli-
dienne. De ces recherches, il ressort clairement que la

(*) StEiNkR, System. Entw., Préface, p. v,
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théorie des paralléles, dans la géométrie réelle, ne peut
étre fondée sans un axiome expérimental (eelui d’Euclide
ou un autre équivalent), et 'on est foreé d’admirer la
puissance de logique du géoméire de I'Antiquité, qui vit
si nettement ce qu’il était nécessaire et suffisant d’em-
prunter a I'expérience, et ce qui pouvait se déduire au
moyen du raisonnement abstrait. C’est la une importante
question de logique qu’il importe de ne pas masquer par
une fausse théorie des paralléles, comme celle que
M. Wilsen propose de substituer a la méthode eucli-
dienne. .

» M. Wilson affirme qu'Euclide est unsuggestive. Cela
se comprend dans les écoles anglaises (au moins dans
celles auxquelles le critique fait allusion), ou I'on étudie
les livres des Eléments, mot pour mot, matériellement,
par cceur ; ou il y a tel professeur capable de faire étu-
dier un livre avant le livre précédent. Mais chez nous,
on ne procéde pas ainsi, Dieu merci ! Pas un de nos pro-
fessenrs nesongerait a imposer  ses écoliers et a lui-méme
une tiche aussi lourde et aussi absurde. Dans nos écoles
secondaires, un texte n’est jamais qu'un’ guide pour le
maitre et pour les éléves. Le Gouvernement veut, et nous
ne pouvons que l'en féliciter, que I'on enseigne la géo-
méurie d’aprés Euclide, et non qu’on récite Euclide
comme un texte sacré (*).

» Les autres objections de M. Wilson contre Euclide,
comme texte d’études, tombent dans le vide, si 'on com-
pare les conditions différentes dans lesquelles se trouvent

(*) L'expérience a déja prononcé en faveur de noire thése. Bien que
nous ne soyons encore qu'a la seconde année depuis ’adoption d’Euclide
comme texte, cet enseignement n’en a pas moins porté déja de bons fruits
dans les écoles ou le professeur s’y est appliqué avec zéle ct avec gout.
Nous pouvons, entre autres, citer un lycée ou, avant la fin de la premiére
année d’'études, les éléves étaient déja en état de résoudre par cux-mémes
la plupart des exercices proposés dans I’Euclide de Colenso.



( 282)

les écoles anglaises et les nétres. Nous avons des écoles
et des instituts techniques, dans lesquels on ne prescrit
pas plus Euclide que I'étude du latin ou du grec ; de telles
écoles n’existent pas en Angleterre. Les écoles anglaises
sont toutes classiques, et tout le monde doit passer par
leur enseignement, tandis que nos gymnases et nos lycées
sont destinés a donner une éducation élevée, exception-
nelle. On ne s’y arréte pas a enseigner le dessin géomé-
trique ; peu importe que les jeunes gens y apprennent
telle ou telle proposition, ou qu’ils étudient beaucoup de
choses en peu de temps. Mais il importe qu’ils appren-
nent 4 raisonner, a démontrer, a déduire; ce ne sont donc
pas des moyens rapides qu’il nous faut, ni des livres ou
la géométrie se trouve meélée avec I’arithmétique ou I'al-
gebre. Euclide est le texte le mieux approprié a notre
but. '

» Chez nous, I'introduction d’Euclide dans les écoles a
rendu un autre service considérable : celui d’écarter les
innombrables petits traités, fabriqués dans un pur inté-
rétde spéculation,qui infestaient naguére les écoles, ouil
s'agit surtout de prendre pour texte d’enseignement un
livre ot régnent la rigueur scientifique et une bonne
méthode. Malheureusement, en Italie, les mauvais livres
sont ceux qui se vendent le moins cher, et dela leur
succes.

» Cependant, notre orthodoxie géométrique n’est pas
aussi exclusive ni aussi intolérante quecelle que combat-
tentles auteursanglais. Nous ne faisons aucune difficulté
d’avouerqueles Eléments ne sont pas sans défauts; qu’en
plusieurs endroits ils auraient besoin d’étre corrigés et
simplifiés, ce qui n’est pas, il est vrai, une tache facile a
accomplir. D’accord avec notre excellentami, le professeur
Hirst, nousaccepterions un Euclid revised, pourvu que ce
ne fat pas un Fuclid disfigured, pourva qu’ony fit de la
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géomaétrie, et non de I'arithmétique. Nous croyons aussi
que pour atteindre le but d’une bonne éducation logico-
géométrique, on pourrait se contenter des six premiers
livres, en adoptant pour la géométrie de 'espace des mé-
thodes plus modernes. Mais nous conjurons tous ceux
qui ont a ceeur les intéréts de la jeunesse, de se préter a
I’expérience des nouveaux programmes qui se fait dans
nos écoles. Nous n’avons que trop constaté les inconvé-
nients des changements trop fréquents et trop subits dans
les plans d’études. Ce qui nous manque, c’est précisé-
ment la ténacité anglaise.

» Milan, le 2/ février 186g.

» F. Brioscar, L. Cremona. »

REGLE A CALCUL A DOUBLE REGLETTE,

DE M. PERAUT, NEGOCIANT A NANCY.

On ne peut se dissimuler que la régle a calcul, malgré
les avantages évidents qu’elle offre A tous les calculateurs,
n’a obtenu aucun succés dans les établissements d’en-
seignement. S'il nous fallait indiquer la cause de cette
defaveur, nous serions peut-étre conduit a la chercher
en dehors des préoccupations scientifiques. Il nous suf-
firait de nous rappeler les étranges procédés au moyen
desquels on chercha a acclimater dans les lycées cette
innovation (datant de deux siécles et demi), et les som-
mes consacrées a l'achat des gigantesques modéles que
les écoliers avaient baplisés du nom de poutre a calcul.

Aujourd’hui, on a renoncé a ’abus du calcul numéri-
que, et méme a son usage, et 'on est presque revenu
aux anciens-errements du temps ou professeurs et éléves
counsidéraient le ealcul d’un triangle comme un tour de
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force. On est dés lors revenu a l'inévitable Callet ou a
ses succédanés, et la régle a calcul, pour avoir voulu
prendre des dimensions exagérées, s'est vue réduite a
zéro.

Ce n’est donc pas aux personnes assujetties aux tout-
puissants programmes que nous nous adressons pour leur
recommander 'ingénieux perfectionnement apporté a
I'invention de Gunter par M. Péraux. C’est a tous ceux
qui veulent appliquer le calcul numérique a d’autres usa-
ges qu’a la réception aux écoles a programmes.

M. Péraux n’est ni un astronome, ni un ingénieur, ni
un professeur de mathématiques. C’est un négociant,
qui a voulu économiser le temps qu'il consacrait aupa-
ravant a la vérification de ses factures. Ayant vule parti
que les directeurs d’usines tiraient de la régle logarithmi-
que, il a voulu en étendre 'usage, et il a été ainsi con-
duit a y introduire un perfectionnement notable, qui,
sans en augmenter les dimensions, en quadruple la puis-
sance.

Pour cela, M. Péraux a commencé par abandonner les
complications apportées a la régle a calcul, en la sur-
chargeant d’indications diverses. Il s’est borné a I'usage
naturel de cet instrument, qui est d’effectuer les multi-
plications et les divisions.

La régle ordinaire, dans sa partie usuelle, la seule que
nous considérions, se compose de deux doubles échelles,
portées par deux régles, que I'on peut faire glisser I'une
devant l'autre. Les modéles ordinaires, longs de 26 cen-
timétres, permettent d’atteindre les résultats avec une
précision d’un trois-centiéme en moyenne.

M. Péraux, sans augmenter la longueur de V'instru-
ment, I'a disposé de maniére a obtenir une précision
quatre fois plus grande, c’est-a-dire de 555 au moins.

1200
Pour cela, il a eu I'ingénieuse idée de replier en quatre
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la double échelle, et de disposer les divisions sur lc
deux bords d’une double réglette, de méme que sur les
bords adjacents de la régle fine. Pour passer de 'usage de
la régle ordinaire a celui de la régle de M. Péraux, il
suffit de placer les deux réglettes de maniére que le com-
mencement de I'une coincide avec la fin de I'autre. On
aura alors en présence les mémes correspondances de di-
visions qu’au moyen de la double échelle de la régle or-
dinaire. Ce seul précepte suffira pour comprendre le ma-
niement de la nouvelle régle, lorsqu’on sera déja exercé
a celui de I'ancienne, et des volumes écrits sur ce sujet
ne remplaceraient pas quelques heures de pratique.

Nous espérons que ces indications engageront les per-
sonnes qui tiennent a calculer promptement, a se procu-
rer 'instrument perfectionné. Plus tard,' peut-éire,
pourra-t-il &tre question de I'introduire dans I'Université.

HoveL.

BIBLIOGRAPHIE.

M. Boncompagni continue la publication du Bulletin
de Bibliographie et d’Histoire des sciences mathéma-
tiques et physiques (Bullettino di Bibliograﬁa etdi Storia
delle scienze matematiche et Sisiche).

Le numeéro d’octobre 1868 contient les Mémoires sui-
vants :

_Maniére de compter des anciens avec les doigts des
mains, d’aprés un petit poéme inédit arabe de Chems-
Eddin el Mossouli, et le Tratado de mathematicas de
Juan Perez de Moya, imprimé a Alcala de Henares, -en

1573, par M. Aristide Marre;

Sm la lettre de Pierre Peregrinus de Mancourt, et
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sur quelques découvertes et théories magnétiques du
xu1° siécle. Second Mémoire de P. D. Timoteo Bertelli
Barnabita.
Le numéro de novembre est rempli par la suite de ce
dernier Mémoire.

M. Catalan nous a adressé un extrait des Bulletins
de I’ Académie royale de Belgique, 2° série, t. XX VI,
n° 2, qui contient un théoréme intéressant sur les rou-
lettes.

TrtorimE. — Soit une courbe ABC roulant sur une
droite fixe DE, en entrainant un point M de Maniére a
lui faire décrire une roulette MM'M’; soit ensuite PP'P”
le lieu des projections du point H sur les tangentes DCE,
D'C'E’... & la courbe ACB, c’est-a-dire la podaire du
poins M (supposé fixe) relativement & cette courbe
(supposée fixe); soient C, M, P trois points correspon-
dants de ces trois courbes.

La somme algébrique des courbures de la roulette et
de la podaire, en deux points correspondants,est égale
a Uinverse de la distance comprise entre le point décri-
vant de la roulette et le point ou la courbe roulante
touche la droite fixe.

On conclut de 14 le théoréme de Steiner, retrouvé par
MM. Manunheim et Paul Serret (Nouy. Ann., 1™ série,
t. XVII, p. 341).

TatoriME DE StEINER. — Si L’on considére l'arc de
roulette engendré par un point O, invariablement Ué
a une courbe mobile, pendant que ’arc MN de cette
courbe roule sans glisser sur une droite, et l'arc con-
jugué de la courbe podaire, lieu géométrique des pieds
des perpendiculaires abaissées auméme point O (regardé
comme immobile) sur les diverses tangentes de [’arc MN
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(devenu fixe), ces deux arcs conjugués auront la méme
longueur. '

On peut aussi en déduire le théoréme suivant, plus
général que celui de Steiner et dit &4 M. Lamarle.

Tatorkme pE M. LamarLe. — Lorsqu'une courbe
plane ACB roule sur une droite fixe EF, il existe un
rapport constant entre la longueur de la roulette MON,
décrite par un point M lié a la courbe roulante et la
longueur correspondante de la courbe G'P'H’, lieu des
points oir les tangentes & ACB sont coupées, sous
U’angle B, par des droites partant de M. Ce rapport est
exprimé par ’égalité

MON .
GPH — sin fi.
J. B.
CORRESPONDANCE.

Dans une Note trés-intéressante, M. Delégue, profes-
seur de philosophie au collége de Dunkerque, réclame
pour Blaise Pascal le droit de donner son nom 4 la for-
mule du Bindéme ; nous croyons que la douce et wvieille
habitude persistera, et que Pascal, en cela semblable a
Colomb, sera éternellement déshérité; mais il parait dif-
ficile de ne pas se rendre aux preuves que produit notre
honorable correspondant, et nous prions instamment nos
lecteurs de lire dans les ceuvres de Pascal le 7T7raité du
triangle arithmétique (3°vol., p. 243, Hachette); ils y
verront surtout la conséquene XII, et, plus loin (p. 266),
I'usage du triangle arithmétique pour trouver les puis-
sances des bindémes; dans la conséquence XIf, Pascal
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‘démontre la proposition que nous exprimons aujourd’hui

par la relation
p+i CP m —
C m P —+— I

" Cette proposition, rapprochée de ce qui est dit a la
page 266, constitue évidemment la démonstration com-
pléte dela formule du Binéme, et nous partageons com-
. plétement 'opinion de M. Delégue : nous regrettons
vivement de ne pouvoir publier en entier la Note qu’il a
bien voulu nous communiquer.

Selon M. Delégue, c’est aussi Pascal qui, le premier,
a donné la méthode pour démontrer que la différentielle
de x™ est mx™~*dix, quel que soit I'exposant, entier, frac-
tionnaire ou négatif. Nous serons heureux de communi-
quer a nos lecteurs la preuve de ce fait, si 'auteur veut
bien nous la transmettre.

ERRATA DES TABLES DE LOGARITHMES DE SCHRON.

Page 443, Tang 3g° 58 10”; différence tabulaire : au
lieu de 228, lisez 428.

Cette faute typographique a été signalée presque si-
multanément par M. Grosdemange, triangulateur du ca-
dastre, et par M. Reynaud, candidat a I’Ecole Centrale.

Page 6, Imroduction 1’e colonne, formule T au
g ’ 9

lieu de E< 4 y lisez E/4.__
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SUR LA METHODE D’ANALYSE GEOMETRIQUE DE M. BELLAVITIS
(CALCUL DES EQUIPOLLENCES);

Par M. HOUEL,

Professeur de Mathématiques a 1a Faculté des Sciences de Bordeaux.

Depuis les immenses progrés qu’elle a fait faire a I’Ana-
lyse par les travaux de Cauchy et de Riemann, la théorie
géométrique des quantités complexes a pris rang dans
la science classique. Mais on ne s’est pas encore assez
occupé des services que peut rendre cette théorie a la
Géométrie pure et a la Mécanique, lorsqu’on y considére
les grandeurs géométriques pour elles-mémes, et non
plus comme un systéme particulier de notations rempla-
cant les notations ordinaires de I’Algébre.

Cependant tout lecteur attentif des pages qui vont
suivre restera convaincu des avantages de cette méthode
comme procédé d’Analyse géométrique, et ne pourra que
s’étonner de I'indifférence avec laquelle a été accueillie
jusqu’a ce jour la belle découverte de M. Giusto Bellavitis.
Ce n’est pas que de nombreux travaux n’aient été faitsdans
la méme direction. Mais aucun des auteurs qui ont traité
ce sujet'n’a présenté la méthode avec autant d’étendue
que le savant professeur de Padoue, dont les travaux
remontent a I'année 1832; aucun ne I'a exposée sous
une forme aussi simple et aussi bien appropriée au sujet.
~ Aussi sommes-nous heurenx de I'occasion que nous offre
la Rédaction des Nouvelles Annales, d’appeler atten-
tion des Géométres frangais sur un instrument d’Analyse
qui peut étre d’une si grande utilité tant au point de vue
de Ienseignement qu'a celui des progrés de la science.

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. VIII. (Juillet 1869.) 19
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Nous avons cherché a exposer le plus briévement pos-
sible les principes contenus dans les ouvrages que I'Au-
teur a bien voulu mettre 4 notre disposition (¥}, et notre
tache a é1é grandement facilitée par les précieuses indi-
cations qu’il nous a lui-méme fournies.

1. Carnot, dans sa Géométrie de position, parle des
avantages que retirerait la Géométrie de I'introduction
d’un algorithme représentant a la fois la grandeur et la
position des diverses parties d’une figure, de telle sorte
que, sans avoir besoin de recourir a des considérations
géométriques spéciales, on piit obtenir les résultats cher-
chés par l'application d’un calcul fondé sur un petit
nombre de lois générales.

Le désir de Carnot est complétement réalisé depuis
trente-cinq ans par le Calcul des équipollences dii au
génie inventif de M. Bellavitis. Bien que cette mé-
thode féconde ne soit pas encore connue dans notre pays,
cependant les principes sur lesquels elle repose ont été
établis pour la premiére fois en France, il y a plus de
soixante ans, par Argand, et développés ensuite a diverses
reprises par les travaux de Francais, de Mourey, de
Saint-Venant, de Cauchy. Nous pourrions encore citer,
parmi les ouvrages relatifs au méme sujet, le Calcul de

(*) Saggio di applicazioni di un nuovo metodo di Geometria analitica
( Calcolo delle Equipollenze); Padova, 1835.

Saggio sull’ Algebra degli immaginarii; Venezia, 1852.

Sposigione del metodo delle Equipollense; Modena, 1854.

Calcolo dei Quaternioni di W. R. Hamilton, e sua relazione col metodo
delle Equipollenze ; Modena, 1858.

Sposizione dei nuovi metod: di Geometria analitica ; Venezia, 1860.

Determinaszione numerica delle Radici immaginaric delle equasioni alge-
bricke; Venezia, 1564. ‘

Elementi di Geometria, di Triganahzctria e di Geomrl‘rt'a analitica, ec.;
Padova, 1862.
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situation de Scheffler (*), le Mémoire de Siebeck sur la
Représentation graphique des fonctionsimaginaires (**),
le Calcul géométrique de Dillner (***), etc. La théorie
des quaternions d’Hamilton (****) repose sur des bases
analogues, et peut, jusqu’a un certain point, étre regardée
comme une extension a I'espace.du Calcul des équipol-
lences. Les régles de ce dernier Calcul sont précisément
les mémes que celles du Calcul algébrique, tandis que
les quaternions exigent un algorithme spécial.

2. La méthode des équipollences se distingue princi-
palement par les avantages suivants :

1° L’abondance des théorémes, qui découlent d’un
principe unique, toute propriété de points placés en ligne
droite donnant immédiatement une propriété des points
d’un plan, dés que 'on change les équations relatives
aux premiers points en équipollences relatives aux se-
conds;

2° La facilité avec laquelle on parvient a la solution
graphique des problémes : pour les questions mémes qui
passent pour difficiles, la méthode fournit directement
des solutions plus courtes que celles que I’on avait décou-
vertes par des combinaisons artificielles de théorémes
géométrique: ;

3° La théorie des courbes, débarrassée de tout systéme
spécial de coordonnées, conduit 4 des formules plus
simples et en méme temps plus générales, qui expriment

(*) Der Situationskalkul ; Braunschweig, 1851.

(**) Journal f. d. r. u. ang. Mathematik, Bd. LV, 1858.

(***) Geometrisk Kalkyl; Upsala, 1860. — L’auteur en fait paraitre en
ce moment une nouvelle rédaction dans I'excellent journal qu'il dirige
(Tidskrift for Matematik och Fysik; Upsala).

(****) Lectures on Quaternions; Dublin, 1853. — Elements of Quater-
nions; London, 1866.

19. ‘
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les affections des courbes, sans qu’il soit besoin de les
rapporter a aucun systéme arbitraire;
4° Elle fournit le type réel des quantités imaginaires,
par lequel sont pleinement justifiés les calculs de I’Al-
gébre, de la maniére que Cauchy regardait comme la
seule satisfaisante.

3. Pour faire connaitre la méthode, il nous faut don-
ner quelques définitions et quelques régles de calcul.
Nous croyons inutile de nous arréter a démontrer la légi-
timité des premiéres et la justesse des sccondes, parce que,
le lecteur une fois convaincu de 1'utilité de la méthode,
il lui sera facile de retrouver par lui-méme la démons-
tration des principes.

4. Derivition. — Une droite désignée, comnre d’habi-
tude, par deux lettres, est considérée comme prise & par-
tir du point indiqué par la premiére lettre jusqu'au
point indiqué par la seconde, et 'on tient compte, non-
seulemerit de sa grandeur, mais aussi de sa direction (*).

D’aprés cela, KI et IK ne sont pas deux droites équi-
pollentes, quoique I'une soit équipollente 4 I'autre prise
avec le signe —, c’est-a-dire que I'on ait KI = —IK.

Deux droites AB, DC sont dites équipollentes (et
peuvent se remplacer mutuellement) dans le cas seule-
ment ou elles sont a la fois égales, paralléles et dirigées
dans le méme sens, de sorte que ABCD soit un parallé-
logramme. C’est ce que I'on exprime en écrivant

AB=DC, ou AB=—— CD, ouencore AB -+ CD—o.

(*) Pour exprimer qu’une droite est considérée a ce double point de
vue, on surmonte quelquefois les deux lettres qui la représentent d'un
trait horizontal; cependant, pour simplifier I’écriture, nous supprime-
rons ce trait, et il n’en pourra résulter ancune équivoque, en ayant soin
d’employer la notation gr AB pour désigner la longueur de la ligne AB.
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Une droite affectée d’un coeflicient numérique conserve
sa direction et change de longueur proportionnellement
a ce coefficient. Ainsi I’équipollence ’

AB — 2DM

signifie que AB est paralléle 2 DM et dirigé dans le méme
sens, et que la longueur de AB est double de celle de DM.
Pareillement, la formule

1
— - AB
AP 3A

veut dire (ue le point P est situé au tiers de AB (puis-
que, sans cela, AR ne pourrait pas étre paralléle a AB).

5. Derinition. — La somme géométrique de deux ou
de plusieurs droites KI, DM, ... s’obtient en menant,
par un point quelconque O, une droite OP équipollente
a KI; puis, par la seconde extrémité P, une droite PQ
équipollente 3 DM, etc.; la droite OQ sera la somme géo-
métrique des droites KI, DM,.... ‘

De quelque autre point que 'on fit parti, et dans quel-
que autre ordre que I'on efit additionné les droites, on
serait toujours arrivé a une somme géométrique équipol-
lente 4 OQ.

La méme chose a lieu, quel que soit le nombre des
droites que I'on ajoute entre elles.

6. RiciLe I. — Pour trois points quelconques A, B, C,
on a I'équipollence

AB + BC —= AC.
Cest 1a une conséquence de la définition que 'on vient

de donner de la somme géométrique.
Pour quc I'on ne confonde pas une somme de cette
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nature avec une somme ordinaire, M. Bellavitis emploie,
au lieu du symbole =, un symbole particulier, celui par
lequel les astronomes désignent le signe de la Balance,
voulant peut-étre faire allusion a4 1’analogie de la som-
mation géométrique avec la composition des forces en
Mécanique. Dans le désir d’éviter autant que possible I'in-
troduction de notatious nouvelles, nous avons conservé
le signe d’égalité ordinaire, pensant que la confusion sera
aussi slirement évitée au moyen de la convention que
nous ferons d’affecter une ligne de la caractéristique gr
(abrégé de grandeur) toutes les fois que cette ligne de-
vra étre considérée en grandeur seulement, abstraction
faite de sa direction. -

D’aprés la Régle que nous venons d'énoncer, on peut
encore écrire

BC — AC — AB.

Une droite BC peut ainsi étre rapportée a un point quel-
conque A. On a encore

BC=AC+ BA, AB-+ BC-+ CA=o.

7. RieLE II. — Toutes les fois qu'au moyen d’un cal-
cul on arrive 4 une équipollence binéme

x.AB=y5.CD,

si l'on sait, de plus, que les droites AB, CD ne sont pas
paralléles, on en conclura que les coefficients x et y sont
nuls séparément.

En effet, si x et y n'étaient pas nuls, cette équipol-
lence indiquerait que les droites AB, CD seraient paral-
leles, et que leur rapport est égal a celui de y a x. Ainsi
une équipollence sert 4 déterminer deux quantités in-
connues.

Montrons I'usage de ces Régles par des exemples faciles.
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8. Exemple I. — On veut construire un triangle
ABC( fig. 1), connaissant le centre de gravité G, le point

Fig. 1.

situé au quart du coté AB, et I'extrémité E du coté AC,
prolongé d'une quantité CE = AC.

Les conditions du probléme sont exprimées par les
équipollences
1

4

puisque, M étant le milien du co1é BC, on a

AE = 2AC, AF= . AB, AG:%(AB+AC),

AG = % AM,
el

AM:AB+BM:AB—&—&BC:AB—O——L—AG—&AB
.:é(AB-q—AC).

Les points inconnus sont les sommets A, B, C. En éli-
minant deux de ces points par la substitution dans la trai-
sieme équipollence des valeurs tirées des deux premiéres,
il vient

3AG = 4 AF + %AE.
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Il faut pour cela que le point inconnu A entre dans la
seule droite AG. Or on aura, par la Régle I,

AF = AG + GF, AE — AG + GE,
par conséquent
3AG = 4AG + 4GF + % AG + - GF;
d’ou l'on tire
—%AG:4GF+ éGE,
ou :
8

1
GA:EGF+—3-GE.

Cette équipollence nous apprend qu’il faut prelonger

GF, de maniére qu'on ait GP = gGF, puis mener

PA = %GE (c’est-a-dire PA paralléle a GE et égal au

tiers de GE), et A sera le sommet du triangle demandé.

~ Cherchons, dans la figure précédente, dans quels rap-
ports se coupent les deux droites BE, FG au point X.
Posons BX = x.BE (ce qui exprime que le point X tombe
sur la ligne BE, le rapport BX : BE == x restant encore
inconnu), et soit de méme FX = y.FG. Par la Régle I,
on a

AX — AB + BX — AB + z.BE,

et pareillement
AX = AF + ».FG.

Apres avoir éliminé AX, ce qui donne
AB + z.BE —= AF + y.FG,
nous pourrons, au moyen des équipollences données

AE = 2.AC, AF=—AB, AG = 1 (AB+ AC),
4 N
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obtenir une équipollence entre les seules droites AB, AC,

AB + 22.AC — x.AB:%AB + % (AB + AC) —%An;
¢t comme les droites AB, AC ne sont pas paralléles, il
s'ensuit, d’aprés la Régle I, qu'on devra avoir séparément

. vy Ly _r_
,__x_.z_3+4_o, 22 —3 =0,
ce qui donne
.r:-;—, y=06x=23.
Par conséquent la droite FG coupe la droite BE en son
milieu X, et I'on a
FX = 3FG.

9. Exemple 11. — Soient A et B (fig. 2) deux points

séparés par une riviére, que 'on doit traverser sur un

Fig. 2.

pont perpendiculaire aux deux rives. Déterminer la po-
sition XY de ce pont, de maniére que la somme: arithmé-

tique des longueurs AX + XY + YB soit le plus petite
possible.

L’équipollence (Régle II)
AX + XY 4 YB = AR
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peut s'écrire sous la forme

AX + YB — AB — XY,

et comme la largeur XY de la riviére est connue en gran-
deur et en direclion, nous pourrons construire la somme
géométrique

AB — XY — AB + YX,

laquelle sera AM, en menant BM == YX. Puis, dans
I'équipollence
AX +~YB =AM,

on voitque lasomme arithmétique des longueurs AX + YB
sera minimum, quand AX tombera sur AM, et que par
conséquent YB sera paralléle a cette droite AM.

10. Le Calcul des équipollences comprend le Calcul
barycentrique, dont Moebius avait déja montré les nom-
breuses applications. Ainsi le centre de gravité G des
trois points A, B, C est exprimé par la relation

AG + BG 4+ CG = o,

d’ott I'on peut déduire, au moyen de la Régle I du Calcul
des équipollences, la relation

AG + AG — AB+ AG— AC=0, ou 3AG=AB+AC,

dont nous nous sommes servis plus haut.

Mais la partie de ]a méthode qui se rapporte aux pro-
duits de droites, et qui s’applique exclusivemeut aux
figures tracées dans un méme plan, appartient entiére-
ment a M. Bellavitis.

11. Pour définir plus facilement ce qu’il faut entendre,
dans la méthode des équipollences, par un monéme formé
par la multiplication ou la division de plusieurs droites,
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il est bon de commencer par définir linclinaison d’une
droite.

De méme que la grandeur d’une droite s’exprime
par un nombre rapporté i une unité linéaire que
I'on choisit arbitrairement, mais a laquelle on doit en-
suite conserver constamment la méme longueur; de
méme, par inclinaison d’une droite on entend I'angle
que fait cette droite avec une autre droite choisie arbi-
trairement pour origine des inclinaisons. De la résulte
qu'un angle BAC est exprimé par

incl AC — incl AB,

en désignant par incl AB l'inclinaison de la droite AB.
Les angles sont considérés comme comptés depuis la pre-
miére lettre vers la derniére, et il faut avoir égard a
leur signe. Ainsi I’angle CAB est de signe contraire a
I’angle BAC, et est égal a

incl AB — incl AC.

12. Cela posé, un monéme tel que

AB.CD

T

EF
par exemple, sera équipollent a une droite GH, dout la
grandeur aura pour valeur

grAB X< grCD
gr EF ’

ct dont Vinclinaison sera
incl GH = incl AB + incl CD — incl EF.

On retiendra plus aisément cette derniére équation, en
fa rapprochant de la formule qui donnc les logarithmes
d’un produit et d'un quotient.
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* Quand on sait interpréter un monodme, alors, en ayant
de plus égard a la définition donnée plus haut de la
somme géométrique, on comprend la signification d'une
équipollence quelconque entre des polyndémes.

Pour mieux expliquer la signification d'un monome,
observons que ce mondme peut se ramener 4 une suite
de proportions. Si I'on fait en sorte que la seconde droite
ait une extrémité commune avec la premiére, en suppo-
sant que la quatriéme doive avoir aussi une extrémité
commune avec la troisiéme, une proportion peut s’écrire
ainsi

AB : AC=0D: 0OX,

ct cette équipollence comprendra les deux équations

grAB : grAC=grOD : grOX,
incl AB — incl AC = incl OD — incl OX.

Pour construire OX, prenons sur AB la longueur AD’
égale en grandeur 4 OD; formons le triangle AD'X’
homothétique &2 ABC, de sorte que le point X' tombe
sur AC. Alors le triangle ODX sera directement égal au
triangle AD'X/, en entendant, par directement égal, que
I'on pourra faire coincider AD’X’ avec ODX, en le trans-
portant dans son plan, sans retournement.

13. En réfléchissant attentivement sur les définitions
que nous avons admises, on reconnait qu’elles n’im-
pliquent aucune contradiction, et que les équipollences
peuvent se traiter absolument comme les équations, et
conduiront toujours i des résullats exacts quand on les
interprétera conformément aux principes de la méthode.
1l s’ensuit de la que toute équation relative aux points
d’une droite peut se changer en une équipollence relative
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aux points d'un plan, en ayant soin de tenir compte du
signe de chaque droite. En voici un exemple :
Euntre quatre points A, B, C, D en ligne droite ( fig. 3),

on a la relation

’

AB.CD + AD.BC + AC.DB = o

(remarquons que, si BC, CD sont positifs, DB sera négatif);
ce qui se démontre en observant que CD = AD — AC,
BC = AC — AB, DB = AB — AD, et qu’en substituant

Fig. 3.
' ——
A B c D
B
//\ N
/! N

Vs )

A< //
- \DV /

ces valeurs, la relation devient identique. On démontrera
de la méme maniére que, pour quatre points A, B,

C, D d’un plan, on a I’équipollence
(1) AB.CD -+ AD.BC + AC.DB = o.

Pour la construire, on peut imaginer qu’elle soit divisée
par une droite OH, prise pour origine des inclinaisons et
pour unité de longueur (cette ligne OH pouvant étre une
quelconque des lignes AB, CD,...). Les trois termes de
I'équipollence pourront de cette maniére exprimer les
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cotés LM, MN, NL d’un triangle, puisque l'on a, parla
Régle I,
LM + MN +-NL =o.

Pour interpréter cette équipollence (1), ainsi que toute
autre équipollence trindme, nous poserons la Régle sui-
vante :

14. Ricre III. — Si, dans une équipollence trindme,
deux termes ont une égale inclinaison, la grandeur de
Pautre terme sera égale & la somme des grandeurs des
deux premiers.

En effet, si incl LM = incI MN (fig. 4), les trois points

Fig. 4.
L M N

L, M, N seront en ligne droite (au licu de former un
triangle), et, par suite,

grNL = grLM —+ gr MN.

Si, au contraire, les inclinaisons de deux termes de
I'équipollence différent de go degrés, le triangle LMN,
dontles cotés sontrespectivement équipollents aux termes
de I'équipollence, sera rectangle, et les grandeurs de ses
cOtés satisferont au théoréme connu; c’est-a-dire que, si
incl LM — incl MN = == go°, on aura

(NL)? = (LM )? + (MN)z.

Si les inclinaisons des trois termes forment une pro-
ression arithmétique, c’est-a-dire si I'on a
8 )

incl LM — incl MN — incl MN — inc} NL,
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le triangle LMN sera isoscéle, et, par conséquent, on

aura
grLM = grNL.

Sienfinona
incl LM — incl MN =120°, incl MN — incINL = 120°,
ces différences étant égales aux angles extérieurs en M et

en N du triangle LMN, ce triangle sera équilatéral, et,
par suite, on aura

grLM — grMN — grNL.
13. Appliquons cette Régle a P'équipollence précé-

dente (1). Si les deux premiers termes ont des inclinai-
sons égales, c’est-a-dire si I'on a

incl AB + incl CD = incl AD -+ incl BC,

en remarquant que

incl AD — incl AB — angle BAD,
incl CB — incl CD — angle DCB,

il viendra
angleBAD + angle DCB = incl CB — incl BC = 180°.

Donc, si la somme de deux angles opposés d’un quadri-
latére est égale a 180°, on aura, par la Régle en question,

gr(AB.CD) + gr(AD.BC) = gr(AC.DB),

ce qui donne le théoréme connu de Ptolémée.

Si, au lieu de cela, dans le quadrilatére ABCD, les
deux angles opposés BAD, DCB ont pour somme go°
ou 270°, on aura, par la seconde partie de la Régle,

gr(AB.CD)? + gr(AD.BC)” = gr(AC.DB).
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Si les trois points B, C, D (fig. 5) sont en ligne droite,

Fig. 5.

D

et que, de plus, on ait angleBAC = angle CAD = 60°,
il viendra alors

incl (AB.CD) — incl(AD.BC)
= incl AB —+ incl CD — incl AD — inc¢l BC
—incl AB — incl AD = — 120°.

En outre,
incl(AD.BC) — incl(AC.DB)

—incl AD — incl AC + incl BC — incl DB
— 60° — 180° = — 120°;

donc, en vertu de la derniére partie de la Régle III, nous
aurons

gr(AB.CD) = gr(AD.BC) = gr(AC.DB);

o . 1 . .
d’ou il résulte ensuite que (BC, 5 BD, CD étant trois

droites en progression arithmétique) AD, 2AC, AB se-
ront en progression harmonique.

16. La méthode peut encore servir 4 démontrer les
théorémes de la Géométrie élémentaive. Ainsi, par
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exemple, si a la droite AC (fig. 6) on méne les deux.
perpendiculaires égales et opposées CB, CD, on a

AB—=AC+CB, AD—=AC-+ CD;

Fig. 6.

- \}b
B
d’onr, 4 cause de CD = — CB,
AB.AD — AC.AC 4+ CB.CD.

Les deux termes du second membre ont des inclinaisons
égales, puisque

go° = incl CB — incl AC = incl AC — incl CD;
par conséquent
gr(AB.AD) = gr(AB)* = gr( AC)* + gr(CB).

17. Donnouns encore un exemple de probléme. ‘
Construire, sur une base donnée AB (fig.7), un

Fig. 7.

triangle ABX, connaissant le produit de ses cotés AX,
BX, et la différencé BAD des angles a la base, ce qui re-
Ann, de Mathémat., 2¢ série, t. VIIL. (Juillet 1869g.) 20
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vient a dire que I'on doit avoir .
angle DAX = angle XBA,

ou
incl AX — incl AD = incl BA — incl BX.

On pourra donner a AD une longueur telle, que les deux
conditions du probléme soient exprimées par I'équipol-

lence
AX.BX — AD.BA.

En écrivant AX — AB au lieu de BX, la droite AX sera
donnde par une équipollence du second degré, qui, réso-
lue a la maniére ordinaire, donne

AX — é AB= \/-;- (AB) + AD.BA.

En prenant AC = é AB, AE = 2AD, il vient

AX — AC = {/AC(AC — AE),
ou

CX — YAC.EC = \/CA.CE,

ce qui nous montre comment on doit construire la ligne
CX, qui est bissectrice de I'angle ACE, et moyenne pro-
portionnelle entre CA et CE.

18. Les conventions adoptées jusqu'ici ne sont pas
suffisantes pour exprimer que les angles sont égaux et de
signe contraire, que les triangles sont égaux et inverse-
ment placées (ou symétriques, comme on les appelle,
c’est-a-dire qu’ils ne peuvent coincider qu'aprésle retour-
ment du plan de 'un d’eux), etc. *

M. Bellavitis appelle conjuguée d’une droite ou d’une
figure, la droite ou la figure qne I'on obtient en faisant
faire 4 la premiére une demi-révolution autour d’une
droite paralléle a celle que I'on a prise pour origine des
inclinaisons.
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Ainsi, si OH ( fig. 8) est l'origine des inclinaisons, en
menant AK paralléle 4 OH, et construisant le triangle

Fig. 8.
e

Al——x
o

AKB' inversement égal au triangle AKB, la droite AB/,
ainsi que toute autre qui lui sera équipollente, sera dite
conjuguée de AB, ce que 1'on écrira ainsi :

To
]

AB’ — conj AB.
Il est évident que I'on a
gr(conjAB) = gr AB,
incl(conjAB) = — incl AB.
Il est est facile, en outre, de s’assurer que I'on a cette
Regle :

19. Ricre IV. — En méme temps qu’une équipollence
donnée, a toujours lieu aussi sa conjuguée, laquelle s’ob-
tient en remplagant chaque droite par sa conjuguée.

Le produit de deux droites conjuguées entre elles est
égal au carré de leur grandeur commune, et a une incli-
naison nulle, c’est-a-dire que

. AB.conj AB — gr(AB).

Une droite, divisée par sa conjuguée, donne pour quo-
tient 'unité, avec une inclinaison double de celle de la
droite, c'est-a-dire que

AB
op —2 ) — i ———— ) = 2incl AB.
Dr(conjAB> 1, ]nc‘<conJAB> 21nc
20.
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La somme géométrique d’une droite et de sa conjuguée
a une inclinaison nulle, et est égale au double de la pro-

Fig. 9.

jection de la droite sur I'axe d'inclinaison nulle, c’est-a-

dire que l'on a (fig. 9)
AB + conjAB = 2AG.

On voit encore que
AB — conjAB = B'B = 2GB,

dont I'inclinaison est de go degrés.
20. Le probléme suivant va montrer 1'usage de cetie

Régle.
Trouvér le sommet commun X de deux triangles inver-
sement semblables (/fig. 10), dont on donne les bases

~ AD, BC.
Fig. 0. '

A
I
I
!
1
N
I
1
i
.
i
1
]
1
!
i
i
i
i
]
v
i
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La similitude est exprimée par les deux équations
grAX : grAD — grBX : grBC,
angleDAX — — angleCBX. -
Cette derniére peut s’écrire
incl AX — incl AD — — (incl BX — incl BG)
= incl (conj BX ) — incl(conj BC),
et 'on voit par la que les conditions du probléme sont
données par I'équipollence
AX : AD = conjBX : conj BC.

En y faisant conj BX = conj AX — conj AB, on a, en dé-
veloppant,

conjBC.AX = AD.conjAX — AD.conjAB,

et, en méme temps que cette équipollence, a lieu sa
conjuguée,

BC.conjAX — conj AD.AX — conjAD.AB.

Entre ces équipollences, nous pourrons éliminer conjAX,
et nous aurons, pour déterminer AX, I'équipollence

(AD. conj AD — BC. conj BC) AX
= AD(AB.conj AD -+ BC.conj AB).

En prenant pour origine des inclinaisous la droite AB,
il vient incl AB = o, AB = conj AB, et si I'on détermine
la droite AE = conj AD (c’est-a-dire, si 'on constrnit le

triangle ABE inversement egal a ABD), et que I'on méne
EF = BC, on aura '

(AD.conj AD — BC.conjBC)AX
= AB.AD(conjAD + BC)
= AB.AD(AE + BC) — AB.AD.AF.
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Pour construire, d’aprés cela, la ligne AX, il suffira
de déterminer son inclinaison. Or, comme chacun des
produits AD.conj AD, BC.conjBC a une inclinaison
nulle, on aura alors

inclAX — incl(AB.AD.AF) = incl AD + incl AF
= — incl AE + incl AF — angle EAF.

On aura donc
angle BAX — angle EAF.

* 21. OH, OlI étant deux droites égales et perpendicu-
laires entre elles, si 'on multiplie une droite par le rap-

01 . R T
port &y on ne fera qu’augmenter 'inclinaison de go de-

grés, et, si I'on réitere cette multiplication, on aura

OorI\:
<0_H> AB = — AB.

I . ., —
Doncle rapport Goﬁ se calcule précisément comme le /—1

de I'Algébre. M. Bellavitis indique, pour abréger, ce
rapport par un signe particulier, que nous remplacerons
ici parla lettre 7, généralement employée en Analyse pour
désigner le symbole \/—1.

Il est conforme aux principes du calcul que i, AB
exprime une droite égale 2 AB en grandeur, et dont I'in-
clinaison surpasse celle de AB de u.go°, u pouvant étre
fractionnaire.

Lorsqu’on prend la conjuguée d’une équipollence,
chaque i se change en — 7, et chaque ¢ en (— Z)* ou i ™.

Le symbole 1,, employé par Cauchy, d’aprés Francais

2e

¢t Mourey, est identique avec ™ .

’

22. Pour exprimer 'aire d’un triangle ABC (*), on

(*) A partir d’ici, le lecteur est prié¢ de faire la figure.
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rencontre Pexpression de AC’, qui est la droite AC ra-
battue autour de AB. On a

grAC = grAgC,
incl AC'— inclAB — incl AB — incl AC
= incl (conjAC) — incl(conj AB).

Ces deux équations sont comprises dans I'équipollence

AC — AB.conjAC
~  conjAB

On en tre, P étant le milieu de CC/,
conjAB.PC = é conjAC.CC
= é (AC.conjAB — AB. conjAC).

Le premier membre a pour grandeur 2ABC, et pour
inclinaison — incl AB + inel PC = go°. En divisant
donc les deux membres par 24, il en résulte

4

expression qui, d’aprés la Régle I, peut s’écrire

ABC = © (AB.conjAC — AC.conjAB),

4

23. IFaisons quelques applications de cette formule.

En parcourant le périmétre d'un polygone ABCDE,
on a mesuré ses coOtés et leurs inclinaisons sur le méri-
dien magnétique. Pour calculer I'aire ABCDE, on observe
qu'elle est la somme des triangles ABC, ACD, ADE, et
(ue, par suite, elle a pour expression

ABC — - (AB.conjBC — conjAB.BC).

Z(

AB.conjBC + AC.conjCD -+ AD.conjDE — les termes conj.).
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D’aprés la Régle I, aux diagonales AC, AD on peut substi-
tuer les sommes géométriques AB+ BC, AB+BC +CD,
d’on il résulte que la formule nous apprend que.Taire du
pentagone est la somme de six triangles, dont chacun a
deux cotés équipollents a deux des cotés AB, BC, CD,
DE (en omettant EA).

Si des sommets du polygone ABC on méne les droites
équipollentes entre elles AA’= BB'= CC/, la somme
algébrique des aires des triangles ABA’, BCB', CAC/ est
toujours nulle, car elle est exprimée par

i

7 (AB.conjAA’ + BC conj BB’ + CA.conj CC’— les termes conj.),

et I’on a
AB + BC 4+ CA —o.

(La suite prochainement. )

SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPQSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 894

(voir »° série, t. VII, p. 429).

Etant donné, sur un plan P, un triangle quelconque
ABC, construire avec la régle et le compas le cété du
triangle équilatéral dont ABC est la projection sur le
plan P. {LionneT.)

Nous résumons ici la solution que donne M. E. Jas-
seron, éléve de spéciales & Besangon.

Concevons dans I'espace le triangle équilatéral A’B'C/
dont le triangle ABC est la projection orthogonale; le
centre O du cercle circonserit au triangle A’B’C’ aura
pour projection lc point de concours O des médianes du
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triangle ABC. Ce point O est donc le centre d’une ellipse
circonscrite au triangle ABC; le demi-grand axe de cette
ellipse est donc égal au rayon du cercle circonscrit au
triangle A'B’C’. On construira donc, par un procédé bien
connu, le demi-axe d’une ellipse dont on connait le
centre o, et trois points A, B, C; soit a ce demi-axe; a sera
le rayon du cercle circonscrit au triangle inconnu
A'B’C’; le coté de ce triangle équilatéral inconnu sera

donc @ /3, et pourra étre construit au moyen de la régle
et du compas.

1™ Remarque. — Il nous semble essentiellement utile
de constater qu’un probléme est résolu par la régle et le
compas, lorsque la solution définitive résulte de la com-
binaison d’un nombre limité de droites et circonférences
graphiques, bien que le raisonnement conducteur ait pu
employer comme intermédiaires des lignes plus compli-
quées. '

2° Remarque. — Si une ellipse circonscrite au triangle
ABC doit avoir pour centre le point O de concours des
médianes ou le centre de gravité du triangle, OA est la
longueur du demi-diamétre conjugué a BC, et la tan-
gente en B coupe le diamétre OA en un point T opposé au
point A relativement au centre O et tel, que OT =20A;
cette méme tangente rencontre le diamétre conjugué a

OA en un point V tel, que OV:-;—BC; par suite, le

~
)

demi-diamétre dirigé suivant OV a pour longueur ;—3’ on
connait donc les directions et longueurs d'un systéme
de diamétres conjugués, et 'on peut déterminer les
longueurs des axes par I'un quelconque des procédés
connus.

Note. — M. Andry a résolu Ja méme question a peu prés de la méme
maniére.
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Question 901

( voir a® série, t. VIIL, p. 45);

Par M. MOREL,
Répétiteur a Sainte-Barbe.

Lorsqu’une ellipse en roulant sans glisser sur une
droite a fait un tour entier, l'arc décrit par le foyer est
égal a la circonférence ayant pour diamétre le grand
are.

On sait que la circonférence décrite sur le grand axe
comme diamétre est le lieu des pieds des perpendicu-
laires abaissées des foyers sur les tangentes. Ce théoréme
est donc un cas particulier du suivant, dont nous trou-
vons I'énoncé dans le Traité de Calcul différentiel de
M. Bertrand, p. 25, et que nous allons démonurer :

Lorsque d'un point O, situé dans le plan d’une courbe
plane, on abaisse des perpendiculaires sur les tangentes
& cette courbe, la longueur d’un arc de la courbe, lieu
des pieds de ces perpendiculaires, est égale a celle de la
courbe engendrée par le point O, lié invariablement a
la courbe donnée pendant que Uarc correspondant de
celle-ci roule sans glisser sur une droite fixe.

Je prends la droite AX sur laquelle roule la courbe,
ct je prends une tangente BY assez voisine du point A
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pour que AB se confonde avec cette langente. Soient
P et Q les pieds des perpendiculaires abaissées de O sur
les tangentes AX et BY. 1l faut démontrer que PQ =00,
O’ étant la nouvelle position du point O, déterminé de
la mauniére suivante : Dans le roulement, le point Q vient
en un point (Y de la tangente tel que AQ'= AB+ BQ;
puis on a O’ = OQ et perpendiculaire a AX.

Le triangle rectangle OP() nous donne OP =0(Q cos «,
en négligeant les infiniment petits dn premier ordre,
OP = 0Q), en négligeant les infiniment petits d’ordre
supérieur.

Les deux triangles OPQ et O’Q’O sont donc égaux,
comme ayant un angle égal compris entre cotés égaux
chacun 4 chacun, done O0'= PQ.

Question 902

(voir 2° série, t. VII1, p. 45);

Par M. A. LAISANT,

Capitajne du Génie & Nantes.

Tout cube parfait augmenté de 3, 4 ou s unités d’un
ordre quelconque n’est pas un cube parfait.
(Jos. JorFrov.)
Nous proposons de remplacer I’énonce ci-dessus par le
suivant, plus général :
Tout cube parfait augmenté de 3, 4 ou 5 unités
d’ordres quelconques n’est pas un cube parfait.
Cela revient a prouver I'impossibilité des équations
10"+ 10" 4 10" = @ — b3,
10"+ 10" + 10" + 10" = a® — &3,
10"+ 10" + 10" + 10" 4+ 10"Y = &® — I3,

10" 410" + 107" 4 10" ~ 10" + 10" == a' — b,
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Or, «® est d’une des formes mq, mq + 1 on mg — 1,
b* également. Donc a* — b* est d’'une des formes mq ou
mqg =1 ou mq==2: Mais les premiers membres des
¢quations ci-dessus sont des formes mq —+ 3, mq + 4,
mq + 5 ou mg + 6. 1l y a donc impossibilité.

Ajoutons les énoncés suivants tout a fait analogues,
et dont nous laisserons au lecteur le soin de développer
les démonstrations :

1° Une sixieme puissance augmentée de 2, 3, 4, 5,
6 ou 7 unités d’ordres quelconques ne peut donner une
sixiéme puissance;

2° La somme de deux sixiémes puissances ne peut étre
égale a celle de 3, 4, 5, 6, 7 ou 8 unités d’ordres quel-
conques ; :

3° Dans le systéme duodécimal, la différence de deux
cinquiémes puissances ne peut étre égale a la somme de
3, 4, 5, 6,7 ou 8 unités d’ordres quelconques ;

4° Dans le systéeme de base B, si B— 1 est premier, la
—2

e . . B
différence de deux puissances de degré ne peut étre

égale a la sommé de 3, 4,..., B— 4 unités d’ordres quel-
conques;

5° Dans la mémehypothése, la différence de deux puis-
sances de degré B — 2 ne peut étre égale a la somme de
2, 3,..., B— 3 unités d’ordres quelconques, et la somme
de dcux puissances du méme degré ne peut étre égale a
cellede 3, 4,..., B— 2 unités d’ordres quelconques.
~ 6° Dans le systéme de base B, la différence de deux puis-
sances de degré ¢ (B — 1) ne peut étre égale a la somme
de 2, 3,...,B—3 unités d’'ordres quelconques, et la
somme de deux puissances du méme degré ne peut étre
égale a celle de 3, 4,..., B— 2 unités d’ordres quel-
conques;

7° Daus le systeme de base B, la somme (ou la diffé-
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rence) de deux puissances de degré -;- ¢(B—1) ne pent

étre égale & la somme de 3, 4,..., B— 4 uuités d’ordres
quelconques.

N. B. — Rappelons que, dans ce qui précéde, ¢ (x)
représente le nombre des entiers premiers & x et non su-
périeurs a ce nombre.

Question 908

(voir »* sérle, t. VHII, p. 47 et 174 );

Par M. MOREL,

Répétiteur a Sainte-Barbe.

. Soit un quadrilatére inscriptible ABCD. i je consi-
dére un triangle formé par trois sommets de ce quadri-
latére, les pieds des perpendiculaires abaissées du qua-
triéme sommet sur les cétés du triangle considéré sont
sur une ligne droite XY. Cela posé, démontrer :
1° Que les quatre droites XY que l'on peut construire
en groupant trois a trois les quatre sommets A,B,C,D se
coupent en un point K ;
2° Que ce point est un point commun aux quatre
cercles des neuf points des quatre triangles, et que, par
suite, si un sommet se meut sur la circonférence circon-
scrite au triangle formé par les trois autres, le liew du
point K sera le cercle des neuf points du triangle.
- (E. Lemoine.)

Pour démontrer ce théoréme, nous ferons usage des
deux lemmes suivants, qui nous feront connaitre la posi-
tion assez remarquable du point K.

Lemme 1. — Lorsque, sur les cotés d'un quadrilatére
inscrit comme cordes, on décrit des circonférences, les
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quatre points d’intersection de ces circonférences sont
sur une méme circonférence de cercle.

Lemme II. — Soit un triangle ABC et O le centre
du cercle circonscrit, on a OAB = OBA, OAC = OCA,
OBC = OCB; et réciproquement si I'on prend trois
droites, telles que deux d’entre elles soient également
inclinées sur 'un des cotés du triangle, ces trois droites
se eoupent en un méme point, qui est le centre du cercle
circonscrit au triangle ABC.

Cela posé, je vais démontrer que les quatre droites XY
passent par le centre d’un cercle que je vais déterminer.

Soit le quadrilatére inscrit ABCD. Pour abaisser des
perpendiculaires du point D sur les cotés du triangle
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ABC, je décris sur DC comme diamétre une circonfé-
rence qui coupe la diagonale AC au point F, et la dia-
gonale DB au point E; si sur AD comme diamétre je
décris une circonférence, elle passera par le point F, et
coupera la diagonale DB au point G, qui sera de méme
sur la circonférence dont le diamétre est AB. On voit
ainsi que le quadrilatére EFGH est inscriptible. Je dis
que les lignes XY passent par le centre du cercle cir-
conscrit & ce quadrilatére. En effet, I'angle KGE est
égal 3 BGN ou au complément de ABN ; I'angle KEG est
égal 8 BGN ou au complément de LDC: or LDC = ABN;
donc KGE = KEG.
On verrait de méme que KHF = KFH (*).
De méme, I'angle DAH=DBC ; donc AH + AP =BG,

et par suite I'angle KAG, qui a pour mesure w,

est égal a I'angle KGH, qui a pour mesure H2—G -+ B—?ﬁ’

Enfin, on a
KGF + NGF = 2dr.,

KFG + MFG = 2dr.
Or je dis que 'on a
NGF = GFM.
En cffet, on a aussi

EGF + KGE + FGN = 2dr.,
MFG + HFG + KFH — 2dr.,

ou, en rcmplacant KGE et KFH par leurs valeurs égales
NAB et MDC, on doit avoir

EGF + NAB — HFG + MDC.

(*) Nous désignons ici par K le point d’intersection de deux quel-
conques des quatre lignes considérées, sans affirmer que ce point seit
unique.
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Or, de ’égalité des angles ABP et MDC, BAN et DCL,

on tire

AP BN

MC — DL’
on a aussi

AH AP

DE — MC’
donc

AP + AH + BN __ AB
MC + DE +DL — CA

Donc la somme EFG + NAB = HFG + MDC, et, par
suite, NGF = MFG; donc KGF = KFG. Les droites
PH, NG, MF se coupent donc en un point unique K, qui
est le centre du cercle EFGH. Cc. Q. F. D.

Maintenaut, si je prends les pieds des hauteurs E,R,M
du triangle DBC, le point K est sur le cercle qui passe
par ces trois points. Pour le démontrer, il suffit de faire
voir que EKM et MRE sont supplémentaires.

Or EKF =180°— 2KFE; I'angle KFE a pour mesure

1 I
-EF + -FM.
2 2

Les lignes ER et RM étant également inclinées sur
le diamétre DC, d’aprés un théoréme connu, langle

intérieur ERM aura pour mesure EF + FM; donc
ERM = 2KFE, et, par suite,

EKF + ERM = 180°.

Cc. Q. F. D.
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Question 916

(voir 2* série, t. VIII, p. g5 );

Par M!* Orca ERMANSKA ,

Institutrice a Strasbourg.

Trouver enveloppe des ellipses d’aire constante dont
les axes ont la méme direction, ces ellipses étant concen-

trigues.
(C. Harxema, de Saint-Pétersbourg.)

Je prends pour axes de coordonnées les axes communs
a toutes les ellipses.
Soit ®A* la surface constante donnée, les carrés des
demi-axes seront
)\4
a —.
a2
L’équation des ellipses sera, @ désignant le paramétre
variable,
/A

2 s 2a:2 __ hb —
o aly k' =o,

ou, comme a* n’est jamais nul,
(1) hz?+ a'y?— a*h* = o.

Jaurai I'équation du lieu en éliminant a entre I’équa-
tion (1) et I’équation (2), dérivée de la premiére par rap-
port a a, ou je supprime le facteur 24,

(2) 2ay? = h¢,

d’ou, en remplacant a® par la valeur qui provient de cette
équation dans I’équation (1),

fryr = k.

Cette derniére équation représente les deux hyperboles
dnn. de Mathém., 2¢série, t. VIIL. (Juillet 1869.) 21
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équilatéres conjuguées.
i
zy — —2-7

Il2

Iy —— —-

On peut arriver géométriquement au méme résuliat.
Soient OA (¥) la diagonale du rectangle construit sur
les axes d'une des ellipses; M le point ou OA coupe cette

ellipse, je méne MP, MQ, paralléles 3 Oy eta Ox.
J’ai évidemment

surface OPMQ — é A2,

Si maintenant je méne en M la tangente a P'ellipse, D
et C étant les points ou elle (la tangente) coupe Ox
et Oy, j’ai, comme on voit facilement,

DM = CM.
De plus,

surface OCD — 2 surface OPMQ — constante.

Donc DC est tangente en M a une branche d’hyperbole
ayant Ox et Oy pour asymptotes : cela d’aprés un théo-
réme connu.

Donc lellipse est tangente en M a cette méme hy-
perbole.

Le lieu se compose donc de quatre branches d’hyper-
bole équilatéres situées dans les angles yOx, y'Ox,
y0ux', x'Oy'.

On peut facilement trouver I'équation d’une de ces
hyperboles.

En effet, 'équation de la branche située dans yOx est

FAd
zy = MP.MQ = -;—

(*) Le lecteur est prié¢ de faire la figure.
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Pour la branche située dans y'Ox’,0n a

. 112
zy=(—MP)(—MQ)= .

Donc, enfin, le lieu se compose réellement de deux
hyperboles équilatéres.

Note du Rédacteur. — M. Fouret, qui nous a envoyé
une solution trés-simple de la méme question, fait re-
marquer qu'on peut facilement résoudre sans plus de
difficultés le probléme plus général que voici :

Trouver I’enveloppe des ellipses concentriques a aire
constante ayant deux diamétres conjugués communs en
direction.

Note. — Nous avons recu d’autres solutions trés-bonnes de MM. Goisel;
de Martres; Puibaraud, éléve du lycée Napoléon; H. B., du collége Sta-
nislas; de Capotin, du lycée de Douai; Paul Magué, du lycée de Lyon;
Garet, du lycée de Clermont-Ferrand ; Morel, répétiteur a Sainte-Barbe;
Auguste Janin, de Grenoble ( classe de M. Bernard); Williére.

Question 924

(voir 2° série, t. VIII, p. g6);

Par M. Artrur MILLASSEAU,

Eléve du lycée de Douai.

Par un point pris sur la développée d’'une parabole,
on méne les normales a la parabole. Par le point et
les pieds de ces normales, on fait passer un cercle. On
demande le lieu du centre de ce cercle, lorsquc le point
décrit la développée. (ParLroTTE.)

Les pieds des normales a la parabole menées par un
a1,
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point P(«, B) sont dounés par les intersections de la
parabole

y*—o2pr=o
avec la courbe

zy + (p—a)y —pf=o.
Les y des points d’intersection sont données par
yi+2p(p—a)ly —2p'p=o.

Cette équation doit avoir deux racines égales; donc le
premier membre doit étre divisible par

y + \/—g-p(« — p)-

Nous obtenons le quotient

ri— \/;1’(“—1’).7"‘ %P(a—ﬁ)=°’
avec la condition
27 ppr==8(a — p).

Les pieds des normales sont donnés par I'intersection
des deux courbes

y*—2pr=—o,

ri— \/%p(z—zf) - %P(“—P) =o,

ou par les intersections (B, C) des deux courbes
Ji=2px,

2pr — \/%I’(“*‘P)J’ '—%I’(“—P):O-

Cette derniére équation est la polaire du point A d’in-
tersection des deux tangentes aux points B et C, par
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rapport a la parabole. Or le quadrilatére ABCP est in-
scriptible; le centre se trouve donc au milieu de AP. Si
nous appelons ¥y, y, les coordonnées du point A, les
coordonnées x, y du centre seront déterminées par

2.0 === o —+ 1y,
2y =B+ 7.

Et nous avons, pour déterminer x,, y,, les deux équations

By
Ty =.— g(a—/ﬂ

Y ooy

Pour avoir le lieu du centre, nous avons a éliminer % B,
&y, ¥, entre les cinq équations

27pf= 8(a—p),

20 T= Xy —+ %,

2y =10+
P
Yo = \/g/}(a —r
zaz—g(a——p). .
Nous avons
%= 2(3x—p)

P o

B—= 9,)'—\/%1{(21‘—‘0’).

Nous avons donc pour I'équation du lieu

27#[27 — \/éﬁ(w—/')] =27.8(2z—p).

d’ou
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Transportons P'origine aun foyer de la parabole, nous au-
rons pour I’équation du lieu

16p*y'— 8(p*+ 64.2%) pxy* + 2* (64 2*— p*)'=o.
Nous trouvons les deux courbes du troisiéme ordre

(p+ 8x)
i
= (—————-——p — 82y x
4r

La premiére posséde un point double isolé; la seconde
posséde un point double ordinaire. Ces deux courbes
touchent I'aze des y & l'origine. Les branches infinies
sont des branches paraboliques ayant pour axe l'axe
des y.

Cherchons le lieu du centre du cercle passant par les
pieds des normales et par le sommet.

Quand on considére les normales menées d'un peint
(25 B), les pieds de ces normales peuvent éire donnés par
I'intersection de la parabole proposée

2 —

y:=2px
avec le cercle *

P YN
Les coordonnées du centre sont ici

p+a

X — ’

Or le point (a, ) est sur la développée; done

27 pB=8(a — p).
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En éliminant « et 3 entre ces trois équations, nous au-
rons le lieu décrit par le centre : ce lieu est la courbe

o blz—p)P
27p
Cette courbe est tout a fait analogue a la développée de
la parabole.
Si nous cherchens le lieu du point A, nous trouvons

i+ Z x =0,
c’est-a-dire une parabole située 4 gauche de I'axe des y
ct dont le paramétre est le huitiéme du paramétre de la

parabole proposée. Nous concluons de la le théoréme
suivant : '

St un point se meut sur la développée et si l'on méne
les normales & la parabole par ce point, le pole de la
droite qui joint les pieds des normales se meut sur une
parabole homothétique de la parabole proposée et dont
le paramétre est le huitiéme de celui de la premiére pa-
rabole.

Reprenons ’équation de la droite BC
2 4
2pz — \/g/’(“"—l’)‘ —zPle—p)=o.
Dans cette équation, on peut considérer (z — p) comme

une indéterminée : soit @ — p = A*. L’équation de BC
devient

b /2 —
gpl -+ gp)y‘— 2px = 0.
L’enveloppe de cette droite est

2 y’+-4- 2pxr == 0
31’» 3,)‘ p —
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ou
r*+4pr =o.

Nous avons encore une parabole située a gauche de Oy
etdont le paramétre est double de celui de la parabole
proposée.

Note. — Ont résolu la méme question : MM. Brocard, sous-lientenant
du Génie a Metz; Niebylowski, éléve de 'Ecole Normale; Prosper Pélissier,

éléve du collége Chaptal; Andry, éléve & Sainte-Barbe; Paul Endrés,
éléve du lycée de Donai.

Question 934

( voir 2°* série, t. VIII, p 240);

Parn MM. BROCARD T GRASSAT,

Sous-lieutenants du Génie a Metz.

Les centres de courbure d’une spirale d’ Archiméde
qui correspondent a des points situés sur un méme rayon
wecteur appartiennent & une méme ellipse.

(G. Fourer.)

Prenons pour origine le péle de la courbe, pour axe
des x I'axe polaire, et pour axe des y une droite perpen-.
diculaire menée par l'origine.

Désignons par « l'angle que fait la droite fixe OA
avec Ox; par B I'angle de la normale en un point M de
la courbe avec Oux; par p le rayon vecteur OM, par R
le rayon de courbure en M. On aura

x = pcosa — R cosf,
y = p sina — Rsinf.
Mais
P-_:aw,
R (@ 1)y Vm -+ 1
w2



et

V étant ’angle que fait la tangente en M avec le rayon
“vecteur. Si I'on désigne cosa par m et sina par n, an
aura finalement

0?1
z=maw —a — (mw +n),

w42

w? =1
y:nam—awz:—z(nm—m),

ou encore
a
.L':mz+2[mm-—~a(m2+l)],
y= .a~ [(ro +m(w?+1)]
w2

En changeant » en ® + 2K =, on aura les divers points
cherchés. En éliminant ensuite K ou ®, on aura une
courbe qui les renferme. Or, on tire de ces équations les
smivantes :

w42
_aw
mES =G

Par un changement des axes de coordonnées, on peut
ramener ces équations a prendre les formes
a (@*=41)
= ———r
w4 2

X

aw
= ————
w4 2

Eliminant », on a Vellipse

Y= (X — a)(a—2X).
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CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE MILITAIRE
(ANNEE 1869).

Composition mathématique.

1° Enoncer et démontrer le théoréme qui donne la
surface engendrée par une ligne brisée réguliére, plane,
tournant autour d’un axe situé dans son plan et passant
par son centre, ainsi que le théoréme qui donne la me-
sure de la zone sphérique.

2° Calculer la surface de la zone a une base engendrée
par un arc de 23°27'24",8, sachant que la circonférence
d’un grand cercle de la sphére a laquelle appartient la
zone vaut 40 000 000 de métres.

3° On donne un demi-cercle terminé par le diamétre
AB, un point P sur ce diamétre, et 'on demande de me-
ner par ce point P une droite qui divise le demi-cercle
en deux parties telles, que, si I'on fait tourner la figure
autour du diamétre AB, les volumes engendrés par cha-
cune de ces parties soient équivalents.

Epure.

1° Un prisme droit a pour base un hexagone régulier.
‘Le c6té de la base vaut 31 millimétres, et la hauteur du
prisme est quintuple du c6té de la base. Une face latérale
coincide avec le plan horizontal de projection, les arétes
latérales faisant avec la ligne de terre un angle de 3o de-
grés. On demande de construire les projections horizon-
tale et verticale de ce prisme.

2° Soit O le point milieu de celle des deux arétes laté-
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rales supérieures qui est le plus en avant du plan vertical
de projection. Considérez les points situés sur les arétes
latérales et qui sont & la méme distance du point O, dis-
tance égale au double du c6té de la base; joignez chacun
de ces points au point voisin situé sur I’aréte suivante;
vous obtiendrez ainsi une ligne polygonale tracée sur la
surface du prisme. Cela posé, on demande de construire
les projections de cette ligne.

PUBLICATIONS RECENTES.

Théorie mathématique des Opérations financiéres, par
HirroLyre CraRLON. — 1 vol. grand in-8, Paris,
Gauthier-Villars, 1869. Prix : 7 fr. 50 c.

La science de I'dctuary, qui a été cultivée en Angleterre,
depuis le commencement de ce siécle, par un grand nombre
d’hommes éminents, et qui a pris dans ces derniers temps une
extension considérable, est encore peu répandue en France :
son nom méme n’a pas d’équivalent dans notre langue. Elle a
pour objet I'application des mathématiques aux opérations finan-
ciéres, aux assurances de toute espéce, a la statistique morale et
matérielle, et généralement a toutes les questions d’économie
sociale, dont les éléments sont assez nettement définis pour sup-
porter une analyse rigoureuse. Elle devait naitre et se déve-
lopper dans le pays classique de la haute banque, des grandes
affaires, des spéculations a longue portée; mais elle s’acclima-
tera sans doute parmi nous, 3 mesure que NoOus avancerons
dans la voie du progrés économique, ol nous sommes défini-
- tivement entrés. On doit donc savoir gré aux personnes qui
s’efforcent de nous initier 4 des théories dont les applications
deviennent chaque jour plus fréquentes.

‘M. Charlon a écrit en quelque sorte le premier chapitre de
la science dont nous venons d’esquisser le programme : il s'est
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borne & exposer, sous une forme élégante et'rapide, la théorie
des opérations financiéres, Il a eu soin d’ailleurs d’appliquer ses
formules 4 de nowmbreux exemples, qui en font parfaitement
comprendre le sens, et il a rendu ainsi un véritable service anx
calculateurs de professian. Mais nous nous bornerons i signa-
ler ici deux questions qui donnent lien & d'intéressants exer-
cices d’analyse mathématique, et qui, par conséquent, sont de
nature 4 exciter plus particuliérement Ja curiosité des lecteurs
habituels de ce journal. Nous voulons parler de la théorie des
emprunts par obligations, et du calcul de la parité des valeurs.

On szit que les emprunts contractés par le Crédit foncier,
les municipalités des grandes villes, les compagnies de chemins
de fer et les sociétés industrielles, sont ordinairement réalisés
par des émissions de titres, appelés obligations, qui rapportent
un intérét fixe, et qui sont amortissables, par voie de tirage aun
sort, & un prix déterminé, dans un délai déterminé. Ces obli-
gations, qui sont recherchées surtout par les petits capitalistes,
constituent aujourd’hui une part considérable de la fortune
publique; elles sont, chaque jour, I'objet de transactions trés-
importantes. Mais, parmi les personnes qui consacrent leurs
épargnes a acheter des obligations, combien y en a-t-il qui se
rendent un compte exact de ce qu'elles font, qui sachent exac-
tement i quel taux elles placent leur argent, qui aient de bonnes
raisons pour entrer dans telle valeur plutot que dans telle
autre? On se guide habituellement soit par les conseils des
journaux financiers, soit sur les cours de la Bourse. Mais les
journaux financiers ne passent pas pour étre toujours désin-
téressés, et, s’il est vrai que les cours de la Bourse, pour les
valeurs qui sont dégagées de tout aléa, tendent constamment,
a yne époque donnée, a se rapprocher des prix moyens qui
résulteraient du taux courant de U'intérét 3 la méme époque,
il n’est pas moins vrai que toutes Jes valeurs subissent des
oscillations purement fortuites, dont I’amplitude est beancoup
plus grande qu’on ne serait tenté de le croire. Le seul guide
qui ne trompe jamais est lc calcul, quand on sait I'interroger.
Pour lesemprunts dont 'amortissement fonctionne aux échéances
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des coupons d’'intérét, le calcul est assez simple, bien qu’on ne
puisse pas le regarder comme tout i fait élémentaire. Il ne se
complique pas beaucounp lorsque, pour solliciter la faveur d’une
certaine catégorie de souscripteurs, Vemprunteur attribue, &
chaque tirage, un certain nombre de lots aux premiers numé-
ros sortants; la valeur d’une obligation, & un ige donné, s’aug-
mente alors de la somme des lots qui restent a échoir a partir.
de cet dge, divisée par le nombre des obligations vivantes;
toutes les sommes devant étre, bien entendu, réduites i I’époque
du calcul, d’aprés le taux courant de I'intérét a cetie époque.
Mais la plupart des emprunts des compagnies de chemins de
fer présentent une difficulté spéciale, qui provient de ce que
les coupons d’intérét sont payables semestriellement, tandis que
P’amortissement ne fonctionne qu’annuellement. M. Charlon,
qui a approfondi cette question, est parvenu, par une voie un
peu détournée, i des formules que nous croyons’ nouvelles :
si la démonstration laisse quelque chose a désirer, sous le rap-
port de la simplicité, il nous a paru, aprés un examen attentif,
que les résultats étaient exacts, et c’est évidemment I'essentiel.

En parlant de I'dge et de la wic des obligations, nous avons
touché & l'un des points les plus curieux du livre. La vie d’une
obligation est le temps qui s’écoule entre son émission et son
amortissement; son ige, a4 une époque donnée, est le temps
compris entre son émission et cette époque. On devine, d’aprés
cela, ce qu’il faut entendre par la vie moyenne et par la vie
probable d’une obligation A un 4ge donné, et I'on concoit qu’on
puisse se proposer, a I'égard des obligations, tous les probléemes
auxquels donnent lieu les combinaisons variées de rentes via-
géres et d’assurances sur la vie humaine. La seule différence
qu’il y ait entre ces deux sortesde problémes est que la loi de
la mortalité des personnes assurées n’est connue que par des
tables empiriques, tandis que la loi de Pamortissement des
obligations est exprimable par une formule rigoureuse; ce qui
donne aux questions financiéres un plus vif intérét mathéma-
tique. Il faut reconnaitre toutefois que ces considérations sont
plus curieuses qu'utiles : aussi M. Charlon s’est-il borné a les
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indiquer, Ce qu’il y a de plus important 2 noter, au point de.
vue pratique, c’est qu'on ne peut pas faire usage de la vie
moyenne ou de la vie probable (selon une erreur trop répan-
due) pour calculer la valeur d’une obligation, d’aprés un taux
assigné : il faut recourir pour cela & un autre élément que
M. Charlon appelle la vie mathématique, et qu’il donne le
moyen de déterminer.

Quant au calcul de la parité des valeurs, c’est le probleme
qu’ont journellement & résoudre les arbitragistes. On appelle
parité d’une valeur A, par rapport & une autre valeur B, le
prix que devrait coiiter A d’aprés le taux correspondant au
prix connu de B. La partie difficile du probléme consiste a cal-
culer le taux correspondant au prix connu de la valeur B : le
résultat doit étre obtenu avec une grande précision, parce que
de trés-legéres variations dans ce résultat en produiraient d’assez
fortes dans le prix des valeurs qui en dépendent. M. Charlon
donne pour cet objet des formules et des méthodes qui ne lais-
seraient rien A désirer si les tables qu’il reproduit a la fin de
son ouvrage étaient disposées de maniére a faciliter les interpo-
lations. Malgré cette légére imperfection, cet ouvrage se recom-
mande également aux praticiens de la finance, et aux personnes
qui s’occupent, par gout, des questions intéressantes que sou-
lévent la constitution et la circulation de la fortune mobiliére
d’un grand pays. Ca. Sinox.

FACULTE DES SCIENCES DE PARIS.
LICENCE ES SCIENCES MATHEMATIQUES.

Session du 5 juillet 1869.

1*® Question. — Trouver une fonction z de deux va-
riables x et y qui se réduit a zéro pour x = a et qui
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satisfait a I'équation aux dérivées partielles :

ax' i +(x'z + az’y — ax’y?) éz_ = 2ax’yz —2a'y’.
dx dy

2° Question. -~ Trouver le mouvement d’un point
matériel sollicité par deux forces dirigées vers un centre
fixe, I'une attractive et variant proportionnellement
la distance, I'autre répulsive et variant en raison inverse
du cube de la distance.

On appliquera les formules en supposant la vitesse
initiale perpendiculaire au rayon vecteur initial.

QUESTIONS.

949. Trouver toutes les courbes planes pour lesquelles
la projection de la normale sur le rayon vecteur est con-
stante. On compte la normale du point de la courbe & une
droite fixe donunée, et le rayon vecteur du point de la
courbe & un point fixe pris pour pole. '

Les coniques donnent une solution particuliére.

(GeNoceat.)’

950. Démontrer que le produit des deux séries

1 I 1 4 t 1.3 1 1.3.5 'y
;+a+2;,x a+42_zx+a+62_ﬂ4_br_’
1+ — +l—§r’ -1'3'5x3
WA 46"

- 2

axa’ (a+2)(a—+4)

(a+l)(a+3)(a+5)x3
(a+2)(a+4)(a+6) +]

1[H_a+l +(a+l)(a+3)

(HermizE.)
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9541. Démontrer la formule

L ! -mltanx—bllanx%—l‘mnx—k
x tangzr 2 B T B T MM T

(Lamsant.)

952. Démontrer la formule

sinx x x x
——— == COS — COS — COS— o+ -0
x 2 2 2°

(Larsant.)

953. 1° Trouver deux entiers n et p (n<p) tels,
qu’on ait ,
1+2~+...+nr=(r4+1)+...4+p.

Ce probléme revient a I'un quelconque des deux sui-
vants : '

Trouver un entier tel, que son carré augmenté de 1 soit
égal au double d’un carré ;

Ou

Trouver deux entiers consécutifs tels, que la somme de
leurs carrés soit égale & un carré.

2° Trouver deux entiers n et p tels, qu'on ait
I+2-4...+nr=p.

Ce probléme revient & 'un quelconque des deux sui—
vants :

Trouver un entier tel, que son carré diminué de 1 soit
égal au double d’un carré;

Ou

Trouver deux entiers consécutifs tels, que la somme de
leurs carrés soit égale a un carré augmenté de 1.

(LasanT.)
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SUR LA METHODE D’ANALYSE GEOMETRIQUE DE M. BELLAVITIS
(CALCUL DES EQUIPOLLENCES)

(suite et fin, voir 2* série, t. VHI, p. 289);

pPar M. HOUEL,

Professecur de Mathématiques a la Faculté des Sciences de Bordeaux.

24. Maintenant que nous avous exposé tous les prin-
cipes du calcul des équipollences, nous pouvons donner

quelques applications a la solution graphique des pro-
blémes de géométrie.

1. Enun point donné A, construire un triangle AXY,
semblable & un triangle donné, et dont les sommets X, Y
soient aux distances f, g d’un point donné O.

Connaissant la forme du triangle AXY, on connait
par conséquent le rapport

AY
AX

= ni®,
tant par sa grandeur n que par son angle XAY = a, ct
la Régle T nous donnera les équipollences
OA + AX =0X, OA + ni*. AX = OY.
En éliminant AX, il vient
0OY — ni*.0X = OA — ni*,0A.

Le second membre de cette équipollence deviendra OU,
si I'on construit la droite AU = ni*. AQ, ce qui vent dire
que le triangle AOU est semblable au triangle donné (au-
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quel AXY doit étre sem(blable)). Ensuite, I'équipollence
0Y — »i*. 0X = 0U,
comparée a I'identité
OY — UY = 00,

nous montre que sur la droite OU on devra construire
un triangle OUY, dont on connait les longueurs g, nf

des deux cotés OY et UY = nf = f %% Ayant trouvé Y,

on achévera facilement le triangle AYX, directement
semblable a AUO.

Plusieurs autres problémes se résolvent comme le pré-
cédent, en les ramenant 4 une équipollence trinéme, qui
contient deux inconnues.

II. Couper deux droites données AD, BE par une
troisiéme XY, de maniére que les segments AX, BY, XY
soient dans le méme rapport que les lignes AD, BE
et Uunité de longueur.

Nous aurons

AX =7r.AD, BY =r.BE, XY =r.&,

u étant I'inclinaison inconnue de XY. En substituant ces
valeurs dans I’équipollence

AX 4+ XY + YB —= AB,
il vient '
r.AD + r.i* — r.BE — AB.

Si I'on méne DU équipollente 4 EB, cette relation prend
la forme trindéme

L. AB— #— AD — BE = AU.
-

En comparant celle-ci a I'identité

AV — VU = AU,
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elle nous indique de couper en V la droite AB par un
arc décrit du centre U, et d’un rayon égal a I'unité de
longueur, aprés quoi 'on aura

AB __ AX
AV — AD’
de telle sorte que BX sera parallele 3 VD, et XY paral-
lele a VU = i~

1. Inscrire dans un cercle un quadrilatére XYZT,
de maniére que les trois cotés XY, YZ, ZT passent res-
pectivement par les points A, B, C, et que le quatriéme
c6té TX ait une longueur donnée.

Seit OH le rayon que nous prendrons pour origine
des inclinaisouns, et supposons les sommets du quadrila-
tére déterminés par les relations

0X = #.0H, OY —i7.0H, OZ=i:.0H, OT = /*.OH.
La condition pour que AXY soit une droite est donnée
par I'équipollence
OA — . 0H = p(OA — 7. OH).
Au moyen de sa conjuguée
conjOA — i~*.0H = p(conjOA — i7.0H),
on éliminera p, ce qui donnera

;  oA—i.0H
(1) ! ~ OH — i7.conjOA "

On trouvera de méme

(2 ,_ OB—i.0OH
) ¥ = OH — i*.conjOB’
0C — i*.0H

(3) o= OH — i‘.conAj"aC'

22.
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En désignant maintenant par ¢ I'arc TX, on aura
4) it = =8,

On exécutera les substitutions de ces équipollences les
unes dans les autres, en faisant les constructions sui-
vanles :

OA. conjOB
OH

5) AA, = — OB, HH, = — ,

aprés quoi I'équipollence (2) donnera, par la substitu-
tion dans (1),

_ OA, + i.0H,
" conjOH, + i*.conjOA,

;T

En combinant cette derniére avec (3), et posant

- OH,.0C OA,.conj OC
Ay — ———— I H= —

(6) AA, o HH o

on aura

_ 0A,—i".0H,

" conj OH, — *.conjOA,

e

Sabstituant enfin la valeur (4), et faisant

. OH.OW
(7) OW = OH, + i".conJOHz, oUu = _conjOA,,
on aura
N RH.O0A,
.0 4 -+ 2 0% _ oy

conjOA, -
Cette équipollence, comparée avec la relation
OX + XU =00,

nous apprend que le point X s’obtiendra en coupant le
cercle donné par un autre cercle égal, ayant pour
centre U.

Les équipollences (5), (6}, (7) indiquent clairement la
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construction qu'il faut faire. On ménera AA, équipollent
a BO; on construira le triangle OAK inversement sem-
blable 4 OHB, et I’on ménera HH; = KOj; on formera les
triangles OH,L,, directement semblable a OHC, ct
OA, K, inversement semblable au méme triangle OHC,
et I'on ménera A, A, = OL,, H,H, = OK,. Soit la corde
HI du cercle égale au c6té TX du quadrilatére cherché.
Menons OW perpendiculaire a cetie ligne HI et ayant,

7 . . . 1
par conséquent, pour inclinaison 5 d, et coupons-la de

telle maniére que H; W soit égal a OH,. Enfin, ayant
construit OWU inversement semblable 4 OA,H, la droite
perpendiculaire sur le milieu de OU coupera le cercle
donné au sommet X du quadrilatére cherché.

La direction du rayon OH est arbitraire. En la faisant
coincider avec OC, les triangles OHC, OH, L,, OA, K, se

réduisent a trois droites coupées proportionnellement.

25. Si O est un point fixe et que OM dépende d'une

variable réelle t au moyen de I’équipollence
OM =¢(¢),

tous les points M formeront une ligne.
L’équipollence comprend les divers systémes de coor-
données. Ainsi, si

OM = x + i,
et que x et y soient des fonctions de ¢, ou bien qu'elles

soient liées entre elles par une équation, on aura le sys-
téme des coordonnées orthogonales. Si

OM = ri#,

r et u seront les coordonnées polaires. Du reste, OM
pourra étre représentée de toute autre maniére; ainsi,
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par exemple, la relation
OM = at + bi*

exprime évidemment la génération d’une cycloide;
OM == ai' + bi¥,

celle d’une épicycloide.

Soit M’ un point de la courbe infiniment voisin de M,
et correspondant 4 la valeur t + dt de la variable indé-
pendante. La droite

MM’ = OM' — OM = d.0M

aura pour direction-limite celle de la tangente. Si 'on
multiplie 2.OM par un facteur réel quelconque p, I'équi-
pollence

MT = p.dOM,
ou. si 'on veat,

d.OM
MT =p-

représentera un point quelconque de la 1angente, en don-
nant successivement a4 la variable p toutes les valeurs
réelles. Si 'on ne veut considérer que la direction, on
pourra supposer, pour plus de simplicité, p = 1.

Si P'on augmente l'inclinaison de la tangente d’'un
angle droit, en multipliant la valeur de MT par 7, on aura
I'équation de la normale

dOM
MN = ip.dOM, ou MN=ip. -Cz)tl‘
[¢

Aiusi, 'équation du cercle étant
OM = a/,
celle de la tangente sera [ & causede d.i* = idt.i* (n° 26) |

MT = ia.d,
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et celle de la normale

MN = #a.i* = — OM.

26. Pour montrer quelques applications des équipol-
lences aux courbes, considérons la relation

OM = cost.0A + sin¢. OB,

qui appartient a une ellipse rapportée a deux demi-dia-
métres conjugués OA, OB. La tangente au point M est
donnée par la droite MT, qui est la dérivée de OM par
rapport a la variable ¢, savoir :
d.0OM .
MT = TOtx = —sin¢.0A + cos¢.OB.

Si'on cherche le point Q ou la tangente rencontre OA

prolongé, il faudra prendre la somme géométrique de

OM et de — MT.22¢

» ce qui donne
cost

sin’t

0Q = cost.OA +sint.OB + —- - 0OA — sin¢. OB
cost

1

~ cost
La droite
ON — — sint. QA + cos¢.0B,

équipollente 4 la tangente précédente MT, donne un autre
point N de Dellipse, en changeant seulement, dans I’ex-

pression de OM ¢ en g -+ t. Les droites OM, ON sont

aussi deux diamétres conjugués.
11 est facile de s’assurer que 1'on a

OM? + ON*= 0A’+ OB2.
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Par conséquent, les deux points F, Iy, tels que I'on ait
OF, = — OF, OF:=0M? + ON,

restent toujours les mémes, quels que soient les demi-
diamétres conjugués OM, ON que l'on considére. L’équi-
pollence précédente donne

ON: = OF* — OM? = (OF — OM) (OF —+ OM)
= MF(OM — OF,) = MF.F,M,

de laquelle on conclut
gr’ON = grMF .grF M,
2incl ON = incIl MF + inclF,M;

et comme ON est paralléle a la tangente en M, il s’en-
suit de la que cetle tangente sera bissecirice de l'angle
formé par un rayon vecteur MF et le prolougement de
I'autre F; M. En outre, le carré du demi-diamétre ON,
conjugué de OM, est égal au produit des deux rayons
vecteurs MF, MF,.

Pour déterminer les foyers, connaissant deux diamétres
conjugués, on pourra construire

OF—\/OA 0A + ——>,

c'est-a-dire que, ayant fait le triangle OBD directement
semblable 4 OAB, et mené la droite AE. = OD, OF scra
unemoyenne proporlionne“c entre OAet OE=0A+0D,
et partagera I'angle AOE en deux parties égales.

On pourrait encore prendre la formule

OF = /(0OA +i.0B)(0OA — i.0B),

cest-a-dire, du point A mencr AK = — AK,, égales et
perpendiculaires & OB, puis construire la moyenne géo-
wétrique

ol = OK. OK,.
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27. Si u est exprimé en parties de I'angle droit, on

aura

i“ + ['—u
cCoOSl — ——
2

Mais si I'angle est exprimé en parties du rayon, alors

2 _at
,‘1‘. +,’ ™
cCoSt — —
2
133
. (] -3
ou, acausede t =e¢",
Pi1+‘.-—ir
COSt — ——————
2

M. Bellavitis simplifie la notation en posant ¢ = ¢‘. Mal-
gré 'avantage que présente cette simplification dans les
calculs, nous conserverons ici la notation habituelle,
pour nous écarter le moins possible des usages recus.
Ainsi e ou ¢ est un coefficient d’inclinaison comme i*,
avec cette différence que 'unité de u est I'angle droit, et
celle de t I'arc égal au rayon.
Le second membre de I'équipollence

OM — cost.OA -+ sint.OB
peut se développer ainsi
(04 — 7.0B)¢! + ~ (OA -+ i.OB) =¥
— L OK. et L OK, .,
2 2

ce qui fait voir que I'ellipse peut s'engendrer i la ma-
niére d’une hypocycloide, au moyen des deux rotations
opposées ¢, e™.

98. Avant d’établir les formules ‘générales relatives
aux courbes, il ne sera peut-étre pas inutile d’étudier
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quelques-unes des propriéés de la cycloide, représentéce
par Péquipollence

(1) OM — ¢ — ie't.

En prenant la dérivée par rapport a t, on a, pour la
tangente a la cycloide,

(2) MT = 1 + €.
On a, pour une portion de la normale,
MN = i. MT = i + ie",
ce qui nous donne
ON =OM + MN — ¢ + ..

De méme que OC =t donne la position du centre du
cercle générateur, de méme on aura

CN=0ON—0C =

donc la normale passe par le point N, ou le cercle géné-
rateur touche la base DB.

On obtient un autre point R de la normale en posant

OR = OM ~+ p.MN = ¢ — ie!' + pi(1 + e%).

Pour que cette valeur donne le point d'intersection de
cette normale avec la normale infiniment voisine, il faut
que le point R ne change pas lorsqu’on donne a ¢ un
accroissement infiniment petit o, pourvu que 'on donne
en méme lemps a p un accroissement convenable @. On
doit donc avoir

(1+e'— pet)o + i(1+ )z = 0.

. . o , ,
Tirant de la la valeur de = laquelle, étant réelle, devra
w
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étre égale a sa propre conjuguée, il vient

o Peil — et g pe—it —_ et 1
- = = 9

» i1+ eft) — {1+ e

d’ou
—ip i dem — ipet + et 4 i

. —ip — i — il + ipeit — i~ — |,

ce qui nous donne
P = 2.

Donc le rayon de courbure MR est double de la nor-
male MN.

Le lieu des centres de courbure, c’est-a-dive la déve-
loppée de la cycloide, est représentée par

OR = ¢t 4+ o' + 21,
et est une cycloide égale a la cycloide primitive
OM — ¢ — e''.

Si de chaque point M de la cycloide on méne la droite
MS, formant avec MR un angle donné o, et ayant avec
MR un ruapport douné a, c’est-a-dire si I'on prend

MS — ae’*. MR,
il viendra

0S =t — ie'' 4 2aie®(1 + ') = 2aie® + t + (2q€'* —1)ie",

ct par conséquent la courbe S est aussi engendrée par la
composition du mouvement progressif, exprimé par le
terme ¢, avec un mouvement rotatoire de rayon constant
2ae™— 1. 81 @ = cosa, la conrbe S devient une cycloide
ordinaire, et elle est une développée imparfaite de la
cycloide M.

Si la cycloide M se meut parallélement 4 la base, elle
aura pour expression

(3) OM =t + ¢ — ici,
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7 étant un paramétre de position. Pour trouver les tra-
Jjectoires orthogonales de toutes ces cycloides, observons
que la méme équation (3) représentera aussi la trajec-
toire cherchée, si 'on détermine ¢ en fonction de 7, de
maniére a particulariser dans chaque cycloide le point
ou celle-ci est coupée par la trajectoire. La tangente a la
trajectoire sera, par suite, représentée par la dérivée

dr )
— 414 e,
de

et celle-ci doit étre perpendiculaire a la tangente 1+ ¢*
de chaque cycloide; d'ou I'on conclut que

dr

Sl g

de ’
ct, partant,

r=C— 2t

Donc toutes les trajectoires orthogonales sont exprimées
par I'équipollence

OM =C —r—ie",

¢t ce sont d’autres cycloides égales a la proposée.
l.a dérivée de I'arc de cycloide est

grMT = MT. conj MT = /(1 + ¢it) (1 4 =)

Lit it

- t
—e 4+ ¢ ?* = 2C08—-
2

29. Quelle que soit la fonction OM qui détermine une
courbe, nous pourrons déterminer la développée par les
calculs suivants. dOM est la direction de la tangente:
par conséquent, le rayon de courbure

MR = %-dOM
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est une position de la normale, et la développée, comme

enveloppe de toutes les normales, sera donnée par la
relation

OR — OM + Ii dOM,

pourvu que 4 soit une fonction du ¢ contenu dans OM,
telle que MR devienne tangente a la développée aun
point R. Pour cette raison la ligne

i ida
dOR = dOM + i—-d’OM — =7 -dOM

doit étre paralléle 4 la ligne :.dOM. En multipliant par
conj dOM, on voit que

AOM . conj dOM + li - conj dOM.d?OM

devient paralléle a /. En ajoutant dounc & cette expression
sa conjuguée, on aura

2dOM.conjdOM~+ -f;(conj dOM.d?0OM —dOM conjd?0M)=o0.

On obtient ainsi la valeur de &, d’ou 'on déduit que

MR — ' 2(dOM ). conjd OM
~ «OM.conjd’OM — conjdOM.d OM

La valeur de A qu'il faut substituer dans MR = li AOM

peut se tirer encore du développement de

parce que cette supposition rend identiquement nulle
Pexpression

2 -+

i [d’OM  conjd?OM
Y\ dOM ~ conjdOM )’
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30. Si, outre la ligne

dOM
MT = de’
on construit la ligne
d*0OM
MU —_ _l_it— 9

et qu'on abaisse UL perpendiculaire sur MT, on aura
LU = i) MT,
et, par suite, le rayon de courbure est

MT?
MR — —.
U
Le rayon de courbure peut aussi se trouver en cher-
chant le cercle qui a un contact du second ordre avec la

courbe M. Un point N de ce cercle sera représenté par
ON = OR —+ ¢“. RM.

En prenant la dérivée, nous devrons supposer OR et RM
constlaunts, et faire ensuite # = o. Nous aurons ainsi

dON
i = i.RM, a?ON=(id*u — du*).RM,
an
(quantités que nous devrons égaler aux différentielles
dM, d*M. En les divisant I'une par I'autre il vient
d*0OM d*n +id
—_— = -rau
dOM du >
d'ou il s’ensuit que le rayon de courbure RM sera donné
par la velation

dOM = i du.RM,
ce qui coincide avec la relation déja trouvée MR = f—dOM
A

puisque du = A.
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Quelquefois on emploiera avec avantage I'équipollence
OM — { ei'ds,

6 étant 'inclinaison de la tangente. D’aprés cette relation,
on a
d*OM __ ds

—_— AR
dOM ds T+

Donc le rayon de courbure est
ds
MR — i/ — €.
MR i 70 e

Si I'on veut rapporter la courbe & des coordonnées
orthogonales, on posera

OM == + iy,

ct le rayon de courbure sera généralement déterminé par
I'expression
22r(dOM)2. dOM
dOM. conj d*OM — conj dOM. d*OM
(dx? + dy*){dy — idx)
- dyd*x — drd*y )

MR =

31. Déterminons la courbe P paralléle i la courbe
donnée M, c’est-a-dire ayant avec elle toutes ses normales
MP communes.

Le point P appartenant a la normale, on aura

OP = OM + ip.d OM.

En outre, la tangente en P, ui est déterminée de direc-
tion par la relation

dOP — dOM ~+ ip.d*OM + idp dOM,

doit étre paralléle a la tangente dOM. En multipliant
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par conjdOM, nous aurons

pi.conjdOM.d*OM ~+ idp.dOM.conj dOM

paralléle & dOM.conj dOM, c'est-a-dire d'inclinaison
nulle, et partant équipollente 4 sa propre conjuguée

— pi.dOM.conjd*OM — idp.conjdOM.dOM.

On ¢n conclut

2dp  d'OM +c(n,d’OM
2dp __ A°OM o0 COM
»  dOM Vaom”’

ct, en intégrant,
C
p = e
VdOM. conj dOM

Donc la distance entre les deux courbes est

"~ dOM
MP =C;. —_—
ci \/con_l dom’

et, par suite, elle est de grandeur constante, et les
courbes sont vraiment paralléles.

Supposons plus généralement que MP forme avec la
tangente un angle constant «, et que la tangente en P
doive étre encore paralléle i la tangente en M. Prenons
PPéquipollence

dOM — e ds.
On aura
OP — OM —+ peits+ds;

et le parallélisme de
dOP = cds + pe'(*+) (d*s + idsd0) + c(*+ dpds

et de
dOM = eds
donnera

pe(d?s + idsdd) + edpds
= pe—i*(d*s — idsdb) + e~"*dpds,
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d’ou I'on tire, en intégrant,
pds=_Ca™®,
C étant une constante, et a — e***, Par conséquent,
MP — Ca—f¢i(=+h),

Donc toutes les droites MP qui sont coupées sous un
angle égal et constant par les deux courbes M et P, sont
respectivement équipollentes aux rayons vecteurs d’une
spirale logarithmique. '

32. Déterminer la direction de la droite MP, qui, par-
tant du point M d’une courbe, coupe en deux parties
égales la corde infiniment petite paralléle a la tangente
en M.

Ce probléme est le dernier de la Géométrie de position
(p- 477 et suiv.). Il a é1é résolu par M. Bellavitis, dans
son Mémoire intitulé Saggio di applicazioni di un nuovo
metodo di Geometria analitica, Padoue, 1835, avant la
publication des solutions de MM. Transon (1841) et Du-
pin (1848).

Soient N, L les deux points de la courbe correspon-
dantsa t + w etd t — w. On aura

2
ON = OM + ».D,0M + m—2—~D30M—!—. .

wi_ U,
LN = (v + ).D,0M + =—=.D;OM

3 3
+ 2 ZU-D}OM—{—...;

et, pour que cette corde soit parallele a la tangente
D,OM, il faudra qu’il en soit de méme de la droite

3(v — =) D}OM + (0 — 0w + @) D;OM +. ..,
qui, multipliée par la quantité réelle 3 (v +®), et
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ajoutée géométriquement a la droite (@ + w)D,OM,
donne la droite LN. Les accroissements o, @ devant étre
infiniment petits, il faudra que  — & soit infiniment
petit du second ordre, comme l'est »* — ww + &%, qui se
réduit & *. En posant '

®w — 5= qw’,
il faudra déterminer la quantité réelle ¢, de maniére que
Pon ait
3¢.D?OM + D;OM = r.D,0OM,

r étant pareillement réel; aprés quoi la direction de la
droite qui va de M au milieu de LN sera donnée par la
relation

MN + ML = (0 — @).D,0OM + é(w’ + %) .D;OM,
ou par celle-ci
MW = ¢.D,OM -+ D;OM.

Prenons pour exemple la développante du cercle,
OM = [ e®6d0.

En supposant d*6 = o, il faudra rendre réelle 'expres-
sion

3q (1 +66) + (28 +6),

. 2 .
ce qui donnera ¢ = — 35 ¢l par suite,

MW — (% + 91‘) e,

Donc, si I'on prolonge le rayon de courbure SR de la déve-

loppée MR, de RW = -1-3 OR, la droite MW passera par
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le milieu de la corde de la courbe M, qui est paralléle &
la tangente en M et infiniment voisine de cette tangente :
théoréme qui est vrai pour une courbe quelconque, et
qui donne avec une grande facilité le rayon de courbure
des développées des sections coniques, puisque dans ces
courbes MW est le diametre qui passe par M.

33. Déterminer la trajectoire obliquangle des ellipses
concentriques et confocales, c’est—a-dire trouver la-
courbe M, dont la tangente ait une inclinaison égale a
la demi-somme des inclinaisons des deux rayons vecteurs
FM, F', M, plus un angle constant.

Cette condition

incl dOM = i (incl FM —+ incl F,M) + «

est exprimée par la relation
dOM = pei* JFM.F, M.

Le mode de variation de la variable ¢, dont dépend OM,
élant arbitraire, on peut donner & p une valeur réelle
quelconque, propre a simplifier les formules. Posons

dt
/'_-ST]? FF, =4, FC=a.

L’équipollence

dFM = (cotz + i) \/(CM + 2)(CM — 2).dt,

intégrée par les régles connues, en se rappelant que

dFM = dCM, donne
CM = cef(cota+i) ! e—t(eote+i)
c
ou, en posant e*'*= a,

CM == ca'e’' +

caleit’
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On peut facilemept établir le mode de génération de la
trajectoire M au moyen de deux spirales logarithmiques,
trouver le rayon de courbure de cette trajectoire, etc.

34. Terminons par deux problémes faciles de Méca-
nique. ‘
I. Un corps pesant est soumisa I'action de la gravité gi;
par suite, sa vitesse sera donnée par la relation
d0OM it +
—_— = O (o
dt & ’
c élant la vitesse horizontale. Sa trajectoire sera déter-
minée par la relation

()M::égit’—}—ct%—a,

et, en choisissant convenablement la constante a, nous

aurons
1 ci\?
M—==~gilt— - -
oM 2g1( >

La vitesse du corps au point M de sa trajectoire est équi-
pollente a /2gi.OM; donc la direction de la vitesse par-
tage en deux partlies égales 'angle compris entre Ia
verticale et le rayon vecteur, et cetle vitesse est propor-
tionnelle & la racine carrée de la distance du corps au

foyer O de la parabole.

II. Trouver le centre de gravité de U’arc de cercle
AMB.
Prenons pour origine des inclinaisons le rayon OA =1.
On aura .
OM — ¢,

et, en intégrant depuis ¢ = o jusqu’a ¢t = f3, nous aurons

B
f OM.dt = — i(e® — 1) = — i. AB,

o
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expression qui, divisée par la longueur 3 de I'arc, fait
voir que la distance du centre de gravité au centre O est
une quatriéme proportionnelle 4 'arc AMB, 4 la corde
AB et au rayon OA.

35. Nous terminerons ici cet aper¢u bien incomplet de
la belle et féconde méthode créée par M. Bellavitis, qui
permet de traiter par un procédé uniforme tous les pro-
blémes de Géométrie et de Mécanique, depuis les premiers
éléments jusqu’aux parties les plus élevées.

Les avantages que cette méthode présente pour les
recherches géométriques dans le plan sont de tout point
comparables a ceux que, sous le nom de théorie des quan-
tités imaginaires ou complexes, elle offre a 1’Analyse
abstraite, a laquelle elle a fait faire de si grands pas. Elle
se distingue des autres méthodes de Géométrie analy-
tique, en ce qu’elle pose directement des relations entre
les points du plan, indépendamment de tout systéme
particulier de coordonnées, et le calcul méme fait aper-
cevoir comment on doit choisir ce systéme pour arriver
a la solution le plus simplement possible.

Naturellement cette méthode, comme toutes les autres,
demande un certain exercice pour pouvoir étre maniée
avec facilité. Mais en y consacrant le méme temps qu’a
I'étude des méthodes ordinaires, on reconnaitrait sans
peine qu’elle surpasse celles-ci en généralité comme en
simplicité. Il suffit, pour s’en convaincre, de jeter les
yeux sur la Rivista di Giornali que M. Bellavitis publie
chaque année dans les Atti del R. Istituto Veneto, et
dans laquelle il donne des solutions si élégantes des pro-
blémes traités ailleurs par les anciennes méthodes. Nous
nous proposons de communiquer plus tard aux Nouvelles
Annales quelques-unes de ces solutions, relatives a des
questions résolues daus ce Journal.
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SUR LA RESULTANTE DE TROIS FORMES QUADRATIQUES
TERNAIRES ;

Par M. R. RADAU.

La résultante de trois formes ternaires du second degré,
oul’équation de condition qui doit étre remplie pour que
trois sections coniques passent par un méme point, peut
s'obtenir de diverses maniéres. On peut, par exemple,
I’écrire sous la forme d'un déterminant de six lignes; il
suffit pour cela d’éliminer les six quantités 22, y*, z*, yz,
zx, xy entre les trois formes données et trois autres du
méme degré qui s’annulent avec les premiéres. Pour ces
formes auxiliaires on peut prendre, avec M. Salmon, les

., R J J J , . .
dérivées partielles ()—, ?—7 97 du déterminant fonction-
dx dy dz

nel J, qui sont du second degré, parce que J est du troi-
siéme, ou bien trois déterminants que M. Sylvester se
procure de la maniére suivante. La forme

(a, b’cyf, 8 hi""a}” z)z
—ax’+ by’ + e+ fyz + gzx + hay
peut s’écrire
(@)x*+ (by + hx + f2)y +(c2 + ga)s,

et, si nous éliminons les trois quantités x*, y, z, qui se
trouvent multipliées par les parenthéses, entre les trois
équations
(a)a? + (by + hx + f2)y —+ (¢3 + gx)z = o,
(Vo2 + (Vy +Wa +fz)y + (s +g'x)e=o0,
(") (0" y+h"x +f"2)y+ (¢"24g"r)z =0,
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nous avons le déterminant
(ay by +hx +fz, cz+gx),

qui est encore du second degré. En isolant de la méme
maniére j*, x, z et 2%, x, y, on obtient deux détermi-
nants semblables; ce sont les formes auxiliaires qui per-
mettent d'établir la résultante par élimination dialytigue
des six quantités x°, y*, 2, yz, 2%, Y.

J’ai remarqué que I'on peut, d’une maniére analogue,
obtenir des formes lLinéaires qui s’évanouissent avec les
formes données, de sorte qu’il est possible de présenter
la résultante comme un déterminant de trois lignes seu-
lement. En effet, les termes de

(ay, by + hx + f3, cz+ gx)
qui sont du second degré en x, y sont les deux suivants :
(abg)zy + (akg)z.

(Je désignerai toujours par (abc) le déterminant des
neuf coefficients @, b, c, a’, b', ¢', a”, b", ¢".
Or, en éliminant x* et y* entre les formes primitives,
nous avons
(a, b, hzy + fyz + gzzx + c¢2?)
= (abhk)zxy + (abf)yz +....

De méme, en éliminant xy et x?,
(hy ay by* + fyz + gax + cz?)
= (abh)y*+ (afh)yz +. ...
11 s’cnsuit que V'expression

(abk)(a, by + hx + fz, cz+ gx)
— (abg)(a, b, /ta“y, + fyz + gaxr + cz?)
— (ahg)(hy a, by* + fys + gzr + c3*)
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sera divisible par z, ou linéaire en' x, y. On obtient
deux expressions semblables anu moyen des deux autres
déterminants de M. Sylvester, combinés avec ceux qui
résultent de I'élimination de deux des quantités x*, y*, xy
entre les formes données. Les neuf coeflicients de ces
expressions se réduisent & six, parce que trois coincident
avec trois autres. Ainsi trois équations du type

(a, b,c, f, 4} hﬁx: X z): =0
entrainent les trois suivantes :

Ay +Cx + Bz —o,
Cy +Bax+ Az —o,
By+Ax +~Cz=o,

et la résultante peut s’écrire

A, C B
C B, A |—=o.
B A C

Les six coeflicients sont :

A= — (abf)(abf) + (afh) (bhf) + (abh)(bfg + bch),
B, = (abg)(abg)+(agh)(b/1g) (abh)(afg + cah),
C, = — (abc) (abe) + (ach) (bhc) + (abh)(cgf),
C=—(abf)(abg ) + (agh) (bhf) + (abl)(abc),

B = — (abc) (abf) + (ach)(bhf) + (abk)(bcg),

A = — (abc) (abg) + (agh)(bhe) + (abk)(caf);

ils ont tous un terme affecté du facteur (abh), que je dé-
signerai par }, et I'on voit que la résultante se présente
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sous celte forme :
(P+2p, Q+2g, R+2r)=o.

Or il est facile de faire en sorte que le déterminant
(PQR) s’annule et que la résuliante devienne divisible
par A, Il suffit pour cela de remarquer que les seconds
termes des coefficients C, B, A peuvent étre transformés
de cette maniére :

(agh) (bhf) = (bhg) (afh) + X\ (/gh),
(ach)(bhf) = (afh) (bhc) + A(chf),
(agh)(bhc) = (ach) (bhg) + \(cgh),

et d'employer ces expressions transformées concurrem-
ment avec les anciennes dans la formation de la résultante.
Il se trouve, en outre, que la somme

3(pQR + gRP + rPQ)

est alors égale au terme A*(pgr); nous pouvons diviser
par 2%, et il vient

2)(pgr) + (Pgr) + (Qrp) + (Rpg) =o.

Cette nouvelle expression de la résultante se compose
d’une suite de termes dont chacun est le produit de
quatre déterminants du troisiéme degré, tels que 2; elle
est donc du quatriéme degré par rapport aux coefficients
de chacune des trois formes données, ou bien du dou-
ziéme par rapport a I'ensemble des coefficients. Déve-
loppée, elle n’est d’abord symétrique qu’a 1’égard des
coefficients de x et de y; mais on peut la rendre symé-
trique par rapport a x, y, z, en assemblant les termes
homologues et en modifiant quelques autres par les pro-
cédés connus. Pour abréger I'écriture, je ferai (abc) = A,
(fgh) =y, et je désignerai par A, B;C,F,G, H les
déterminants mineurs bc, ca, ab, gh, kf, fg, de sorte que
A=aA=0bB=cC, y=fF=gG=hH. La résul-
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tante peut alors se mettre sous cette forme !
Ay 4+ (A+v)aF.bG.cH + (84 +2v)fA.gB.AC
+ (fB.fC+ gC.gA + hA.hB — A?)?
+ A (aH.bH + bF.cF + ¢G.aG)
— 24%aF.fA + bG.gB + cH.LC)
+ 3[(hA)?cF.aF + (hB)*6G.cG + cF.aF.bG.cG]
+ 3[(hA)(aF.fB — aG.gB) + (hB)(6G.gA — bF./A)]
—43fA.fB.AB.AC
+ 2(2fA.gB.aG.bF — fC.gC.cG.cF)
— 3aF.fA.fB fC—3fA.aF.bF.cF
-+ 2aF (6G.¢cG.fB + bH.cH. fC,
ou le signe T se rapporte aux permutations circulaires
des lettres a, b, cetf, g, h. Il est visible que plusieurs

termes de cette expression proviennent du carré de I'in-
variantdu sixiéme ordre :

®=fB.fC+ gC.gA + hA.hB
_ %(aH.bH + bF.cF + ¢G.aG)
+aF.fA+ bG.gB + cH.AC
] 1
— 2 —_ 2
A 2Av+8v.

On sait, en effet, que la résultante est égale 4 O — 64X,
ou X est un autre invariant découvert par M. Hermite (¥).

—S(iLﬂTlGN DU PROBLEME PROPOSE AU CONCOURS
D’AGREGATION DE 1867;
Par M. A. HILAJRE.

Licu d’un point tel que les deux tangentes mences
. . - ’ . +
de ce point ¢ une ellipse donnée interceptent sur unc
droite ﬁxe une longuaur constanle.

(*) Saumon, Lecons d’Algébre supéricure ; traduit par M. Bazin, p. 217.
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Je prends pour axes les deux diamétres conjugués de
Uellipse, dont I'un est paralléle a la droite fixe.
L’équation de 'ellipse est

(1) a’y? + bz = a* b,
celle de la droite fixe

(2) x = K.

\

L’ensemble des deux tangentes menées a la courbe
par un point («, 3) est représenté par I’équation

3) ‘ (a1p7+b7a2__azb:)(azy2+bzx1_02[,2)
( | =(a’By + b*az — a*b?).

Si je fais dans cette équation x = K, I'équation résul-
tante en y donne les ordonnées d’intersection du systéme
des deux tangentes avec la droite fixe. Il suffit d’exprimer
que la différence des racines de cette équation est égale
alalongueur constante que j’appellerai 2L dans la rela-
tion trouvée, je remplacerai « et 3 par x et y et j'aurai
Véquation du lieu.

Voici le calcul :

(@B + bra? — a?b?) (a?y* + BK? — ')

= (a*By + b*aK — a*b?)?,
(b%a? — a?b?)a’y? — 2a’B(b'aK — a*b?)y

+(a’f3’+ b‘a:’—a’b’)(b’K’—a’b’)—(/ﬂal{-—a’b’)’:o,
(2 — a?)a’y? — 2a*B(aK — a?)y

+ (a*B? + b'a? — @*8?) (K — a?) — b* (K — a?)’ = o.
Cette derniére équation est de la forme

Ay*— 2By + C=o.

2\/13—’;- AC

La différence des racines est ye— la condition
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2yB* — AC

demandée est donc = 2 L. Supprimant le fac-

teur 2 et élevant ensuite au carré,
B? — AC = A?L2.
Il n’y a plus qu’a remplacer A, B, C par leurs valeurs
' (Ka — a*)*— a*(a® —a?)
X (@B + b*a’— a?b?)(K?— a?)— b*(Ka — a?)?]
— a4(a:__, ar)sz’
”zyz(Kx_ az)z___ (.7,"- az)
X [(a*y?*+b'x* — a* b?) (K? — a?) — (b?Kx — a*)?]
— a2L2(-l'2 _— 07)2,
(a:yi ~+ 1)2.2,"— a’b’)
X[(Kx—a?)— (K'—a?) (22— a’) — 2a’K z +K?a’+ a*z’]
= a?L?(x? — a?)?,
4) (a*y" + bx* — a?b?) (2 — K)' = L*(2* — @’}
Telle est I'équation du lieu.

Je vais I'écrire en la résolvant par rapport a y, ou, ce
qui revient au méme, en la résolvant par rapport  y* :

(a8 — @) [L(#* — @) — b'(a — K]
a*(x — K)?

(5  r=

On voit que la courbe est du quatriéme degré, et que
I’axe des x est un diamétre des cordes paralléles a I'axe
des y.

Discussion.

Elle dépend évidemment de 'étude du trindome du
second degré
L} x? — a?) — b*(x — K)?
= (L’— »®)x*+ 20Kz — a’L* — K2,
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La quantité B* — AC est, dans ce cas,
(6) K2+ (Li— b%)(a?Lit b'K?) = LA 6K+ a*( Li— b?)].
(7) = LY a'Li+ b (Ki— a¥)].

Le coeflicient de x* étant L? — b%, on est conduit a
examiner les différentes hypothéses correspondant au
signe de cette quantité. '

On y est amené encore d’une autre maniére.

Sil'on cherche par la méthode ordinaire les asymptotes
non paralléles a 'axe des y (*), on trouve pour ¢ et d les

valeurs suivantes: ¢ = =+

donc I'existence des asymptotes dépend du signe de L*— b*:

L* — b* > o: deux asymptotes réelles, inclinées sur
I'axe des x, et le coupant au méme point;

L* — 5* = o: cs’annule et e devient infini; les deux
asymptotes deviennent paralléles 4 I'axe des x, mais elles
se transportent a I'infini;

L* — b* <o : deux asymptotes imaginaires.

1° L*— b > o.

Les racines sont réelles et de signe contraire : appelons-
les —eet +d.

1° K> a. — On voit aisément, par des substitutions,
que — e est comprise entre — © et — a, et que d est
comprise entre a et K.

On a alors
L'— b (z +e)(z + a)(x—ua)(r—d)

a? (.1: — K.)’

ri=

(*) La droite z = K se présente évidemment comme une asymptote
paralléle a I'axe des 7 et méme, a cause de (x — K)*, comme deux asymp-
totes réunies en une senle; d’ou il snit qu’il ne peut y avoir plus de
deux asymptotes non paralléles a I'axe des y.
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Il suffit d’examiner ce qui arrive au-dessus de I'axe
des x. Vappelle E, A’; A, D les points de Oz correspon-
dant aux racines, K le point ou la droite fixe coupe Ox,
M le point o1t les asymptotes MP et MP’ coupent Ox.

x peut varier :

De — o 4 —e: une branche de courbe, d’abord
asymptote a MP' et aboutissant en E;

De —a 4 4+ a: courbe limitée allant de A’ en A et
enveloppant I'ellipse, comme cela résulte de la compa-
raison des valeurs

b
¥y = e (a*— z?),
o (=) B — K Lo )]
- a*(x — K)?

b2
:;(a’—— ) 4.,

De d 4 + o : comme d est compris entre ¢ et K, on a
d’abord une branche partant du point D et qui vient étre
asymptote  la droite K, puis une branche qui commence
par étre asymptote a la droite K, et qui finit par étre
asymptote a la droite MP.

Remarque. — La droite MP rencontre évidemment en
un seul point la branche qui part de D; comme cette
droite est une asymptote, elle a avec la courbe deux
points de rencontre a linfini, il n’en reste donc que
deux a distanee finie; je viens d’en signaler un. L’autre
ne peut pas se trouver sur la portion fermée de la courbe
qui vade A’ en A, car une droite rencontre une pareille
courbe en deux points; il appartient nécessairement soit
a la premiére, soit a la derniére de toutes les branches.

2° K <a. — On voit encore, par des substitutions,
que — ¢ est comprise entre — o et — a, et que d est
comprise entre a ¢t -+ .
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L’équation a la méme forme que précédemment, et x
peut varier dans les mémes intervalles. Mais, comme K
est plus petit que a, la branche qui part de A’ vient étre
asymptote 4 la droite K, puis de’autre c6té de cette droite
part une branche qui, d’abord asymptote, aboutit en A.

Il est clair que, dans ce cas, les deux points de ren-
contre a distance finie de la courbe avec I'asymptote MP
appartiennent respectivement aux deux branches dont je
viens de parler.

Enfin la branche qui part du point D n’est plus asymp-
tote qu’a la droite MP.

3° K = a. — L’équation devient

yi— (x+a)(r—a)[L(z +a)(x —a)— b*(x— a)]

a*(x — a)’
(x4 a)[L(x+a)— b (z—a)]
a)
= Lz—bz(.r+a)<x+ayﬂ>.
a? L?— 6*

La courbe se réduit a une hyperbole qui coupe 'axe Ox

aux points E et A, et qui a pour asymptotes les deux
droites MP et MP'.

2° L2 — b* =o.

Il n’y a plus d’asymptotes non paralléles a 'axe des y.
L’équation devient

(22 — @) [ b* (2" — a’) — b*(x — K)?]

r= @z — K)?
b? 2Kxr — a2 — K2
— e 2 2
a (22— a) (»—K)?
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La racine — e disparait, la racine d est toujours posi-
tive.

1° K> a. — On voit, par des substitutions, que 4
est comprise entre a et K.

x ne peut commencer a varier qu'entre — a et a; on
a la méme forme de courbe que dans I’hypothése corres-
pondante du premier cas, seulement la premiére branche
disparait et la derniére n’a plus pour asymptote que la
droite K.

2° K <Za. — On voit, par des substitutions, que d est
> a.

Résultats analogues.

3° K = a. — L’équation devient

=2 (z + a)-
a

La courbe se réduit a une parabole qui coupe I'axe Ox

au point A’.

3 L*— b* <o.

Il 0’y a plus d’asymptotes non paralléles a 'axe des y.

Dans ce cas les racines du trindbme du second degré ne
sont pas nécessairement réelles; d’ailleurs, quand elles
sont réelles, elles sont toutes deux de méme signe et toutes
deux positives.

1° K> a. — Les racines sont réelles, comme cela
résulte de la forme (7) de B* — AC. On voit, par des
substitutions, que la plus petite d est comprise entre a
et K, comme la racine positive unique dans le cas de
L* — b* > o. La plus grande racine e est comprise entre
Ket+w.

L’équation peut s’écrire
' — b (z+a)(z—a)(x—d)(xr—e)

o? (x —K)
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A cause de L*— b*<o, x ne peut varier qu'entre
— a et + a;on a donc une courbe fermée entre A' et A,
puis deux branches infinies asymptotes a la droite K,
I'une partant de D, I'autre aboutissant en E.

2° K < a. — Les racines ne sont pas nécessairement
réelles.

Si a’L* — b%(a* — K*) >0, les racines sont réelles
et inégales, plus grandes que a : I'équation conserve la
méme forme que dans le premier cas.

On a d’abord deux branches infinies asympiotes a la
droite K T'une partant de A/, autre aboutissant en A,
puis une courbe fermée entre D et E.

Si a’L? — b* (a*—K?*) = o, la racine est double et plus
grande que a, les deux points D et E se réunissent en un
seul qui devient un point isolé de la courbe.

Si a’L? — b*(a®* — K*) < o, racines imaginaires.

3° K = a. — L’équation devient

yz—yl_bi

(.z'-%—a)(.t—az,—_—l—;2

A causede L* — 5* <T o, la courbe est une ellipse com-
prise entre les points A’ et D.

a?

b* + L’)

NOTE SUR LA DECOMPOSITION DES FRACTIONS
RATIONNELLES ;

Par M. DE SAINT-GERMAIN,
Répétiteur a Sainte-Barbe.

Je veux présenter ici‘deux remarques trés-simples,
mais qui pourraient servir a mettre de 'unité dans la
théorie de la décomposition des fractions rationnelles. En
admettant la forme de décomposition connue pour le cas
ou le dénominateur n’a que des facteurs simples, j’en
déduis le résultat ordinaire dans le cas ou un nombre

Ann. de Mathémat., 2¢ série, t. VL. (Aotit 1869.) 24
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quelcongue de facteurs deviennent égaux. En second lieu,
de la formule ainsi obtenue je passe au cas ou les racines
multiples sont imaginaires.

Si la fonction F (x) nladmet que des diviseurs diffé-
rents, et qu’on ait :

F(z)=(r —a)(x—b)...(x—1),
on a
(=) _ fla) I
() (a—b)la—c¢)...(a—l)x—a
f(6 1

' +(b——a)(b—-c))...(b—l).r-——b+""

f
F

i,

(1)

S n racines, a, b, ..., f, g doivent devenir égales,
supposons qu’auparavant elles forment une progression
arithmétique dont nous ferons tendre la raison vers zéro.
Posons donc

b=a+e¢ c=a-+2¢ g—a+(n—1).

La formule (1) deviendra évidemment, en faisant

F,(x)=(x—h)(x—1)...(x— 1),

(= 1) f(a) 1
1.2.3...(n—1)e"'F (a) x —a
+ (— 1)""f(ﬂ+f) 1
1.1.2..(n—2)"'F(at+e)r—a—c¢
_f(_.r)__ (— 1) f(a + 2¢) t
F(z) 1.2.1.2.3...(e—1)&"~'F,(a+2¢) x—a—2¢
Sla + (rn —1)e] 1
Leoo(R— 1) K la+(n—1)e] x—a—(n—1)e
+ L
.1:——/1+“'+.z—1'

Les n premiers termes représentent le quotient par
1.2...(n—1)e""! de la n —1%m différence des valeurs

Sa) )’ quand on donne, a

que pregd la fonction T aF
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la variable @, # valeurs en progression arithmétique. Or,
quand ¢ tend vers zéro, ce quotient a pour limite, sanf
le diviseur 1.2.3...(n —1), la dérivéen — 1% de la
fonction par rapport 4 a. Quant aux termes suivants,
leur limite n’offre pas de difficulté, et, quand les racines
seront égales, on aura

it Slad 1
fl@) . <Fw)x—a)
F(z) 1.2.3...(rn—1) da—
L ‘
.z‘——/z+”.+.r———l.

Si P'on développe le premier terme par la formule qui
donne la n — 1™ dérivée d'un produit, on retrouve la
suite connue

fla)
fla) 1 dF,(a) 1
F(a) (x — a)" da (@ — a)—!
o Sla)
I v Fi{a) 1
+l.2...(u—1) da— 1 —a

En second lieu, considérons, comme on le fait pour le
cas des racines inégales, les fanetions simples correspon-
dant a deux racines imaginaires comjuguées dont le degré
de multiplicité est le méme; la formule précédente suffit
pour établir que les numérateurs sont des imaginaires
conjuguées, et on a ‘

A+By—1 A+By=1
~\n ’-_n—l+
(2 —a—py—1)" (z—a—By—1)
A+ Bioy—1  A— By—1
.z'-—a—ﬁ\/———l (J:—a—}—p\/:—;) .
An—l - Bn—l “:‘ .

x——o:-!—-ﬁ\/:;

-+

N ———— .

24.
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En ajoutant toutes ces fractions, on dura une fraction
irréductible o
S."‘ ~—-————-———-?(r) >
eyl

¢ (x) étant du degré 2n — 1 et i coeflicients réels. Or on
a par la division

¢(z) =z —a) + B*lo.(x)+ Mz + N,

p(z) =[(r —a)f + B)g(#) + Mz +N,,...,

de sorte qu’en éliminant ¢,, ¢, etc., on trouve

o(x)=Mz + N+ [(z — a) + B?](Mx + N, ) +...
+[(# —a2) + P (Moo z + Noi)s

S — Mz -+ N + M, 2 + N,
B (e e L (e e e
M,z +N,_,
(@ —a) + p7’

M et N n’étant pas nuls a la fois.
p

Note du Rédacteur. — Une solution moins simple de
la méme question a été donnée par M. Vieille, dans les
Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, aunnée

1839.

* QUESTION DE LICENCE;

Sorution par M. E. PELLET,
Eléve a 1'Ecole Normale.

Déterminer tous les conoides droits tels que, en cha-
cun de leurs points, les rayons de courbure des deux
sections principales de la surface soient égaux et diri-
8€s en sens contraires.
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On indiquera ensuite comment varie sur les surfaces
obtenues la valeur absolue du rayon de courbure com-
mun aux deux sections principales, quand le point se
déplace sur l'une des génératrices.

On sait que les valeurs des rayons de courbure prin-
cipaux sont les racines de I'équation

(rt—s*)p— V14 p + @[(1+p* )t — 2pgs + (14 ¢*)rlp
+(1+p*+ ¢ =o0.

Soit z = go"— I’équation du conoide, on a
T

Iy ! Y‘V
g —_— — g — -2 —_
r L v T ¢ =ty

s s, .y 4
¢’ et ¢" éiant les dérivées premiére et seconde dc cy(';)
ar rapport A%

P PP o

m(-f—> doit satisfaire a I’équation différentielle

' x

(1+p*)t—2pgs + (1 + ¢*)r=o,
qui devient, en mettant les valeurs précédentes pour p,
q, 7, 5, 4,
2

q;"(l +'£—;> -+ Zq)' £ =o,

d’ou 'on tire immédiatement

puis
» = a arc tang ()) +- b,

x
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Ainsi les conoides droits ayant en chaque point leurs
deux rayons de courbure principaux égaux et dirigés en
sens contraires, sont les hélicoides droits.

Les rayons de courbure principaux au point (x, y, z)
ont pour expression
a* + x* + y? a*+r?

=x ?
a a

—+

r étant la distance du point i I'axe des z, ou autrement
la longueur de la génératrice passant par le point, com-
prise entre 'axe des z et le point. Le plan tangent au
point (x, y, z) fait avec le plan tangent au point (0,0, z)

. . r
qui est vertical, un angle dont la tangente est —-
a

On peut donc facilement construire ces rayons de
courbure en grandeur et en position.

SOLUTIONS DES QUESTIONS PROPOSEES
DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 945

( voir »° série, t. VIII, p. 276);

Par M. AOUIT,
Eléve au collége de Blaye.

Relations d’identité entre les angles d’un triangle
rectiligne :
1° sin2 A +sin2B + sin2C

= 2(sinA + sinB + sinC)(cosA + cosB + cosC —1);
2° (sinA + sinB 4 sinC)* + 4 (cosA + cosB +- cosC — 1)
—+(cosA + cosB + cosC — 1)
=4 (sinBsinC + sin A sinC - sin A sinB).
(J.-Cn. Durain.)
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1° On sait qu'on a
sin2A + sin2B + sin2C

= 2(sinA cosA + sinB cosB —+ sinC cosC).

Ajoutant et retranchant au second membre le doubledes
(uantités égales

sinA -+ sinB <+ sinC
ct

sin (B + C) + sin (A + C) + sin( A + B),
nous avons en développant
sin2 A +-sin2B -+ sin2C
= 2(sinA (;osA ~+ sinB cosB + sinC cosC
~+- sinB cosC + sinCcosB + sin A cosB
—+ sinC cosA —+ sinA cosB + sinB cosA
—sinA — sinB — sinC),
ou bien, mettant sinA, sinB, sinC en facteur,

sin2A + sin2B + sin2C
= 2{sinA(cosA + cosB + cosC —1)
~+ sinB(cosA -+ cosB + cosC —1)
-+ sinC (cos A -+ cosB ~+ cosC —1)),

d’ou
sin2A'+sin2B + sin2C
=2 (sinA —+ sinB + sinC) (cosA -+ cosB + cosC —1).
2° Développant, réduisant et remplacant cosA, cosB,
cos C par — cos (B+ C), — ¢os (C + A), — cos (A+ B),.
le premier membre devient
2sinBsinC + 2sinCsinA + 2sinAsinB
-+ 2 cosB cosC -+ 2 cosC cosA + 2 cosA cosB
— 2¢0s (B+ C) —2cos(C+ A) — 2 cos (A + B).
= 4 (sinAsinB + sinBsinC - sinCsinA),

a cause des termes 2 cosB cosC,. . ., qui se détruisent..
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On trouve encore

. . . . . . 2S 2pr
sin2A + sin2B + sin2C = 4sinAsinB sinC = = _RPT
p, r, R étant le demi-périmétre, le rayon du cercle in-
scrit, le rayon du cercle circonscrit, et

?

2 2
sinB sinC inCsin A inAsinB = (2 r r.
-+ s sinA -+ sin A sin (2[{) +<2R> -+ 1

On a d’un autre c6té

. b . c a
B—— = — i —_ —
sin 2R’ sinC R’ sin A SR’
d’ou
bc + ac + ab

sinB sinC +- sinC sin A + sinA sinB — AT

b

d’ot la relation connue

be + ac + ab = p*+ r* -+ 4R

CONCOURS D'ADMISSION A L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.
(ANNEE 1869.)

Composition de Mathématiques.

Etant donnés un rectangle et un point P dans le plan
de ce rectangle, par le point P on méne une droite quel-
conque PQ, et 'on imagine les deux coniques qui pas-
sent par les quatre sommets du rectangle et qui sont tan-
gentes a la droite PQ. Soient E et E’ les deux points de
contact et M le point milieu de la droite EE’; chercher
’équation du lieu décrit par le point M, quand on fait
tourner la droite PQ autour du point P.

On construira le lien dans les hypothéses suivantes :
le rectangle se réduit & un carré dont le coté est 2a, et
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si I'on prend pour axes des coordonnées les paralléles aux
cOtés du carré menées par son centre, les coordonnées
a a

PYTY

Solution.

du point P sont x =

Ax*+ By’=1, équation de la conique,
Aa*+ Bb*=1, équation de condition, A

Apz + Bgy —1, équation de la tangente.

Le lieu des points de contact sera donc

! 1 a? y2 |
! 1 px qy | =0,
a0 !

ou
pbie — alqy + a*y* — a4 gty + py*z —o,

ou, en transportant au point (p, ¢),

plg— )+ q(a—ptly +(q'— b*) 22
+ (@ — p*y* +gr'y — priz=o.

Le lieu des milieux sera

22y(qx — py )+ (97— b*)x*+ (@’ — p*) y*= o.

Composition de Physique.
I.
Lois du mélange des gaz entre eux et avec les liquides.

II.

A Taide d’une pompe pneumatique, on aspire un gaz
d’un premier réservoir pour le refouler dans un second.
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Les deux réservoirs ont méme capacité et la pression y est,
au commencement, d’'une atmosphére. Le premier con-
tient un mélange a volumes égaux de deux gaz solubles
dans 'eau, dont les coeflicients de solubilité sont 1 et 2:
le deuxiéme est 2 moitié plein d’eau et contient un gaz
insoluble. Le piston de la pompe laisse au-dessous de lui
un espace nuisible égal au dixiéme du volume total du
corps de pompe, de sorte que le jeu de la pompe a une
limité. Quand cette limite est atteinte :

1° Quelle est la pression du gaz dans les réservoirs ?

2° Quelle est la composition du gaz dissous dans I'eau,
et celle du mélange qui est au-dessus de 1’eau?

3° Quel est le travail nécessaire pour faire mouvoir le

piston, ou au moins quel est le racé graphique qui re-
présente ce travail?

111

Dans une balance de Coulomb, les deux boules sont
d’abord en contact et le fil sans torsion. En électrisant la
boule fixe, la boule mobile se trouve repoussée a 3o de-
grés. On demande ce que deviendra cet écart au bout de
dix minutes, sachant que la perte est ce jour-la d’un
(uarantiéme de la charge moyenune par minute.

CONCOURS D’ADMISSION A L’ECOLE POLYTECHNIQUE.
(ANNEE 1869.)

Composition de Mathématiques.

On donne un triangle rectangle isoscéle AOB et on
demande :

1° L’équation générale des paraboles P, tangentes aux
trois cotés du triangle AOB;
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2° L’équation de I'axe de I'une quelconque de ces pa-
raboles;
3° L’équation et la forme du lieu des projections du
point O, sommet de I'angle droit du triangle AOB, sur
les axes des paraboles P.

Composition de Géométrie descriptive.

Représenter le solide commun & une sphére et a un
cone définis de la maniére suivante :

La sphére est inscrite dans un cube ayant 15 centi-
meétres de coté; Ia face inférieure du cube est dans le plan
horizontal de la projection et la face postérieure est dans
le plan vertical.

Le cone est de révolution; il est tangent au plan hori-
zontal, son sommet est le centre O de la face ABCD du
cube, et son axe passe par le sommet (A, A’) du cube.

Dans la mise a 1’encre, on indiquera les constructions
nécessaires pour trouver un point quelconque de la ligne
d’intersection du cone et de la sphére et la tangente en ce
point.

L . .
Nota. — Prendre pour ligne de terre une droite pa-
ralléle aux petits cotés de la feuille et a égale distance de
ces cOtés.

L]

Solution de la question de Mathcmatiques ;

Par UN ABONNE.

Prenez pour axes des coordonnées les deux cotés de
I'angle droit du triangle rectangle isoscéle ; désignez par a
la longueur OA.

Cela posé, si o et § sont deux paramétres variables,
toute conique inscrite dans le triangle AOB sera repré-
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scntée par I'équation '
\/;—.-’I:—i— Vp—y-—-}-— \/.z:+y—a:o.

On exprime comme a l'ordinaire que cette équation re-

présente une parabole; et ﬁnalement P’équation générale
des paraboles devient

(Bz —ay)—2a(Bfr+ ay)+a*=0
avec la relation
«+B=u,
ct I'axe de chaque parabole a pour équation

ala—B)

x — -+
B &y a+[3

L’équation du lieu s’obtiendra donc en éliminant « et 3
entre les équations

a4+ =1,
«x + By=o,
a(a—8)
;ix-z‘y+—~———“2+pz = o,
.

ce qui conduit sans peine a ’équation
(@) —a(z+y){r —=z)=o.

Le lieu est donc du‘quatriéme ordre, ayant au point O
un point triple; en ce point triple il y a rebroussement
suivant la bissectrice intérieure de I'angle AOB; et, en
outre, le point générateur du lieu traverse le point O une
autre fois dans la direction perpendiculaire & la tangente
de rebroussement. Ce licu n'a pas de branches.infinies
réelles; mais il est tangent a la droite de 'infini en .cha-
cun des deux points de rencontre de cette droite avee
tous les cercles du plan.
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Il v’y a donc aucune difficulté a tracer la courbe du
lieu, surtout si I'on remarque que ce lieu passe par les.
deux extrémités de 'hypoténuse AB, et touche cette hy-
poténuse.

D’ailleurs I'équation polaire du lieu se déduit immé-
diatement de I'équation déja écrite, et cette équation

p = a(cosw + sinw) (cosw — sinw)

conduit aussi a une discussion et une construction fa-
ciles.

Remarque. — Si I'on décrit la circonférence circon-
scrite au triangle AOB, cette circonférence est, comme
chacun sait, le lieu géométrique des foyers des para-
boles P; soit o I'un quelconque de ces foyers. Projetons
ce foyer en G et H sur OA et sur OB. GH sera la tan-
gente au sommet de la parabole dont le foyer est g;
donc ¢V, perpendiculaire sur GH, sera I'axe, et la per-
pendiculaire, abaissée du point O sur ¢V, y marquera
le point correspondant M du lieu demandé. Cela montre
que le lieu demandé est aussi le lieu du pied de la direc-
trice sur I’axe; et cette construction donne sans peine
I'équation polaire ci-dessus.

Mais cette construction géométrique est surtout utile
pour contrdler les calculs; car elle donne a elle seule la
forme du lieu et ses tangentes principales.

Autre solution de la méme question ;

Pax M. A HILAIRE.

On sait que le lieu des foyers des paraboles inscrites
dans um triangle est le cercle circonscrit a ce triangle.
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Si je prends pour origine le sommet et pour axes les
cotés de I'angle droit du triangle donné et si je pose
'OA = OB = a, 'équation du cercle circonscrit au trian-
gle est X'+ y*=a (x + y).

Un point quelconque (', y'), pris sur ce cercle, est le
foyer d'une parabole inscrite au triangle. Si I'on abaisse
de ce point des perpendiculaires sur les trois cotés, les
pieds de ces perpendiculaires seront sur une ligne droite
qui est précisément la tangente au sommet de la parabole :
I'équation de cette droite est '

&‘[q

+—y-;:l.
Y

D’ailleurs la directrice de la parabole doit passer par le
point O; son équation est donc

z
>

+%5 =0 ou y'z+ay=o.

==

P

D’aprés cela, pour le point (x/, y') :
1° L’équation de la parabole est

(r'r+2y)

b

(2= =Y+ (r —y'y=

_z.l‘z +J’l7
2° L'équation de I'axe est
xl
y—y'=gle—al),

x'et y' étant liés par la relation
Jfll—*—y“: a (.Z" +yl);

3° Le lieu demandé n’est autre que le lieu du point de
rencontre de la directrice avec I'axe. Pour avoir sen
équation, il suffit d’éliminer x’ et ' entre I’équation de
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la directrice

(1) yx+a2y =o,
I’équation de 'axe

(2) y'y—zz=yr—"
et l.'; relation connue

(3) 2+ yt=a(z'+y').

Pour cela, je pose x’=14y’. Les trois équations de-
viennent par cette substitution

(4) y'(zx+iy)=o0 ou xz+liy=o,
(5) » y—lrz=y'(1—¥)
(6) y (140 = a(1+).

En multipliant membre a4 membre les deux derniéres
équations, on fait disparaitre y’ et on obtient I'équation

(7) (t=+=2)(y —dx)=a(1+)) (1 —»).

Il ne reste plus qu’a éliminer 2 entre cette équation (7)

et I'équation (4) qui ne contient pas y; on aura ainsi
V'équation du lieu

P ——
¥\ ¥)T .» »)
(w4 y = aly — ) (r'— .

C’est une courbe du quatriéme degré qui n’a pas de
branches infinies; on voit sur I'équation qu’elle passe
par les points circulaires a I'infini, par I'origine et par
les deux autres sommets du triangle.

L’équation ne change pas si on permute x et y. La
courbe est donc symétrique par rapport a la bissectrice
de 'angle yOx. Si on la rapporte a cette droite OX et a
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sa perpendiculaire OY, I’équation devient

_ fax'yY”

==

On voit par cette forme d’équation que la courbe n’a pas
de points a gauche de OY. Pour la construire, il est plus

simple de prendre 1'équation en coordonnées polaires,
OX étant I’axe polaire. L’équation est

(X2+ Y?)

p= a\/2sinw sin2o.

La construction n’offre aucune difficulté.

RECTIFICATION.

La question 932 proposée par M. Laisant dans le nu-
méro de juillet des Nouvelles Annales a déja é1é résolue
par M. Gerono (t. XVII, 1858, p. 283). Depuis, la solu-
tion a été insérée dans plusieurs Traités de Trigonomé-
trie. L’énoncé de cette question appartient 4 Euler.

ERRATUM.

Page 315 :

L’énoncé de M. Laisant doit étre lu ainsi :

Tout cube parfait augmenté de 3, §, 5 ou G unités d’ordres quelconques
n'est pas un cube parfait.

Page 316 :

Au liew de : mq, lisez : m.g.
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SUR LE PASSAGE DES DIFFERENCES AUX DIFFERENTIELLES ;
Par M. A. GENOCCHI,

Professeur de P’Université de Turin.

Les raisonnements par lesquels on démontre, méme
dans les Traités les plus recommandables de calcul dif-
Aty d'y
Azt dz
blent peu satisfaisants. On s’appuie sur un lemme
d’aprés lequel la dérivée partielle ¢/ (x, a) d’une fonc-
tion de deux variables qui est tonjours nulle pour o = o
serait nulle aussi pour B = o, et Von déduit ce lemme
de la relation connue

o+ h)y— fla)y=hf(z + oh).

Mais, en examinant la démonstration de cette rela-
tion, on ne voit pas clairement comment elle peut avoir
lieu dans le cas du lemme, car la plupart des considéra-
tions qu'on emploie deviennent alors inapplicables; d’'un
autre c6té, dans I’énoncé du lemme, il ne faudrait pas par-
ler des valeurs des fonctions ¢ (x, a), 9. (x, «),dans le cas de
« = o; mais de leurs limites, et pour I'appliquer, il fau-
drait démontrer que toutes les conditions sous lesquelles
il subsiste se trouvent vérifiées, ce qu’on ne fait pas.

Or le théoréme dont il s’agit peut étre établi d’une
maniére rigoureuse et fort simple, en supposant méme,
pour plus de généralité, que les accroissements successifs
de x soient des quantités égales ou inégales &, hy, ks, etc.

Soit y = f(x), Ay = f(x + k) — f(x), en prenart

es dérivées, on aura

49 _ pas n) f’()—Af'(x)—A<dy)

férentiel, le théoréme général lim me sem-

dx
Ann. de Mathémat., 2e série, t. VIIL. (Septembre 1869.) 25
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et de la on tirera, pour n quelconque,

- <§{) _d(ary)

dz)— " dz

car, en admettant cette équation et prenant les diffé-
rences des deux membres, il vient

w (O Jaay\y_  [dz
()= "2 |=2(%)

ou l'on a fait z = A"y, et, comme

A dz\ d(az) _d(a™'y)
dr] " dxz — dx

il s’ensuit

2

A ilz _(i(ﬁ"""_}’)
de | dx

de maniére que P’équation, si elle a lien pour I'indice 7,
a lieu aussi pour I'indice n + 1.

Maintenant, ¢ élant une quantité infiniment petite
avec h, on a par définition

Ay dy

—/l— —_— Z.:‘ —+ ¢,

si h et Ay désignent les accroissements correspondants
. A d

de x et y. En faisant Tr =51, -d—-‘}; = y’, et appelant A,

un deuxiéme accroissement de x, on aura pareillement

Ay _ 4y, ay' _dy
71-.__{[.1:+EZ’ /I,_d;c+e’
ou ¢ et ¢’ sont des quantités infiniment petites avec /;
mais, d’aprés ce qu'on a démontré,
dy, 1d{Ay) 1 A dy
der — kh dxr ko \dr)’



ou
dy, Ay
dx L’
donc
7
ATT‘ % “+ € + e,
savoir :
A%y d?y , .
ik, = de T

d’ou, en passant a la limite pour h=o etk =o0, on
déduit

(A dy

lim( 22X\ =22,

"’“</zh,> dc

On peut s'élever aux différences et dérivées d’ordres
supérieurs pour élablir la formule générale

lim Aty _ 4
kb ha_y] dz

En effet, si cette formule est vraie pour I'ordre n, on
pourra écrire
A".'V d""V

Ph b T de O

¢ étant infiniment petit en méme temps que les accrois-
. Aty dy
sements f, i, .o h,_y 5 SOt e = L=/ et
o ey ity SO G = gz =0
soit donné & x un nouvel accroissement &,, nous aurons

Ay, __dy. Aty dry’
= £ ————— = —— ¢,

h, dr bbb, dxt

€, et ¢’ étant aussi infiniment petits avec tous les accrois-

sements ; et, comme

dy., 1 d(A“y
dz ~ kh,...ha_, dr
25..
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et
d{ar d
(a"y) —ar( T\ =y,
dr dr
il viendra
A)’,, dn
%, e =T +e +s,.,
ou
A"'HY dn-i-ly
=+ ¢ + &,

Wl g da*

ce qui montre que la méme formule a lieu pour l'ordre
n 1. ’

NOTE SUR LE PENDULE CONIQUE;
Par M. E. COMBESCURE,

Professeur & la Faculté des Sciences de Montpellier.

Dans I'un des derniers numéros des Comptes rendus
des séances de I’ Académie des Sciences, M. Resal a pré-
senté une Note relative au mouvement de rotation de I'el-
lipse trés-petite que décrit un pendule conique danslevide.
La premiére solution de ce probléme a été donnée, si je ne
me trompe, par M. Airy dans le Journal astronomique
de Londres (1851 et avant) ; seulement 'analyse de I'ha-
bile astronome exige la distinction des deux cas, savoir :
celui oul'ellipse est presque circulaire et celui ou elle est
trés-allongée. J’avais communiqué en 1853, a M. Gond,
de Cambridge (Etats-Unis), une solution du méme pro-
bléme, et cet éminent astronome m’ayant appris que la
question avait été traitée par M. Airy, je n’avais plus
songé a publier ma solution. Cependant la marche que
J'avais suivie me parait plus simple et plus uniforme que
celle de M. Airy. Comme elle n’est guére plus compliquée
que celle qui se rapporte 4 la premiére approximation et
qu’on expose dans les traités classiques, peut-étre yaurait-il ~
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quelque intérét a la faire connaitre. Je Pavais commu-
niquée en 1856 a M. Roche, qui venait de traiter, & un
autre point de vue, le mouvement circulaire du pendule
pour un écart initial quelconque, et je n’y aurais plus
pensé sans la Note de M. Resal. Cette Note a été 'objet
d’une réclamation de M. Tissot, qui a traité, comme on
sait, le mouvement pendulaire dans sa généralité. Mais
il faut convenir que cette solution générale, précisément
a cause de sa généralité, laisse un peu caché le fait ca-
ractéristique naissant de la deuxiéme approximation, sa-
voir : le mouvement de rotation uniforme de Vellipse in-
variable et 1a loi simple qui le régit. La méme chose peut
se dire par suite de I'élégante solution qu’a publiée dernié-
rement M. Schlaefli dans le journal de MM. Brioschi et
Cremona. Enfin on sait que la deuxiéme approximation
du mouvement pendulaire a été entreprise par Lagrange
et rectifiée par M. Bravais (1854); mais il me semble que
mon calcul de 1853 est plus simple, et plus propre en
méme temps & mettre en évidence les phénomeénes dyna-
miques révélés par la deuxiéme approximation.

a est la longueur du pendule, N la pression, K*=2gh'
la vitesse initiale qui répond 4 z = h, les z étant comptés
a partir du point le plus bas; v désignant la vitesse, on a

2 g(a — z)
a

*4 —-——3g-9

v=2g(2¢ — Z), N=

ou £ == ; (A + A'). Sil'on fait, pour abréger,

g z
-3

t\/—__——-r, =,
a a

I'équation du mouvement vertical, savoir :

d*z z
ar _N<|~;)-—g,

=a,

R =
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peut s’éerire
dzg
e + 40 +a)t=4a+ 30
En posant { = 2 + u et prenant pour 1 la racine de
I'ordre o de I'équation -

1’—%(1+a)7\+é§:0,
P’équation précédente devient
du .
{1) 7]?+4;4‘u:3u’,

ou

3
e — =
® ) s 4 5

Quand on néglige les quaniités de l'ordre a? ou u?, on a,
pour premiére valeur approchée,

u, = A cos2pt + Bsin2 pr.
Faisant
u=—u,+u,

u’ étant de I'ordre a?, et négligeant u,u’, u’?, qui sont de
Pordre o®, «*, il vient, par la substitution dans (1),

d*u' N
Jei + fpiu’ = 3ul

3(A*+ B? 3(A*— B? .
. ; )-4— ( ; >COS4}I~T+3ABSH‘I4}U’.

Si I'on pose

3(A’+ B? .
= (3%—) -~ M cos4pr + Nsinfpr,
p

on trouve tout de suite
2 B’.’ B
M:.-A 7 N:——»f-
Bp 4
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Les coefficients de u’ éiant de P'ordre a*, on peut y rem-
placer p? par 1.

¥4
= = © pour t=o0 la seconde valeur

approchée de ¢, savoir :

En supposant

=2+ u+u,

fait voir que B = o, I’hypothése A = 2 ne pouvant étre
adoptée ici. Et, comme z = & pour ¢t = o, il en résulte

A 2
<——+l> =14n—),
2

h

. R A .
ot n =~ <de méme 7’.'=;>; d’ailleurs
2 1
)\Zg[l—f—a—(.l—a—é—a’)g]
o2 n 4+ (n +=')? k
—a— 4+ ... = — “+ .o
4 2 16

Donc, a I'approximation ot 'on s’arréte,

_a4a (a4 (a—a') '

— — +
¢ 2 16 8
! / [ U
n—n nn (n—n')?
-+ -+ — | cos2pT — ————— cos?2pr.
< 2 4 ) ¢ 16 ¥

Les valeurs extrémes de ¢, lesquelles répondent a T = o,

T ’ n
yr:—,sontnetr,,:n 1— — ]

2 \ 2

En introduisant daus 'expression de ¢

, 7\~ ”
"‘:nt<‘—‘*) :n|<l+">7
2 2

il vient
(ﬂ —_ 7l|)

,
7 sin’pt cos’ut.

Soit ar le rayon vecteur de la projection horizontale

(2) = % €08’ p7 + 7, sin*pr —+
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du mobile, en sorte que
r*—atf—10,

on a, d'aprés la derniére équation,
. 3 g
(3) r*=jp’cos’pr+ p}sin’pr 4 g(p’— pi)?sin?pz cos’ur,

p» p1 €tant les valeurs extrémes de r. On peut remarquer
que, si p = p;, la trajectoire se réduit a un cercle, comme
dans la premiére approximation.

La vitesse initiale étant supposée perpendiculaire au
rayon vecteur initial p, I'équation des aires peut s’écrire

—= (I 1
do = \/m |- + ——)dr;
w \ Q 2 — c >
r étant exact jusqu’aux termes de l'ordre r*'ou ¢, etla
parenthése étant ‘multipliée par \/R, qui ‘est de 'ordre
de ¢, on ne doit conserver dans » que des termes de

Vordre de ¢.
On peut donc prendre

— /1
dw = \lum, (7 -+ i) dt.
2

4

L’expression (2) de { peut s’écrire
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